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Представления алгебр Ли векторными полями естественно возникают в вопросах груп-
пового анализа дифференциальных уравнений [1], при этом, как правило, рассматриваются
только локальные действия соответствующих групп Ли. Ограничения типа точной транзитив-
ности, кратной транзитивности, обобщение условий транзитивности естественно появляются,
например, при исследовании групповых симметрий физических структур [2–6].

Пусть L — некоторая конечномерная алгебра Ли, dimL = n. Представлением алгебры
Ли L в алгебру Ли VectRm векторных полей на пространстве Rm является любой гомомор-
физм ρ : L→ VectRm алгебр Ли. Будем говорить, что алгебра Ли L имеет точно транзитивное
представление ρ : L → VectRm, если m = n и определитель, составленный из коэффициентов
базисных операторов алгебры ρ(L), невырожден. Данное определение равносильно тому, что
соответствующая локальная группа Ли действует точно транзитивно на открытом подмноже-
стве пространства Rn [7, 8]. Естественно предположить, что точно транзитивные представле-
ния алгебры Ли векторными полями должны иметь специальный вид.

В работе находятся точно транзитивные представления двух наименьших простых алгебр
Ли sl2(R) и so3(R). Доказано, что точно транзитивные представления алгебры sl2(R) в про-
странстве векторных полей VectR3 соответствуют решениям уравнения Лиувилля [1, 9]:

zxy = kez,

где z = z(x, y), k — вещественное число. Уравнение Лиувилля относится к уравнениям вто-
рого порядка, которые имеют вид zxy = f(z). Известно [10], что единственным нелинейным
уравнением такого вида, интегрируемым методом Дарбу (см. [9, гл. 4]), является уравнение
Лиувилля. Кроме того, уравнение Лиувилля, как и линейные уравнения, инвариантно отно-
сительно бесконечной группы, содержащей две произвольные функции, но не линеаризуется
точечными преобразованиями. С другой стороны, оно может быть линеаризовано преобразо-
ванием Ли — Бэклунда (см. [1, с. 222]). Также уравнение Лиувилля естественно появляется при
классификации линейных дифференциальных уравнений второго порядка двух независимых
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переменных с использованием инвариантов Лапласа (см. [1, гл. III, § 9]). Классификацион-
ные результаты по нелинейным дифференциальным уравнениям указанного вида могут быть
найдены в работах [11–14].

В разд. 1 приводится описание всех точно транзитивных представлений алгебры sl2(R)
в пространстве векторных полей VectR3. Все они определяются двумя функциями f , g двух
переменных, которые удовлетворяют одному дифференциальному уравнению второго поряд-
ка. Оказалось, что данное уравнение является уравнением Лиувилля на произведение h = fg
этих функций. Как хорошо известно (см. [1, глава III, §9, с. 123]), решение уравнения Лиувилля
определяется двумя функциями одного аргумента. Таким образом, транзитивные представле-
ния алгебры sl2(R) определяются двумя функциями одного аргумента.

В разд. 2 приводится описание всех точно транзитивных представлений алгебры so3(R)
в пространстве векторных полей VectR3. Они также определяются двумя функциями f , g двух
переменных, которые удовлетворяют одному дифференциальному уравнению второго поряд-
ка. Но получить единое уравнение на некоторую функцию h = H(f, g) не удалось. Сформули-
рован соответствующий вопрос.

Все функции, рассматриваемые в работе, предполагаются достаточно гладкими, и вычис-
ления производятся в предположении общего положения.

1. ТОЧНО ТРАНЗИТИВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛГЕБРЫ sl2(R)

Алгебра sl2(R) порождается матрицами

A =

(
1 0
0 −1

)
, B =

(
0 1
−1 0

)
, C =

(
0 1
1 0

)
и имеет следующую таблицу коммутаторов:

A B C

A 0 2C 2B
B −2C 0 2A
C −2B −2A 0

Имеет место следующая
Теорема 1. Любое точно транзитивное представление алгебры Ли sl2(R) в простран-

стве векторных полей VectR3 эквивалентно одному из следующих представлений:

a = ∂x, p = e2xf

(
1

2
(ln g)y∂x + ∂y

)
, q = e−2xg

(
− 1

2
(ln f)z∂x + ∂z

)
,

где функции f , g переменных y, z связаны равенством

α′(y)β′(z)fg = −(α(y) + β(z))2

для некоторых функций α(y), β(z), причём α′(y)β′(z) 6= 0. Здесь и далее под производной вида
(ln f)z понимается дробь fz/f .

Доказательство. Пусть представление алгебры sl2(R) в пространстве векторных по-
лей VectR3 имеет вид

A 7→ a, B 7→ b, C 7→ c,

где
a = a1∂x + a2∂y + a3∂z, b = b1∂x + b2∂y + b3∂z, c = c1∂x + c2∂y + c3∂z,
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а коэффициенты ai, bi, ci, i = 1, 2, 3, зависят от переменных x, y, z. Транзитивность данного

представления равносильна невырожденности определителя
∣∣∣∣ a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣, составленного из коэф-

фициентов операторов a, b, c.
Можно считать, что a = ∂x. Из соотношений [a, b] = 2c, [a, 2c] = 4b получаем bixx = 4bi,

i = 1, 2, 3, т. е. bi = pie2x+qie−2x, где коэффициенты pi, qi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, z.
Следовательно,

b = (p1e2x + q1e−2x)∂x + (p2e2x + q2e−2x)∂y + (p3e2x + q3e−2x)∂z,

c =
1

2
[a, b] = (p1e2x − q1e−2x)∂x + (p2e2x − q2e−2x)∂y + (p3e2x − q3e−2x)∂z.

Рассмотрим операторы

p =
1

2
(b+ c), q =

1

2
(b− c).

Имеем
[a, p] = b+ c, [a, q] = c− b, [p, q] = −a.

Итак, для операторов a, p, q имеем следующую таблицу коммутаторов:

a p q

a 0 2p −2q
p −2p 0 −a
q 2q a 0

Операторы p, q представим в виде

p = e2xv, q = e−2xw,

где
v = p1∂x + p2∂y + p3∂z, w = q1∂x + q2∂y + q3∂z.

Инварианты оператора v являются решениями системы дифференциальных уравнений

dx

p1
=
dy

p2
=
dz

p3
,

так как коэффициенты pi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, z, то существует инвариант
t = T (y, z). Следовательно, в переменных x, y, t оператор v примет вид v = v1∂x + v2∂y, где
v1, v2 зависят от переменных y, t, и соответственно

p = e2x(v1∂x + v2∂y) = e2xv, q = e−2x(w1∂x + w2∂y + w3∂t) = e−2xw,

где v1, v2, w1, w2, w3 зависят от переменных y, t.
Инварианты оператора w являются решениями системы дифференциальных уравнений

dx

w1
=
dy

w2
=

dt

w3
,

так как коэффициенты wi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, t, то существует инвариант
s = S(y, t). Следовательно, в переменных x, s, t операторы v, w примут вид

v = ṽ1∂x + ṽ2∂s, w = w̃1∂x + w̃3∂t,

где ṽ1, ṽ2, w̃1, w̃3 зависят от переменных t, s.
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Итак, можно считать, что

a = ∂x, p = e2x(p1∂x + p2∂y) = e2xv, q = e−2x(q1∂x + q3∂z) = e−2xw,

где коэффициенты p1, p2, q1, q3 зависят от переменных y, z, причём в силу условия точной
транзитивности p2q3 6= 0.

Из соотношения [p, q] = −a получаем

v(q1)− w(p1) = 4p1q1 − 1, w(p2) = −2q1p2, v(q3) = 2p1q3.

Так как
v(q1) = p2q1y , w(p1) = q3p1z, w(p2) = q3p2z, v(q3) = p2q3y ,

то получаем систему соотношений

p2q1y − q3p1z = 4p1q1 − 1, q3p2z = −2q1p2, p2q3y = 2p1q3. (1)

Из последних двух уравнений системы (1) находим

p1 =
1

2
p2(ln q3)y, q1 = −1

2
q3(ln p2)z.

Обозначим p2 = f , q3 = g, тогда

p1 =
1

2
f(ln g)y, q1 = −1

2
g(ln f)z

и операторы p, q принимают вид

p = e2xf

(
1

2
(ln g)y∂x + ∂y

)
, q = e−2xg

(
− 1

2
(ln f)z∂x + ∂z

)
.

Первое уравнение системы (1) в этих обозначениях примет вид

f (g(ln f)z)y + g (f(ln g)y)z = 2fg(ln g)y(ln f)z + 2.

После элементарных преобразований получаем (fg)(ln(fg))yz = 2. Обозначим h = fg.
Функция h является решением уравнения Лиувилля [1, гл. III, § 9, с. 123]: h(lnh)yz = 2,
и общее решение этого уравнения имеет вид

h = −(α(y) + β(z))2

α′(y)β′(z)

для некоторых функций α(y), β(z) таких, что α′(y)β′(z) 6= 0. Теорема доказана. �

2. ТОЧНО ТРАНЗИТИВНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛГЕБРЫ so3(R)

Алгебра so3(R) порождается матрицами

A =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 , B =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , C =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


и имеет следующую таблицу коммутаторов:

A B C

A 0 C −B
B −C 0 A
C B −A 0

Имеет место следующая
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Теорема 2. Любое точно транзитивное представление алгебры Ли so3(R) в простран-
стве векторных полей VectR3 эквивалентно одному из следующих представлений:

a = ∂x, b = p cosx+ q sinx, c = −p sinx+ q cosx,

где
p = −g(ln f)z∂x + f∂y, q = f(ln g)y∂x + g∂z

и функции f , g переменных y, z связаны равенством

f(f(ln g)y)y + g(g(ln f)z)z = g2(ln f)2z + f2(ln g)2y + 1.

Доказательство. Пусть представление имеет вид

A 7→ a, B 7→ b, C 7→ c,

где
a = a1∂x + a2∂y + a3∂z, b = b1∂x + b2∂y + b3∂z, c = c1∂x + c2∂y + c3∂z,

коэффициенты ai, bi, ci, i = 1, 2, 3, зависят от переменных x, y, z. Транзитивность данного
представления равносильна невырожденности определителя, составленного из коэффициен-
тов ai, bi, ci, i = 1, 2, 3.

Можно считать, что a = ∂x. Из соотношений [a, b] = c, [a, c] = −b получаем bixx + bi = 0,
i = 1, 2, 3, т. е.

bi = pi cosx+ qi sinx, ci = −pi sinx+ qi cosx,

коэффициенты pi, qi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, z.
Следовательно,

b = p cosx+ q sinx, c = −p sinx+ q cosx,

где
p = p1∂x + p2∂y + p3∂z, q = q1∂x + q2∂y + q3∂z.

Из соотношения [b, c] = a получаем

[p, q]− p1p− q1q = ∂x.

Инварианты оператора p являются решениями системы дифференциальных уравнений

dx

p1
=
dy

p2
=
dz

p3
.

Так как коэффициенты pi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, z, т. е. инвариант t = T (y, z).
Следовательно, в переменных x, y, t оператор p примет вид p = v1∂x + v2∂y, где коэффициен-
ты v1, v2 зависят от переменных y, t, а оператор q примет вид

q = w1∂x + w2∂y + w3∂t,

коэффициенты w1, w2, w3 зависят от переменных y, t.
Инварианты оператора q являются решениями системы дифференциальных уравнений

dx

w1
=
dy

w2
=
dz

w3
.

Так как коэффициенты wi, i = 1, 2, 3, зависят от переменных y, t, т. е. инвариант s = S(y, t).
В переменных x, t, s операторы p, q имеют вид

p = ṽ1∂x + ṽ2∂s, q = w̃1∂x + w̃3∂t.
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Следовательно, можно считать сразу, что

p = p1∂x + p2∂y, q = q1∂x + q3∂z,

коэффициенты p1, p2, q1, q3 зависят от переменных y, z.
Из соотношения [p, q]− p1p− q1q = ∂x получаем

p2q1y − q3p1z = (p1)2 + (q1)2 + 1, q3p2z = −p1p2, p2q3y = q1q3. (2)

Последние два равенства (2) запишем в виде

p1 = −q3(ln p2)z, q1 = p2(ln q3)y.

Обозначая p2 = f , q3 = g, перепишем первое соотношение (2):

f(f(ln g)y)y + g(g(ln f)z)z = g2(ln f)2z + f2(ln g)2y + 1. (3)

Теорема доказана. �

Вопрос. Можно ли соотношение (3) переписать как уравнение на одну функцию
h = H(f, g)?
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