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Доказана единственность решения граничных задач статических уравнений теории упру-
гости для упругих по Коши материалов с несимметричной матрицей модулей упругости
и с симметричной, но необязательно положительно определённой. С использованием соб-
ственных состояний (базисов) линейная связь напряжений и деформаций записана в инва-
риантной форме. Возможны разные варианты записи определяющих соотношений, в том
числе с помощью симметричных матриц. Удельная энергия деформации для всех вариан-
тов имеет канонический вид положительно определённой квадратичной формы.
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В линейной теории упругости симметричный тензор напряжений σij = σji и симметрич-
ный тензор деформаций εkl = εlk = (∂kul + ∂luk)/2 связаны взаимно обратными линейными
соотношениями

σij = Aijklεkl, εij = aijklσkl. (1)

Здесь и далее используется декартова прямоугольная система координат xi, i = 1, 2, 3; повто-
ряющиеся индексы означают суммирование по допустимым значениям индексов; ∂k — произ-
водные по координате xk; ul — компоненты вектора смещения. Постоянные тензоры четвёртого
ранга в (1) имеют симметрию индексов

Aijkl = Ajikl = Aijlk, aijkl = ajikl = aijlk (2)

и не зависят от координат xi точек тела. Для симметричных по двум индексам тензоров (1), (2)
будем использовать формулы перехода от двух индексов к одному (переобозначение компонент
тензоров):

σ11 = σ1, σ22 = σ2, σ33 = σ3,√
2σ23 =

√
2σ32 = σ4,

√
2σ13 =

√
2σ31 = σ5,

√
2σ12 =

√
2σ21 = σ6.

(3)

С учётом (3) формулы (1) принимают вид

σi = Aijεj , εi = aijσj , i, j = 1, 6, σ = Aε, ε = A−1σ, a = A−1. (4)

В классическом случае гиперупругости или упругости по Грину [1, 2] матрицы A и a = A−1

симметрические: Aij = Aji, aij = aji и содержат в общем случае 21 независимую компоненту.

Работа выполнена в рамках Программы фундаментальных исследований СО РАН (проект № 2.3.1.3.1).
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В случае упругости по Коши [1, 2] матрицы A и a = A−1 несимметричные: Aij 6= Aji, aij 6= aji
или тензоры (2) не обладают главной симметрией: Aijkl 6= Aklij , aijkl 6= aklij . В общем слу-
чае они имеют 36 независимых компонент. В [3] приведён общий вид матриц (тензоров) A
анизотропии для всех классов кристаллографических симметрий. Несимметричные матрицы
(тензоры) A, a = A−1 входят в определяющие уравнения наследственной упругости или вяз-
коупругости [4, 5] и фотоупругости [6], получаются при вычислении эффективных постоянных
упругости перфорированных пластин [7, 8]. Некоторые двумерные краевые задачи с исполь-
зованием несимметричной матрицы A решены в работах [9–11].

Общий вид матрицы A трансверсально-изотропной упругой по Коши среды (ось симмет-
рии x3) следующий [3, 12, 13]:

Aij = Cij +Bij =



C11 C21 C31 −B31 0 0 −B61

C21 C11 C31 −B31 0 0 B61

C31 +B31 C31 +B31 C33 0 0 0
0 0 0 C44 −B54 0
0 0 0 B54 C44 0
B61 −B61 0 0 0 C11 − C21

 , (5)

где Cij = Cji — симметричная часть, а Bij = −Bji — кососимметричная часть матрицы A.
Частные случаи матрицы (5) используются, например, в работах [3, 5, 9–11, 14–17]. В рабо-
тах [9, 10, 14, 16, 17] и некоторых других упругие по Коши среды с несимметричной матрицей
(тензором) модулей упругости A 6= A′ (штрих означает транспонирование матрицы) названы
асимметричной моделью упругости.

Так как A 6= A′, то кроме (1), (4) возможен другой вариант записи определяющих соот-
ношений с матрицей (тензором) A′:

σij = Aklijεkl, σi = Ajiεj , σ = A′ε. (6)

Учитывая, что A = C +B, C ′ = C, B′ = −B и A′ = C −B, получим, что записи (1), (4) и (6)
отличаются только изменением знака у компонент кососимметричной матрицы B.

Невырожденная матрица Aij может быть представлена в виде [3]

A = TΛF ′, A′ = FΛT ′, (7)

где F = [fip], T = [tip] — ортогональные матрицы, т. е. F ′F = E, T ′T = E (E — единичная мат-
рица); Λ = diag(λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6), λi > 0, — диагональная матрица. Величины λi являются
собственными модулями, которые могут быть и кратными, а матрицы tip, fip — собственными
состояниями. Каждый столбец этих матриц в силу (3) соответствует симметричному тензору
второго ранга. С учётом (7) перепишем определяющие соотношения (4), (6):

σ = TΛF ′ε, T ′σ = ΛF ′ε, σ̃ = Λε̃, (8)

σ = FΛT ′ε, F ′σ = ΛT ′ε, σ̃ = Λε̃. (9)

Формулы (8) соответствуют матрице A, а формулы (9) соответствуют матрице A′, где соот-
ветственно обозначили σ̃ = T ′σ, ε̃ = F ′ε и σ̃ = F ′σ, ε̃ = T ′ε. Таким образом, формулы (8), (9)
получаются друг из друга заменой матрицы F на матрицу T и наоборот.

Последние выражения (8), (9) представляют собой шесть отдельных независимых ра-
венств

σ̃1 = λ1ε̃1, σ̃2 = λ2ε̃2, σ̃3 = λ3ε̃3, σ̃4 = λ4ε̃4, σ̃5 = λ5ε̃5, σ̃6 = λ6ε̃6, (10)

которые являются инвариантной записью обобщённого закона Гука (4) или (6). В соответствии
с (10) удельная энергия деформации записывается в каноническом виде

2Φ = σ̃pε̃p = λpε̃
2
p = λ1ε̃

2
1 + λ2ε̃

2
2 + λ3ε̃

2
3 + λ4ε̃

2
4 + λ5ε̃

2
5 + λ6ε̃

2
6, λp > 0, p = 1, 6, (11)
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положительно определённой квадратичной формы. Единая запись (11) для матриц (7) с учё-
том выражений для деформаций ε̃p принимает вид 2Φ = λp(fipεi)

2 или 2Φ = λp(tipεi)
2. Из

последних выражений видно, что удельные энергии деформации для случаев матриц A и A′

могут отличаться, так как меняются собственные состояния (базисы) fip и tip в пространствах
деформаций, как и напряжений.

Определяющие соотношения (8), (9) можно записать с использованием симметричных
матриц. Из (8), (9) получаем

σ = Aε = TΛF ′ε, T ′σ = T ′Aε = ΛF ′ε, FT ′σ = FT ′Aε = FΛF ′ε, σ(1)∗ = S(1)ε,

σ = A′ε = FΛT ′ε, F ′σ = F ′A′ε = ΛT ′ε, TF ′σ = TF ′A′ε = TΛT ′ε, σ(2)∗ = S(2)ε,
(12)

где обозначили

σ(1)∗ = FT ′σ, σ(2)∗ = TF ′σ, S(1) = FΛF ′ = FT ′A, S(2) = TΛT ′ = TF ′A′. (13)

Как видно из (13), матрицы S(1) и S(2) являются симметричными положительно определён-
ными матрицами. Напряжения σ(1)∗, σ(2)∗ в (12) с учётом (13) в индексной записи имеют вид

σ
(1)∗
ij = fijpqtklpqσkl = fijpqσ̃

(1)
pq , σ

(2)∗
ij = tijpqfklpqσkl = tijpqσ̃

(2)
pq , (14)

где
σ̃(1)pq = tklpqσkl, σkl = tklpqσ̃

(1)
pq , σ̃(2)pq = fklpqσkl, σkl = fklpqσ̃

(2)
pq . (15)

Для определяющих соотношений (12) удельная энергия деформации с учётом (13)–(15) сов-
падает с выражением (11):

2Φ = σ
(1)∗
ij εij = fijpqtklpqσklεij = σ̃(1)p ε̃p = λpε̃

2
p,

2Φ = σ
(2)∗
ij εij = tijpqfklpqσklεij = σ̃(2)p ε̃p = λpε̃

2
p.

(16)

Подставляя матрицы S(1), S(2) из (13) в (16), получим выражения

2Φ(1) = S
(1)
ijklεklεij = fijpqλpqrsfklrsεklεij = λp(fipεi)

2, (pq) = (rs),

2Φ(2) = S
(2)
ijklεklεij = tijpqλpqrstklrsεklεij = λp(tipεi)

2,
(17)

уже приведённые выше. Очевидно, все формы записи (4), (6), (8), (9), (10), (12) обобщённого
закона Гука являются эквивалентными. Для этих вариантов выражение удельной энергии
деформации также имеет одинаковый вид (11), (16), (17).

В упругом теле, имеющем объём V и поверхность тела S = Sσ+Su, составленную из двух
частей, выполняются уравнения равновесия [1] (Fi — компоненты объёмных сил)

∂jσij + Fi = 0, (18)

обобщённый закон Гука (1)
σij = Aijklεkl = Aijkl∂kul, (19)

где матрица A (или тензор Aijkl) необязательно симметричная. На поверхности тела могут
быть заданы граничные условия в напряжениях

σijnj = pi, xi ∈ Sσ, (20)

и в смещениях
ui = gi, xi ∈ Su. (21)
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Здесь nj — компоненты единичной внешней нормали к поверхности S; pi, gi — заданные функ-
ции на границе тела. Предполагается, что поверхность S и заданные функции имеют необходи-
мые свойства гладкости. Граничные условия (20) или (21) могут быть заданы по отдельности
на всей поверхности S (см. [1, 18, 19]).

Если напряжения (19) подставить в уравнения равновесия (18) и граничные условия (20),
то получим уравнения в смещениях

Aijkl∂jkul + Fi = 0 (22)

и граничные условия
Aijklnj∂kul = pi, xi ∈ Sσ. (23)

Для классического случая с симметричной матрицей A = A′ доказательство единственности
решения основных граничных задач (18)–(23) известно достаточно давно [1, 18–20]. Возника-
ет необходимость доказать единственность решения граничных задач (18)–(23) для случая
упругости по Коши, т. е. когда A 6= A′ или Aijkl 6= Aklij .

Умножим уравнения (18) на ui и проинтегрируем по объёму тела:∫
V

ui∂jσij dV +

∫
V

uiFi dV = 0. (24)

Имеет место соотношение ui∂jσij = ∂j(uiσij)−(∂jui)σij , с помощью которого преобразуем (24):∫
V

[∂j(uiσij)− (∂jui)σij ] dV +

∫
V

uiFi dV = 0,

∫
V

∂j(uiσij) dV +

∫
V

uiFi dV =

∫
V

σij(∂jui) dV,∫
S

uiσijnj dS +

∫
V

uiFi dV =

∫
V

σijεij dV ;

∫
S

uipidS +

∫
V

uiFi dV =

∫
V

σijεij dV. (25)

При получении (25) использовали формулу (20), симметрию тензора напряжений σij = σji
и формулу Гаусса — Остроградского преобразования объёмного интеграла в поверхностный.
Соотношение (25) соответствует обычной теореме Клайперона (см. [1, 18]).

Если имеет место упругость по Коши, то тогда

Aijkl = Cijkl +Bijkl, A = C +B, Cklij = Cijkl, Bklij = −Bijkl. (26)

При этом с учётом (26) выражение σijεij принимает вид [3]

2Φ(s) = σijεij = (Cijkl +Bijkl)εklεij = Cijklεijεkl = Cijεiεj (27)

и не зависит от кососимметричной части B′ = −B.
Пусть имеем два решения u(1)i , u(2)i , ε(1)ij , ε(2)ij , σ(1)ij , σ(2)ij удовлетворяющих уравнениям (18)–

(23), тогда разности ui = u
(1)
i −u

(2)
i , εij = ε

(1)
ij −ε

(2)
ij , σij = σ

(1)
ij −σ

(2)
ij удовлетворяют однородным

уравнениям (18)–(23) и из (25), (27) следует

2

∫
V

Φ(s)dV =

∫
V

σijεij dV =

∫
V

Cijεiεj dV = 0. (28)
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Интеграл (28) для разности решений равняется нулю, но выражение (27) не является удель-
ной энергией деформации и не должно быть положительно определённой квадратичной фор-
мой [3], и нельзя сказать, что оно равно нулю во всех точках области V .

В нашем случае удельная энергия деформации имеет вид (см. (11), (16), (17))

2Φ = σ∗ijεij = λp(fipεi)
2 = λpq(fipεi)(fjqεj), p = q, (29)

или
2Φ = σ∗ijεij = λp(tjpεj)

2 = λpq(tipεi)(tjqεj), p = q, (30)

и является положительно определённой квадратичной формой. Тогда интегралы вида (28) не
отрицательны∫

V

σ∗ijεij dV =

∫
V

λp(fipεi)
2 dV > 0,

∫
V

σ∗ijεij dV =

∫
V

λp(tjpεj)
2 dV > 0.

Перепишем выражение (27):

σijεij = Aijklεklεij = Aijεiεj = tipλpqfjqεiεj = λpq(tipεi)(fjqεj), p = q. (31)

Выражение (31) одинаково для матриц A и A′ и является полярой (билинейной формой) для
квадратичных форм (29), (30) (см. [21]). Билинейную форму (31) можно выразить через квад-
ратичные формы (29), (30):

λpq(tipεi)(fjqεj) =
1

2
[λpq(tipεi + fipεi)(tjqεj + fjqεj)− λpq(tipεi)(tjqεj)− λpq(fipεi)(fjqεj)].

С учётом (31) записываем интеграл (28) для разности двух решений:

0 =

∫
V

σijεij dV =

∫
V

λpq(tipεi)(fjqεj) dV, p = q. (32)

Выражение (32) является полярной билинейной формой для квадратичных форм (см. [21])∫
V

σ∗ijεij dV =

∫
V

λpq(fipεi)(fjqεj) dV,

∫
V

σ∗ijεij dV =

∫
V

λpq(tipεi)(tjqεj) dV. (33)

Очевидно, формы (33) положительно определённые и записаны в каноническом виде.
Так как билинейная форма (32) симметрична, то её левое и правое нулевые подпростран-

ства совпадают и нульмерны в силу невырожденности квадратичных форм (33). Нулевое под-
пространство квадратичных форм (33) равно нулевому подпространству её полярной били-
нейной формы (32) (см. [21]). Тогда из (32) следует, что почти всюду

tipεi = ε̃p = 0, fjqεj = ε̃q = 0 (34)

во всём объёме V , при этом равны нулю и интегралы (33) (квадратичные формы). Из (34)
находим

εi = tipε̃p = 0, εj = fjq ε̃q = 0. (35)

Далее, с учётом (10), (34), (15) получаем, что

σi = tipσ̃p = 0, σj = fjqσ̃q = 0. (36)

Деформации (35) и напряжения (36), соответствующие разности двух решений, равны ну-
лю, т. е. решение граничных задач (18)–(23) единственно. В общем случае решения могут
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отличаться только на множестве меры нуль. При нулевых деформациях (35) смещения могут
различаться только на смещения и инфинитезимальные повороты тела как жёсткого целого
(см. [1, 18–20]) в окрестности точки x0:

ui(x) = ui(x0) + ωij(x0)(xj − xj0), ωji + ωij = 0.

В классическом случае A = C, т. е. B = 0 (см. (26)), и считается, что квадратичная
форма (27) положительно определённая и тогда имеет место единственность решения гра-
ничных задач (18)–(23) (см. [1, 18–20]). Если A = A′ и нет положительной определённости
квадратичной формы (27), тогда всё равно имеют место представление (7) A = TΛF ′ с λi > 0,
i = 1, 6, (см. [3, 22]) и все последующие формулы. При этом приведённое выше доказательство
единственности решения граничных задач (18)–(23) сохраняется и в данном случае.

Таким образом, граничные задачи для статических уравнений упругих по Коши матери-
алов с несимметричной матрицей модулей упругости, как и с симметричной, но необязательно
положительно определённой, могут иметь единственное решение. Доказательство существо-
вания решения граничных задач является в общем случае трудной математической задачей
(см. [1, 18]). В конкретных задачах решение должно строиться непосредственно.

Статья написана по предложению академика РАН Б.Д.Аннина. Автор благодарит
Б.Д.Аннина и Р.И.Угрюмова за полезные обсуждения.
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