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Рассматривается задача оптимального трекинга траектории, задаваемой экспоненциаль-
ным процессом Орнштейна — Уленбека. Линейная система управления с квадратичным
целевым функционалом, содержащем дисконтирование, путём замены переменных сводит-
ся к линейной неоднородной системе со случайными коэффициентами. Для построенной
системы находится вид стратегии, оптимальной на бесконечном интервале времени. По-
лученные результаты применяются для определения оптимального управления в задаче
трекинга с критериями долгосрочных потерь на единицу накопленного дисконта.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи трекинга являются важным приложением теории линейно-квадратического управ-
ления (см., например, монографии [1, разд. 4; 2, разд. 3]). Трекинг означает управление с це-
лью поддержания состояния линейной системы вблизи заданного уровня на всём интервале
планирования. При этом издержки, возникающие из-за отклонений, а также затраты по управ-
лению учитываются в интегральном квадратичном целевом функционале, который также мо-
жет содержать дисконтирование. В стандартных случаях плановые уровни предполагаются
постоянными или генерируемыми другой детерминированной системой. Однако в различных
приложениях, например в финансовых (см. [3]) или инженерных (см. [2, разд. 3]), возникает
необходимость в отслеживании показателей с заранее неизвестной будущей динамикой, мо-
делируемой при помощи случайного процесса. Тогда соответствующая система управления
будет содержать случайные коэффициенты. В данной работе в качестве «эталонной» траекто-
рии для приближения рассматривается экспоненциальный процесс Орнштейна — Уленбека ηt,
t > 0, заданный, как и все вводимые далее процессы, на полном вероятностном пространстве
{Ω,F ,P}.

Определение 1. Пусть ξt, t > 0, — стандартный процесс Орнштейна — Уленбека, удовле-
творяющий уравнению dξt = −αξt dt+ σdwt, ξ0 = 0, где α > 0, σ 6= 0 — известные константы;
wt, t > 0, — одномерный винеровский процесс. Тогда экспоненциальный процесс Орнштейна —
Уленбека (ЭкспОУ) определяется как ηt = eξt .

Работа выполнена в рамках НИР «Развитие теории и компьютерно-математического инструментария для
исследования социально-экономических процессов» (проект AAAA-A21-121012090157-9).
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При каждом t > 0 случайная величина ηt имеет логнормальное распределение с парамет-
рами

Eηt = exp{(4α)−1σ2(1− e−2αt)}, Eη2
t = exp{(α)−1σ2(1− e−2αt)}.

Такой тип распределения, наряду со свойством неотрицательности значений и эргодичностью,
мотивирует использование ЭкспОУ (и его дискретного аналога) в различных приложениях —
финансово-экономических [4, 5], химико-биологических [6, 7], физических [9] и инженерных
системах [10]. В связи с этим изучение задачи трекинга ЭкспОУ представляется достаточно
актуальным. Возможное увеличение горизонта планирования T ставит вопрос о долгосроч-
ном отслеживании состояния, что приводит к постановке задачи управления на бесконечном
интервале времени. Одной из сложностей здесь оказывается нелинейное изменение целевых
функционалов относительно T , что требует перехода к соответствующим нормированным зна-
чениям (по типу «долговременных средних»). Другая особенность заключается в присутствии
дисконтирующей функции и применении процедуры замены переменных для перехода к систе-
ме управления с функционалом стандартного вида (см. [11]). В третьих, наличие случайных
коэффициентов приводит к необходимости в изучении обратных стохастических дифференци-
альных уравнений по аналогии c анализом при конечном горизонте [12].

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предполагается, что состояние системы описывает управляемый случайный процесс X̃t,
t > 0, с динамикой

dX̃t = aX̃t dt+ bŨt dt+GdWt, X̃0 = x̃, (1)

где a, b 6= 0, G — известные константы; x̃ — неслучайное начальное состояние; Wt, t > 0, —
стандартный одномерный винеровский процесс, при этом Wt и процесс wt из определения 1
предполагаются независимыми, t > 0; Ũt, t > 0, — допустимое управление, т. е. случайный
процесс, согласованный с фильтрацией {Ft}t>0, Ft = σ̄{ws, Ws, s 6 t}, такой что уравне-
ние (1) имеет решение (σ̄(·) — знак σ-алгебры). Обозначим через U — множество допустимых
управлений.

Целевой функционал на [0, T ] имеет вид

J
(d)
T (Ũ) =

T∫
0

ft[q(X̃t − cηηt)2 + rŨ2
t ] dt, (2)

где q, r, cη > 0 — константы; Ũ ∈ U ; T > 0 — длина горизонта планирования; траектория ηt
задаётся в определении 1; ft > 0 — мотононная дисконтирующая функция, учитывающая при-
оритет потерь, относящихся к разным моментам времени. Возможны случаи постоянной ft,
убывающей ft → 0 или же ft →∞, t→∞. Более подробно требования к свойствам ft форму-
лируются в следующем предположении.

Предположение 1. Дисконтирующая функция ft является монотонной, дифференциру-
емой, f0 = 1. При этом ставка дисконтирования φt = −ḟt/ft является ограниченной функцией,
t > 0, и lim

t→∞
φt = cφ, где cφ 6 0 — некоторая константа; ḟt — производная функции f по вре-

мени.
В частности, предположению 1 удовлетворяют экспоненциальная дисконтирующая функ-

ция ft = e−δt, δ > 0, и степенная ft = (1 + t)θ (θ — вещественное число), используемая в эко-
номических (обычно при θ < 0, см. [13]) и инженерных (при θ > 0, см. [14]) приложениях.

В (2) и далее соотношения в виде равенств и неравенств понимаются в смысле почти
наверное, т. е. справедливы с вероятностью 1 (в случае отсутствия оператора математического
ожидания).
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Задача долгосрочного трекинга заключается в определении управления, которое при
T →∞ обеспечит наименьший рост функционала (2) в том или ином вероятностном смыс-
ле.

Обычно рассматривается минимизация ожидаемых значений, а также более сильное свой-
ство оптимальности, почти наверное возникающее при потраекторной оптимизации:

lim sup
T→∞

EJ
(d)
T (Ũ)

T∫
0

ft dt

→ inf
Ũ∈U

, lim sup
T→∞

J
(d)
T (Ũ)
T∫
0

ft dt

→ inf
Ũ∈U

с вероятностью 1. (3)

В силу эргодичности процесса ηt, t > 0, используется нормировка
T∫
0

ft dt в виде накоплен-

ного дисконта, применяемая ранее для трекинга с детерминированной плановой траекторией
(см. [11]). Для решения указанных выше задач система (1), (2) путём замены переменных

Xt =
√
ftX̃t, Ut =

√
ftŨt (4)

сводится к системе, являющейся частным случаем неоднородного линейного регулятора. Ко-
эффициенты такой системы управления зависят от двумерного экспоненциального процесса
Орнштейна — Уленбека ηt = (η1t, η2t)

′ (штрих — знак транспонирования), где

ηit = eξit , dξit = −αiξit dt+ σidwit, ξi0 = 0,

коэффициенты αi > 0, σ2
1 + σ2

2 > 0; wit, t > 0, — одномерный винеровский процесс, i = 1, 2.
Динамика состояния Xt, t > 0, задаётся при помощи уравнения

dXt = atXt dt+ bUt dt+mtη1t dt+GtdWt, X0 = x, (5)

где at, Gt — ограниченные функции времени, b 6= 0 — константа; x — неслучайное начальное
состояние; винеровский процесс Wt и процесс W t = (w1t, w2t)

′ предполагаются независимыми;
допустимое управление Ut определяется по аналогии с описанием в (1); здесь фильтрация
Ft = σ̄{W s, Ws, s 6 t}. Целевой функционал имеет вид

JT (U) =

T∫
0

(
qX2

t + 2mtη2tXt + rU2
t

)
dt, (6)

где q, r > 0, U ∈ U . Функции mt, mt предполагаются такими, что выполнено следующее усло-
вие.

Предположение 2. Пусть выполнено условие

lim
t→∞

m2
t +m2

t
t∫

0

(m2
s +m2

s) ds

= 0. (7)

Таким образом, согласно предположению 2, исключается экспоненциальный рост множи-
телей при компонентах случайного процесса ηt в (5) и (6), сама же зависимость mt (и mt)
от времени может использоваться, например, при учёте эффекта сезонности (см. [7]). Также
отметим, что в (5) и (6) допускается неопределённость вида ЭкспОУ как в уравнении динами-
ки, так и в аффинной части целевого функционала. Наличие в (6) случайного коэффициента
может служить отражением неопределённости, связанной с учётом линейных издержек по
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состоянию (см. задачу управления запасами в дискретном времени [8], где η2t обусловлен ко-
лебанием цен).

Необходимо отметить, что система, получаемая из (1), (2) заменой переменных (4), оказы-
вается частным случаем (5), (6), если положить at = a− (1/2)φt, Gt ≡ G, mt ≡ 0, mt = cη

√
ft.

При этом для целевых функционалов справедливо соотношение

J
(d)
T (Ũ) = JT (U) + qc2

η

T∫
0

ftη
2
t dt,

а условие (7) выполняется в силу сформулированного ранее предположения 1. Вводится нор-

мирующая функция ΓT =
T∫
0

(m2
t +m2

t +G2
t ) dt. Решаемые далее задачи управления на беско-

нечном интервале времени имеют вид

lim sup
T→∞

EJT (U)

ΓT
→ inf

U∈U
, lim sup

T→∞

JT (U)

ΓT
→ inf

U∈U
с вероятностью 1. (8)

В работе [11] рассматривались задачи управления по типу (8) для неоднородной системы
с детерминированными коэффициентами. При построении оптимальной стратегии U∗ приме-
нялся подход с нахождением установившегося управления вида U∗t = −r−1b(ΠtX

∗
t + pt), где

Πt — решение уравнение Риккати, pt — корректирующая аффинная компонента. В следующем
разделе обсуждается существование U∗ уже в ситуации системы со случайными множителями
из вектора ηt, t > 0, процесса ЭкспОУ.

2. ОПИСАНИЕ УСТАНОВИВШЕЙСЯ СТРАТЕГИИ УПРАВЛЕНИЯ

В силу ограниченности коэффициента at, а также условий b 6= 0; q, r > 0, существует
(см., например, [2, разд. 3.4.2]) ограниченная функция Πt, принимающая положительные зна-
чения, удовлетворяющая уравнению Риккати

Π̇t + 2atΠt − r−1b2Π2
t + q = 0, (9)

и при этом функция Φ(t, s) = exp

{
t∫
s

(av − r−1b2Πv) dv

}
допускает экспоненциальную оценку

вида |Φ(t, s)| 6 κ1e
−κ(t−s), s 6 t, где κ1,κ > 0 — некоторые константы, | · | — знак модуля.

При описании установившейся стратегии управления используется подход из [11], с заме-
ной линейного дифференциального уравнения для аффинной компоненты pt на линейное об-
ратное стохастическое дифференциальное уравнение (ОСДУ) на бесконечном интервале вре-
мени. Далее рассматривается уравнение

dpt − a∗t pt dt+ Πtmtη1t dt+mtη2t dt+ z′t dW t = 0, t ∈ [0,∞), (10)

где процесс zt = (z1t, z2t)
′, коэффициент a∗t = −(at − r−1b2Πt), функция Πt удовлетворяет (9).

Под решением ОСДУ (10) (см. [15]) понимается пара Ft-согласованных, квадратично интегри-
руемых процессов (pt, zt) таких, что с вероятностью 1 справедливо представление

pt = pT −
T∫
t

a∗sps ds+

T∫
t

z′sdW s +

T∫
t

(Πsmsη1s dt+msη2s) ds

для любых 0 6 t 6 T <∞.
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Лемма 1. Решением уравнения (10) является пара процессов (pt, zt), t > 0, где

pt =

∞∫
t

Φ(s, t)(Πsmsη̂1(s, t) +msη̂2(s, t)) ds, (11)

с функцией Πt, удовлетворяющей (9), и компонентами

η̂i(s, t) = γi exp{[1− e−2αi(s−t)]} exp{e−αi(s−t)ξit}

при γi = exp
{(

4αi
)−1

σ2
i

}
, i = 1, 2, и

zit = −
∞∫
t

Φ(s, t)βi(s, t)η̂i(s, t) ds (12)

с коэффициентами β1(s, t) = σ1Πsmse
−α1(s−t), β2(s, t) = σ2mse

−α2(s−t).

Доказательство. Рассмотрим процесс

pt =

∞∫
t

Φ(s, t)E[Πsmsη1s +msη2s|Ft] ds,

где E[·|Ft] означает взятие условного математического ожидания). Вначале отметим, что
pt определён, так как существует

χt =

∞∫
t

Φ(s, t)(Πsmsη1s +msη2s) ds

в силу выполнения условия E(χ0)2 <∞ из [16, разд. 5.4, с. 97]. Точнее, из (7) при любом ε > 0
справедливо

(
m2
t +m2

t

)
e−εt → 0, t→∞. Тогда вследствие неравенства Коши — Буняковского

и того, что E(η1t)
2 + E(η2t)

2 6 c̃, справедливо неравенство

√
E‖χ0‖2 6 c

∞∫
0

e−(κ−ε)s
√
E(η2

1s + η2
1s) ds <∞.

Здесь и далее в качестве c, c̃ обозначены некоторые положительные константы, конкретные
значения которых не являются существенными и могут меняться от формулы к формуле. Вве-
дём обозначения η̂i(s, t) = E[ηis|Ft] и для каждой компоненты найдём E[exp (ξis)|Ft]. Процесс

ξis = e−αi(s−t)ξit + ν, где случайная величина ν = σi
s∫
t

e−αi(s−v) dwiv не зависит от Ft и имеет
нормальное распределение с параметрами

Eν = 0, Eν2 = σ2
i (2αi)

−1[1− e−2ai(s−t)].

Учитывая логнормальность exp (ν), получаем

η̂i(s, t) = exp
{

(4αi)
−1σ2

i [1− e(−2αi(s−t))]
}

exp {e(−αi(s−t))ξit}.

Отмечаем, что при этом η̂i(t, t) = ηit и приходим к (11). Выражение для процесса zt определя-
ется при помощи дифференцирования (11) по правилам стохастического исчисления и подста-
новки в уравнение (10). Так как dη̂i(s, t) = σie

−αi(s−t)η̂i(s, t) dwit, то после приведения подобных
слагаемых получаем, что pt удовлетворяет (10) при

zit = −
∞∫
t

Φ(s, t)βi(s, t)η̂i(s, t) ds
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с соответствующим образом определёнными коэффициентами βi(s, t), i = 1, 2. Утверждение
доказано. �

Процессы pt и zt представляют собой функционалы от компонент процесса ηt, задающего
случайные коэффициенты в (5) и (6). Используя известные результаты для процесса Орн-
штейна — Уленбека, асимптотическое поведение траекторий решения (10) может быть оцене-
но сверху при помощи неслучайных функций. Так как lim sup

t→∞
{|ξit|/

√
ln t} = |σi|(

√
αi)
−1 почти

наверное (см. [17]), функция Φ(t, s) допускает экспоненциальную оценку, а Πt ограничена, то
оценивание (11), (12) приводит к следующему результату.

Лемма 2. Пусть dt = eκt
∞∫
t

e−κs
(
m2
s +m2

s

)
ds. Тогда существуют детерминированные

константы cp и c̄p такие, что

lim sup
t→ ∞

Ep2
t

dt
= c̄p, lim sup

t→ ∞

p2
t + z2

1t + z2
2t

dteκ̄
√

ln t
= cp

почти наверное при любой константе κ̄ > 2(|σ1|(
√
α1)−1 + |σ2|(

√
α2)−1).

В силу леммы 1 установившийся закон управления U∗ существует и имеет вид

U∗t = −r−1b
(
ΠtX

∗
t + pt

)
, (13)

где pt задаётся в (11), функция Πt удовлетворяет (9), процесс X∗t , t > 0, является решением

dX∗t = (at − r−1b2Πt)X
∗
t dt+mtη1t dt− r−1b2ptdt+Gt dWt, X∗0 = x. (14)

Также полезно отметить, что решение (14) представимо в виде X∗t = µt +X
(0)
t , где

X
(0)
t = Φ(t, 0)x+

t∫
0

Φ(t, s)Gs dWs

— решение линейного СДУ;

µt =

t∫
0

Φ(t, s)(msη1s − r−1b2ps) ds

— процесс. Используя экспоненциальную оценку для Φ(t, s) и неравенство Коши — Буняков-
ского, можно выписать соотношение

X2
t 6 cx

t∫
0

e−κ(t−s)(m2
sη

2
1s + p2

s

)
ds+ 2

(
X

(0)
t

)2
, (15)

где cx > 0 — некоторая константа. Для процесса
(
X

(0)
t

)2 хорошо известно (см., напр., [18]), что

E
(
X

(0)
t

)2
6 c̄x(e−2κtx2 + d̂t), где d̂t =

t∫
0

e−2κ(t−s)G2
s ds, c̄x > 0 — некоторая константа. При оце-

нивании значения Eµ2
t учтём результаты леммы 2 и после интегрирования по частям получим,

что
E
(
X∗t
)2
6 2cµ(dt + d̄t) + c̄x(e−2κtx2 + d̂t), (16)

где dt определена в условиях леммы 2, а функция d̄t = e−κt
t∫

0

eκs
(
m2
s +m2

s

)
ds, cµ — неко-

торая константа. Из (16) с учётом ограниченности Gt и условия (7) следует, что при
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ΓT =
T∫
0

(
m2
t +m2

t +G2
t

)
dt имеет место lim

T→∞
{E(X∗T )2/ΓT } = 0. Как говорилось ранее, наряду с

задачей оптимального управления «в среднем» также будет рассматриваться и вопрос о потра-
екторной (т. е. с вероятностью 1) оптимизации. В связи с этим потребуется сформулировать
более строгое

Предположение 3. Существует константа 0 < γ < 1 такая, что

lim sup
t→∞

(
m2
t +m2

t

)
eκ̄
√

ln t[
t∫

0

(
m2
s +m2

s

)
ds

]γ <∞
при некоторой константе κ̄ > 2(|σ1|(

√
α1)−1 + |σ2|(

√
α2)−1) и при этом, если lim sup

t→∞

(
m2
t +

m2
t

)
=∞, то функция mt +m2

t не убывает.
Следующее далее утверждение выступает аналогом эргодического свойства для процес-

сов m2
t η

2
1t и m2

t η
2
2t. Кроме того, приводимая ниже лемма окажется необходима для анализа

поведения интегральных функционалов процесса (X∗t )2, соответствующего установившейся
стратегии U∗t , в задаче потраекторной оптимизации.

Лемма 3. Справедливы следующие утверждения.

1. Пусть выполнено предположение 3 и
T∫
0

(m2
s +m2

s) ds→∞, t→∞. Тогда существуют

детерминированные константы c̄η и ĉp такие, что с вероятностью 1 выполняются соотно-
шения

а) lim
T→∞

T∫
0

(m2
t η

2
1t +m2

t η
2
2t) dt

T∫
0

(m2
t +m2

t ) dt

= c̄η, б) lim sup
T→∞

T∫
0

p2
t dt

T∫
0

(m2
t +m2

t ) dt

= ĉp.

2. Если
∞∫
0

(
m2
t + m2

t

)
dt < ∞, то lim

T→∞

T∫
0

(
m2
t η

2
1t + m2

t η
2
t + p2

t

)
dt = η̄ почти наверное, где

η̄ — некоторая случайная величина.

Доказательство. В условиях п. 1а) положим ΓT =
T∫
0

(
m2
t +m2

t

)
dt и определим центри-

рованный процесс YT =
T∫
0

(
m2
t η

2
1t −m2

tEη
2
1t

)
dt. Так как ΓT →∞, T →∞, то можно воспользо-

ваться утверждением типа усиленного закона больших чисел для процесса YT /ΓT . Для этого

требуется оценить EY 2
T =

T∫
0

T∫
0

m2
sm

2
tK(t, s) dsdt, где K(t, s) — ковариационная функция про-

цесса η2
1t = e2ξ1t , т. е. K(t, s) = e(δ1t+δ1s)/2(exp{δ1 min(t,s)e

−α1|t−s|} − 1) и при этом δ1t = 4Eξ2
1t.

Для ограниченных m2
t и m2

t нетрудно выписать оценку EY 2
t 6 cΓT и согласно результату

из [18, лемма 2] получить сходимость YT /ΓT → 0 почти наверное при T →∞. Для случая

(m2
t +m2

t )→∞, t→∞, нахождение EY 2
T приводит к оценке EY 2

T 6 c
T∫
0

(
m4
t +m4

t

)
dt, а приме-

нение условия в предположении 3 позволяет записать EY 2
T 6 c̃Γ

2−γ
T . Далее, действуя по ана-

логии с [18, лемма 2], показывается, что приведённая выше оценка EY 2
T обеспечит выполнение

соотношения YT /ΓT → 0 почти наверное при T →∞. Так как

lim
T→∞


T∫

0

m2
tEη

2
1t dt/

T∫
0

m2
t dt

 = lim
T→∞

Eη2
1T = exp

{
(4α1)−1σ2

1

}
,
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то после рассмотрения предельного поведения
T∫
0

m2
t η

2
2t dt в п. 1а) получаем, что соотноше-

ние п. 1а) почти наверное выполняется при c̄η = λ exp{(4α1)−1σ2
1} + λ̄ exp{(4α2)−1σ2

2}, где

λ = 1 для

(
T∫
0

m2
t dt

)−1

→ 0 при T → ∞; λ̄ = 1, для

(
T∫
0

m2
t dt

)−1

→ 0 при T → ∞ и λ = 0

(λ̄ = 0) в оставшихся случаях.
Переходя к доказательству п. 1б), используем экспоненциальную оценку для Φ(t, s) и нера-

венство Коши — Буняковского, чтобы записать p2
t 6 cyt, где процесс yt = eκt

∞∫
t

e−κsη̃(s, t) ds

при η̃(s, t) = m2
s η̂

2
1(s, t) +m2

s η̂
2
2(s, t) удовлетворяет линейному ОСДУ

dyt − κyt dt+
(
m2
t η

2
1t +m2

t η
2
2t

)
dt+ z̃′t dW t = 0, (17)

где

z̃it = −2eκt
∞∫
t

e−κsσiβ̃iη̂
2
i (s, t) ds, β̃1 = m2

t e
−α1(t−s), β̃2 = m2

t e
−α2(t−s).

Очевидно, что для процессов yt и |z̃it|, i = 1, 2, справедливы соотношения, аналогичные при-
ведённым в лемме 2. Находим

T∫
0

yt dt = (κ)−1(yT − y0) + (κ)−1NT + (κ)−1RT ,

NT =

T∫
0

(
m2
t η

2
1t +m2

t η
2
2t

)
dt, RT =

T∫
0

z̃′t dW t.

Из результатов леммы 2 и условий предположения 3 следует, что при ΓT =
T∫
0

(
m2
t +m2

t

)
dt

с вероятностью 1 будет выполнено yT /ΓT → 0, RT /ΓT → 0, T → ∞. При анализе отношения
RT /ΓT также был использован закон повторного логарифма:

lim sup
T→∞

{|RT |(
√
〈RT 〉 ln ln〈RT 〉)−1} = c,

где квадратическая характеристика 〈RT 〉 =
T∫
0

(
z̃2

1t + z̃2
2t

)
dt в силу предположения 3 оцене-

на как 〈RT 〉 6 c̃hT , функция hT = Γ
1+γ
T и

√
hT ln lnhT /ΓT → 0. Ранее было установлено, что

lim
T→∞

{NT /ΓT } = c̄η. Тогда имеем, что
T∫
0

yt dt/ΓT → (κ)−1c̄η почти наверное при T →∞. Учиты-

вая приведённую выше верхнюю оценку для p2
t , получим, что lim sup

T→∞

{
T∫
0

p2
t dt/ΓT

}
6 c(κ)−1c̄η.

В условиях п. 2 очевидно, что для процесса YT , определённого в 1а), EY 2
T 6 cΓT 6 cΓ∞.

Тогда по достаточному условию (см. [16, разд. 5.4, с. 97]) YT → Y∞, почти наверное

при T → ∞, и при этом также
∞∫
0

(
m2
tEη

2
1t +m2

tEη
2
2t

)
dt <∞. Таким образом, существует

∞∫
0

(
m2
t η

2
1t +m2

t η
2
2t

)
dt. Существование

∞∫
0

p2
t dt следует из оценки (см. п. 1б)) p2

t 6 cyt и того, что
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∞∫
0

yt dt также определён в силу полученного из (17) представления и сходимостей NT → N∞,

RT → R∞ и yT → 0 почти наверное при условии Γ∞ <∞. Утверждение доказано. �

Замечание. При моделировании в реальных приложениях часто вместо стандартного
процесса Орнштейна — Уленбека используется его средневозвратная модификация ξ̃t, t > 0,
задаваемая при помощи СДУ:

dξ̃t = −α(ξ̃t − lt) dt+ σ dwt, ξ̃0 = 0, (18)

где lt — детерминированная функция. Тогда соответствующий экспоненциальный процесс
определяется как η̃t = eξ̃t . Долгосрочный трекинг такого процесса также может быть осуществ-
лён посредством сведения к системе управления (5), (6). Для этого заметим, что решение (18)
представимо в виде ξ̃t = ξt + k̃t, где ξt, t > 0, — стандартный процесс Орнштейна — Уленбека,

k̃t =
t∫

0

e−α(t−s)ls ds. Следовательно, η̃t = ek̃tηt, где ηt, t > 0, — процесс ЭкспОУ. При замене

переменных (4) коэффициенты (5), (6) имеют форму mt =
√
fte

k̃t , mt ≡ 0, и соответственно
далее требуется проверить для них предположения 2 и 3.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ПО ОПТИМАЛЬНОМУ УПРАВЛЕНИЮ

Основной результат данного раздела заключается в оптимальности установившейся стра-
тегии управления U∗ на бесконечном интервале времени и формулируется в следующей тео-
реме.

Теорема 1. Пусть выполнено предположение 2 и ΓT =
T∫
0

(
m2
t +m2

t +G2
t

)
dt. Тогда закон

управления U∗, определённый в (13), (14), является решением задачи

lim sup
T→∞

EJT (U)

ΓT
→ inf

U∈U
. (19)

Если выполнено предположение 3 и ΓT →∞, T →∞, то управление U∗ является оптималь-
ным в задаче

lim sup
T→∞

JT (U)

ΓT
→ inf

U∈U
с вероятностью 1. (20)

Доказательство. Для произвольного допустимого управления U ∈ U рассматривается
процесс разности ∆T (U) = JT (U∗)− JT (U). Введя переменные xt = Xt − X∗t , ut = Ut − U∗,
можно получить представление

∆T (U) = 2xTΠTX
∗
T + 2xT pT −

T∫
0

(
qx2

t + ru2
t

)
dt+ 2

T∫
0

xtz
′
t dW t − 2

T∫
0

xtΠtGt dWt.

Далее отметим, что условие q > 0 влечёт неравенство x2
T + c

T∫
0

x2
t dt 6 c̃

T∫
0

(
qx2

t + ru2
t

)
dt. Этот

результат и использование элементарного неравенства 2ãb̃ 6 ã2d̃ + b̃2/d̃, справедливого для
произвольных чисел ã, b̃ и константы d̃ > 0, при оценивании 2xTΠTX

∗
T + 2xT pT дают соотно-

шение

JT (U∗) 6 JT (U) + c1

(
X∗T
)2

+ c2p
2
T − c0

T∫
0

x2
t dt+ 2

T∫
0

xtz
′
t dW t − 2

T∫
0

xtΠtGt dWt, (21)
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где c0, c1, c2 > 0 — некоторые константы. Как было показано ранее, E
(
X∗T
)2
/ΓT → 0, T→∞,

а соотношение Ep2
T /ΓT → 0 получается после использования результата леммы 2 вместе с усло-

вием (7). Тогда предельный переход для ожидаемых значений (21) при нормировке обеих ча-
стей с помощью функции ΓT даёт неравенство

lim sup
T→∞

EJT (U∗)

ΓT
6 lim sup

T→∞

EJT (U)

ΓT
.

Также отмечаем, что значение

lim sup
T→∞

{EJT (U∗)/ΓT } 6 lim sup
T→∞


 T∫

0

(E
(
X∗t
)2

+ Ep2
t ) dt

/ΓT


конечно в силу полученных ранее верхних оценок для E

(
X∗T
)2 и Ep2

t . Следовательно, управ-
ление U∗ является решением задачи (19).

При исследовании потраекторной оптимальности U∗ обратимся к (21), записав эту оценку
в виде

JT (U∗) 6 JT (U) + LT +R(1)
T +R(2)

T , (22)

где

LT = c1

(
X∗T
)2

+ c2p
2
T , R(1)

T = −2

T∫
0

xtΠtGtdWt − c̃0

T∫
0

x2
t dt, R(2)

T = 2

T∫
0

xtz
′
tdW t − ĉ0

T∫
0

x2
t dt,

а константы c̃0, ĉ0 > 0 такие, что c̃0 + ĉ0 = c0. Применение утверждения леммы 2 и условий

предположения 3 к оценке (15) в совокупности с известным результатом
(
X

(0)
T

)2/ T∫
0

G2
t dt→0

при T →∞ почти наверное (см. [18]) приводят к соотношению LT /ΓT → ∞ при T →∞
с вероятностью 1. Для слагаемого R(1)

T также очевидно, что lim sup
T→∞

{
R(1)
T /ΓT

}
6 0 почти на-

верное (см., напр., [18]). Процесс R(2)
T в силу закона повторного логарифма для мартингала

2
T∫
0

xtz
′
t dW t, предположения 3 и утверждения леммы 2 допускает оценку R(2)

T 6 cgT почти

наверное, где функция gT = hT ln lnhT , hT = Γ1+γ
T . Так как gT /ΓT → 0, T → ∞, то так-

же и R(2)
T /ΓT → 0 почти наверное. С учётом указанного выше асимптотического поведения

нормированных слагаемых в правой части (22), в пределе при T →∞ получаем соотношение

lim sup
T→∞

JT (U∗)

ΓT
6 lim sup

T→∞

JT (U)

ΓT
с вероятностью 1.

Также заметим, что JT (U∗) 6 c
T∫
0

[(
X∗t
)2

+ p2
t +m2

t η
2
2t

]
dt. При этом после интегрирования

оценки (15) для
(
X∗t
)2 имеем, что

T∫
0

(X∗t )2 dt 6 c̃

T∫
0

(
m2
t η

2
1t + p2

t

)
dt+

T∫
0

(
X0
t

)2
dt.

Из этих неравенств после применение утверждений леммы 3 и результата об ограниченности
T∫
0

(
X

(0)
t

)2
dt/ΓT , T → ∞ (см. [18]) следует, что lim sup

T→∞
{JT (U∗)/ΓT } 6 c̄ с вероятностью 1, где
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c̄ > 0 — некоторая константа. Таким образом, значение критерия в (19) на управлении U∗

является конечным числом и утверждение теоремы доказано. �

Заметим, что в общем случае ограниченной Gt и функцийmt,mt, удовлетворяющих пред-
положению 2 (или 3), нормирующая функция ΓT 6=T . Таким образом, согласно теореме 1, закон
управления U∗ является оптимальным по критериям, обобщающим долговременные средние.
При этом нормировке ΓT в (19) и (20) можно придать смысл индекса, измеряющего инте-
гральное среднеквадратичное отклонение параметров системы управления от стандартного
линейного регулятора без шумовых воздействий и неоднородной части.

4. ПРИМЕРЫ ПРИЛОЖЕНИЙ

4.1. Линейный регулятор с логнормальными внешними воздействиями
Рассмотрим случай, когда ЭкспОУ ηt = eξt (см. уравнение в определении 1) присутствует

в только форме внешних воздействий в уравнении динамики (5) без шума, а остальные коэф-
фициенты постоянны, т. е. at ≡ a, mt ≡ m > 0, Gt ≡ 0, mt ≡ 0. (Индексы 1 в процессе η1t и кон-
стантах α1, σ1 для удобства записи опускаются; см. определение 1.) В частности, такой вид бу-
дет иметь модель управления объёмом воды в резервуаре [19], если предположить логнормаль-
ный характер распределения наполняющих его осадков [7]. Отток воды выступает в качестве
управляющей переменной. Тогда процесс Xt из (5) задаёт отклонение объёма от базового уров-
ня, константы a < 0, m = 1, G = 0, а b = −1. Система управления формулируется как линей-
ный регулятор. Очевидно, что предположения 2 и 3 выполнены, а задачи управления (19) и (20)
становятся задачами с критериями долговременных средних. Дифференциальное уравнение
Риккати (9) превращается в алгебраическое уравнение 2aΠ− r−1b2Π2 + q = 0, имеющее един-
ственный положительный корень Π = (a+

√
a2 + r−1b2q)rb−2. При описании оптимальной

стратегии управления U∗ = −r−1b
(
ΠX∗t + pt

)
отметим, что X∗t =

t∫
0

e−a
∗(t−s)(mηs− r−1b2ps) ds,

где a∗ =
√
a2 + r−1b2q > 0, процесс pt согласно лемме 1 имеет вид

pt = Πm

∞∫
t

e−a
∗(s−t)η̂(s, t) ds, (23)

η̂(s, t) = exp{(4α)−1σ2[1− e(−2α(s−t))]} exp{e(−α(s−t))ξt}, 0 6 t 6 s.

В данном примере, помимо асимптотической верхней оценки для p2
t в форме неслучай-

ной функции ht = m2(a∗)−1eκ̄
√

ln t (см. лемму 2), можно выписать стохастическую верхнюю
и нижнюю границы при произвольном t > 0. Здесь важным моментом оказывается соот-
ношение между константами a∗ и α. В частности, для a∗ > α имеем e−a

∗(s−t) 6 e−α(s−t),
t 6 s, и при оценивании pt сверху достаточно однократного интегрирования по частям

в Πmγ1

∞∫
t

e−a
∗(s−t) exp{e(−α(s−t))ξt} ds, где γ1 = e(4α)−1σ2 . Рассуждая аналогичным образом,

приходим к следующим результатам.
Лемма 4. Для процесса pt, определённого в (23), с вероятностью 1 выполняется

(Πm)p̄t 6 pt 6 γ1(Πm)p̂t, где константа γ1 = e(4α)−1σ2. При этом процессы p̂t и p̄t задаются
в виде:

a) для a∗ > α p̂t = (αξt)
−1(eξt − 1), p̄t =

{
(a∗)−1eξt при ξt 6 0,

(a∗ξt)
−1(eξt − 1) при ξt > 0;

б) для a∗ < α p̂t = (a∗)−1(eξt + |ξt|(ξt)−1(eξt − 1)), p̄t = (αξt)
−1(eξt − 1).

Утверждение теоремы 1 при этом можно уточнить в направлении эргодичности целевых
функционалов на управлении U∗, а также оценить оптимальное значение критериев в соот-
ветствующих задачах.
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Теорема 2. Управление U∗ является решением задач с критериями долговременных
средних:

lim sup
T→∞

EJT (U)

T
→ inf

U∈U
, lim sup

T→∞

JT (U)

T
→ inf

U∈U
с вероятностью 1.

При этом почти наверное справедливо равенство

lim
T→∞

JT (U∗)

T
= lim

T→∞

EJT (U∗)

T
= J∗,

и величина J∗ находится в пределах c̄1 6 J∗ 6 c̄2, где

c̄2 = 2e(α)−1σ2
m2Π

(a∗ − a)

(a∗)2
c̄1 = 2ασ−2m2Π(a∗ − a)k(a∗),

k(a∗) =

e
(2α)−1σ2

(a∗)−2 при a∗ > α,

(e(2α)−1σ2 − 1)(a∗α)−1 при a∗ 6 α.

Доказательство. По формуле Ито с использованием (10)–(14) выписывается представ-
ление

JT (U∗) = LT − r−1b2
T∫

0

p2
t dt+ 2m

T∫
0

ηtpt dt+RT ,

где

RT = −2

T∫
0

X∗t ztdwt, LT = Πx2 + 2xp0 −Π
(
X∗T
)2 − 2X∗T pT

— процессы. Применение полученных ранее результатов (см. доказательство теоремы 1) о по-
ведении процессов

(
X∗T
)2 и p2

T , а также их ожидаемых значений при T →∞ даёт соотношения
ELT /T → 0, LT /T → 0 почти наверное. Для RT из закона повторного логарифма, леммы 2

и того, что lim sup
T→∞

{
T∫
0

(X∗t )2 dt/T

}
<∞, будет следовать сходимость RT /T → 0 почти навер-

ное при T →∞. Для центрированных процессов YT =
T∫
0

[ηtpt − E(ηtpt)] dt, ỸT =
T∫
0

(
p2
t −Ep2

t

)
dt

имеют место оценки E(YT )2 6 cT , E(ỸT )2 6 c̃T . Тогда (см. [18]) с вероятностью 1 справедливо
YT /T → 0, ỸT /T → 0 при T →∞. С учётом всех приведённых выше соотношений получаем,
что

lim
T→∞

{JT (U∗)/T} = lim
T→∞

{EJT (U∗)/T} = lim
T→∞

{lTT−1} = J∗,

где lT =
T∫
0

[
2mE(ηtpt)− r−1b2Ep2

t

]
dt. При нахождении E(ηtpt) из (23) учтём, что

E(exp{ξt(1 + e−2α(s−t))} → exp{γ1(1 + e−2α(s−t))2}, t→∞,

где γ1 = (4α)−1σ2. Тогда

E(ηtpt) 6 e
(α)−1σ2

Πm

∫ ∞
t

e−a
∗(s−t) ds, J∗ 6 c̄2, c̄2 = 2e(α)−1σ2

Πm2(a∗)−1.
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Для определения нижней границы используется представление

−
T∫

0

Ep2
t dt = −(2a∗)−1

(
Ep2

0 − Ep2
T

)
− 2(2a∗)−1Πm

T∫
0

E(ηtpt) dt+

T∫
0

Ez2
t dt.

После приведения подобных слагаемых имеем

J∗ > m[(a∗ − a)/a∗] lim
T→∞

{ T∫
0

E(ηtpt) dt/T

}
> c̄1,

где различия в виде c̄1 для случаев a∗ 6 α и a∗ > α вызваны меняющейся оценкой функции
∞∫
t

e−a
∗(s−t) exp{σ2(2α)−1e−α(s−t)} ds, ограничивающей снизу E(ηtpt). Утверждение доказано. �

Из результатов теоремы 2 видно, что параметры случайных внешних воздействий вли-
яют на границы изменения J∗. Величины c̄1 и c̄2 находятся в зависимости от ρ = (2α)−1σ2.
Константа ρ является асимптотической дисперсией процесса Орнштейна — Уленбека ξt из
определения 1, т. е. ρ = lim

t→∞
Eξ2

t . С ростом ρ при ρ > 1 одновременно увеличиваются как c̄1,
так и c̄2. В случае a∗ > α при малых ρ (ρ < 1) последующее изменение ρ до значения ρ = 1
приводит к сдвигу нижней границы c̄1 в сторону её уменьшения. При возрастании показателя
a∗ =

√
a2 + r−1b2q > 0, характеризующего темп устойчивости в уравнении (14), происходит

сужение границ, и в пределе при a∗ →∞ имеем, что c̄1 → 0, c̄2 → 0 и, следовательно, величина
J∗ → 0.

4.2. Решение задачи трекинга

В качестве примера системы управления в задаче трекинга можно привести модель ди-
намического изменения денежного баланса страховой компании [20]. Тогда в (1) X̃t, t > 0, —
текущий денежный баланс, a > 0 — ставка доходности безрискового актива. Предполагается,
что на баланс X̃t можно влиять посредством корректировки страховых премий Ũt, t > 0 (при
этом Ũt < 0 означает выплату дивидендов), G 6= 0 задаёт волатильность случайных факторов.
В [20] задача оптимизации EJ (d)(Ũ) рассматривалась на конечном горизонте T , использова-
лись экспоненциальное дисконтирование ft = eδt (δ > 0), детерминированная плановая тра-
ектория и фиксированное терминальное значение EX̃T . Функционалу (2) придавался смысл
функционала риска отклонения X̃t от ηt, с учётом квадратичных издержек по управлению.
Очевидно, что неслучайную траектории ηt можно заменить на процесс ЭкспОУ с целью отсле-
живания рыночной ситуации [4, 5], и взять дисконтирующую функцию ft более общего вида
(см. предположение 1). При анализе долгосрочных стратегий естественно перейти к T →∞
и решению задач управления вида (3). Используются результаты раздела 3 и также формули-
руется условие, выступающее аналогом предположения 3 для системы с дисконтированием.

Предположение 4. Существует константа 0 < γ < 1 такая, что для дисконтирую-

щей функции выполняется lim sup
t→∞

{
eκ̄
√

ln tft

(
t∫

0

fs ds

)γ−1
}

< ∞ при некоторой константе

κ̄ > 2(|σ|(
√
α)−1) и при этом

T∫
0

ft dt→∞, T →∞.

Далее будут приведены примеры различных дисконтирующих функций, удовлетворяю-
щих предположению 4 и известных из теории принятия решений (см. [21, разд. 15.4]). Про-
верить выполнимость предположения 4 оказывается возможным и при использовании более
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простых условий, основанных на сравнении дисконтирующей функции ft и ставки дисконти-
рования φt = −ḟt/ft со степенными функциями времени. Ключевое замечание здесь касается
того, что lim sup

t→∞
{eκ̄
√

ln tt−β} = 0 при любом β > 0, и можно рассмотреть предел

cγ β = lim
t→∞

{
tβft

( t∫
0

fs ds

)γ−1}
. (24)

Если cγ β = 0, а
t∫

0

fs ds → ∞, t → ∞, то предположение 4 также будет выполнено. Вначале

предположим, что для данной ft имеет место fttβ0 → 0, t → ∞, при некотором β0 > 0, тогда
очевидно, что cγ β = 0. Далее, пусть fttβ →∞ для любого β > 0, а ставка дисконтирования
и накопленный дисконт изменяются не быстрее, чем степенные функции. Точнее, существуют
числа k > 0, k0 > 0 такие, что

0 < lim inf
t→∞

{fttβ}, lim sup
t→∞

{ftt−k} <∞, lim
t→∞
{φttk0} = 0, (25)

где β > 0 — произвольное число, φt = −ḟt/ft. Тогда при нахождении cγ β можно воспользо-
ваться правилом Лопиталя, условиями (25) и для некоторого c > 0 получить оценку

cγ β = lim
t→∞

{
βtβ−1 − tβφt(1− γ)−1

( t∫
0

fs ds

)γ}
6 lim

t→∞
{(1− γ)−1(βctβ−1+(k+1)γ + ctβ−k0+(k+1)γ)}.

Равенство нулю правой части достигается, если положить 0 < γ < (min{k0, 1} − β0)/(k + 1)

при β0 < min{k0, 1}. Так как при (25) также имеет место
t∫

0

fs ds→∞, t→∞, то условия (25)

оказываются достаточными для выполнения предположения 4.

Пример. Пусть θ, θ0 — вещественные числа, являющиеся параметрами семейств дискон-
тирующих функций. Тогда следующие ниже виды функции ft удовлетворяют предположе-
нию 4:

1) степенная ft = (1 + t)θ. Тогда
t∫

0

fs ds → ∞, t → ∞, при θ > −1. Если −1 6 θ < 0, то

в (24) сразу получаем, что константа cγ β = 0 при 0 < β < −θ. Для случая θ > 0 воспользуемся
условиями в (25). Ставка дисконтирования φt = −θ(1 + t)−1, т. е. в (25) константа k0 = 1,
а величина k = θ;

2) логарифмическая ft = lnθ(e+ t) (e — постоянная Эйлера). Так как ставка дисконтиро-
вания φt = −θ(e+ t)−1 ln−1(e+ t), то k0 = 1, а k зависит от знака θ: при θ 6 0 полагаем k = 0,
для θ > 0 в (25) величина k > 0 может быть произвольной;

3) экспоненциально-логарифмическая ft = exp{θ0 lnθ(e+ t)}. Ставка дисконтирования
φt = −θ0θ1(e + t)−1 lnθ−1(e + t) даёт значение k0 < 1, k = 0 при θ0 6 0 и произвольное k > 0,
если θ > 0.

Из формул (13), (14) при mt = qcη
√
ft путём обратной замены переменных к (4) опре-

деляется оптимальный закон управления Ũ∗ и соответствующий ему процесс X̃∗t . Получаем,
что

Ũ∗t = −r−1b
(
ΠtX̃

∗
t + p̃t

)
, (26)
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где функция Πt удовлетворяет уравнению Риккати Π̇t+2aΠt−φtΠt−r−1b2Π2
t +q = 0, процесс p̃t

имеет вид

p̃t = −qcη

∞∫
t

Φ̃(s, t)η̃(s, t) ds, (27)

где функция Φ̃(t, s) = exp

{
t∫
s

(a− φv − r−1b2Πv) dv

}
, ставка дисконтирования φt = −ḟt/ft,

η̃(s, t) = exp {(4α)−1σ2[1− e(−2α(s−t))]} exp {e(−α(s−t))ξt}, 0 6 t 6 s. (28)

Динамика оптимальной траектории

dX̃∗t = (a− r−1b2Πt)X̃
∗
t dt− r−1b2p̃t dt+GdWt, X̃∗0 = x̃. (29)

Также полезно указать (см. [22]), что Πt → Π, t→∞, где Π — положительный корень алгеб-
раического уравнения Риккати 2aΠ− cφΠ− r−1b2Π

2
+ q = 0, cφ = lim

t→∞
φt 6 0.

Теорема 3. Пусть выполнено предположение 1. Тогда управление Ũ∗, определённое
в (26)–(29), является решением задачи

lim sup
T→∞

EJ
(d)
T (Ũ)

T∫
0

ft dt

→ inf
Ũ∈U

.

Если при этом выполняется предположение 4, то Ũ∗ также оптимально для задачи управ-
ления

lim sup
T→∞

J
(d)
T (Ũ)
T∫
0

ft dt

→ inf
Ũ∈U

с вероятностью 1,

и при этом

lim sup
T→∞

J
(d)
T (Ũ)
T∫
0

ft dt

= lim sup
T→∞

EJ
(d)
T (Ũ)

T∫
0

ft dt

= J̃∗ почти наверное,

где

c̃1 6 J̃
∗ 6 c̃2, c̃2 = qc2

η c̄+ ΠG2, c̃1 = qc2
η c̄(1− r−1b2q/ā) + ΠG2,

c̄ = exp{(4α)−1σ2, ā = a2 + r−1b2q.

Доказательство. Пусть выполнено предположение 4. Имеет место равенство J (d)
T (Ũ∗) =

JT (U∗)+qc2
ηDT , где управление U∗ определено в (13), (14), DT =

T∫
0

ftη
2
t dt — процесс. Как было

показано в лемме 3, DT /
T∫
0

ft dt→ c̄η, здесь c̄η = exp{(4α)−1σ2} = c̄. Также при этом

JT (U∗) = LT − r−1b2
T∫

0

p2
t dt+

T∫
0

ftG
2Πt dt+ R̃T ,
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где

LT = ΠT x̃
2 + 2x̃p0 −ΠT

(
X∗T
)2 − 2X∗T pT , R̃T = −2

T∫
0

X∗t zt dwt + 2

T∫
0

G
√
ftΠt dWt

— процессы. Применение предположения 3 при mt = qcη
√
ft, утверждений лемм 2 и 3, а также

закона повторного логарифма приводят к соотношению (LT + R̃T )/
T∫
0

ft dt→ 0 почти наверное

при T →∞. Тогда

lim
T→∞

{
J

(d)
T (Ũ∗)

/ T∫
0

ft dt

}
= lim

T→∞

{
EJ

(d)
T (Ũ∗)

/ T∫
0

ft dt

}

= ΠG2 + qc2
η c̄− r−1b2 lim

T→∞

{
l̃T

/ T∫
0

ft dt

}
= J̃∗,

где

l̃T =

T∫
0

Ep2
t dt, lim

T→∞
{l̃T /

T∫
0

ft dt} 6 c̄q2c2
η(a

2 + r−1b2q)−1

в силу свойства Πt → Π, t→∞, и оценки Ep2
t 6 q

2c2
η

∞∫
t

Φ(s, t) ds
∞∫
t

Φ(s, t)fsEη
2
s ds. Утверждение

доказано. �

Следует отметить, что при решении задач оптимального управления эффект дисконти-

рующей функции ft проявляется в нескольких аспектах. Во-первых, ΓT =
T∫
0

ft dt определяет

при T →∞ порядок роста ожидаемого значения целевого функционала EJ (d)
T (Ũ∗) на управ-

лении Ũ∗, а в случае ΓT →∞ — также и самого функционала J (d)
T (Ũ∗) (см. утверждение тео-

ремы 3). Кроме того, известно (см. [22]), что при помощи ставки дисконтирования φt оценива-
ется скорость сходимости Πt → Π и выявляется устойчивость коэффициента ãt = a− r−1b2Πt

в уравнении (29). Соответственно дисконтирование оказывает влияние на формирование про-
цесса p̃t (см. (27)) в неоднородной по времени аффинной части оптимальной установившейся
стратегии управления Ũ∗. Анализируя полученные соотношения в теореме 3 далее, можно
сделать следующее наблюдение. Очевидно, что границы изменения J̃∗ естественным образом
зависят от параметров, характеризующих неопределённость в системе. Величины c̃1, c̃2 увели-
чиваются с ростом ρ = (2α)−1σ2 (дисперсии процесса ξt, задающего траекторию для трекинга)
и G2 (дисперсии шумовых воздействий, влияющих на динамику состояния). При этом также
интересно отметить влияние коэффициента a из уравнения динамики (1) на значение нижней
границы c̃1. Малое |a| даёт c̃1, близкое к нулю, а при |a| → ∞ окажется, что c̃1 → c̃2, т. е.
происходит сужение интервала оценки J̃∗.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача трекинга траектории, задаваемой экспоненциальным процессом Орн-
штейна — Уленбека, при использовании целевого функционала, включающего дисконтиро-
вание. Путём замены переменных система управления сведена к линейному регулятору со
случайными коэффициентами вида ЭкспОУ. Для такой неоднородной системы управления
доказано существование установившейся стратегии U∗ в форме линейной обратной связи по
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состоянию и со сдвигом, удовлетворяющем линейному ОСДУ (см. (13) и лемму 1). Показано,
что U∗ является оптимальным законом управления по критериям, обобщающим долговремен-
ные средние (см. теорему 1). В случае системы с постоянными коэффициентами при наличии
процесса внешних воздействий в виде ЭкспОУ данные критерии превращаются в обычные
долговременные средние (см. разд. 4.1). С использованием полученных результатов установ-
лен вид оптимальной стратегии Ũ∗ для задачи трекинга с критериями долгосрочных потерь
на единицу накопленного дисконта (см. разд. 4.2 и теорему 3). В качестве направления даль-
нейших исследований можно выделить анализ ситуации, когда процесс ЭкспОУ в уравнении
динамики не доступен прямому наблюдению, т. е. имеет характер шума. Тогда управление
в системе будет осуществляться в условиях неполной информации и потребует привлечения
методов из теории фильтрации.
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