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Рассматривается контактная задача изгиба многослойной композитной пластины. Каж-
дый слой композита представляет собой материал, армированный тонкими волокнами,
расположенными параллельно друг другу. Математическая модель построена исходя из
предположений существования в пластине нейтральной поверхности и выполнения гипотез
Кирхгофа. При помощи вариационного принципа Лагранжа получено уравнение изгиба,
обобщающее уравнение Софи Жермен. Получен функционал упругой энергии, учитываю-
щий различное сопротивление материала растяжению и сжатию. Рассмотрена контактная
задача изгиба пластин с помощью жёсткого штампа. Для решения контактной задачи изги-
ба пластины жёстким штампом построен лагранжиан с ограничением в виде неравенства.
Для численного решения задачи применён метод конечных элементов с использованием
треугольного элемента Белла. Приводятся результаты расчётов изгиба слоистых пластин
прямоугольной формы с разными направлениями укладки волокон и различной формой
штампа.
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ВВЕДЕНИЕ

Композитные материалы обладают сложной внутренней структурой и, как следствие,
могут обладать такими свойствами, как разномодульность и разнопрочность, причём не толь-
ко в различных направлениях (анизотропия), но и при растяжении и сжатии. Это свой-
ство описано и экспериментально подтверждено в классических работах С.А.Амбарцумяна,
А.А.Хачатуряна [1] и других авторов [2–5]. В работе [6] показано, что отношение модуля
сжатия к модулю растяжения некоторых композитов, армированных стекловолокном, близ-
ко к восьми при комнатной температуре, а в работе [7] описано, что гофрированная золотая
плёнка имеет асимметричное сопротивление изгибу, и это поведение можно приблизительно
смоделировать бимодульной зависимостью между изгибающим моментом и кривизной тонкой
золотой плёнки. Другими примерами таких материалов является рассматриваемый в работе
углепластик, состоящий из углеродного волокна, расположенного в матрице из полимерных
смол, и лёд, армированный геосинтетическими нитями, который применяется при постройке
ледовых переправ [8, 9].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
20-31-90032) и Красноярского математического центра (соглашение № 075-02-2022-873 с Минобрнауки РФ).
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При построении математических моделей изгиба слоистых пластин из волокнистых ком-
позитов необходимо учитывать тот факт, что армирующие волокна, как правило, являются
существенно разномодульными. Ранее в работе [10] было показано, что в случае сильного изги-
ба стержня из композитного материала учёт различного сопротивления растяжению и сжатию
имеет принципиальное значение и величина относительной ошибки при вычислении прогиба
может достигать 30%, если при вычислении считать модули упругости равными. Существуют
различные подходы для моделирования поведения таких материалов: модификация опреде-
ляющих соотношений [11], получение аналитических решений [12, 13], разработка численных
методов [14–16].

В данной работе рассматривается задача изгиба многослойной композитной пластины
жёстким штампом. Предполагается, что для пластины выполняются гипотезы Кирхгофа,
и в области пластины существует нейтральная плоскость. Исходя из этих предположений
получено уравнение изгиба пластины и построен функционал упругой энергии. Для учёта
ограничений был применён метод множителей Лагранжа. С помощью алгоритма Удзавы и ме-
тода конечных элементов с использованием треугольного элемента Белла производился поиск
седловой точки лагранжиана.

1. УРАВНЕНИЕ ИЗГИБА СЛОИСТОЙ ПЛАСТИНЫ

Рассматриваемая в работе пластина представляет собой пакет из нескольких слоёв, каж-
дый из которых является однонаправленным волокнистым композитом. Волокна в каждом
слое параллельны друг другу и для каждого слоя известен угол армирования относительно
всей пластины. Будем считать, что слой пластины является трансверсально-изотропным ма-
териалом с плоскостью изотропии, расположенной перпендикулярно волокнам армирования.

Выпишем закон Гука для отдельного слоя композитной пластины. Введём декартову си-
стему координат Ox′1x′2x′3, связанную с волокнами армирования пластины в недеформирован-
ном состоянии так, что x′1 направлена вдоль волокон армирования, а x′3 — перпендикулярно
плоскости пластины. Для каждого слоя известны следующие характеристики: E1 — модуль
Юнга вдоль волокон армирования, E2 — модуль Юнга в направлении, перпендикулярном ар-
мированию, с соответствующими коэффициентами Пуассона ν1, ν2; G — модуль сдвига.

Для каждого отдельного слоя в системе координат, связанной с волокнами армирования,
можно записать закон Гука для ортотропного материала:σ11

σ22

σ12

 =
1

1− ν1ν2

 E1 ν1E2 0
ν1E2 E2 0

0 0 2(1− ν1ν2)G

ε11

ε22

ε12

 .

Далее рассмотрим многослойную пластину в системе координат Ox1x2x3, не связанной
с направлениями армирования. В данной работе предполагается, что в области пластины су-
ществует нейтральная плоскость, в которой отсутствуют деформации. Такое предположение
справедливо для некоторых частных случаев изгиба пластин. Для обоснования этого предпо-
ложения в предыдущих работах проведена серия расчётов цилиндрического изгиба пластин на
основе нелинейных уравнений разномодульной теории упругости без привлечения упрощаю-
щих гипотез теории пластин. Математическая модель и вычислительный алгоритм, на основе
которых были проведены эти расчёты, описаны в работе [17].

В рамках технической теории пластин, основанной на гипотезах Кирхгофа — Лява, в си-
лу малости толщины пластины по сравнению с остальными размерами вектор перемещений
может быть выписан следующим образом:

u1 = −(x3 − η)
∂w

∂x1
, u2 = −(x3 − η)

∂w

∂x2
, u3 = w(x1, x2),
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где η — положение нейтральной плоскости. Одним из способов задания положения нейтраль-
ной плоскости является условие равенства нулю мембранного усилия в направлении укладки
волокон. Этот способ рассмотрен в работе [18]. В классической теории пластин нейтральная
плоскость совпадает с серединной плоскостью, а в случае учёта различного сопротивления рас-
тяжению и сжатию смещается в сторону повышения жёсткости. Компоненты тензора малых
деформаций связаны с перемещениями следующей формулой:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Выпишем компоненты тензора малых деформаций:

ε11 = −(x3 − η)
∂2w

∂x2
1

, ε22 = −(x3 − η)
∂2w

∂x2
2

, ε12 = −(x3 − η)
∂2w

∂x1∂x2
,

ε31 =
1

2

(
∂w

∂x1
+

(
− ∂w

∂x1

))
= 0, ε32 =

1

2

(
∂w

∂x2
+

(
− ∂w

∂x2

))
= 0.

(1)

Зная толщину каждого слоя hk, получим толщину всей пластины h. Параметр η может при-
нимать значения от нуля до h, что соответствует существованию нейтральной плоскости в об-
ласти пластины и при x3 = η все компоненты тензора малых деформаций принимают нулевые
значения.

Запишем закон Гука для многослойной пластины в системе координат Ox1x2x3. Пусть
αk — угол армирования k-го слоя, k = 1, 2, . . . . Тогда

σ11

σ22

σ12

 =
1

1− νk1νk2
R(−αk)


Ek

1 νk1E
k
2 0

νk1E
k
2 Ek

2 0

0 0 2(1− νk1νk2 )Gk

R(αk)

ε11

ε22

ε12

 ,

где R(α) — матрица поворота на угол α:

R(α) =

 cos2 α sin2 α sin 2α
sin2 α cos2 α − sin 2α

−(sin 2α)/2 (sin 2α)/2 cos 2α

 .

В общем виде определяющие уравнения упругой слоистой пластины принимают следую-
щий вид: σ11

σ22

σ12

 =

E11 E12 G11

E12 E22 G22

G11 E22 G12

ε11

ε22

ε12

 . (2)

Поскольку модуль Юнга в направлении волокон Ek
1 может принимать значение модуля Юн-

га E+
1 или E−1 в зависимости от того, в зоне растяжения или сжатия соответственно находится

k-й слой, то Eij и Gij являются кусочно-постоянными функциями по толщине пластины. Бо-
лее подробно модель волокнистого композита, учитывающая разномодульность, рассмотрена
в работе [17].

Для нахождения распределения прогибов воспользуемся вариационными принципом
Лагранжа. Выпишем функционал упругой энергии:

J(w) =

∫∫
Ω

( h∫
0

Φ dx3 − qw
)
dx1dx2 −

∫
Γ

(
Qw +M

∂w

∂n

)
ds, (3)
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где Φ = (σ11ε11 + σ22ε22 + 2σ12ε12)/2 — потенциал напряжений, Ω — двумерная об-
ласть с границей Γ, занятая нижней стороной пластины, q(x1, x2) — поперечная нагрузка,

Q(x1, x2) и M(x1, x2) — поперечное усилие и изгибающий момент на краях,
∂

∂n
— оператор

производной по направлению внешней нормали к границе, ds — элемент дуги. Граничные
условия

w = w0(x1, x2),
∂w

∂n
= γ0(x1, x2) (4)

являются неоднородными условиями Дирихле и задают прогиб пластины и угол поворота на
границе. Функции Q и M должны быть определены в точках границы Γ, где прогиб и/или
угол поворота не задан граничными условиями (4).

Подставив в выражение для потенциала (2) и (1), получим следующий вид функциона-
ла (3):

J(w) =
1

2

∫∫
Ω

(
∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

∂2w

∂x1∂x2

)D11 D12 F11

D12 D22 F22

F11 F22 F12

(∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

∂2w

∂x1∂x2

)T

− qw dx1dx2 −
∫
Γ

(
Qw +M

∂w

∂n

)
ds, (5)

где Dij и Fij — изгибные жёсткости, которые вычисляются согласно формулам

Dij =

h∫
0

(x3 − η)2Eijdx3, Fij =

h∫
0

(x3 − η)2Gijdx3.

Проварьируем функционал (5) и получим следующее дифференциальное уравнение для
прогиба:

D11
∂4w

∂x4
1

+D22
∂4w

∂x4
2

+
(
2D12 + F12

) ∂4w

∂x2
1∂x

2
2

+ 2F11
∂4w

∂x3
1∂x2

+ 2F22
∂4w

∂x1∂x3
2

= q .

Это уравнение обобщает уравнение Софи Жермен в классической теории пластин для случая
различных изгибных жесткостей по разным направлениям. Решение этого уравнения с соот-
ветствующими граничными условиями для прогиба позволяет определить напряжённое состо-
яние в плоскости пластины в случаях существования нейтральной поверхности.

2. ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ ЖЁСТКИМ ШТАМПОМ

Рассмотрим задачу минимизации функционала (5). Эта задача эквивалентна вариацион-
ному уравнению

J(w) =
1

2

∫∫
Ω

(
∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

∂2w

∂x1∂x2

)D11 D12 F11

D12 D22 F22

F11 F22 F12

 δ

(
∂2w

∂x2
1

∂2w

∂x2
2

∂2w

∂x1∂x2

)T

− qδw dx1dx2 −
∫
Γ

(
Qδw +Mδ

∂w

∂n

)
ds (6)

с произвольной в области Ω и равной нулю на части границы, где заданы граничные усло-
вия (4) вариацией вектора прогибов δw. Задача минимизации функционала (5) при некоторых
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дополнительных требованиях гладкости на функции, входящие в граничные условия, коррект-
но поставлена в пространстве Соболева H2(Ω). Согласно теореме Лакса — Мильграма решение
существует и единственноб поскольку для функционала J(w,w) = a(w,w)/2 − (f, w), a(w,w)
является билинейной формой, которая непрерывна и коэрцитивна в H2, а (f, w) является
непрерывным функционалом.

Рассмотрим численное решение данной задачи методом конечных элементов. Воспользу-
емся треугольным элементом Белла класса C1 с 18 степенями свободы. В области Ω строится
нерегулярная треугольная сетка и вводится вектор обобщённых координатW размерности 6n,
где n — число узлов сетки, координатами которого служат узловые значения прогиба и его
производных первого и второго порядков, т. е.

W6i = w(xi, yi), W6i+1 =
∂w(xi, yi)

∂x
, W6i+2 =

∂w(xi, yi)

∂y
,

W6i+3 =
∂2w(xi, yi)

∂x2
, W6i+4 =

∂2w(xi, yi)

∂x∂y
, W6i+5 =

∂2w(xi, yi)

∂y2
,

где (xi, yi) — координаты узла сетки. Ограничение (8) представим в виде совокупности нера-
венств в узлах сетки W6i > Φi, где Φi = ϕ(xi, yi).

Функционал J(w) представляется в виде суммы интегралов по всем треугольникам сетки:

J(W ) =
1

2

m∑
l=1

∫∫
Ωl

(W l)TDT
l KDlW

l −QTW dx1dx2,

где Ωl — область l-го конечного элемента,W l — локальный вектор обобщённых координат,K —
матрица изгибных жесткостей, Dl — матрица дифференцирования, Q — глобальный вектор
обобщённых сил, верхний индекс T означает транспонирование.

Глобальная матрица жёсткости C составляется путём сложения в определённых позициях
элементов локальных матриц жёсткости Cl = DT

l KDl. В результате получается функционал
J(W ) = W TC/2W −QW , минимальное значение которого определяется системой уравнений,
служащей для вычисления прогибов:

∂J

∂W
≡ CW −Q = 0. (7)

Перейдём к контактной задаче изгиба пластины. Пусть задана функция ϕ(x, y), которая
задаёт форму штампа на всей области пластины Ω. Решив задачу минимизации функциона-
ла (5) с граничными условиями (4) и ограничением в виде неравенства

w(x, y) > ϕ(x, y), (8)

получим распределение прогибов пластины.
Для решения этой задачи воспользуемся методом множителей Лагранжа. Запишем

лагранжиан, который представляется в виде суммы интегралов по всем треугольникам сетки:

L(W,Λ) = Λ0

m∑
l=1

∫∫
Ωl

(W l)TDT
l KDlW

l −QTW + ΛT (Φ−W ) dx1dx2,

где Λ — вектор множителей Лагранжа. Записав глобальную матрицу, получим функционал

L(W,Λ) = Λ0W
TCW −QW + Λ(Φ−W ).
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Поскольку L(W,Λ) является квадратичным функционалом по W , а матрица C обладает
диагональным преобладанием и является положительно определённой, то согласно теореме
Куна — Таккера [20] для того, чтобы W ∗ являлся минимумом J(W ), необходимо, чтобы для
неотрицательных множителей Λ выполнялись условия дополняющей нежесткости и стаци-
онарности. Для выполнения строгого неравенства Λ0 > 0 достаточно выполнения условия
Слейтера: должен существовать W̃ такой, что Φ− W̃ < 0. Введём следующие требования для
функции ϕ: ϕ ∈ H2(Ω), и существует c: w0 > ϕ+ c. Возьмём W̃ = w0 на границе Γ и w̃ = ϕ+ c
в области Ω, тогда условие Слейтера выполняется. Для определённости возьмём λ0 = 1. При
выполнении условия Слейтера пара w∗, λ∗ удовлетворяет всем перечисленным ограничениям
тогда и только тогда, когда (w∗, λ∗) является седловой точкой лагранжиана L(w, λ).

Для нахождения седловой точки воспользуемся алгоритмом Удзавы [20]. Алгоритм заклю-
чается в последовательном вычислении Λ1,W 1,Λ2,W 2, . . . и состоит из следующих шагов:

1. Выбирается произвольное начальное приближение Λ0.
2. При фиксированном Λi ищется W i, при котором достигается минимум лагранжиана,

исходя из уравнения
∂L

∂W
= 0.

3. Определяется Λi+1 из уравнения
∂L

∂Λ
= 0.

Итерационный процесс заканчивается при выполнении условия |Λi+1 − Λi| 6 τε, где ε —
заданная точность.

Вычисления второго шага алгоритма Удзавы выполнялись с помощью метода конечных
элементов. Минимальное значение лагранжиана при фиксированном векторе Λi определяется
системой уравнений, служащей для вычисления прогибов W i:

∂L

∂W
≡ CW −Q− Λi = 0 . (9)

На третьем шаге алгоритма Удзавы вычисления производились с помощью метода про-
стой итерации. При фиксированном W i приравняем частную производную лагранжиана по Λ

к нулю:
∂L

∂Λ
≡ Φ−W i = 0. Вычислим Λi+1 по следующей формуле: Λi+1 = P+(Λi + τ(Φ−W i)),

где τ — итерационный параметр, P+ — проекция на положительную часть числовой оси. Итера-
ционный параметр τ выбирался как среднее между итерационными параметрами для каждого
элемента вектора W при их поиске методом простой итерации.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

Компьютерная программа, реализующая метод конечных элементов и поиск седловой
точки, составлена на языке программирования Python. Для решения системы уравнений (9)
в ней используются встроенные библиотечные процедуры. Глобальная матрица жёсткости яв-
ляется сильно разрежённой, содержит около 95% нулей, поэтому для её хранения применяются
специальные структуры для работы с разрежёнными матрицами [21].

При проведении вычислительных экспериментов были рассмотрены двухслойные компо-
зитные пластины размером 100 × 100 мм с толщиной слоёв h = 5 мм. Параметры упругости
взяты для углепластика с объёмным содержанием армирующего углеграфитового волокна
50%: E+

1 = 114, E−1 = 57, E2 = 6, G = 3.5ГПа, ν1 = 0.19, ν2 = 0.02. В случаях учёта разно-
модульности параметр η принят равным 0.59h исходя из расчётов, проведённых для компо-
зитных балок. Для всех представленных в работе примеров расчётов были взяты следующие
граничные условия: на двух противоположных сторонах заданы условия жёсткого закрепле-
ния w0 = 0 и γ0 = 0, на двух других сторонах заданы условия, соответствующие свободному
краю Q = 0 и M = 0.
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Чтобы показать важность учёта разного сопротивления материала растяжению и сжа-
тию, была проведена серия вычислительных экспериментов, в которых параметры упругости
композита при сжатии считались равными параметрам упругости при растяжении.

На рис. 1 изображён прогиб пластины с конфигурацией слоёв (90◦, 0◦) под действием
штампа ϕ3 = 0.002 при 0.04 < x1 < 0.06, 0.04 < x2 < 0.06 и ϕ3 = −0.001 в остальных
точках. Пластина жёстко закреплена по двум боковым сторонам. При расчёте модуль Юнга
при сжатии считался равным 114 ГПа, т. е. равен модулю при растяжении. На рис. 2 показано
сравнение линий уровня прогиба при расчётах с учётом разномодульности и без учёта. В случае
неучета пластина считается более жёсткой и прогиб от воздействия штампа уменьшается.

Рис. 1. Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоёв (90◦, 0◦)
под действием штампа ϕ3 без учёта разномодульности

Рис. 2. Линии уровня прогиба без учёта (a) и при учёте разномодульности (b)

В последней серии вычислительных экспериментов было показано влияние направле-
ния армирования на прогиб пластины. Рассматривались пластины с конфигурациями слоёв
(0◦, 90◦) и (90◦, 0◦) под действием штампа ϕ4 = 0.002 при 0.03 < x1 < 0.07, 0.03 < x2 < 0.07
и ϕ4 = −0.001 в остальных точках, жёстко закреплённые во двум противоположным боко-
вым сторонам. На рис. 3 показан прогиб пластины с конфигурацией (0◦, 90◦), а на рис. 4
(90◦, 0◦). Можно заметить, что величина прогиба на свободной части границы значительно
больше в случае армирования верхнего слоя под углом 90◦ к оси x1, поскольку пластина
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в этом случае закреплена в направлении, перпендикулярном направлению армирования рас-
тягиваемого слоя.

Рис. 3. Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоёв (0◦, 90◦)
под действием штампа ϕ4

Рис. 4. Прогиб двухслойной пластины с конфигурацией слоёв (90◦, 0◦)
под действием штампа ϕ4

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получено уравнение изгиба, обобщающее уравнение Софи Жермен, и функ-
ционал упругой энергии, учитывающий различное сопротивление материала растяжению
и сжатию. Разработан вычислительный алгоритм решения контактной задачи для многослой-
ной композитной пластины, учитывающий различное сопротивление материала растяжению
и сжатию. Проведена серия вычислительных экспериментов, в результате которых показано
влияние разномодульности и направления армирования на прогиб композитной пластины.
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Abstract. The paper considers the contact problem of bending a multilayer composite plate.
Each layer of the composite is a material reinforced with thin parallel fibers. The mathematical
model is constructed based on the assumptions of the existence of a neutral surface in the
plate and the fulfillment of Kirchhoff’s hypotheses. Using the Lagrange variational principle,
the bending equation generalizing the Sophie—Germain equation is obtained. The elastic energy
functional is obtained taking into account the different resistance of the material to tension and
compression. The contact problem of bending plates and membranes with the of a rigid contact
is considered. To solve the contact problem of bending a plate with a rigid stamp, a Lagrangian
was constructed with a constraint in the form of an inequality. For the numerical solution of the
problem, the finite element method using the triangular Bell element was applied. The results
of calculations of the bending of laminated rectangular plates with different directions of fiber
laying and different shapes of the stamp are presented.
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