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Основной сложностью в применении метаэвристических алгоритмов решения задачи гло-
бальной параметрической оптимизации (М-алгоритмов) является наличие свободных па-
раметров, существенно влияющих на показатели сходимости и эффективности оптимиза-
ции. Задачу отыскания оптимальных значений свободных параметров называют задачей
установки, среди методов решения которой различают статические методы настройки,
выполняемые до алгоритма оптимизации, и динамические методы адаптации парамет-
ров, выполняемые совместно с ним. Предлагается иерархический метод установки пара-
метров для класса популяционных М-алгоритмов. Отличительной особенностью метода
является использование иерархической модели алгоритма оптимизации, где на нижнем
уровне иерархии представлен алгоритм из класса последовательных М-алгоритмов, а на
верхнем — параллельный алгоритм с островной моделью параллелизма. Установка пара-
метров производится иерархическим методом, сочетающим метод настройки параметров
последовательного алгоритма оптимизации для нижнего уровня иерархии модели и метод
адаптации параметров параллельного алгоритма для верхнего уровня. В методе приме-
няется векторный критерий оптимальности задачи установки, включающий метрики ско-
рости сходимости и достигаемых экстремумов алгоритма оптимизации. Рассматривается
подход для оценки скорости сходимости многошагового метода оптимизации. Представле-
ны результаты исследования эффективности предлагаемого метода на тестовых задачах
оптимизации из пакета CEC.

Ключевые слова: методы глобальной оптимизации, метаэвристические алгоритмы, уста-
новка параметров, адаптация параметров.
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ВВЕДЕНИЕ

Алгоритмы решения задачи глобальной оптимизации разделяют на точные, гарантиру-
ющие нахождение оптимального решения с заданной точностью, и приближённые, среди ко-
торых выделяют активно развивающийся класс метаэвристических алгоритмов глобальной
оптимизации (далее М-алгоритмов). М-алгоритмы представляют собой итерационные алго-
ритмы, основанные на сочетании и управлении подчинёнными эвристиками для направлен-
ного исследования пространства поиска. Под эвристиками понимают алгоритмы получения
приближённого решения заданной задачи оптимизации за меньшее время, чем при решении
точным алгоритмом. М-алгоритмы способны отыскать решение, близкое к оптимальному, без
априорных знаний о свойствах целевой функции и пространства поиска и поэтому примени-
мы для решения широкого класса задач оптимизации высокой размерности и вычислительной
сложности.
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Ограничим класс MA рассматриваемых М-алгоритмов итерационными популяционными
алгоритмами (population-based metaheuristics), где каждый агент популяции представляет от-
дельное значение вектора варьируемых параметров задачи оптимизации, изменяемое в рамках
итераций на основании характеристик как отдельного агента, так и всей популяции. В клас-
се MA выделяют подклассы эволюционных алгоритмов (эволюционная стратегия, дифферен-
циальная эволюция) [1], поведенческих алгоритмов (алгоритм роя частиц, муравьиной коло-
нии) [2, 3] и ряд других [4].

Важным направлением развития М-алгоритмов является применение распараллеливания
для сокращения времени решения задачи оптимизации. Распространён подход к построению
параллельных М-алгоритмов на основе островной модели параллелизма [5–7].

М-алгоритмы имеют свободные параметры, влияющие на скорость сходимости и эффек-
тивность оптимизации. Они существенно различаются между отдельными алгоритмами [1].
Задача оптимизации стратегии М-алгоритма с целью поиска его оптимальной стратегии (зна-
чения вектора свободных параметров) называется задачей установки параметров (parameter
setting) [8]. Методы установки параметров разделяют на методы настройки параметров
(parameter tuning) [9, 10], использующие изменение параметров до выполнения алгоритма,
и методы адаптации параметров (также называемые методами управления параметрами,
parameter control) [11, 12], использующие изменение параметров во время выполнения алго-
ритма. При использовании методов адаптации к завершению процесса оптимизации получаем
стратегию, оптимальную для данной целевой функции, тогда как для методов настройки пара-
метров априорно заданные параметры в общем случае не являются оптимальными для данной
функции.

В данной работе рассматривается метод установки параметров для параллельных
М-алгоритмов , основанный на иерархической модели М-алгоритма из последовательного и па-
раллельного уровней, что позволяет совмещать различные типы методов установки парамет-
ров — настройку параметров последовательного алгоритма и адаптацию параметров парал-
лельного алгоритма.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ АЛГОРИТМА

Определим базовую задачу оптимизации следующим образом:

min
X∈DX

Φ(X) = Φ(X∗), (1)

где X — вектор варьируемых параметров базовой задачи; Φ(X) — целевая функция задачи;
X∗ — оптимальное значение вектора X; DX — область допустимых значений вектора X.

В качестве математической модели M(P ) параллельного М-алгоритма A используем
иерархическую модель, состоящую из двух уровней: верхний уровень — модель Mp(Pp) па-
раллельного алгоритма A, основанная на островной модели параллелизма; нижний уровень —
модельMs(Ps) последовательного алгоритма As ∈MA, формализующая логику потока управ-
ления последовательного М-алгоритма.

Модель M(P ) полагаем параметризованной вектором из непрерывных параметров
P = {Pi ∈ R}, который разделяем на вектор параметров Ps модели нижнего уровня (по-
следовательного алгоритма) и вектор параметров Pp модели верхнего уровня (параллельного
алгоритма). Назовём значение вектора P = (Ps, Pp) стратегией алгоритма A. Назовём мно-
жество DP областью допустимых значений вектора параметров P .

Островная модель параллелизма основана на разделении общей популяции на непересе-
кающиеся острова (субпопуляции), для которых осуществляется независимая друг от друга
оптимизация и периодическая межостровная коммуникация элементами популяции. Рассмат-
риваем NS островов, I = {Ii, i ∈ [0, NS)}.
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Итерации параллельного алгоритма с островной моделью параллелизма выполняются по
следующей схеме.

1. Инициализируем номер итерации t = 0 и вектор варьируемых параметров X0 = X0.
2. Выполняем операцию инициализации острова Ii = SI(i).
3. Выполняем операцию оптимизации для каждого острова Ii на протяженииNT итераций

и получаем значение вектора варьируемых параметров X∗,i,t.
4. Выполняем операции коммуникации C(i, j) между островами Ii, Ij , i 6= j, i, j ∈ [0, NS).
5. Если условие завершения алгоритма не выполнено, присваиваем t = t+ 1 и переходим

к шагу 3.
Итоговое оптимальное значение X∗ вектора варьируемых параметров вычисляем как

X∗ = argmin
X∈{X∗,i,t,i∈[0,NS)}

Φ(X).

Вид операций инициализации S(i) и коммуникации C(i, j) зависит от выбранного
М-алгоритма, As ∈ MA. Параметры {NS , NT } ⊂ Pp назовём стандартными параллельными
параметрами, не зависящими от алгоритма As.

Отметим, что параметры P модели M влияют как на характеристики последовательно-
го М-алгоритма оптимизации, так и на характеристики параллельного алгоритма (например,
на число островов NS островной модели параллелизма). Предметом изучения данной работы
являются методы установки параметров P модели M , тогда как аспекты распараллелива-
ния алгоритма и оценки параллельного ускорения не рассматриваются и являются предметом
дальнейшего изучения. Графовое представление иерархической модели параллельного алго-
ритма для планирования выполнения на параллельной вычислительной системе рассмотрено
в работе автора [13].

2. КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ ЗАДАЧИ УСТАНОВКИ ПАРАМЕТРОВ

Введём векторный критерий оптимальности Ψ(P, t), состоящий из компонентов:

Ψ(P, t) = (rA(P, t),ΦA(P, t)), (2)

где rA(P, t) — скорость сходимости параллельного алгоритма A(P ) на итерации t; ΦA(P, t) —
достигнутое значение экстремума целевой функции М-алгоритма As(P ) на итерации t.

Вычисляем критерий ΦA(P ) на основании значений целевой функции Φ(X), полученных
оптимизацией вектора X алгоритмом As на итерации t на острове i:

ΦA(P, t) = min
X∈{X∗,i,t,i∈[0,NS)}

Φ(X).

Обозначим как Ψ̂t = (Ψ0,Ψ1, . . .Ψt) последовательность значений критериев оптимально-
сти на шагах [0, t]. Введём глобальный номер итерации tG, вычисляемый по номеру итерации t
адаптивного алгоритма MOP и длительностям сезонов NT при помощи функции

FG(t) =

t∑
i=0

NT,i. (3)

Рассмотрим способ вычисления критерия скорости сходимости rA(P, t) на итерации t.
На каждом шаге t алгоритма оптимизации A(P ) получаем значение достигнутого экстрему-
ма ΦA(P, t) целевой функции М-алгоритма. Функция Φ(t) не является непрерывно диффе-
ренцируемой, поэтому применим аппроксимацию функции Φ(t) дважды дифференцируемым
полиномом

f(x, a) =

n∑
j=1

ajx
j−1. (4)
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Задаём вектор точек x = (x1 . . . xi . . . xm), где xi = FG(t)(t + m − i), i ∈ [1,m], и вектор y =
(f(x1, a) . . . f(xi, a) . . . f(xm, a)) значений функции Φ в этих точках, где f(xi, a) = Φi, i ∈ [1,m].
Запишем уравнения (4) для m точек в векторной форме Qa = y. Матрица Q размерно-
стью m × n принимает вид

Q =


1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
...

. . .
...

1 xm · · · xn−1
m

 .
Решим задачу поиска вектора a, определяющего полином f(x) в точках x, y, методом

наименьших квадратов для линейной регрессии [14]. Минимизируем функцию невязок:

S(a) =
m∑
i=1

e2
i (x, a) ,

где ei(x) = yi − f(xi, a) — невязка, i ∈ [1,m]. Тогда S(a) =
m∑
i=1

(yi − f(xi, a))2.

Найдём частные производные функции S(a) по a:

∂Si(x)

∂aj
=

m∑
i=1

(
− 2(yi − f(xi, a))

df(xi, a)

daj

)
.

Определим матрицу Якоби J из этих частных производных: Jij = xj−1
i . Видно, что для

функции f(x, a) матрица Q совпадает с матрицей J . Тогда

∂Si(x)

∂aj
=

m∑
i=1

(
− 2(yi −

n∑
k=1

(Jikak))Jij

)
.

Для нахождения оптимального значения a∗, доставляющего минимум функции S, потре-

буем
∂Si(x)

∂aj
= 0. Получаем уравнение

m∑
i=1

yiJij =
m∑
i=1

∑n
k=1 JikJija

∗
k или в векторной форме

JT y = JTJa∗. (5)

Для аппроксимации выбираем m = 5 точек и кубический полином (4) (значение n = 4).
Для решения системы линейных уравнений (5) применяем численный метод на основе QR-
разложения матрицы JTJ .

Определим значение второй производной в точке xm:
∂2f(x, a∗)

∂x2
(xm) = 6a∗4xm + 2a∗3.

Так как значения номеров шагов t могут быть достаточно большими, при аппроксимации

применяем сдвиг всех значений вектора x на величину −x0. Значение
∂2f(x, a∗)

∂x2
(xm) при этом

не изменяется.
Ограничиваем значение rA диапазоном [rmin; rmax], что позволяет задать чувствитель-

ность метода адаптации к изменению скорости сходимости, а также вычислять значение rA
при плохо обусловленной системе (5). В таком случае определяем скорость сходимости как со-
ответствующую границу диапазона. Таким образом, скорость сходимости на итерации t опре-
деляем как

rA(t) =

{
max

(
min

(
6a∗4xm + 2a∗3, r

min
)
, rmax

)
, если t > 5;

1, иначе.
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Значение rA(t) < 1 означает увеличение скорости сходимости на текущем шаге t алгорит-
ма относительно предыдущего шага (ускорение оптимизации), а значение rA(t) > 1 — умень-
шение скорости сходимости (стагнацию оптимизации). На ранних итерациях t < m скорость
сходимости принимаем равной единице, так как для аппроксимации не накоплено достаточно
данных.

3. МЕТОД УСТАНОВКИ ПАРАМЕТРОВ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА

Предлагаем иерархический метод установки параметров параллельного М-алгоритма оп-
тимизации A (метод MO).

Оптимальной динамической стратегией алгоритма A называем последовательность стра-
тегий (P0, . . . , Pt) на шагах [0, t]. Результатами метода MO являются оптимальная динамиче-
ская стратегия, оптимальное значение X∗ вектора варьируемых параметров и целевой функ-
ции Φ(X∗) базовой задачи (1).

Подчеркнём, что целью установки параметров является минимизация векторного крите-
рия оптимальности Ψ в пространстве параметров стратегии P , а не в пространстве варьи-
руемых параметров X алгоритма Φ. В результате выполнения одной итерации метода MO
изменяются значения векторов параметров P,X. В методе варьируем только вектор парамет-
ров P , тогда как вектор X меняет значение в результате выполнения М-алгоритма, а значение
критерия Ψ(P, t) неявно зависит от значения вектора X.

Предлагаем иерархический метод MO как гибридный метод, состоящий из метода MOS

настройки параметров Ps и метода MOP адаптации параметров Pp. Метод согласования MO
проектируем как гибридный метод по схеме препроцессор/постпроцессор, где MOS является
препроцессором, а метод MOP — постпроцессором.

Параметризованный алгоритм нижнего уровня As(Ps) не зависит от параметров верхнего
уровня Pp. В то же время изменение стратегии Ps приводит к изменению алгоритма As(Ps).
Таким образом, выполнение алгоритма As может осуществляться независимо от алгоритма оп-
тимизации параметров верхнего уровня Pp. Поэтому в качестве метода установки параметров
нижнего уровня выбираем метод настройки. Для установки параметров Pp используем значе-
ния критериев rA(P, t),ΦA(P, t) с каждого шага t алгоритма A, а следовательно, необходимо
применение метода адаптации параметров.

Рассматриваем метод MOS настройки вектора параметров Ps последовательного алго-
ритма As ∈ MA. Предлагаем метод MOS решения этой задачи на основе однокритериального
метода оптимизации роем частиц min

Ps∈DP

ΦS(Ps) = ΦS(P ∗s ).

Вектором варьируемых параметров метода MOS является Ps, а целевой функцией — функ-
ция ΦS(Ps) =

∑
i
kS,iΨi(Ps, 0), i ∈ [1, |Ψ|), полученная свёрткой векторного критерия оптималь-

ности ΨS с априорно заданными коэффициентами kS,i. Полученное оптимальное значение век-
тора параметров P ∗s считаем оптимальной стратегией для последовательного М-алгоритма As.

Предлагаем метод MOP адаптации вектора параметров Pp параллельного алгоритма A.
В основу метода MOP положим процесс адаптации параметров Pp во время выполнения са-
мого алгоритма A(P ). Шаг метода MOP совпадает с итерацией параллельного алгоритма A.
На каждом шаге t метода MO рассматриваем фиксированный алгоритм A(P ), определённый
набором параметров P . Одна итерация метода MOP полностью включает выполнение алго-
ритма As, а окончание работы метода MOP совпадает с окончанием работы алгоритма A.

Разобьём итерацию метода MOP на два шага: выполнение оптимизации алгоритмом As на
всех островах и решение задачи адаптации. Так как метод MOP является методом адаптации
параметров, необходимо задать вектор-функцию FP перехода к следующему значению векто-
ра параметров Pp. Эту функцию определим исходя из номера шага t метода MOP и значения
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векторного критерия оптимальности Ψ(P, t) адаптируемого алгоритма A. Получаем формули-
ровку задачи адаптации:

P t+1 = FP (P t, t, Ψ̂t). (6)

Поскольку функции адаптации для различных параметров в составе вектора Pp различны,
представим вектор-функцию FP как совокупность функций FP = {FP,(i)}, i ∈ [1, |Pp|].

Предлагаем функции адаптации FP,(i)(t) = B(t) +
Nk−1∑
k=0

R(k, t) параметра p = Pi на шаге t,
отличающиеся построением из двух видов компонентов:

1) монотонный компонент B(t), определённый диапазоном допустимых значений пара-
метра p и шагом t;

2) реактивные компоненты R(k, t), обеспечивающие локальную реакцию на изменение
Ψ(P ) на шаге τk.

В зависимости от характера параметра p выделяем два вида монотонных компонентов:
убывающие BD и возрастающие BI .

Убывающий компонент BD запишем в виде

BD(t) = pmin +
U0 e

−C2(FG(t)−U1)

1 + e−C2(FG(t)−U1)
. (7)

Задаём граничные условия на значение компонента BD и его первую производную
dBD
dt

:

BD(0) = pmax,
dBD(t)

dt
(0) = −C3.

Исходя из этих условий определяем значения промежуточных констант:

U0 = (pmax − pmin)

(
1 +

C3

C2(pmax − pmin)− C3

)
,

U1 =
1

C2

(
ln(C2(pmax − pmin)− C3)− ln(C3)

)
.

Возрастающий компонент BI запишем в виде

BI(t) =
pmax

1 + e−C2(FG(t)−U2)
, (8)

где значения промежуточной константы U2 определяем исходя из граничного условия BI(0) =

pmin. Получаем U2 =
1

C2
ln

(
pmax

pmin
− 1

)
.

Таким образом, монотонные компоненты BD, BI полностью заданы допустимым диа-
пазоном значений параметра p ∈ [pmin, pmax], начальной скоростью C3 изменения параметра
и скоростью C2 изменения параметра в зависимости от t.

Вид и количество реактивных компонентов определяем на основании значений вектор-
ного критерия оптимальности Ψ(P, t). Назовём узлами реакции множество из номеров шагов
Rτ = {t ∈ [0, tmax) | WR(t, Ψ̂t)}, для которых выполняется булева функция реакции WR над
последовательностью Ψ̂t значений векторного критерия оптимальности. При помощи функции
реакции определяем замедление или ускорение процесса оптимизации, что влечёт изменение
адаптируемого параметра p функцией адаптации FP . В исследовании используем одношаго-
вую функцию реакции W̃R: W̃R(t, Ψ̂t) = WR,(1)(t, Ψ̂

t) ∨ WR,(2)(t, Ψ̂
t). Здесь функция WR,(1)

обеспечивает определение достижения максимума rmax:

WR,(1)(t, Ψ̂
t) = (|rA(Pp,t, t)− rA(Pp,t−1, t− 1)| > εr) ∧ ((rmax − rA(Pp,t, t)) 6 εr).
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Функция WR,(2) обеспечивает периодическую реакцию только на номер шага t, что позво-
ляет избежать стагнации алгоритма при выполнении условия rA(P, t) 6 rmax на протяжении
большого числа итераций. Сформулируем функцию на основе пилообразного сигнала с пери-
одом TW :

WR,(2)(t, Ψ̂
t) =

((
t

TW
−
⌊
t

TW

⌋)
= 0

)
∧ (t > TW ).

Зададим число реактивных компонентов равным числу узловых точекNk = |Rτ |. Реактив-
ный компонент R(k, t) представим в виде монотонно убывающей неотрицательной функции:
R(k, t) = LkH(t−τk)e−C4(FG(t)−τk), где Lk — весовой коэффициент компонента k, C4 — априор-
но задаваемый коэффициент затухания реактивного компонента, H(x) — функция Хевисайда
со значением H(0) = 1.

Потребуем, чтобы значение функции F не превышало в узловых точках определённого
порога C1p

max при любом числе реактивных компонентов. Также ограничим F значением
самого монотонного компонента B(t) при C1B(t) > pmax. Запишем эти требования в виде
неравенств

B(τi) +

Nk−1∑
k=0

R(k, τi) 6 max(C1p
max, B(τi)), i ∈ [0, Nk).

Пусть в каждой узловой точке сумма значений реактивных компонентов будет максималь-
ной. Тогда получаем систему из Nk линейных уравнений в узловых точках τi относительно
весовых коэффициентов Lk:

Nk−1∑
k=0

LkH(τi − τk)e−C4(FG(τi)−FG(τk)) = (C1p
max −B(τi))H(C1p

max −B(τi)), i ∈ [0, Nk). (9)

Запишем систему в матричной форме: ARL = bR, где

L =


L0

L1
...

LNk−1

 , bR =


(C1p

max −B(τ0))H(C1p
max −B(τ0))

(C1p
max −B(τ1))H(C1p

max −B(τ1))
...

(C1p
max −B(τNk−1))H(C1p

max −B(τNk−1))

 .
В силу H(τi− τk) = 0 при i < k матрица AR является нижнетреугольной и принимает вид

AR =


1 0 · · · 0

H(τ1 − τ0)e−C4(FG(τ1)−FG(τ0)) 1 · · · 0
...

...
. . .

...
H(τNk−1 − τ0)e−C4(FG(τNk−1)−FG(τ0)) H(τNk−1 − τ1)e−C4(FG(τNk−1)−FG(τ1)) · · · 1

 .
Заметим, что AR,ii = 1 и AR,ij ∈ [0; 1), i 6= j. Следовательно, матрица AR является

невырожденной и обладает свойством диагонального преобладания. Поэтому для системы (9)
можно применить прямой метод решения, например метод Гаусса, являющийся вычислительно
устойчивым для данной системы [14].

Решая систему (9), получаем значения весовых коэффициентов Lk. Тогда реактивные
компоненты R(k, t) полностью заданы узловыми точками τk, k ∈ [0, Nk), допустимым диа-
пазоном значений параметра p ∈ [pmin, pmax], коэффициентом C1 допустимого превышения
максимального значения pmax параметра p и коэффициентом C4 затухания.

Вид функций FP,i в общем случае зависит от состава вектора параметров Pp, включающе-
го как стандартные параллельные параметры NS , NT моделиMp, так и параметры, специфич-
ные для различных алгоритмов A. В рамках исследования для стандартных параллельных
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параметров Pp = {NS , NT } предложим функции адаптации F̃NS
и F̃NT

. При синтезе функ-
ций адаптации необходимо учитывать баланс между увеличением значений этих параметров,
ведущих к улучшению достигаемого экстремума, и уменьшением числа оценок целевой функ-
ции Φ. При этом число оценок не имеет прямого влияния на время выполнения алгоритма
оптимизации при использовании параллельной вычислительной системы. Поэтому диапазон
значений NS , NT и коэффициенты задаём априорно исходя из требований к параллельному
алгоритму и вычислительной системе.

Функцию адаптации F̃NS
параметра NS построим на основе монотонного убывающего

компонента BD (7), обеспечивающего снижение числа островов NS по мере увеличения номера
шага t, поскольку большее число островов улучшает первоначальное исследование простран-
стваDX параметров [15]. Для функции F̃NS

задаём диапазон значений pmax = N0
S , p

min = Nmin
S .

Функция адаптации F̃NT
, построенная на основе монотонного возрастающего компонен-

та BI (8), обеспечивает нелинейное увеличение продолжительности сезона NT по мере уве-
личения номера шага t, что позволяет на ранних шагах метода MOP производить быстрое
исследование пространства DX каждым островом за меньшее число шагов NT , а на более
поздних шагах производить локализацию экстремума за большее число шагов NT алгорит-
ма A. Продолжительность сезона NT ограничена пороговым значением Nmax

T . Тогда задаём
диапазон значений pmax = Nmax

T , pmin = N0
T .

В качестве условия завершения алгоритма AOP предлагаем два условия.
1. Условие достижения стагнации [16] на протяжении tε итераций стагнации:

|ΦA(P t+1, T t+1)− ΦA(P t, T t)| < εmax, (10)

где εmax — точность стагнации. Обозначим номер последней итерации t как tmax.
2. Условие достижения максимального номера итерации tmax:

t < tmax. (11)

Свойства сходимости параллельного алгоритма глобальной оптимизации A напрямую за-
висят от свойств сходимости последовательного алгоритма оптимизации As. Можно показать,
что достаточным условием глобальной сходимости A является глобальная сходимость алгорит-
ма As. При выполнении алгоритма A сходимость и оценку скорости сходимости определяем
по полученной к шагу t монотонной невозрастающей последовательности Ψ̂t.

Промежуточные коэффициенты C1, C2, C3, C4 выбираем априорно исходя из требований
к алгоритму установки MOP. Применительно к функциям F̃NT

, F̃NS
коэффициент C4 опре-

деляет чувствительность функций адаптации к изменению критерия скорости сходимости rA
(при больших значениях C4 > 0 функции адаптации слабо зависят от rA), коэффициент C1 —
относительное максимальное значение реактивных компонентов (C1 ∈ [0, 1]). Коэффициен-
ты C2 и C3 задают скорость изменения параметров NT , NS в зависимости от номера шага.

На рис. 1 приведён график некоторой функции F̃NS
(NS , t) адаптации параметра NS и её

монотонных и реактивных компонентов от глобального номера итерации t, а на рис. 2 —
некоторой функции F̃NT

(NT , t) адаптации параметра NT . Узлами реакции выбрано множе-
ство Rτ = {40, 50}. В вычислительном эксперименте и на рис. 1, 2 используем функцию адап-
тации F̃NS

(NS , t) параметра NS со значениями констант C1 = 0.8, C2 = 0.05, C3 = 0.01,
C4 = 0.01, диапазоном значений параметра NS ∈ [4, 16] и функцию адаптации F̃NP

(NT , t) для
параметра NT со значениями констант C1 = 0.4, C2 = 0.005, C3 = 0.01, C4 = 0.01, диапазоном
значений NT ∈ [1, 10].
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Рис. 1. Пример функции F̃NS
(NS , t):

сплошная линия — F̃NS
(NS , t); штриховая линия — BD(t); пунктирная линия — R(k, t)

Рис. 2. Пример функции F̃NT
(NT , t):

сплошная линия — F̃NT
(NT , t); штриховая линия — BI(t); пунктирная линия — R(k, t)

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Проведём вычислительные эксперименты для сравнения адаптивного алгоритма оптими-
зации PAGOS, использующего предлагаемый в работе иерархический метод MO установки
параметров, и классического алгоритма оптимизации CLASSIC, в котором не применяется
управление параметрами, а используются их априорно заданные значения.

В качестве базовой задачи оптимизации применяем тестовые унимодальные и мультимо-
дальные целевые функции из пакета CEC (Congress of Evolutionary Computing) [17]. В качестве
последовательного М-алгоритма As для алгоритмов PAGOS и CLASSIC выбираем метаэври-
стический алгоритм PSO [2] (алгоритм оптимизации роем частиц), определённый параметра-
ми χ = 0.7298, k = 1, φ1 = φ2 = 2.05, γ = 0.5, размером роя 20 и глобальной топологией
соседства [3]. Варианты алгоритма PSO [3, 18] обладают свойством локальной сходимости,
а вариант алгоритма GCPSO [19] обладает также свойством глобальной сходимости.

В алгоритме PAGOS производим установку стратегии P при выполнении алгоритма опти-
мизацииA. В алгоритме CLASSIC используем фиксированную стратегию Pp (NS = 16,NT = 1)
и стратегию Ps нижнего уровня (параметр размера роя Ps,1 = 20).

Для последовательности достигаемых экстремумов Ψ̂tmax и порогового экстремума Φ∗min

произведём оценку скорости сходимости алгоритма. Последовательность {xk} сходится к зна-
чению x∗ с линейной скоростью сходимости, если µ ∈ (0, 1), или с сублинейной скоростью
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сходимости, если µ = 1 [14], где lim
t→∞

xt+1 − x∗

xt − x∗
= µ.

Последовательность Ψ̂tmax имеет сублинейную скорость сходимости к значению Φ∗min, так
как для глобального метода оптимизации A допустима стагнация на некотором шаге, обуслов-
ленная как мультимодальностью задачи оптимизации, так и особенностями М-алгоритма As.
Введём последовательность a = {ai} шагов алгоритма A, для которых получена стагна-
ция Φai − Φai−1 < ε с некоторой погрешностью ε. Введём последовательность â = {âi} ком-
пенсированных шагов стагнации, для которых (Φai − Φai−1 < ε) ∧ (Φai+1 − Φai > ε). Таким
образом, на шаге âi + 1 происходит компенсация стагнации, которую испытывает алгоритм A
на предыдущем шаге âi. Введём коэффициент компенсации стагнации kA = |â|/|a|.

Сформируем последовательность Ψ̂tmax
= (Ψi, i /∈ â) путём исключения скомпенсирован-

ных шагов стагнации. Последовательность Ψ̂ обладает линейной скоростью сходимости с близ-
ким к единице значением константы скорости µ. При увеличении значения коэффициента ком-
пенсации стагнации kA значение константы µ уменьшается. В рамках эксперимента константу

скорости сходимости оцениваем выражением µ = sup

{
Ψ̂t+1 − Φ∗min

Ψ̂t − Φ∗min

}
, t ∈ [0, tmax − 1).

В вычислительных экспериментах для оценки эффективности оптимизации введём сле-
дующие коэффициенты.

Назовём коэффициентом улучшения отношение k̃Φ =
Φ̃CLASSIC(tmax)

Φ̃PAGOS(tmax)
, где Φ̃CLASSIC —

среднее значение экстремума, достигаемого классическим алгоритмом на глобальном номере
итерации FG(tmax) (3), а Φ̃PAGOS — среднее значение экстремума, достигаемого адаптивным
алгоритмом PAGOS.

Назовём коэффициентом ускорения отношение k̃C =
C̃CLASSIC

C̃PAGOS
, где C̃CLASSIC — среднее

число испытаний целевой функции, выполненное классическим алгоритмом при достижении
порогового значения экстремума Φ∗min, выбираемого для заданной тестовой целевой функции,
а C̃PAGOS — адаптивным алгоритмом PAGOS.

В табл. 1 приведены результаты эксперимента по изучению скорости сходимости. Экс-
перимент иллюстрирует, как быстро снижаются значения достигнутого экстремума по мере
итераций алгоритма оптимизации. Приведём значения математического ожидания коэффи-
циента улучшения k̃Φ для различных тестовых целевых функций и различных глобальных
номеров итераций tG = FG(t). Проведём 30 независимых запусков. Критерием остановки ал-
горитма считаем условие (11) достижения значения tmax = 300.

Т а б л и ц а 1

Коэффициент улучшения k̃Φ для различных тестовых функций

Задача
Итерация

30 50 75 100 150 200

Ackley 1.0 1.0 1.1 1.2 2.7 3.6

Rosenbrock 1.0 1.4 1.4 1.6 2.1 1.3

Sphere 0.9 1.1 1.5 2.2 5.9 9.9

Rastrigin 1.0 1.1 1.2 1.3 1.8 2.9

Schwefel 1.0 1.1 1.2 1.3 2.5 4.2

Griewank 0.9 1.1 1.2 1.1 1.3 2.7

Результаты этого эксперимента показывают, что адаптивный алгоритм получает лучшее
значение экстремума Φ̃∗, чем классический алгоритм при том же числе итераций. Значение ко-
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эффициента улучшения k̃Φ(t) растёт с номером итерации t. На ранних итерациях (FG(t) 6 30)
адаптивный алгоритм может показывать худшую скорость сходимости.

Приведём в табл. 2, 3 результаты эксперимента по сравнению эффективности оптимиза-
ции для различных размерностей базовой задачи оптимизации (d = 20, 50).

Т а б л и ц а 2

Сравнение индикаторов эффективности
при размерности задачи d = 20

Задача Алгоритм Φ̃∗ cv,Φ Φ∗
min p̂ k̃C k̃Φ k̃A

Ackley CLASSIC 6,31·10−6 0,29 – 100% – – 55%
PAGOS 3,39·10−6 0,24 0,001 100% 2,3 1,9 57%

Rosenbrock CLASSIC 11,4 0,06 - 100% – – 18%
PAGOS 0,3 3,74 90 100% 1,3 43,1 77%

Sphere CLASSIC 1,76·10−7 0,45 – 100% – – 57%
PAGOS 0,0 1,69 0,100 100% 1,6 5,93·1013 92%

Rastrigin CLASSIC 97,9 0,10 – 100% – – 15%
PAGOS 15,9 0,41 120 100% 1,6 6,2 33%

Schwefel CLASSIC 54,5 3,54 – 73% – – 11%
PAGOS 7,84·10−11 1,09 0,100 100% 4,1 6,96·1011 75%

Griewank CLASSIC 0,1 1,06 – 53% – – 31%
PAGOS 0,0 1,06 0,100 100% 3,0 9,3 66%

Таб л и ц а 3

Сравнение индикаторов эффективности
при размерности задачи d = 50

Задача Алгоритм Φ̃∗ cv,Φ Φ∗
min p̂ k̃C k̃Φ k̃A

Ackley CLASSIC 4,82·10−5 0,30 – 100% – – 38%
PAGOS 7,90·10−6 0,18 0,001 100% 3,9 6,1 59%

Rosenbrock CLASSIC 40,3 0,26 – 97% - - 4%
PAGOS 0,9 1,81 90 100% 1,1 43,4 36%

Sphere CLASSIC 1,09·10−5 0,34 – 100% – – 40%
PAGOS 5,75·10−17 0,86 0,100 100% 2,9 1,90·1011 98%

Rastrigin CLASSIC 396,4 0,07 – 100% – – 12%
PAGOS 85,8 0,24 500 100% 1,1 4,6 28%

Schwefel CLASSIC 40254,4 0,16 – 0% – – 13%
PAGOS 3,80·10−5 0,40 0,100 100% – 1,06·109 67%

Griewank CLASSIC 0,0 5,38 – 97% – – 38%
PAGOS 0,0 1,47 0,100 100% 3,2 7,5 81%

Для каждой тестовой функции сравним значения следующих индикаторов эффектив-
ности: Φ̃∗ и cv,Φ — средний достигаемый экстремум и его коэффициент вариации; Φ∗min —
пороговое значение экстремума тестовой функции; k̃Φ — коэффициент среднего улучшения;
k̃C — коэффициент среднего ускорения; p̂ — оценка вероятности успешной локализации экс-
тремума Φ∗ с критерием успешности Φ∗ < Φ∗min; k̃A — средний коэффициент компенсации
стагнации.
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Проведём 30 независимых запусков. Критерием остановки алгоритма считаем условие
стагнации оптимизации (10) со значением невязки εmax = 10−4 и числом итераций стагна-
ции tε = 50. При расчёте средних значений коэффициентов учитываем запуски алгоритма
с успешной локализацией экстремума. Прочерки в таблице для значений коэффициента k̃C
означают, что классический алгоритм CLASSIC не смог достичь порогового значения экстре-
мума ни при одном запуске.

По результатам сравнения индикаторов эффективности оптимизации видно, что адап-
тивный алгоритм достигает лучшего значения экстремума при достижении стагнации, чем
классический алгоритм оптимизации при сравнимых числах итераций и испытаний целевой
функции. Значение коэффициента среднего улучшения k̃Φ составляет не менее четырёх для
сложных мультимодальных тестовых функций (Rastrigin, Rosenbrock, Schwefel). Для унимо-
дальных функций адаптивный алгоритм показывает существенно бо́льшие значения k̃Φ, чем
для мультимодальных.

Отметим, что коэффициент среднего улучшения k̃Φ несущественно изменяется при уве-
личении d, что демонстрирует эффективность предлагаемого метода при различных размер-
ностях задачи. Полученные значения коэффициента среднего ускорения k̃C демонстрируют,
что адаптивный алгоритм производит меньшее число оценок целевой функции при достиже-
нии порогового значения Φ∗min. Классический алгоритм часто неспособен достичь экстремума,
особенно для задач высокой размерности.

Результаты экспериментов свидетельствуют, что применение иерархического метода уста-
новки параметров улучшает эффективность оптимизации как по значению достигаемого экс-
тремума, так и по скорости сходимости и числу оценок целевой функции. Предлагаемый
метод позволяет получить решение, близкое к оптимальному, с большей вероятностью, чем
последовательный М-алгоритм, особенно для сложных мультимодальных функций с высокой
размерностью пространства поиска.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен иерархический метод установки параметров параллельного попу-
ляционного метаэвристического алгоритма оптимизации. Рассмотрена двухуровневая модель
параллельного алгоритма, состоящая из М-алгоритма на нижнем уровне и параллельного ал-
горитма оптимизации с островной моделью параллелизма на верхнем, причём на обоих уров-
нях выделены векторы параметров моделей алгоритма. Подход иерархического метода состоит
в совместном решении задачи настройки параметров модели нижнего уровня и задачи адап-
тации параметров верхнего уровня. Преимуществом предложенного метода перед известными
методами установки параметров является оптимизация не только варьируемых параметров
базового алгоритма оптимизации, но и параметров параллельного алгоритма, влияющих как
на показатели сходимости, так и на параллельную эффективность и время выполнения алго-
ритма. Предложен подход к синтезу функций адаптации параметров на основании критерия
оптимальности с предыдущих шагов оптимизации, включающего достигнутые экстремумы
и значения скорости сходимости алгоритма оптимизации.

На тестовых задачах оптимизации продемонстрировано преимущество применения адап-
тивных М-алгоритмов, использующих предложенный метод, по сравнению с неадаптивным
последовательным М-алгоритмом как по величинам достигаемых экстремумов (до 43 раз),
так и по скорости сходимости, совершая в 2.3 раз меньше испытаний целевой функции. Целе-
сообразно применение метода для класса поведенческих алгоритмов оптимизации, поскольку
это позволяет эффективно управлять размером популяции без значительного увеличения чис-
ла оценок целевой функции и изменения структуры конкретного М-алгоритма.

Дальнейшим направлением исследований представляется использование предложенного
метода для установки параметров параллельных М-алгоритмов на вычислительных системах
на основе графических процессоров.
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