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Рассматривается модель конкуренции n видов в хемостате. Данная модель является си-
стемой из n + 1 дифференциальных уравнений с бесконечным распределённым запаз-
дыванием. Одно уравнение отвечает за изменение концентрации питательного вещества,
а остальные n — за изменение численности видов. Преобразование питательного вещества
в жизнеспособные клетки происходит не моментально и требует некоторого времени, ко-
торое учитывается наличием запаздывания. При условии, когда концентрация вводимого
питательного вещества ниже определённого уровня, были построены функционалы Ля-
пунова — Красовского, с помощью которых были получены оценки для всех компонент
решений. Оценки характеризуют скорости вымирания всех видов в хемостате и скорость
стабилизации концентрации питательного вещества к постоянной величине концентрации.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом возникают во многих обла-
стях при моделировании реальных процессов, в том числе в биологии (см., например, моногра-
фии [1–4] и имеющуюся там литературу). В настоящей работе мы рассмотрим одну из моделей
конкуренции видов в хемостате. Хемостат — это аппарат для непрерывного культивирования
бактерий, обеспечивающий оптимальные температурные условия, в который постоянно добав-
ляется свежая питательная среда, в то время как оставшиеся питательные вещества, конечные
продукты метаболизма и микроорганизмы непрерывно удаляются с той же скоростью. Хемо-
стат состоит из трёх основных частей: герметичного резервуара, заполненного питательным
веществом (субстратом), устройства подачи питающего субстрата и отверстия для выхода
приросшей биомассы. Обзоры результатов, посвящённых моделированию процессов, происхо-
дящих в хемостате с помощью дифференциальных уравнений с запаздыванием, содержатся,
например, в работах [5, 6].

В настоящей работе рассматривается модель конкуренции n видов в хемостате, предло-
женная в [7]. Модель является системой дифференциальных уравнений с бесконечным рас-

Работа выполнена при поддержке Математического центра в Академгородке (соглашение № 075-15-2022-281
с Минобрнауки РФ).
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пределённым запаздыванием и имеет следующий вид:

d

dt
S(t) = (S0 − S(t))D −

n∑
i=1

xi(t)pi(S(t)),

d

dt
xi(t) = −Dxi(t) +

t∫
−∞

xi(θ)pi(S(θ))e−D(t−θ)Ki(t− θ) dθ, i = 1, . . . , n,

(1)

где

Ki(s) =
αri+1
i sri

ri!
e−αis, s > 0, i = 1, . . . , n, (2)

αi > 0, ri ∈ N ∪ {0}. Здесь S(t) — концентрация питательного вещества (субстрата), xi(t) —
концентрация i-й популяции микроорганизмов в хемостате. Коэффициенты имеют следую-
щий смысл: D > 0 — скорость поступления питательного вещества, S0 > 0 — концентрация
вводимого питательного вещества в резервуаре. Показатели смертности, характерные для ви-
дов, считаются незначительными по сравнению со скоростью поступления питательного ве-
щества и в данной модели не учитываются. Каждое ядро Ki(s) связано с преобразованием
питательного вещества в жизнеспособные клетки. Функции поглощения питательных веществ
pi(ξ) предполагаются строго монотонно возрастающими, локально липшицевыми, при этом
pi(0) = 0.

Вместе с системой (1) рассмотрим начальные условия

S(t) = ϕ0(t), t < 0, S(+0) = ϕ0(0),

xi(t) = ϕi(t), t < 0, xi(+0) = ϕi(0), i = 1, . . . , n,
(3)

где ϕi(t) ∈ C((−∞, 0]), i = 0, 1, . . . , n, — заданные непрерывные ограниченные функции. Также
предполагается, что начальные данные неотрицательны:

ϕi(t) > 0, t 6 0, i = 0, 1, . . . , n. (4)

Отметим, что начальная задача (1), (3) однозначно разрешима. В [7] было показано, что при
условии (4) компоненты решения начальной задачи (1), (3) неотрицательны при всех t > 0
и ограничены сверху. Всюду далее будем предполагать, что условие (4) выполнено.

Отметим, что у системы (1) имеется положение равновесия (S0, 0, . . . , 0), соответствующее
полному вымиранию всех видов. В работе [7] было показано, что если при некотором i =
1, . . . , n выполнено условие

pi(S
0) 6 D

(
D + αi
αi

)ri+1

, (5)

то компонента xi(t) решения начальной задачи (1), (3) стремится к нулю при t→ +∞. Более
того, было установлено, что если неравенство (5) справедливо для всех i = 1, . . . , n, то для
решения начальной задачи (1), (3) имеет место сходимость

(S(t), x1(t), . . . , xn(t))→ (S0, 0, . . . , 0) при t→ +∞.

Цель данной работы состоит в получении оценок, характеризующих скорость сходимости
решений к положению равновесия (S0, 0, . . . , 0).

Стоит отметить, что для систем с запаздывающим аргументом при проведении иссле-
дований в данном направлении активно применяются функционалы Ляпунова — Красовско-
го (для уравнений с сосредоточенным запаздыванием см., например, [8–20], для уравнений
с ограниченным распределённым запаздыванием см., например, [21–24]). В настоящей работе
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мы будем использовать аналоги функционалов из [21–24] для случая бесконечного распре-
делённого запаздывания. Данная работа продолжает исследования [25–31] асимптотических
свойств решений биологических моделей.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Сначала докажем вспомогательную лемму.
Лемма 1. Пусть (S(t), x1(t), . . . , xn(t)) — решение начальной задачи (1), (3). Тогда для

первой компоненты решения S(t) справедливы следующие утверждения:
1) если ϕ0(0) > 0, то

0 6 S(t) 6 S0 + (ϕ0(0)− S0)e−Dt, t > 0; (6)

2) если 0 6 ϕ0(0) 6 S0, то
0 6 S(t) 6 S0, t > 0. (7)

Доказательство. Поскольку ϕi(t) > 0 при t 6 0, i = 0, 1, . . . , n, то все компоненты ре-
шения (S(t), x1(t), . . . , xn(t)) неотрицательны при t > 0. Следовательно, из первого уравнения

системы (1) вытекает неравенство
d

dt
S(t) 6 (S0 − S(t))D. Из данного неравенства следует

справедливость оценки (6). Если при этом ϕ0(0) 6 S0, то оценка (7) является следствием
оценки (6). Лемма доказана. �

Для получения оценок на компоненты xi(t) решения начальной задачи (1), (3) мы будем
использовать функционалы Ляпунова — Красовского следующего вида:

vi(t, xi) = x2i (t) +

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ)x
2
i (η) dηdθ, i = 1, . . . , n, (8)

где функции Qi(t, η, θ) будут определены ниже.
Теорема 1. Пусть (S(t), x1(t), . . . , xn(t)) — решение начальной задачи (1), (3) и при неко-

тором i = 1, . . . , n выполнено неравенство

pi(S
0) < D

(
αi +D

αi

)ri+1

. (9)

Выберем число ki > 0 так, что

pi(S
0) < D

(
αi +D − ki/2

αi

)ri+1

. (10)

1. Если ϕ0(t) 6 S0 при всех t 6 0, то справедлива оценка

x2i (t) 6 e
−δitvi(0, ϕi), t > 0, (11)

где

δi = min

{
2D − 2pi(S

0)

(
αi

αi +D − ki/2

)ri+1

, ki

}
, (12)

vi(0, ϕi) = ϕ2
i (0) +

∞∫
0

0∫
−θ

pi(S
0)ekiηe(

ki
2
−D)θKi(θ)ϕ

2
i (η) dηdθ.
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2. Если ϕ0(0) 6 S0 и существует t∗ < 0 такое, что ϕ0(t
∗) > S0, то справедлива оценка

x2i (t) 6 e
Jie−δitvi(0, ϕi), t > 0, (13)

где

Ji =
p2i (Φ)− p2i (S0)

pi(S0)

(
αi

αi +D − ki/2

)ri+1 (ri + 1)

(αi +D − ki/2)
, (14)

Φ = sup
s60

ϕ0(s). (15)

3. Если ϕ0(0) > S0, то справедлива оценка

x2i (t) 6 e
Ji+Gie−δitvi(0, ϕi), t > 0, (16)

где

Gi = Li(ϕ0(0)− S0)
pi(ϕ0(0)) + pi(S

0)

pi(S0)

αri+1
i

(min{D, (αi +D − ki/2)})ri+2
, (17)

Li > 0 — такая константа Липшица, что справедливо неравенство

pi(ξ2)− pi(ξ1) 6 Li(ξ2 − ξ1), S0 6 ξ1 6 ξ2 6 ϕ0(0). (18)

Доказательство. Пусть xi(t) — i-я компонента решения начальной задачи (1), (3). Рас-
смотрим функционал Ляпунова — Красовского (8), где

Qi(t, η, θ) = pi(S
0)e−ki(t−η)e(ki/2−D)θKi(θ).

Вначале покажем, что интеграл

I(t) =

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ)x
2
i (η) dηdθ

сходится. Действительно, поскольку компоненты решения начальной задачи (1), (3) являются
ограниченными функциями, то для некоторого Mi > 0 справедливо неравенство

I(t) 6M2
i

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ) dηdθ =
M2
i pi(S

0)

ki

∞∫
0

(e(ki/2−D)θ − e−(ki/2+D)θ)Ki(θ) dθ.

Учитывая определение (2) функции Ki(θ) и условие (10), нетрудно заметить, что интеграл
в правой части сходится, так как согласно (10) ki/2 < αi +D. Аналогичным образом нетрудно
проверить, что интеграл I(t) является дифференцируемой функцией.

Вычислим производную функционала (8) вдоль решения начальной задачи (1), (3):

d

dt
vi(t, xi) = 2xi(t)

(
−Dxi(t) +

t∫
−∞

xi(θ)pi(S(θ))e−D(t−θ)Ki(t− θ) dθ

)

+

∞∫
0

pi(S
0)e(ki/2−D)θKi(θ)x

2
i (t) dθ −

∞∫
0

pi(S
0)e−kiθe(ki/2−D)θKi(θ)x

2
i (t− θ) dθ

− ki

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ)x
2
i (η) dηdθ.
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Поскольку

t∫
−∞

xi(θ)pi(S(θ))e−D(t−θ)Ki(t− θ) dθ =

∞∫
0

xi(t− ξ)pi(S(t− ξ))e−DξKi(ξ) dξ,

то производную от функционала vi(t, xi) можно переписать в следующем виде:

d

dt
vi(t, xi) = x2i (t)

(
− 2D + pi(S

0)

∞∫
0

e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ

)

+

∞∫
0

(
2pi(S(t− ξ))xi(t)xi(t− ξ)− pi(S0)e−kiξ/2x2i (t− ξ)

)
e−DξKi(ξ) dξ

− ki

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ)x
2
i (η) dηdθ.

В силу неравенства

2pi(S(t− ξ))xi(t)xi(t− ξ)− pi(S0)e−kiξ/2x2i (t− ξ) 6
p2i (S(t− ξ))
pi(S0)

ekiξ/2x2i (t)

имеем оценку

d

dt
vi(t, xi) 6 x

2
i (t)

(
− 2D + 2pi(S

0)

∞∫
0

e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ

)

− ki

∞∫
0

t∫
t−θ

Qi(t, η, θ)x
2
i (η) dηdθ + x2i (t)

∞∫
0

p2i (S(t− ξ))− p2i (S0)

pi(S0)
e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ.

Поскольку
∞∫
0

tne−λtdt =
n!

λn+1
, n ∈ N ∪ {0}, λ > 0, (19)

то, используя явный вид (2) функции Ki(ξ), будем иметь

∞∫
0

e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ =

(
αi

αi +D − ki/2

)ri+1

.

Следовательно, учитывая обозначение (12) величины δi и определение (8) функционала
vi(t, xi), получим оценку

d

dt
vi(t, xi) 6 −δivi(t, xi) + hi(t)x

2
i (t), (20)

где

hi(t) =

∞∫
0

p2i (S(t− ξ))− p2i (S0)

pi(S0)
e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ. (21)
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1. Если ϕ0(t) 6 S0 при всех t 6 0, то в силу леммы 1 S(t) 6 S0 при t > 0, следовательно,
hi(t) 6 0, т. к. pi(ξ) — монотонно возрастающая функция. Тогда из (20) следует неравенство
vi(t, xi) 6 e−δitvi(0, ϕi), откуда вытекает оценка (11).

2. Если ϕ0(0) 6 S0 и существует t∗ < 0 такое, что ϕ0(t
∗) > S0, то в силу леммы 1 S(t) 6 S0

при t > 0. Следовательно, из (21) имеем оценку

hi(t) 6

∞∫
t

p2i (S(t− ξ))− p2i (S0)

pi(S0)
e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ

6
p2i (Φ)− p2i (S0)

pi(S0)

∞∫
0

e(ki/2−D)(t+θ)Ki(t+ θ) dθ,

где Φ определено в (15). Используя явный вид (2) функции Ki(t + θ) и формулу (19), будем
иметь

∞∫
0

e(ki/2−D)(t+θ)Ki(t+ θ) dθ = αri+1
i e−(αi+D−ki/2)t

ri∑
j=0

tj

j!(ri − j)!

∞∫
0

θri−je−(αi+D−ki/2)θ dθ

=

(
αi

αi +D − ki/2

)ri+1 ri∑
j=0

(αi +D − ki/2)j

j!
tje−(αi+D−ki/2)t.

Отсюда получим неравенство hi(t) 6 g1i(t), где

g1i(t) =
p2i (Φ)− p2i (S0)

pi(S0)

(
αi

αi +D − ki/2

)ri+1 ri∑
j=0

(αi +D − ki/2)j

j!
tje−(αi+D−ki/2)t. (22)

Тогда из неравенства (20) вытекает оценка

d

dt
vi(t, xi) 6 −δivi(t, xi) + g1i(t)vi(t, xi),

откуда следует неравенство

vi(t, xi) 6 exp

( t∫
0

g1i(s) ds

)
e−δitvi(0, ϕi) 6 exp

( ∞∫
0

g1i(s) ds

)
e−δitvi(0, ϕi) = eJie−δitvi(0, ϕi),

где Ji определено в (14). Из этой оценки непосредственно вытекает (13).
3. Пусть ϕ0(0) > S0. Оценим функцию hi(t) из (21). Проводя те же рассуждения, что

и в предыдущем случае, нетрудно установить оценку

hi(t) 6 g1i(t) +

t∫
0

p2i (S(t− ξ))− p2i (S0)

pi(S0)
e(ki/2−D)ξKi(ξ) dξ,

где g1i(t) определено в (22). Используя неравенство (6) и условие Липшица (18), получим
следующее неравенство:

p2i (S(t− ξ))− p2i (S0) 6 p2i (S
0 + (ϕ0(0)− S0)e−D(t−ξ))− p2i (S0)

6 Li(ϕ0(0)− S0)e−D(t−ξ)(pi(ϕ0(0)) + pi(S
0)).
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Отсюда и из определения (2) вытекает оценка на функцию hi(t):

hi(t) 6 g1i(t) + Li(ϕ0(0)− S0)
pi(ϕ0(0)) + pi(S

0)

pi(S0)

αri+1
i

ri!

t∫
0

ξrie−D(t−ξ)e−(αi+D−ki/2)ξ dξ

6 g1i(t) + g2i(t),

где

g2i(t) = Li(ϕ0(0)− S0)
pi(ϕ0(0)) + pi(S

0)

pi(S0)

αri+1
i

(ri + 1)!
tri+1e−min{D,(αi+D−ki/2)}t.

Тогда из неравенства (20) вытекает оценка

d

dt
vi(t, xi) 6 −δivi(t, xi) + (g1i(t) + g2i(t))vi(t, xi),

откуда следует неравенство

vi(t, xi) 6 exp

( t∫
0

(g1i(s) + g2i(s)) ds

)
e−δitvi(0, ϕi)

6 exp

( ∞∫
0

(g1i(s) + g2i(s)) ds

)
e−δitvi(0, ϕi) = eJi+Gie−δitvi(0, ϕi),

где Ji и Gi определены в (14) и (17). Из этой оценки непосредственно вытекает (16). Теорема
доказана. �

Теорема 2. Пусть (S(t), x1(t), . . . , xn(t)) — решение начальной задачи (1), (3) и при всех
i = 1, . . . , n выполнено неравенство (9). Выберем числа ki > 0, i = 1, . . . , n, так, что выпол-
нены условия (10).

1. Если ϕ0(t) 6 S0 при всех t 6 0, то справедлива оценка

max

{
S0 − (S0 − ϕ0(0))e−Dt −

n∑
i=1

v
1/2
i (0, ϕi)

pi(S
0)

D − δi/2
(e−δit/2 − e−Dt); 0

}
6 S(t) 6 S0, (23)

где δi определено в (12).
2. Если ϕ0(0) 6 S0 и существует t∗ < 0 такое, что ϕ0(t

∗) > S0, то справедлива оценка

max

{
S0 − (S0 − ϕ0(0))e−Dt −

n∑
i=1

eJiv
1/2
i (0, ϕi)

pi(S
0)

D − δi/2
(e−δit/2 − e−Dt); 0

}
6 S(t) 6 S0, (24)

где Ji определено в (14).
3. Если ϕ0(0) > S0, то справедлива оценка

max

{
S0−

n∑
i=1

eJi+Giv
1/2
i (0, ϕi)

pi(ϕ0(0))

D − δi/2
(e−δit/2−e−Dt); 0

}
6 S(t) 6 S0+(ϕ0(0)−S0)e−Dt, (25)

где Gi определено в (17).
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Доказательство. Пусть ϕ0(t) 6 S0 при всех t 6 0. Тогда оценка сверху на функцию S(t)
вытекает из формулы (7). Докажем оценку снизу на функцию S(t). Из первого уравнения
системы (1) получим следующее интегральное представление:

(S(t)− S0)eDt = ϕ0(0)− S0 −
n∑
i=1

t∫
0

eDθxi(θ)pi(S(θ)) dθ.

Учитывая неотрицательность компонент решения (S(t), x1(t), . . . , xn(t)) и монотонность функ-
ций pi(ξ), i = 1, . . . , n, имеем

(S(t)− S0)eDt > ϕ0(0)− S0 −
n∑
i=1

pi(S
0)

t∫
0

eDθxi(θ) dθ.

Из данного неравенства и неравенства (11) следует оценка

(S(t)− S0)eDt > ϕ0(0)− S0 −
n∑
i=1

v
1/2
i (0, ϕi)pi(S

0)

t∫
0

e(D−δi/2)θ dθ.

Отсюда и из неравенства (7) вытекает оценка (23).
Оценки (24) и (25) доказываются по аналогии с использованием неравенств (6), (7), (13)

и (16). Теорема доказана. �

Замечание. Отметим, что при выполнении условий теоремы 2 оценки (11), (13), (16)
и (23)–(25) характеризуют скорость стремления решения начальной задачи (1), (3) к положе-
нию равновесия (S0, 0, . . . , 0).

В настоящей работе для модели конкуренции видов в хемостате с бесконечным распре-
делённым запаздыванием были предложены функционалы Ляпунова — Красовского, с помо-
щью которых получены оценки для всех компонент решений. Оценки характеризуют скоро-
сти сходимости компонент решений к компонентам положения равновесия, соответствующего
полному вымиранию всех видов микроорганизмов в хемостате. Все величины, отвечающие
за скорости убывания численностей микроорганизмов и скорость стабилизации концентрации
питательного вещества к постоянной величине концентрации, указаны в явном виде.

На основе данной работы можно предложить функционал Ляпунова — Красовского для
общего класса систем с бесконечным распределённым запаздыванием, который позволит по-
лучать достаточные условия экспоненциальной устойчивости положений равновесия и оценки
скорости стабилизации решений.

Авторы выражают благодарность Г. В. Демиденко за внимание к работе.
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