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Описана численная модель, аппроксимирующая систему уравнений вязкой жидкости
с примесью полимерных молекул. Данная модель является гибридной и основана на при-
менении годуновской линеаризованной и конечно-разностной схем. По этой схеме посчи-
тана задача колмогоровского типа –– вязкое течение в ограниченной области (квадратной
ячейке) под действием внешней периодической силы. Сравнивается течение с примесью
и без, изучено поведение полимерных молекул в различных областях потока. Получен
некий переходной режим, характеризующийся практически полной растянутостью моле-
кул в областях высокого градиента скорости.
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ВВЕДЕНИЕ

Полимерные растворы привлекают большое внимание как экспериментаторов, так и тео-
ретиков, что объясняется их захватывающим неньютоновским поведением [1]. Растворение
даже небольших количеств полимеров в обычной жидкости может резко изменить её гидро-
динамические и реологические свойства из-за появления упругих степеней свободы. Одним из
наиболее ярких проявлений неньютоновской динамики является хаотическое движение жидко-
сти, которое наблюдается при низком числе Рейнольдса, проявляя три основные особенности
[2–7]: выраженный рост сопротивления потоку, алгебраическое затухание спектров мощности
скорости в широком диапазоне масштабов и на порядки более эффективное перемешивание,
чем в упорядоченном потоке. Поскольку эти свойства аналогичны свойствам гидродинами-
ческой турбулентности, хаотическое состояние полимерного раствора было названо упругой
турбулентностью. Несмотря на близкое сходство между гидродинамической турбулентностью
и упругой турбулентностью, физические механизмы, лежащие в основе этих двух видов слу-
чайного движения, различны. Известно, что первое происходит при большом Re из–за неустой-
чивости, возникающей из-за нелинейного инерционного члена в уравнении Навье — Стокса.
Напротив, упругая турбулентность имеет место при исчезающе малом Re, где эффекты инер-
ции жидкости не играют никакой роли. Основным источником неустойчивости, приводящей
к упругой турбулентности, является упругое напряжение, создаваемое растяжением полимера
в потоке. Переход от ламинарного течения к упругой турбулентности контролируется так на-
зываемым числом Вайсенберга Wi, т. е. отношением времени линейной релаксации полимера
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к характерному времени динамики потока. При больших значениях Wi большинство раство-
рённых полимеров находятся выше перехода спираль-растяжение, что гарантирует их сильную
обратную реакцию на движение жидкости при условии, что концентрация полимера достаточ-
но высока [5, 8, 9, 10]. В первых экспериментах по упругой турбулентности использовались три
геометрии потока с изогнутыми линиями тока [2–4]: закрученный поток фон Кармана между
двумя дисками, поток Куэтта –– Тейлора между цилиндрами и поток Дина в криволиней-
ном канале. Недавно экспериментально наблюдались чисто упругие неустойчивости в прямом
канале [11, 12], а упругая турбулентность была продемонстрирована численно для вязкоупру-
гого потока Колмогорова [13, 14]. Хотя кривизна обтекаемой линии не является решающим
компонентом, она позволяет нам уменьшить критическое число Вайсенберга для возникно-
вения нестабильности. В каких аспектах упругая турбулентность значительно отличается от
своего инерционного аналога из-за вышеупомянутого различия в источниках неустойчивости
потока? Хотя о явлении упругой турбулентности известно уже два десятилетия, этот вопрос
до сих пор остаётся малоизученным.

1. МОДЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Чтобы описать течение с полимерной компонентой, следует добавить к уравнениям вяз-
кой гидродинамики (уравнениям Навье — Стокса) уравнения, описывающие данную компо-
ненту [15]. Состояние полимерной примеси описывается вектором растяжения полимерной мо-
лекулы ~R. В своём обычном состоянии (когда на молекулу не действует никаких внешних сил)
полимер имеет сферическую форму. При воздействии на него внешней силы (потока жидко-
сти например) он растягивается и степень его растяжения как раз и описывается вектором ~R.
Полимерная молекула, помещённая во внешнее неоднородное поле скорости, деформируется,
поскольку её различные звенья движутся с различной скоростью. Выпишем определяющие
уравнения нашей модели:
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Здесь последние два уравнения описывают эволюцию полимерной примеси в вязком потоке.
Коэффициент An описывает концентрацию полимерных молекул в рассматриваемом растворе;
γ(R) — коэффициент релаксации, Rm — максимальное растяжение полимерной молекулы.

В процессе численного решения системы (1) обнаружилось, что решение является доволь-
но неустойчивым [14]. Для частичной регуляризации (1) в правую часть уравнений примеси
был введён диффузионный член с коэффициентом Cd. В феноменологических уравнениях

на ~R в (1) члены Ri
∂ui
∂xi

описывают деформацию полимерной молекулы неоднородным пото-

ком, а последние члены в левой части описывают её релаксацию. При ~V = 0 полимер релакси-
рует к сферическому состоянию, которому соответствует ~R = 0. Имеются различные модели
релаксаций полимерных молекул. Одна из наиболее популярных гласит, что [15]

γ(R) = γ0/
(
1 −R2/R2

m

)
, (2)

где γ0 — некоторая константа, а Rm — максимальная длина, до которой может быть растянута
полимерная молекула, когда она вытягивается в струнку. Поскольку γ(R) из (2) в этот момент
обращается в бесконечность, то система уравнений на ~R в (1) не допускает растяжение поли-
мерной молекулы до величины больше Rm, как и должно быть. При увеличении характерного
градиента скорости происходит так называемый coil-stretch transition, когда полимерная мо-
лекула переходит в растянутое состояние. Этот переход происходит, когда градиент скорости
становится порядка γ0. При рассмотрении полимерных растворов применимо континуальное
приближение, когда полимеры считаются непрерывно распределёнными в пространстве. Тогда
и векторы растяжений этих полимеров также можно считать непрерывно распределёнными
в пространстве. Другими словами, вектор растяжения ~R становится полем, т. е. является функ-
цией не только времени, но и координат. Для описания упругих напряжений вводят упругий
тензор напряжений Πe

ik = AnγRiRk, где n — плотность полимеров, A — некоторая константа,
которая зависит от вязкости раствора и степени полимеризации. Таким образом, в (1) общий
тензор напряжений примет вид Πik = Πe

ik + Πν
ik — сумма вязкого и упругого вкладов.

В качестве начальных данных бралась покоящаяся среда: u0 = 0, v0 = 0, ρ0 = 103,
p0 = 105, Rx0 = 10−3, Ry0 = 103. За величину максимального растяжения полимерной молекулы
взята величина Rm = 10−1. Эмпирически подобранный коэффициент диффузии Cd = 10−4.
Коэффициент релаксации полимеров γ0 = 10−4. Концентрация полимерной примеси An варьи-
ровалась в пределах величин от 100 до 5000. Вязкость моделируемого течения полагалась рав-
ной µ = 1. Интенсивность накачки (внешней периодической силы) G = 10−2, её частота k = 3.
При этом значения чисел Рейнольдса и Вайсенберга Re = ρuL/µ ∼ 103, Wi = U/(γ0L) ∼ 102.

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Для численного решения системы (1) использовался гибридный метод второго порядка
точности. Гиперболическая часть уравнений (уравнения Навье — Стокса) аппроксимировалась
линеаризованным методом Годунова [16]. Уравнения полимерной примеси дискретизировались
самым простым методом — конечных разностей. В дальнейшем планируется усовершенство-
вать данную модель путём включения полимерных уравнений в годуновскую методику и сде-
лать сравнение с гибридной моделью. Линеаризованный метод Годунова основывается на том,
что определённые величины, называемые инвариантами Римана, переносятся по характери-
стикам без изменений. Таким образом, расчёт потоков на гранях ячеек расчётной сетки осно-
ван на вычислении инвариантов Римана на предыдущем временном слое. Экспериментально
показано [16], что данный вариант схемы обладает свойством гарантированного неубывания
энтропии, что позволяет моделировать её рост на ударных волнах без каких-либо поправок
и дополнительных условий. В расчётах использовалась схема второго порядка точности. За
шаг по времени сначала решается система гидродинамических уравнений Навье — Стокса
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годуновской методикой, в результате чего получаются известными на следующем временном
слое значения величин (ρ, u, v, p) . Затем решается система, описывающая эволюцию вектора
растяжений полимерной примеси:
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Обозначим шаг по времени τn = tn+1 − tn и запишем простейшую конечно-разностную
аппроксимацию системы (3):
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Здесь координаты центра ячейки вычислительной сетки обозначены как (i, j), uni,j , v
n
i,j — из-

вестные величины, полученные на этапе решения гидродинамической части. В результате по-
лучим полное решение системы (1) (ρ, u, v, p,Rx, Ry).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В процессе поиска турбулентного режима был обнаружен некий переходной режим, ха-
рактеризующийся временной периодичностью параметров течения. На рис. 1 показано распре-
деление завихренности данного переходного режима для значения концентрации полимерной
примеси An = 103 и значения расчётного времени t = 402.

Рис. 1. Завихренность течения без полимерной примеси (слева)
и с полимерной примесью (справа) для An = 103 и t = 402

Из данного рисунка видно, что течение имеет не совсем ламинарно-вихревой вид. Для
сравнения на данном рисунке приведено течение с такими же параметрами, но без полимерной
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примеси. Как видно, при отсутствии полимеров течение носит ламинарный характер, с вне-
сением же в течение полимеров оно переходит в некий периодический, переходной режим.
Похожий результат был рассмотрен в [14].

На рис. 2 показаны зависимости нормированного растяжения полимерной молекулы
R/Rm(t) от времени в трёх различных точках расчётной области. На этом же рисунке изоб-
ражено, где в расчётной области находятся эти точки.

Рис. 2. Зависимости нормированного растяжения полимерной молекулы R/Rm(t)
от времени в трёх различных точках расчётной области;

точки расчётной области 1, 2, 3 показаны схематически справа внизу на расчётной области

Как и следовало ожидать, в области, близкой к центру вихря, величина R/Rm(t) � 1.
А в области больших градиентов скорости полимеры практически полностью растянуты, бла-
годаря чему течение нарушает свою ламинарность, но этого всё ещё недостаточно для его
сваливания в турбулентный режим. На рис. 3 изображена завихренность течения для зна-
чения концентрации примеси An = 102 и An = 3 × 103 на один и тот же момент времени.
Видно, что при увеличении концентрации примеси течение становится менее ламинарным,
т. е. влияние полимеров на него увеличивается.

На рис. 4, 5 показана R/Rm(t) для этих же значений концентрации примеси An. Из приве-
дённых рисунков следует, что растянутость полимеров не сильно зависит от их концентрации
в растворе. Концентрация в основном влияет на само течение, и при некоторой её величине
возможно наблюдение перехода в эластическую турбулентность. Таким образом, An — один
из параметров, влияющих на устойчивость полимерного потока.



60 В. В. Денисенко, С. В. Фортова

Рис. 3. Завихренность течения для значения концентрации примеси An = 102 (слева)
и An = 3 ∗ 103 (справа) на один и тот же момент времени

Рис. 4. Зависимости нормированного растяжения полимерной молекулы R/Rm(t)
от времени в трёх различных точках расчётной области

для концентрации полимерной примеси An = 102
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Рис. 5. Зависимости нормированного растяжения полимерной молекулы R/Rm(t)
от времени в трёх различных точках расчётной области
для концентрации полимерной примеси An = 3 × 103

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен простейший численный метод решения системы уравнений, описывающих ди-
намику вязкой среды с полимерной примесью. Данный метод основан на гибридизации про-
стейшей линеаризации Годунова и конечно-разностного подхода. Данная гибридизация заклю-
чается в том, что за шаг по времени численной схемы вначале решается система гидродина-
мических уравнений. Далее, зная гидродинамические параметры течения, решается система
уравнений на поле растяжений полимерной молекулы. В итоге получаем решение полной си-
стемы уравнений, описывающих течение вязкой среды с полимерной примесью. Исследовано
течение Колмогоровского типа –– течение в ограниченной области под действием внешней
периодической силы. Приведено сравнение течения (его завихренности) без примеси и с при-
месью на определённый момент времени. Течение без примеси в этот временной момент носит
ламинарный характер, тогда как с примесью наблюдается некий переходной режим. В этом
режиме в области сдвигового течения (между вихрями, которые создаются внешней силой)
полимеры практически полностью растянуты. Внутри областей вихревого течения молекулы
практически не растянуты. В дальнейшем планируется найти условия, при которых течение
становится турбулентным — так называемая эластическая турбулентность. В численном плане
данная задача является довольно сложной из-за обилия параметров, описывающих задачу,
и возникающих схемных неустойчивостей.
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