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Численно исследуется двумерное течение вязкой жидкости в ячейке конечного разме-
ра, возникающее в результате обратного каскада, поддерживаемого постоянной накачкой.
Накачка осуществляется статической силой, периодической в пространстве по двум на-
правлениям. Моделирование проводится для разных значений коэффициента трения
о дно. Наблюдаются несколько различных режимов течения. В одном из них преобла-
дает большой вихрь с чётко определённым средним профилем скорости. В другом состо-
янии возникают сильные хаотические течения с большим количеством вихрей различного
размера и времени жизни. В третьем состоянии наблюдается ламинарное течение. Харак-
тер реализованного состояния зависит от коэффициента кинематической вязкости жид-
кости, величины волнового вектора внешней силы накачки и коэффициента трения о дно.
При постоянных величинах кинематической вязкости и волнового вектора малое значе-
ние коэффициента трения приводит к возникновению первого состояния. При увеличении
коэффициента трения о дно идёт переход от течения с одним крупным вихрем к ламинар-
ному течению через ряд состояний с несколькими нестабильными вихрями, которые мы
называем хаотическим движением. В работе представлены результаты численного моде-
лирования течения слабо сжимаемой вязкой жидкости в замкнутой ячейке с граничными
условиями прилипания на стенках.
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ВВЕДЕНИЕ

Хотя строго двумерных турбулентных течений в природе не существует, некоторые черты
двумерной турбулентности проявляют многие крупномасштабные геофизические и астрофи-
зические течения. В этих случаях обычно геометрические масштабы по одному из измерений
на несколько порядков меньше, чем по оставшимся двум, и при этом говорят о квазидвумерной
турбулентности.

В двумерной турбулентности Р. Крайчнаном теоретически предсказана возможность су-
ществования двух каскадов: прямого каскада энстрофии со степенной зависимостью спектра

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (госзадания 075-01129-23-00, 075-15-2022-
1099 и АААА-А19-119041590048-0).
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от волнового числа E(k) ∼ k−3 при больших волновых числах k, превосходящих характерное
волновое число накачки энергии kf , и обратного каскада энергии, направленного в сторону
меньших k, со спектром E(k) ∼ k−5/3 [1]. Из-за обратного каскада переноса энергии в замкну-
той системе энергия должна конденсироваться на масштабе этой системы, при этом должны
формироваться крупномасштабные вихревые течения. Это происходит потому, что вихри, со-
здающиеся на масштабе накачки, в силу нелинейного взаимодействия с течением времени
начинают объединяться с образованием всё бо́льших и бо́льших по размеру вихрей. При этом
в ограниченной системе максимальный размер вихря не может превышать размера самой си-
стемы. Подобные структуры размером с систему впервые наблюдались экспериментально [2]
и численно [3]. Таким образом, энергия переносится по обратному каскаду и диссипирует на
крупных масштабах, для которых существенны потери энергии за счёт трения. Трение воз-
никает как в вязком подслое вблизи боковых стенок, так и у дна. Именно здесь начинает
проявляться квазидвумерность. Дело в том, что при постановке эксперимента по исследова-
нию двумерной турбулентности, например в [4], всегда присутствует третье измерение и дно,
ведь жидкость находится в специальной ячейке — кювете. При двумерном моделировании
такого дна не существует, и оно вводится путём внесения дополнительного члена в уравне-
ния Навье — Стокса. Влиянию трения о дно на характер формирования двумерного течения
посвящена настоящая работа.

1. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Моделирование было выполнено при помощи распараллеленного численного алгоритма,
основанного на явной схеме метода Мак-Кормака [5]. На каждом временном шаге шаблон раз-
ностной схемы меняется четыре раза: разности «вперёд» и «назад» на шаге предиктора вдоль
оси Ox, разности «вперёд» и «назад» на шаге предиктора вдоль оси Oy. На стадии корректо-
ра смена производится аналогично, за исключением того, что разность «вперёд» меняется на
разность «назад» и, наоборот, разность «назад» меняется на разность «вперёд». Эти смены
направления разностей циклически меняются с каждым временным шагом, обеспечивая «од-
нородность» разностной схемы в пространстве. Такой подход был успешно использован в ра-
ботах [6–8]. Этот метод хорошо зарекомендовал себя при решении гиперболических уравнений
газо- и гидродинамики. В данном случае гиперболическая часть уравнений решается методом
Мак-Кормака, а параболическая часть — с помощью стандартного конечно-разностного мето-
да. Помимо этого, используется метод искусственной сжимаемости [9], при котором последняя
является переменной и напрямую влияет на скорость распространения возмущения. Эта ско-
рость должна быть больше, чем возможные максимальные скорости потока, появляющиеся
при моделировании.

Рассматривается двумерное течение вязкой жидкости в замкнутой квадратной ячейке Ω,
размер которой составляет 2π× 2π вдоль осей Ox и Oy соответственно. В этой области реша-
ются уравнения Навье — Стокса:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0,

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuV ) = −∂p

∂x
+ µ∆u+ fx − ζu,

∂ρv

∂t
+∇ · (ρvV ) = −∂p

∂y
+ µ∆v + fy − ζv.

Здесь ρ — плотность жидкости; V = (u, v)T — вектор скорости, компоненты которого равны
соответственно u и v; µ — динамическая вязкость жидкости; p — давление; ζ — коэффициент
трения о дно; fx и fy — компоненты внешней силы:

fx = ρG sin(kfy), fy = −ρG sin(kfx),
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где G — амплитуда внешней силы, kf — пространственная частота внешней силы. В модели-
ровании было выбрано значение kf = 5.

Для замыкания системы уравнений использовалось уравнение слабосжимаемости вида
dp = c2dρ/ρ, где c — скорость звука.

В качестве граничных условий на стенках рассматриваемой области Γ поставлены условия
прилипания для вектора скорости V |∂Γ = 0, где ∂Γ — граница расчётной области.

Скалярные величины на границе области ∂Γ остаются неизменными:

∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Γ

= 0,
∂ρ

∂n

∣∣∣∣
∂Γ

= 0,

где n — вектор нормали к границе ∂Γ.
Начальные условия и физические свойства жидкости: p(t = 0) = p0 = 105 Па, ρ =

1000 кг/м3, µ = 0, 01Па·с, G = 0, 05Н/кг, V (t = 0) = 0 для всех x, y в пределах области Ω.
Вычисления были выполнены на сетках размером 128×128; 256×256; 512×512 ячеек. Ка-

чественно результаты всех расчётов приблизительно одинаковы, но количественно интеграль-
ные характеристики несколько отличаются. Были выполнены расчёты и для сетки размером
1024×1024, и оказалось, что количественные результаты близки к тем, что были получены на
сетке размером 512 × 512 ячеек. В виду большого количества расчётов сначала проводилось
качественное исследование течения на сетке 128 × 128 расчётных ячеек, а детальный анализ
проводился на основе расчётов, проведённых на сетке 512 × 512 как компромиссной между
точностью и временем расчётов.

Характер турбулентного течения определялся по времени жизни ведущего вихря (т. е.
вихря с наибольшим значением завихренности). В фазе с когерентным вихрем (он же веду-
щий) его время жизни велико (бесконечно), а при переходе в хаотическую фазу время жизни
ведущего вихря становится конечным.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

При малом коэффициенте трения о дно ζ = 0.0001 реализуется сценарий с обратным
каскадом, когда идёт передача кинетической энергии от вихрей меньших размеров к вихрям
больших размеров. Мелкие вихри объединяются в одну крупную структуру. С течением вре-
мени возникает один крупный вихрь и четыре маленьких в углах ячейки, размеры которых
ограничены размерами расчётной ячейки (см. рис. 1(a)). Наступает квазистационарный ре-
жим, при котором средние значения как энергии, так и энстрофии практически не меняются
со временем. Это верно при рассмотрении нулевых граничных условий (т. е. условий с при-
липанием к стенке), когда канал диссипации энергии связан в основном с боковыми стенками
ячейки. Именно из-за создающегося вязкого пограничного слоя у боковых стенок прекраща-
ется рост энергии в системе и наступает баланс между генерацией и диссипацией. На рис. 2(a)
можно видеть, что начиная с 450 секунды график кинетической энергией становится гори-

зонтальным. Здесь кинетическая энергия определяется, как величина: E =
∑
ij

u2
ij + v2

ij

2
, где

суммирование производится по всем расчётным ячейкам (ij) на текущем шаге по времени.
При увеличении коэффициента трения о дно до ζ = 0.025 перенос энергии по обратному

каскаду оказывается подавленным, энергия не доходит до больших масштабов и один большой
квазистационарный вихрь не образуется. В течении возникает большое количество вихрей
различного размера, которые быстро и хаотично перемещаются внутри расчётной ячейки,
исчезают и образуются вновь (рис. 1(b)).

При дальнейшем увеличении коэффициента трения о дно до ζ = 0.1 наблюдается ла-
минарное течение, которое может повторять начальное распределение вихрей. Также вихри
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Рис. 1. Завихренность в различного типа течениях на момент времени 500 с:
когерентный вихрь, ζ = 0, 0001 (a), хаотическое течение, ζ = 0, 025 (b),

ламинарное течение, ζ = 0, 1 (c).
Расчётная сетка имеет размеры 512× 512 ячеек

могут медленно перемещаться недалеко от того местоположения, в котором они были на на-
чальный момент времени (рис. 1(b)).

Как и при возникновении вихря, в хаотическом и ламинарном течениях может наблю-
даться квазистационарное течение вследствие того, что величина закачиваемой энергии равна
величине диссипируемой энергии. На рис. 2(a, b) показаны графики зависимости кинетической
энергии и энстрофии от времени для систем с разной величиной коэффициента трения о дно.
Здесь следует отметить, что энстрофия рассчитывается согласно следующему уравнению:

Ω =
1

2

∑
ij

(
∂vij
∂x
− ∂uij

∂y

)2

.

Из графиков видно, что с увеличением трения о дно уменьшается как интегральная энер-
гия, так и интегральная энстрофия. При этом система «выходит» на стационарный режим,
при котором средние значения величин практически не меняются от времени. При ламинарном
течении отклонения энстрофии от среднего значения меньше, чем при хаотическом течении.

В развитом двумерном турбулентном движении присутствует обратный каскад, в котором
зависимость кинетической энергии от скорости её диссипации и волнового вектора может быть
представлена как [1]

E(k) = Cε2/3k−5/3, (1)

где C — некая константа, ε — скорость диссипации кинетической энергии, k — волновое число,
характеризующее масштаб образующихся вихрей.

В инерционном интервале зависимость E(k) несколько иная:

E(k) = CΩε
2/3
Ω k−3, (2)

здесь CΩ — константа, отличная от C, а εΩ — скорость диссипации энстрофии.
На рис. 2(c) представлен спектр кинетической энергии в логарифмическом масштабе по

обеим координатным осям.
Спектр был получен с усреднением по времени в 100 с. Помимо графиков, соответствую-

щих нескольким величинам коэффициента трения о дно, показан спектр течения при отсут-
ствии трения (линия 4). Можно видеть, что спектр течения близок к спектру с малым коэффи-
циентом трения о дно, за исключением того, что амплитуда спектра несколько больше. Таким
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Рис. 2. Графики кинетической энергии (a), энстрофии (b)
и спектра кинетической энергии (c) при различных коэффициентах трения о дно:

ζ = 0, 0001 (1), ζ = 0, 025 (2), ζ = 0, 1 (3), ζ = 0 (4)
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образом, можно считать, что течение с малым коэффициентом трения о дно соответствует
течению в отсутствие этого трения.

Вертикально пунктирной линией показано волновое число, соответствующее масштабу
накачки внешней силы, kf = 5. Слева от этой вертикальной линии должен наблюдаться об-
ратный каскад энергии. При малом коэффициенте трения о дно (кривая 1) видно, что этот
участок зависимости хорошо согласуется с теоретической зависимостью (1), при которой энер-
гия пропорциональна волновому числу с коэффициентом −5/3. Эта зависимость показана за-
крашенными кружками. При увеличении трения о дно зависимость (1) в области волновых
чисел, меньших kf = 5, перестаёт выполняться для кривых 2 и 3, которые значительно от-
клоняются от прямой, соответствующей формуле (1). Это говорит об отсутствии обратного
каскада для соответствующих коэффициентов трения о дно.

Справа от вертикальной пунктирной прямой должен наблюдаться инерционный интервал,
соответствующий зависимости (2). Прямая, отображённая крестиками, отображает эту зави-
симость. Можно видеть, что инерционный интервал для кривой 1, соответствующей развитому
турбулентному течению только в начальной своей части, непосредственно после вертикальной
прямой соответствует этой зависимости. Далее, после k = 11 коэффициент пропорциональ-
ности становится больше −3 и кривая начинает проходить между наклонной кривой с коэф-
фициентом −3 и прямой с коэффициентом −2 (показана незакрашенными кружками). Для
кривых 2 и 3 наблюдаются похожие зависимости за исключением того, что по величине энер-
гия уменьшается с увеличением трения о дно. Небольшое отличие графиков на инерционном
интервале связано с тем, что в данном интервале канал диссипации энстрофии не нарушен.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

При рассмотрении двумерного течения жидкости, в особенности если это касается со-
поставления с экспериментом, необходимо учитывать условия, присущие трёхмерной геомет-
рии. В первую очередь здесь подразумевается учёт влияния дна экспериментальной кюветы
на течение жидкости, находящейся в ней. В двумерной расчётной системе это физическое
дно учитывается добавлением диссипативного члена, связанного с ним, в уравнение сохране-
ния импульса. Этот член прямо пропорционален скорости течения. Величина коэффициента
пропорциональности, т. е. коэффициент трения о дно, определяет характер возникающего
течения при неизменных остальных параметрах системы: амплитуда силы внешней накач-
ки, её пространственная частота, кинематическая вязкость жидкости. При отсутствии трения
о дно или его малой величине образуется один крупный вихрь в центре рассматриваемой
ячейки и несколько более мелких, вращающихся в противоположную сторону в её углах. Рост
энергии на масштабе ячейки ограничивается наличием вязкого пограничного слоя, в котором
происходит диссипация энергии. Именно для этого типа течения спектр энергии является ха-
рактерным для двумерной турбулентности с присутствием наклона −5/3 в области обратного
каскада и наклона от −2 до −3 в области прямого каскада. С увеличением коэффициента тре-
ния последний начинает блокировать поток энергии по обратному каскаду, вследствие чего
энергия не достигает крупных структур и распределяется на вихрях меньшего масштаба. На
графике спектра кинетической энергии (рис. 2(c), кривые 2, 3) это наблюдается в виде другой
зависимости наклона кривой или вообще отсутствия прямолинейного участка, отвечающего
за обратный каскад. Инерционный интервал меняется не в столь сильной степени, поскольку
он определяется скоростью диссипации энстрофии. При дальнейшем увеличении силы трения
о дно она может полностью блокировать развитие вихревого неустойчивого движения вплоть
до того, что его характер будет повторять пространственный характер внешней силы.

Если говорить об эксперименте, то трение о дно накладывает некоторые ограничения на
его проведение. Для того чтобы наблюдалось выраженное турбулентное течение с образова-
нием крупного вихря, трение о дно возможно, но коэффициент этого трения должен быть до-
статочно малым. Для уменьшения трения о дно необходимы специальные экспериментальные
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подходы. Вероятно, эффект исчезновения когерентного вихря при увеличении коэффициента
трения о дно экспериментально наблюдался в работе [10].

Результатом численных экспериментов, представленных в данной работе, является опре-
деление роли величины коэффициента трения о дно при изучении различных режимов течения
вязкой жидкости в двумерной ячейке с твёрдыми стенками.
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Abstract. A two-dimensional flow of a viscous fluid in a cell of finite size is studied numerically.
The flow arises as a result of an inverse cascade, supported by a constant pumping. Several
different states are observed. One of them is dominated by a large eddy with a well-defined
average velocity profile. In the other state, strong chaotic large-scale fluctuations predominate.
Laminar flow is observed in the third state. The nature of the definite state depends on the
coefficient of the fluid kinematic viscosity, the magnitude of the external pumping force wave
vector of the, and the value of the bottom friction factor. When the values of the kinematic
viscosity and wave vector are fixed, a small value of the bottom friction factor leads to the
appearance of the first state. As the coefficient of bottom friction factor increases, there is
a transition from a flow with one large vortex to a laminar flow through a series of states
with several unstable vortices, which we call chaotic motion. The paper presents the results
of numerical simulation of the of a weakly compressible viscous fluid flow in a closed cell with
no-slip boundary conditions on the walls. Pumping is carried out by a static force, periodic in
space in two directions. The simulation is carried out for different values of the bottom friction
factor.
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