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Изложена одна конструкция метода типа Годунова на основе схемы разделения опера-
торов, описывающих работу сил давления и адвективного переноса. Отдельный учёт ад-
вективного переноса позволяет в рамках единой численной схемы описать движение как
газовой, так и пылевой компонент. В случае описания динамики газа учёт работы сил
давления производится на отдельном этапе независимо от переноса, что позволяет исполь-
зовать численную схему при решении задач звездообразования, где приходится совмест-
но решать уравнения гидродинамики и уравнения для движения пыли. Для уменьшения
диссипации численного метода испольузется кусочно-параболическое представление физи-
ческих переменных по всем направлениям. Численный метод верифицирован на задачах
о распаде гидродинамического и пылевого разрывов, задаче Седова о точечном взрыве
и задаче о коллапсе облака пыли, которые имеют аналитическое решение.

Ключевые слова: математическое моделирование, вычислительная астрофизика, схема
Годунова.

DOI: 10.33048/SIBJIM.2023.26.108

ВВЕДЕНИЕ

Звезды малой массы, примером которых является Солнце, образуются во время грави-
тационного коллапса плотных облаков газа и пыли. В ходе такого коллапса часть облака ак-
крецируется сначала на околозвёздный диск, а потом на зарождающуюся протозвезду. Этот
механизм лежит в основе планетных систем. Изучение околозвёздных дисков является основ-
ным ключом к пониманию накопления звёздной массы, формирования планет и зарождения
жизни [1–5]. Описание процессов звездообразования требует высокого пространственного раз-
решения и контраста плотности [6] газовой и пылевой компонент. В настоящей работе мы
предлагаем единую численную методику для описания газовой и пылевой компонент. Пред-
лагаемая схема во многом основана на методике из работы [7] с учётом точного решения для

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект 19-51-14002 АНФ_а) и Австрийского научного фонда (проект I4311-N27).



86 И. М. Куликов, И. Г. Черных, А. Ф. Сапетина, Э. И. Воробьёв, В. Г. Элбакян

переноса пылевой компоненты, записанной в рамках единой процедуры решения задачи Ри-
мана.

Метод Годунова для численного решения уравнений гидродинамики разработан 70 лет
назад [8]. Однако его исследование в части сходимости [9, 10], поведения энтропии [11–14]
и модификации метода происходит до настоящего времени [15, 16]. Метод Годунова также был
расширен на ряд математических моделей: радиационной гидродинамики [17], магнитной гид-
родинамики [18–20], специальной релятивистской [21] и магнитной релятивистской гидродина-
мики [22], упруго-пластических деформаций [23–25], уравнений Максвелла [26, 27], двухфазной
модели [28] и медицинских приложений [29].

Во первом разделе мы приведём описание решаемых уравнений и конструкции числен-
ной схемы. Второй раздел посвящён верификации построенной численной схемы. В разделе 3
приведены модельные задачи, соответствующие астрофизическим приложениям.

1. ОПИСАНИЕ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Численную схему рассмотрим сначала для уравнений гидродинамики, а затем для урав-
нения описания пыли, которая де-факто является гидродинамической моделью без давления.
Для простоты изложения схемы рассмотрим одномерную запись уравнений, которая элемен-
тарно расширяется на многомерный случай.

1.1. Метод решения уравнений газовой динамики

Рассмотрим одномерную модель идеальной гидродинамики, записанную в векторной фор-
ме:

∂

∂t

 ρ
ρu
ρE

+
∂
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 ρu
ρu2 + p
ρEu+ pu

 = 0, (1)

где ρ — плотность, u — скорость, p — давление, γ — показатель адиабаты, c =
√
γp/ρ —

скорость звука, p = (γ − 1)ρε — уравнение состояния, ρε — плотность внутренней энергии,
ρE = ρε+ ρu2/2 — полная механическая энергия. Для дискретизации расчётной области вве-
дём равномерную сетку с пространственным шагом h. Шаг по времени τ мы будем вычислять

из условия Куранта
τ(c+max |u|)

h
= CFL < 1, где CFL — число Куранта. Значения кон-

сервативных и физических переменных определены в центрах ячеек с полуцелым индексом,
значения потоков через границы ячеек определены в узлах с целым индексом. В этом случае
схема Годунова записывается в виде
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= 0, (2)

где U и F — векторы консервативных и потока консервативных переменных, i — номер гра-
ницы между ячейками, i+ 1/2 — номер ячейки, n — номер слоя по времени.

Для построения потока F (решения задачи Римана) рассмотрим две ячейки: левую L
и правую R. Используя метод разделения операторов, рассмотрим решение двух систем урав-
нений:
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Первое уравнение из (3) описывает работу сил давления, решение которого определяется зна-
чениями скорости и давления. Второе отвечает за адвективный перенос газа без давления,
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который зависит только от плотности и скорости. Тогда уравнения (3) можно переписать
в виде
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Следуя выкладкам из работы [7], получим следующие значения для решения задачи Римана
для первого уравнения из (4):
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где
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.

Для второго уравнения из (4) точное решение для скорости переноса имеет вид
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√
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√
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√
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. (6)

Уравнения (5), (6) определяют решение задачи Римана на интерфейсе между левой и правой
ячейками для полной системы уравнения (1), которое записывается в виде
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Для повышения порядка точности используется кусочно-параболическая реконструкция фи-
зических переменных согласно работе [7].

1.2. Метод решения уравнений для описания динамики пыли

Для описания динамики пыли будем использовать модель гидродинамики без давления,
которую также запишем в векторной форме:
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= 0, (7)

где ρ — плотность пыли и u — скорость пыли. Для разрешения уравнений (7) будем использо-
вать схему Годунова (2), в которой задача Римана де-факто является разрешением адвектив-
ного переноса:
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,

где V суть точное решение для скорости переноса: V =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

. Для повышения

порядка точности также используется кусочно-параболическая реконструкция физических пе-
ременных [7].

2. ВЕРИФИКАЦИЯ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА

Для верификации численного метода в одномерной постановке рассмотрим три основ-
ные задачи о распаде гидродинамического разрыва и одну задачу о распаде разрыва газа без
давления. Начальное состояние для задач приведено в таблице, где x0 — начальная позиция
разделителя между двумя соседними состояниями, а индексами L и R обозначены соответ-
ствующие физические величины слева и справа от разделителя.
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Начальное состояние задач о распаде разрыва в модельных тестах

N ρL uL pL ρR uR pR x0 t

1 1 0.75 1 0.125 0 0.1 0.3 0.2
2 1 −2 0.4 1 2 0.4 0.5 0.15
3 1 0 1000 1 0 0.01 0.5 0.012

Первая задача преследует сразу несколько целей. Проверяется способность метода кор-
ректно воспроизводить ударную волну, контактный разрыв и волну разрежения. Воспроиз-
ведение волны разрежения усложняется наличием звуковой точки, которая в ряде методов,
например в схеме Роу, даёт нефизический разрыв во всех функциях из-за наличия энтро-
пийного следа в точке первоначального разрыва, который приходится примерно на середину
волны разрежения. Результаты моделирования приведены на рис. 1. Для вычислительных
экспериментов было использовано 200 расчётных ячеек.

Рис. 1. Плотность (a), давление (b), скорость (c) и удельная энергия (d),
полученные при решении первой задачи о распаде разрыва.

Кружочками обозначено численное решение, сплошной линией — точное

Из рис. 1 видно, что ударная волна воспроизведена достаточно корректно, с диссипацией
всего на две ячейки. На контактном разрыве имеет место остаток энтропийного следа в функ-
ции плотности, который распространяется также на внутреннюю энергию. В то же время
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функции давления и скорости воспроизводятся корректно в этой области. В целом решение
воспроизведено корректно, с малой диссипацией и без лишних осцилляций.

Рассмотрим первую задачу при условии нулевого давления и с теми же значениями плот-
ности и скорости по обе стороны от первоначального разрыва. Результаты моделирования
приведены на рис. 2. Для вычислительных экспериментов было использовано 200 расчётных
ячеек.

Рис. 2. Плотность (a) и скорость (b), полученные при решении задачи о распаде разрыва
газа без давления. Кружочками обозначено численное решение, сплошной линией — точное

Из рис. 2 видно, что ударная волна воспроизведена с диссипацией всего на три ячейки,
что связано с большей амплитудой разрыва по сравнению с гидродинамическим тестом. Также
на три ячейки происходит диссипация дельта-функции в графике плотности. В целом решение
воспроизведено с малой диссипацией решения.

Во второй задаче проверяется возможность численного метода воспроизводить область
сильного разрежения при разлёте газа. Результаты моделирования приведены на рис. 3. Для
вычислительных экспериментов было использовано 200 расчётных ячеек.

Из рис. 3 видно, что численный метод корректно воспроизводит графики плотности и дав-
ления. На графике скорости имеет место диссипация в области контактного разрыва, которая
выражается также в виде энтропийного следа в графике внутренней энергии. Отметим моно-
тонный характер численного решения.

В третьей задаче верифицируется устойчивость метода при воспроизведении сильного
разрыва в давлении с образованием быстрых ударных волн. Результаты моделирования при-
ведены на рис. 4. Для вычислительных экспериментов было использовано 200 расчётных ячеек.

Из рис. 4 видно, что численный метод с диссипацией всего на одну ячейку воспроизвёл
ударную волну. Также на графике удельной внутренней энергии воспроизводится «ступенька-
предшественник» с малой амплитудой. В целом метод корректно и с малой диссипацией вос-
произвёл все компоненты решения.

3. АСТРОФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Рассмотрим две задачи, которые имеют астрофизическое приложение. Первая – это за-
дача Седова о точечном взрыве, которая является составной частью моделирования взрыва
сверхновых. В этой работе мы не говорим об источнике взрыва. Им может быть поджиг угле-
рода в белых карликах с последующим выделением энергии вследствие термоядерной реакции
или коллапс ядра с образованием сильной ударной волны, идущей из центра массивной звез-
ды. Вторая задача — это коллапс пылевого облака, который характерен для задач звездооб-
разования. Несомненным достоинством обеих задач является аналитическое решение, которое
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Рис. 3. Плотность (a), давление (b), скорость (c) и удельная энергия (d), полученные
при решении второй задачи о распаде разрыва.

Кружочками обозначено численное решение, сплошной линией — точное

позволит оценить качество построенного численного метода. Для высокого пространственного
разрешения мы будем использовать аппарат вложенных сеток, описанный в работе [30]. Так-
же мы используем уже реализованный достаточно эффективный метод решения уравнения
Пуассона [31].

3.1. Задача Седова о точечном взрыве

Задачу Седова будем рассматривать в безразмерных величинах. Для этого выберем об-
ласть, ограниченную радиусом R = 0.5, заполненную газом с показателем адиабаты γ = 5/3,
с начальной плотностью в области ρ0 = 1 и начальным давлением p0 = 10−5. Величина инжек-
тируемой энергии в начальный момент времени равна E0 = 0.6. Область взрыва ограничена
радиусом r = 0.01. Профили плотности и момента импульса на момент времени t = 0.05
изображены на рис. 5.

Тест Седова о точечном взрыве является стандартным тестом, проверяющим способность
метода и его реализацию воспроизводить сильные ударные волны с большими числами Ма-
ха, что происходит при взрыве сферических объектов типа массивных звёзд. Скорость звука
среды достаточно мала, поэтому число Маха достигает значения M ≈ 1500. Как видно, раз-
работанный численный метод достаточно хорошо воспроизводит фронт ударной волны. Пик
плотности из-за диссипации меньше максимального значения, в то же время график плотности
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Рис. 4. Плотность (a), давление (b), скорость (c) и удельная энергия (d), полученные
при решении третьей задачи о распаде разрыва.

Кружочками обозначено численное решение, сплошной линией — точное

Рис. 5. Плотность (a) и момент импульса (b), полученные при численном решении задачи
Седова о точечном взрыве (кружочки), сплошной линией изображено точное решение
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восстановлен без спада за фронтом ударной волны, что имело место в работе [7]. Корректно
воспроизведён график импульса с достижением характерного пика. Заметим, что диссипация
численного решения на фронте ударной волны происходит всего на одну ячейку.

3.2. Коллапс пылевого облака

Задачу коллапса рассмотрим также в безразмерных величинах. Для этого выберем об-
ласть, ограниченную радиусом R = 1, заполненную статичной пылью. Профиль плотности на
момент времени t = 0.535 изображён на рис. 6.

Рис. 6. Плотность, полученная при численном решении задачи коллапса пылевого облака
(кружочки), сплошной линией изображено точное решение

Заметим, что имеет место диссипация численного решения на четыре ячейки при увели-
чении плотности на три порядка. Отметим, что пик плотности воспроизведён корректно, как
и «хвост» пыли.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построена численная методика для описания эволюции газа и пыли в задачах звездообра-
зования. Предложена новая схема типа Годунова на основе комбинации схемы разделения опе-
раторов и кусочно-параболического метода с учётом точного решения переноса пылевой ком-
поненты. Метод детально верифицирован на задачах, допускающих аналитическое решение и
имеющих астрофизические приложения. Основным преимуществом разработанного авторами
численного метода является воспроизведение с малой диссипацией ударных волн в движу-
щемся потоке газа. Такая особенность характерна для задач звездообразования, когда ударные
волны и сверхзвуковые течения образуются в ходе эволюции газового облака, а не при задании
начальных данных. Для этого был проведён первый тест в одномерной постановке с наличием
«звуковой точки». Известно, что многие методы (например, схема Роу) не могут корректно
воспроизвести это решение, оставляя на месте разрыва энтропийный след. При гравитации
наличие такого следа приводит к образованию ряда артефактов, не имеющих физического
обоснования. Воспроизведение таких течений авторским методом стало возможным благодаря
разделению решения задачи Римана на учёт работы сил давления с использованием линеа-
ризованной схемы и точным адвективным переносом вещества. Для уменьшения диссипации
численного решения используется хорошо зарекомендовавшая себя кусочно-параболическая
реконструкция физических переменных.
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