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Для волнового уравнения, содержащего нелинейность в виде полинома n-го порядка, изу-
чается задача об определении коэффициентов полинома, зависящих от переменной x ∈ R3.
Рассматриваются плоские волны с резким фронтом, распространяющиеся в однородной
среде в направлении единичного вектора ν и падающие на неоднородность, локализо-
ванную внутри некоторого шара B(R). Предполагается, что решения задач могут быть
измерены в точках границы этого шара в моменты времени, близкие к приходу фрон-
та волны для всевозможных значений вектора ν. Показывается, что решение обратной
задачи сводится к серии задач рентгеновской томографии.
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В последние годы появилось много работ, изучающих обратные задачи для нелинейных
гиперболических уравнений. В работах [1–8] рассмотрены различные постановки обратных за-
дач, связанных с определением метрики Лоренца или коэффициентов, входящих в эти уравне-
ния. Так, в работе [1] изучаются обратные задачи для нелинейных гиперболических уравнений
на глобально гиперболическом лоренцевом многообразии (M, g), в частности, в ней показа-
но, что семейство наборов наблюдений, соответствующее точечным источникам, однозначно
определяет конформный тип неизвестного открытого, относительно компактного множества
W ⊂ M . В [2] на лоренцевом многообразии рассматриваются нелинейные обратные задачи
для волнового уравнения с оператором Лапласа–Бельтрами. В [3] изучаются обратные зада-
чи для гиперболических уравнений и систем, основанные на фокусировке волн. В работе [4]
для полулинейных волновых уравнений на лоренцевых многообразиях с нелинейностью вида
квадратичной производной изучается обратная задача определения фоновой лоренцевой мет-
рики. В [5] на времени-ориентированном лоренцевом многообразии (M ; g) с непустой границей,
удовлетворяющей предположению выпуклости, показано, что топологические, дифференциру-
емые и конформные структуры соответствующих подмножеств S ⊂M источников однозначно
определяются по результатам измерений пересечений будущих световых конусов из точки S
с фиксированным открытым подмножеством границы M . В работе [6] показывается, что син-
гулярности образуются после взаимодействия трёх поперечных полулинейных конормальных
волн. В [7] рассматривается обратная краевая задача для нелинейного уравнения упругой
волны; показывается, что все параметры, фигурирующие в уравнении, могут быть однознач-
но определены из граничных измерений при определённых геометрических предположениях.

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009).
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В [8] на лоренцевом многообразии (M ; g) с времени-подобной границей рассматривается по-
лулинейное волновое уравнение и изучается восстановления метрики g и коэффициента a при
нелинейности четвёртой степени. В работе [9] для полулинейного волнового уравнения иссле-
дуется обратная задача восстановления коэффициента α(x) при гладкой нелинейности |u|m
при чётном целом m. В [10] в двумерном и трёхмерном пространствах исследуется обратная
задача восстановления коэффициента полулинейного волнового уравнения при кубической
нединейности и показывается, что с помощью преобразования Радона можно восстановить
неизвестный коэффициент. В работе [11] рассматривается задача об определении коэффици-
ента в полулинейном волновом уравнении при квадратичной нелинейности, а в работе [12] —
при более общей нелинейности вида uγ , γ > 1. При этом используется разложение решения
прямой задачи по особенностям в окрестности фронта волны. В работе [13] для полулинейно-
го волнового уравнения изучается задача об определении гладкой функции f(x, u), финитной
по x, по некоторой информации о решениях задач Коши для дифференциального уравнения.
Показывается, что решение этой задачи сводится к серии задач рентгеновской томографии.

В настоящей работе мы используем результаты работы [13] для исследования зада-
чи об определении коэффициентов волнового уравнения с полиномиальной нелинейностью.
В раcсматриваемой задаче определяются все коэффициенты полинома, зависящие от пере-
менной x ∈ R3.

Рассмотрим задачу Коши:

utt −∆u−
n∑
k=1

qk(x)uk = 0, (x, t) ∈ R4,

u|t<0 = g(t−R− x · ν),

(1)

в которой qk(x), k = 1, n, — непрерывные финитные функции переменной x ∈ R3, носители
которых содержатся внутри шара B(R) = {x ∈ R3 | |x| < R}, R > 0, а g(t) является при t = 0
разрывной функцией, g(+0) = α > 0 и g(t) = 0 при t < 0.

Дополнительно предположим, что структура функции g(t) такова: g(t) = α > 0 для
значений t ∈ [0, η], где η > 0, а при t > η произвольна (в частности, может быть g(t) = 0 при
t > η). Параметр α может меняться, пробегая некоторое множество значений. В уравнении (1)
ν = (ν1, ν2, ν3) — вектор, принадлежащий единичной сфере S2. Уравнение u = g(t+ t0 − x · ν)
описывает в однородном пространстве (т. е. при всех qk(x) ≡ 0) плоскую волну, бегущую
в направлении вектора ν. В момент времени t = 0 фронт этой волны касается в точке x = −Rν
области B(R), в которой сосредоточена неоднородность.

В поставленной выше задаче ν и α играют роль параметров. Поэтому её решение обо-
значим через u(x, t, α,ν). Иногда, для краткости записи, зависимость решения от ν и α будет
опускаться.

В дальнейшем нас будет интересовать задача об определении функций qk(x), k = 1, n,
по некоторой информации о решениях задачи (1). Как уже было сказано выше, мы будем
предполагать, что коэффициенты qk(x), k = 1, n, являются непрерывными функциями всюду
в R3 и равными нулю вне шара B(R). Дополнительно предположим, что они ограничены
некоторой положительной постоянной Q:

|qk(x)| 6 Q, x ∈ R3, k = 1, n. (2)

Обозначим S+(R,ν) = {x ∈ R3 | |x| = R, x · ν > 0}.
Обратная задача. Найти функции qk(x) в области B(R) по следующей информации

о решениях задачи (1):

u(x, t,ν, αm) = hm(x, t,ν), 0 < αm < 1/2,

для всех ν ∈ S2, x ∈ S+(R,ν), t ∈ (0, R+ x · ν + ε), m = 1, n,
(3)
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где hm(x, t,ν) — заданные функции и ε ∈ (0, η) — произвольное малое положительное число.
При исследовании этой задачи мы используем результаты работы [13] о существова-

нии и единственности ограниченного решения задачи (1) в некоторой окрестности фронта
t = R + x · ν бегущей волны. Введём обозначения, соответствующие работе [13]. Обозначим

f(x, u) :=
n∑
k=1

qk(x)uk. При сделанных выше предположениях относительно функций qk(x) но-

ситель функции f(x, u) при любом фиксированном значении u > 0 содержится в шаре B(R).
Для функции f(x, u) справедливы оценки

|f(x, u)| 6 f0(u) = Qnu, |fu(x, u)| 6 Qn2 =: M(n), (x, u) ∈ B(R)× [0, 1]. (4)

Теорема 1. Пусть ν ∈ S2, α ∈ (0, 1/2), а функции qk(x), k = 1, n, и g(t) удовлетворяют
сделанным выше предположениям. Тогда вблизи характеристической поверхности t = R+x·ν
существует единственное обобщённое решение задачи (1) и оно представимо в виде

u(x, t,ν, α) = αH(t−R− x · ν) + [β(x,ν, α) + ū(x, t)]H1(t−R− x · ν), (5)

где H(t) — функция Хевисайда: H(t) = 1 для t > 0 и H(t) = 0 для t < 0 и H1(t) = tH(t),
а функция β(x,ν, α) вычисляется по формуле

β(x,ν, α) =
1

2

∞∫
0

f(x− sν, α) ds. (6)

Здесь ds — элемент евклидовой длины, а функция ū(x, t) в (5) является непрерывной по своим
аргументам и бесконечно малой при t→ R+ x · ν + 0.

Доказательство. Пусть F (u) — первообразная для функции 1/f0(u) = 1/(Qnu), опреде-
лённая формулой

F (u) =

u∫
1

dt

Qnt
=

1

Qn
lnu, u ∈ (0, 1).

Обозначим G(ν, η) = {(x, t) | 0 6 t−R− x · ν 6 η} и положим

η ∈ R(0, (F (2α)− F (α))) = (0, ln 2)R/(Qn).

Напомним, что мы предположили, что g(t) = α для t ∈ [0, η] и α ∈ (0, 1/2).
В однородной среде (т. е. при f(x, u) ≡ 0) решение задачи (1) имеет вид u(x, t) =

g(t−R−x ·ν). Так как g(t) = 0 для t < 0, то решение задачи (1) равно нулю при t < R+x ·ν.
Этим объясняется появление функции Хевисайда в формуле (5). Из формулы Кирхгофа для
неоднородного волнового уравнения следует, что решение задачи (1) удовлетворяет в области
G(ν, η) интегральному уравнению

u(x, t) = α+
1

4π

∫
|ξ−x|+ξ·ν+R6t

f(ξ, u(ξ, t− |ξ − x|))
|ξ − x|

dξ, (x, t) ∈ G(ν, η). (7)

В формуле (7) область интегрирования представляет собой внутренность парабалоида

P (x, t,ν) = {ξ ∈ R3| ξ · ν + |ξ − x|+R = t}.
При t→ R+x ·ν + 0 этот параболоид стягивается к лучу L(x,ν) = {ξ ∈ R3| ξ = x− sν, s > 0}.

Для решения уравнения (7) в области G(ν, η) верна теорема 1 из [13], которая по формули-
ровке совпадает с приведённой выше, причём для решения задачи (1) справедливо неравенство
(см. неравенство (18) из работы [13]):

0 < u(x, t) 6 2α < 1, (x, t) ∈ G(ν, η). (8)

Теорема 1 доказана. �
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, и в обратной задаче αm ∈ (0, 1/2),
m = 1, n, и, кроме того, αm 6= αk, если m 6= k. Тогда информация (3) однозначно определяет
интегралы

∞∫
0

qk(x− sν)ds = wk(x,ν), ν ∈ S2, x ∈ S+(R,ν), k = 1, . . . , n. (9)

Доказательство. В силу теоремы 1 формулы (3), (6) приводят к равенствам

∞∫
0

f(x− s · ν, αm) ds =

n∑
k=1

αkm

∞∫
0

qk(x− s · ν) ds = 2β(x,ν, αm) =: γ(x,ν, αm),

m = 1, n,

(10)

в которых функции γm(x,ν) вычисляются по формуле

γm(x,ν) = 2 lim
t→R+x·ν+0

∂hm
∂t

(x, t,ν) = 2
∂hm
∂t

(x,R+ x · ν + 0,ν).

Равенства (10) представляют собой систему линейных уравнений относительно интегралов от
функций qk(x), k = 1, n. Определителем этой системы является определитель Вандермонда,
который в силу условия теоремы 2 (αm 6= αk при m 6= k) отличен от нуля. Решая систему (10),
находим

∞∫
0

qk(x− sν) ds = wk(x,ν), ν ∈ S2, x ∈ S+(R,ν), k = 1, . . . , n.

Теорема 2 доказана. �

Таким образом, обратная задача сводится к решению n интегральных уравнений (9). Каж-
дое из них представляет собой задачу рентгеновской томографии (см., например, [14]). В самом
деле, уравнение (9) означает, что для любого вектора ν и любой точки x, принадлежащей по-
лусфере S+(R,ν), известен интеграл от функции qk(x) по лучу L(x,ν). С учётом того, что
функция qk(x) равна нулю вне шара B(R), получаем, что от qk(x) заданы интегралы по все-
возможным прямым. Таким образом, надо найти функцию qk(x) через известные от неё инте-
гралы по всем прямым. Это и есть задача рентгеновской томографии. Известно, что решение
этой задачи единственно [14]. В связи с этим верна следующая теорема единственности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда обратная задача может иметь
только одно решение.

Существует большое множество алгоритмом и программ, позволяющих успешно решать
задачу томографии (см., например, [14–28]).

Замечание. Теорема единственности обратной задачи остаётся верной, если данные (3)
заданы не для всех единичных векторов ν, а лишь для сравнительно небольшого множества.
Достаточно, например, предположить, что вектор ν пробегает множество значений S2(ν0, δ) =
{ν ∈ S2 | |ν−ν0| < δ}, где ν0 ∈ S2 и δ > 0 (см., даже более сильное утверждение в работе [28]).
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Abstract. For a wave equation containing nonlinearity in the form of a n-th order polynomial,
the problem of determining the coefficients of the polynomial depending on the variable x ∈ R3 is
studied. Plane waves propagating with a sharp front in a homogeneous medium in the direction
of a unit vector ν and falling on inhomogeneity localized inside some ball B(R) are considered.
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