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Введены обобщения оператора ротора, действующие на трёхмерные симметричные
m-тензорные поля, и установлены их свойства. Для пространств трёхмерных тензорных
полей получены новые детальные разложения, каждое слагаемое в которых строится с ис-
пользованием одной функции. Такого рода разложения играют важную роль, в частности
при исследовании томографических интегральных операторов, действующих на симмет-
ричные m-тензорные поля, m > 1, и построении алгоритмов для решения возникающих
обратных задач.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи реконструкции векторных характеристик сред по данным томографического типа
были сформулированы во второй половине прошлого века при исследовании течений жидко-
сти и газа, кровотока в крупных сосудах (доплеровская томография), океанических течений.
К настоящему времени томографические исследования векторных или тензорных характери-
стик сред интенсивно развиваются, а области их приложений очень широки. Математические
постановки, основные результаты и ссылки на них изложены, например, в работах [1–5]. Ста-
тьи [6–10] посвящены вопросам обращения экспоненциальных лучевых преобразований век-
торных полей, исследованию их свойств и описанию образов. Постановки задач тензорной
томографии связаны с изучением анизотропных сред. Математические аспекты задачи иссле-
дованы в [11]. Хорошо известны ее приложения в магнито-фотоупругости [12, 13], изучении
тензорных полей напряжений и остаточных напряжений [14, 15], дифракционной томографии
деформаций [16], поляризационной томографии квантового излучения [17] и др. Отметим ра-
боту [18], в которой приведен обзор важных приложений тензорной томографии в физических
науках и медицине.

Томографические интегральные операторы, действующие на симметричные тензорные
поля валентности m > 1, обладают ненулевыми ядрами (см., например, [11]). В связи с этим
исследование этих операторов и построение алгоритмов для решения томографических обрат-
ных задач существенным образом опираются на известные разложения пространств симмет-
ричных m-тензорных полей. Таким образом, получение новых и более детальных разложе-
ний тензорных полей является отдельной важной задачей. Особенную роль при этом играют

Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009)
и при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
19-51-12008-ННИО_а).



162 И. Е. Светов, А. П. Полякова

разложения, в которых каждое слагаемое строится с использованием только одной функции
(метод потенциалов). В первую очередь это даёт возможность получить формулы обращения
операторов [4, 11, 19], действующих на m-тензорные поля, используя известные формулы об-
ращения операторов, действующих на функции. Метод потенциалов для построения базисных
полей применяется, например, при использовании метода наименьших квадратов и метода усе-
чённого сингулярного разложения. В данной работе вводятся новые операторы, являющиеся
обобщением оператора ротора и действующие на трёхмерные симметричные m-тензорные по-
ля. Проведено исследование свойств этих операторов и получены новые детальные разложения
симметричных тензорных полей в R3.

Структура работы следующая. В данном разделе приведены определения используемых
пространств и дифференциальных операторов. Разд. 1 посвящён обзору ранее полученных
результатов о разложении m-тензорных полей (подробнее см. [19]) и их использовании при
решении задач тензорной томографии в R2. В разд. 2 даны определения двух интегральных
операторов, действующих на тензорные поля в R3, и описаны проблемы, возникающие при
исследовании их свойств и решении задач по их обращению. Разд. 1 и 2 дают мотивировку
для получения новых и более детальных разложений трёхмерных тензорных полей. В разд. 3
изложен основной результат статьи.

Некоторые определения и обозначения даны для произвольной размерности простран-
ства n, но использоваться будут только n = 2, 3.

Замечание 1. При томографических исследованиях изучаемый объект находится внутри
томографа и зачастую он отделён от источников излучения и приёмников. Исходя из физиче-
ского смысла, мы рассматриваем тензорные поля, имеющие ограниченный носитель D, такой,
что его замыкание D содержится в единичном шаре

B =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | |x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n < 1

}
с границей ∂B, при этом считаем, что вне B поля тождественно равны нулю. Более того, иссле-
дуемые поля обладают необходимой гладкостью. Именно, потенциалы, поля и все необходимые
производные непрерывны или могут иметь разрывы только первого рода. Ясно, что в качестве
ограниченной области исследования может быть выбран не только единичный шар B.

Функции будем обозначать через f(x), g(x), . . ., а для потенциалов будем использовать
обозначения φ(x), ψ(x), . . .. Через Tm(B) обозначается множество всех тензорных полей ва-
лентности m, компоненты которых определены в B. Через Sm(B) обозначим подмножество
множества Tm(B), состоящее из симметричных тензорных полей валентности m, т. е. инвари-
антных относительно всех перестановок индексов. Для векторных и тензорных полей будем
использовать обозначения v(x), u(x) и т. д., а для их компонент vi(x), uij(x) = uji(x) и т. д.
Скалярное произведение тензорных полей v(x) и u(x) в точке x определяется равенством

〈v(x),u(x)〉 =

n∑
i1,...,im=1

vi1...im(x)ui1...im(x).

С использованием скалярного произведения будем записывать умножение симметричного
m-тензорного поля u(x) m-кратно на постоянный вектор ξ:

〈v(x), ξm〉 =

n∑
i1,...,im=1

vi1...im(x)ξi1 . . . ξim .

Функциональное пространство L2(Sm(B)) состоит из симметричных m-тензорных полей
с интегрируемыми в квадрате компонентами, определёнными в B. Пространства Соболева для
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симметричных m-тензорных полей обозначим через Hk(Sm(B)). Через Hk
0 (Sm(B)) обозначим

пространство симметричных m-тензорных полей из Hk(Sm(B)), обращающихся в нуль на гра-
нице области вместе со всеми своими производными вплоть до (k − 1)-го порядка.

Нам потребуются следующие дифференциальные операторы в Rn:
Оператор ковариантного дифференцирования ∇ : Hk(Tm(B)) → Hk−1(Tm+1(B)), дейст-

вующий на тензорное поле u ∈ Hk(Tm(B)) по формуле

(∇u)i1...im+1(x) =
∂ui1...im
∂xim+1

(x).

Оператор симметризации σ : Hk(Tm(B))→ Hk(Sm(B)) действует по правилу

(σu)i1...im(x) =
1

m!

∑
π∈Πm

uiπ(1)...iπ(m)
(x),

где суммирование производится по группе Πm всех перестановок множества {1, . . . ,m}.
Оператор внутреннего дифференцирования d : Hk(Sm(B)) → Hk−1(Sm+1(B)) определя-

ется формулой du(x) = σ(∇u)(x) и действует, например, на функцию ψ ∈ Hk(B) и векторное
поле v ∈ Hk(S1(B)) по правилам

(dψ)i(x) =
∂ψ

∂xi
(x), (dv)ij(x) =

1

2

(
∂vi
∂xj

(x) +
∂vj
∂xi

(x)

)
.

Оператор дивергенции div : Hk(Sm+1(B)) → Hk−1(Sm(B)) действует на симметричное
тензорное поле w по правилу

(divw)i1...im(x) =

n∑
j=1

∂wi1...imj
∂xj

(x).

Оператор ротора rot: Hk(S1(B)) → Hk−1(S1(B)) действует на трёхмерное векторное по-
ле v по формуле

rotv =

(
∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
,
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
,
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)T
.

Хорошо известно [11], что в n-мерном пространстве симметричное m-тензорное поле
w ∈ Hk(Sm(B)) единственным образом представимо в виде суммы потенциального du и соле-
ноидального sw (div sw = 0) полей:

w = sw + du, u|∂B = 0. (1)

Любое трёхмерное векторное поле u соленоидально тогда и только тогда, когда суще-
ствует векторное поле v такое, что u = rotv (см., например, [20]). Алгоритм построения по-
тенциальных симметричных m-тензорных полей du следует из определения оператора d, в то
время как вопрос о конструктивном алгоритме построения соленоидальных симметричных
m-тензорных полей sw в пространстве размерности n > 2 до настоящего времени оставался
открытым.

1. О РАЗЛОЖЕНИИ СИММЕТРИЧНЫХ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ В R2

Оператор ⊥-ковариантного дифференцирования ∇⊥ : Hk(Tm(B))→ Hk−1(Tm+1(B)) дей-
ствует на двумерное тензорное поле u ∈ Hk(Tm(B)) по правилу

(∇⊥u)i1...im+1(x) = (−1)im+1
∂ui1...im
∂x3−im+1

(x).
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Оператор ⊥-внутреннего дифференцирования d⊥: Hk(Tm(B)) → Hk−1(Sm+1(B)), дейст-
вующий на двумерные тензорные поля, определяется формулой

d⊥u(x) = σ(∇⊥u)(x).

Операторы d и d⊥ перестановочны, т. е. для любого симметричного m-тензорного по-
ля w ∈ H2(Sm(B)) имеет место равенство d(d⊥w) = d⊥(dw). Следовательно, поле d⊥(dw)
потенциальное. Поля вида (d⊥)mψ, ψ ∈ Hm+1(B), соленоиданые.

Используя операторы d и d⊥, была получена более детальная версия разложения (1) в про-
странстве R2 [19]. Именно, для любого поля w ∈ Hk−m(Sm(B)) существуют потенциальные
u1, . . . ,um ∈ Hk−m(Sm(B)) и соленоидальное v ∈ Hk−m(Sm(B)) симметричные m-тензорные
поля, k > m, и порождающие их потенциалы ψ0, . . . , ψm ∈ Hk(B) такие, что

w = v +
m∑
j=1

uj ≡ (d⊥)mψ0 +
m∑
j=1

dj(d⊥)m−jψj . (2)

Данное разложение будет единственным при наложении граничных условий на потенциалы,
согласующихся с условиями в разложении (1). Здесь и далее верхние индексы используются
для нумерации тензорных полей и потенциалов. Исходя из физического смысла (см. замеча-
ние 1), в приложении этого разложения к задачам компьютерной томографии на потенциалы
можно наложить условие ψ0, . . . , ψm ∈ Hk(B) ∩Hm

0 (B).
Разложение (2) позволило описать ядра и образы лучевых преобразований, действующих

на симметричные m-тензорные поля в R2, и установить их связь с преобразованием Радона.
Отметим, что эта связь даёт способ построения формул обращения лучевых преобразований
с использованием формул обращения для преобразования Радона. Полученные теоретические
результаты легли в основу дальнейших исследований операторов лучевых преобразований
и алгоритмов по численному решению задачи восстановления тензорных полей на плоскости
по известным значениям лучевых преобразований (задача тензорной томографии).

1. Построены и численно реализованы алгоритмы решения задачи тензорной томографии,
основанные на методе наименьших квадратов, с использованием полиномов [21, 22] и B-сплай-
нов [9, 23] для построения базисных полей.

2. Построены сингулярные разложения операторов лучевых преобразований, действую-
щих на векторные [24] и симметричные 2-тензорные поля [25]. Построены и численно реализо-
ваны алгоритмы, основанные на методе усечённого сингулярного разложения, для восстанов-
ления векторных [24] и 2-тензорных полей [26].

3. Построены и численно реализованы алгоритмы, основанные на методе приближённого
обращения, для восстановления векторных и 2-тензорных [27] и m-тензорных полей [28].

Таким образом, важность детальных разложений тензорных полей, каждое слагаемое
в которых строится с использованием одной функции, не вызывает сомнений.

2. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ
НА ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ В R3

Напомним определения и свойства важных томографических операторов, действующих
на трёхмерные симметричные m-тензорные поля. Пусть единичный вектор ξ задаёт направле-
ние прямой, x ∈ R3 — точка, 〈x, ξ〉 = 0 и w(x) — симметричное m-тензорное поле в R3. Тогда
оператор лучевого преобразования действует на w(x) по формуле

[Pmw](ξ, x) =

∫
R

〈w(x+ tξ), ξm〉 dt.
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Пусть w = sw+du, u
∣∣
∂B

= 0. Лучевое преобразование потенциального поля du, u
∣∣
∂B

= 0,
тождественно равно нулю [11], т. е. имеет место равенство [Pmw] = [Pm sw]. Поэтому по извест-
ным значениям лучевого преобразования [Pmw] можно восстановить лишь соленоидальную
часть sw поля w. Для разработки алгоритмов восстановления соленоидальной части трёхмер-
ных симметричных m-тензорных полей, основанных на таких мощных подходах, как метод
наименьших квадратов, метод усечённого сингулярного разложения, метод приближённого
обращения и др., важно знать формулы для построения соленоидальных m-тензорных полей.

Плоскость Pξ,s в R3 задаётся нормальным уравнением 〈ξ, x〉 − s = 0 для точек x ∈ R3.
Здесь |s| — расстояние от плоскости до начала координат, а ξ — нормальный вектор плоскости,
|ξ| = 1. Преобразование Радона функции f(x) задаётся формулой

[Rf ](s, ξ) =

∫
Pξ,s

f(x) dx.

Нормальное преобразование Радона симметричного m-тензорного поля u(x) определяется
формулой [

R⊥mu
]
(s, ξ) =

∫
Pξ,s

〈u(x), ξm〉 dx.

В отличие от преобразования Радона нормальные преобразования Радона векторных
(m = 1) и симметричных 2-тензорных (m = 2) полей обладают ненулевыми ядрами. Соле-
ноидальные векторные поля rotu, u ∈ H1

0 (S1(B)), лежат в ядре нормального преобразования
Радона:

[
R⊥1 rotu

]
(s, ξ) = 0. Соленоидальные симметричные 2-тензорные поля w, для компо-

нент которых выполнено (w1i, w2i, w3i)
T = rotui, ui ∈ H1

0 (S1(B)), i = 1, 2, 3, и потенциальные
поля вида d(rotu), u ∈ H1

0 (S1(B)), лежат в ядре нормального преобразования Радона, т. е.
имеют место равенства

[
R⊥2 w

]
(s, ξ) = 0 и

[
R⊥2 d(rotu)

]
(s, ξ) = 0. Таким образом, по известным

значениям нормального преобразования Радона векторного поля можно восстановить лишь
его потенциальную часть dφ, φ ∈ H1(B), а по известному нормальному преобразованию Ра-
дона симметричного 2-тензорного поля можно надеяться восстановить только потенциальную
часть вида d2φ, φ ∈ H2(B). (Детали см. в работах [29–31], посвящённых исследованию свойств
нормального преобразования Радона трёхмерных векторных и 2-тензорных полей и разработ-
ке алгоритмов его обращения.)

Есть основания предполагать, что по известному нормальному преобразованию Радона[
R⊥mv

]
симметричного m-тензорного поля v можно восстановить лишь его потенциальную

часть вида dmφ, φ ∈ Hm(B), в то время как потенциальные поля других типов и соленои-
дальные поля лежат в его ядре. Отсутствие представлений этих полей тормозит исследование
ядра нормального преобразования РадонаR⊥m приm > 2 и, следовательно, разработку числен-
ных подходов по восстановлению симметричных m-тензорных полей по известным значениям
нормального преобразования Радона.

3. РАЗЛОЖЕНИЕ СИММЕТРИЧНЫХ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ В R3

3.1. Векторные поля в R3

Используя оператор rot, разложение (1) для трёхмерного векторного поля w ∈ Hk(S1(B))
можно переписать следующим образом:

w = rotv + dψ, ψ
∣∣
∂B

= 0. (3)

Необходимо отметить, что единственность понимается в смысле слагаемых в сумме (3), в то
время как векторное поле v определяется не единственным образом, так как для любого
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φ ∈ H2(B) имеет место равенство rot(dφ) = 0. Отметим работы [20, 32–35], посвящённые
исследованию пространства трёхмерных векторных полей и построению разложений для них.
Упомянем работы [36, 37], посвящённые исследованию разложения соленоидального векторно-
го поля v на тороидальную t и полоидальную p части:

v = t + p = rot(x1t, x2t, x3t)
T + rot rot(x1p, x2p, x3p)

T ,

где t(x) и p(x) — некоторые функции.
Введём операторы roti : H

k(B) → Hk−1(S1(B)), i = 1, 2, 3, действующие на потенциал
ϕ ∈ Hk(B) по формулам

rot1 ϕ = rot(ϕ, 0, 0)T =

(
0,
∂ϕ

∂x3
,− ∂ϕ

∂x2

)T
, rot2 ϕ = rot(0, ϕ, 0)T =

(
− ∂ϕ
∂x3

, 0,
∂ϕ

∂x1

)T
,

rot3 ϕ = rot(0, 0, ϕ)T =

(
∂ϕ

∂x2
,− ∂ϕ

∂x1
, 0

)T
.

Общие формулы для компонент векторного поля roti ϕ следующие:

(roti ϕ)i = 0, (roti ϕ)i+1 =
∂ϕ

∂xi+2
, (roti ϕ)i+2 = − ∂ϕ

∂xi+1
.

Здесь и далее индексы для операторов, компонент полей и переменных определены по моду-
лю 3, т. е., например, при i = 2 имеем i+ 1 = 3 и i+ 2 = 1.

Для векторного поля v с компонентами vi = ψi, i = 1, 2, 3, имеем

rotv =
3∑
i=1

roti ψ
i.

Поэтому, используя операторы roti, i = 1, 2, 3, разложение (3) для векторного поля
w ∈ Hk(S1(B)) можно переписать в виде

w =

3∑
i=1

roti ψ
i + dψ0, ψi ∈ Hk+1(B), i = 0, . . . , 3, ψ0

∣∣
∂B

= 0. (4)

Потенциалы в разложении (4) определяются не единственным образом. Поскольку rot(dϕ) = 0,
то к вектору (ψ1, ψ2, ψ3)T можно добавить dϕ с некоторым потенциалом ϕ так, чтобы

ψ3 − ∂ϕ

∂x3
≡ 0. Таким образом, в разложении (4) можно положить ψ3 ≡ 0. Поэтому в записи

этого разложения можно использовать, например, только операторы rot1 и rot2:

w = rot1 ψ
1 + rot2 ψ

2 + dψ0, ψi ∈ Hk+1(B), i = 0, 1, 2, ψ0
∣∣
∂B

= 0. (5)

Разложение соленоидальной части в разложении (5) определено неоднозначно. Именно, пусть
rot1 ψ

1 + rot2 ψ
2 = rot1 ψ̃

1 + rot2 ψ̃
2, тогда имеет место система равенств

∂ψ1

∂x3
=
∂ψ̃1

∂x3
,

∂ψ2

∂x3
=
∂ψ̃2

∂x3
,

∂ψ2

∂x1
− ∂ψ1

∂x2
=
∂ψ̃2

∂x1
− ∂ψ̃1

∂x2
.

Решая эту систему, приходим к выводу, что

ψ1 = ψ̃1 +
∂φ

∂x1
, ψ2 = ψ̃2 +

∂φ

∂x2
,

где φ(x1, x2) — некоторая функция, не зависящая от x3.
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3.2. Симметричные 2-тензорные поля в R3

Используя разложения (1) и (3), нетрудно получить разложение для трёхмерного симмет-
ричного 2-тензорного поля u ∈ Hk(S2(B)):

u = su + d(rotv) + d2ψ. (6)

Соленоидальная часть su представима в виде

su = (rotv1 rotv2 rotv3) =



∂v1
3

∂x2
− ∂v1

2

∂x3

∂v2
3

∂x2
− ∂v2

2

∂x3

∂v3
3

∂x2
− ∂v3

2

∂x3

∂v1
1

∂x3
− ∂v1

3

∂x1

∂v2
1

∂x3
− ∂v2

3

∂x1

∂v3
1

∂x3
− ∂v3

3

∂x1

∂v1
2

∂x1
− ∂v1

1

∂x2

∂v2
2

∂x1
− ∂v2

1

∂x2

∂v3
2

∂x1
− ∂v3

1

∂x2


(7)

для некоторых векторных полей vj = (vj1, v
j
2, v

j
3)T , j = 1, 2, 3. В силу симметричности поля su

(suij = suji) на компоненты векторных полей vj , j = 1, 2, 3, налагаются условия:

∂v1
1

∂x3
− ∂v1

3

∂x1
=
∂v2

3

∂x2
− ∂v2

2

∂x3
,

∂v1
2

∂x1
− ∂v1

1

∂x2
=
∂v3

3

∂x2
− ∂v3

2

∂x3
,

∂v2
2

∂x1
− ∂v2

1

∂x2
=
∂v3

1

∂x3
− ∂v3

3

∂x1
.

Возникает вопрос: как конструировать произвольные соленоидальные симметричные 2-тен-
зорные поля в R3?

Обобщим операторы roti на случай симметричных тензорных полей произвольной валент-
ности roti : H

k(Sm(B)) → Hk−1(Sm+1(B)), i = 1, 2, 3. Они действуют на поле u ∈ Hk(Sm(B))
по формулам

roti u = σv, i = 1, 2, 3,

где компоненты поля v ∈ Hk−1(Tm+1(B)) определены формулами

vj1...jm+1 = (roti(uj1...jm))jm+1 , j1, . . . , jm+1 = 1, 2, 3.

Пример. Поясним действие оператора rot1 на простом примере. Найдём компоненты
rot1 v, где v ∈ H1(S1(B)) — некоторое векторное поле:

rot1 v = σ
(
rot1 v1 rot1 v2 rot1 v3

)
= σ


0 0 0

∂v1

∂x3

∂v2

∂x3

∂v3

∂x3

−∂v1

∂x2
−∂v2

∂x2
−∂v3

∂x2



=


0

1

2

∂v1

∂x3
−1

2

∂v1

∂x2

1

2

∂v1

∂x3

∂v2

∂x3

1

2

(
∂v3

∂x3
− ∂v2

∂x2

)
−1

2

∂v1

∂x2

1

2

(
∂v3

∂x3
− ∂v2

∂x2

)
−∂v3

∂x2

 .
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Замечание 2. В приведённом примере у симметричного 2-тензорного поля rot1 v компо-
нента 11 равна нулю. Этим свойством обладают и остальные операторы rot2 и rot3. Именно,
имеем (roti v)ii = 0 для всех i = 1, 2, 3. Аналогичное свойство имеет место и для симметричных
тензорных полей произвольной валентности m. Действительно, применяя оператор roti к ком-
понентам симметричного m-тензорного поля u, имеем набор векторных полей roti(ui1...im),
i1, . . . , im = 1, 2, 3, у каждого из которых i-я компонента равна нулю: (roti(ui1...im))i = 0. Сле-
довательно, после применения оператора симметризации имеем (roti u)i . . . i︸ ︷︷ ︸

m+1

= 0.

Используя операторы roti, i = 1, 2, 3, введём операторы rotij : Hk(B) → Hk−2(S2(B)),
i, j = 1, 2, 3, переводящие функции в симметричные 2-тензорные поля по правилам rotij ϕ =
roti(rotj ϕ), i, j = 1, 2, 3. Компоненты полей rotij ϕ, i, j = 1, 2, 3, вычисляются по формулам

rot11 ϕ =


0 0 0

0
∂2ϕ

∂x2
3

− ∂2ϕ

∂x2∂x3

0 − ∂2ϕ

∂x2∂x3

∂2ϕ

∂x2
2

 , rot12 ϕ =



0 −1

2

∂2ϕ

∂x2
3

1

2

∂2ϕ

∂x2∂x3

−1

2

∂2ϕ

∂x2
3

0
1

2

∂2ϕ

∂x1∂x3

1

2

∂2ϕ

∂x2∂x3

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x3
− ∂2ϕ

∂x1∂x2


,

rot22 ϕ =


∂2ϕ

∂x2
3

0 − ∂2ϕ

∂x1∂x3

0 0 0

− ∂2ϕ

∂x1∂x3
0

∂2ϕ

∂x2
1

 , rot23 ϕ =



− ∂2ϕ

∂x2∂x3

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x3

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x2

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x3
0 −1

2

∂2ϕ

∂x2
1

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x2
−1

2

∂2ϕ

∂x2
1

0


,

rot33 ϕ =


∂2ϕ

∂x2
2

− ∂2ϕ

∂x1∂x2
0

− ∂2ϕ

∂x1∂x2

∂2ϕ

∂x2
1

0

0 0 0

 , rot13 ϕ =



0
1

2

∂2ϕ

∂x2∂x3
−1

2

∂2ϕ

∂x2
2

1

2

∂2ϕ

∂x2∂x3
− ∂2ϕ

∂x1∂x3

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x2

−1

2

∂2ϕ

∂x2
2

1

2

∂2ϕ

∂x1∂x2
0


.

Выпишем общие формулы для вычисления компонент полей rotii ϕ и roti i+1 ϕ, i = 1, 2, 3:

rotii ϕ =


0 0 0

0
∂2ϕ

∂x2
i+2

− ∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2

0 − ∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2

∂2ϕ

∂x2
i+1

 ,

rotii+1 ϕ =


0 −1

2

∂2ϕ

∂x2
j+2

1

2

∂2ϕ

∂xj+1∂xj+2

−1

2

∂2ϕ

∂x2
j+2

0
1

2

∂2ϕ

∂xj∂xj+2

1

2

∂2ϕ

∂xj+1∂xj+2

1

2

∂2ϕ

∂xj∂xj+2
− ∂2ϕ

∂xj∂xj+1


.
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Здесь индекс i = 1, 2, 3 указывает, что запись компонент симметричного 2-тензорного поля u
приводится в виде

u =

 uii ui i+1 ui i+2

ui+1 i ui+1 i+1 ui+1 i+2

ui+2 i ui+2 i+1 ui+2 i+2

 . (8)

Следующая теорема описывает свойства операторов roti, i = 1, 2, 3, действующих на функции
и векторные поля.

Теорема 1. Имеют место следующие свойства.
1. Операторы roti, i = 1, 2, 3, и d перестановочны, т. е. для ϕ ∈ H2(B) имеем roti(dϕ) =

d(roti ϕ), i = 1, 2, 3. Следовательно, поля roti(dϕ), i = 1, 2, 3, потенциальные.
2. Операторы roti, i = 1, 2, 3, перестановочны, т. е. для любого ϕ ∈ H2(B) выполнено

roti(roti+1 ϕ) = roti+1(roti ϕ), i = 1, 2, 3.

3. Для произвольного векторного поля v ∈ H2(S1(B)) выполнено

div(roti v) =
1

2
roti(divv), i = 1, 2, 3.

4. Для произвольного ϕ ∈ H3(B) поля rotij ϕ, i, j = 1, 2, 3, соленоидальные, т. е. имеют
место равенства div(rotij ϕ) = 0, i, j = 1, 2, 3.

5. Для произвольного ϕ ∈ H3(B) имеют место равенства

div(roti(dϕ)) =
1

2
roti ∆ϕ, i = 1, 2, 3,

где ∆ — оператор Лапласа.

Доказательство. 1. Используя правило записи компонент (8) для roti(dϕ), имеем пред-
ставление для i = 1, 2, 3:

roti(dϕ) = σ

(
roti

(
∂ϕ

∂xi

)
roti

(
∂ϕ

∂xi+1

)
roti

(
∂ϕ

∂xi+2

))

= σ


0 0 0

∂2ϕ

∂xi∂xi+2

∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2

∂2ϕ

∂x2
i+2

− ∂2ϕ

∂xi∂xi+1
− ∂2ϕ

∂x2
i+1

− ∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2



=


0

1

2

∂2ϕ

∂xi∂xi+2
−1

2

∂2ϕ

∂xi∂xi+1

1

2

∂2ϕ

∂xi∂xi+2

∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2

1

2

(
∂2ϕ

∂x2
i+2

− ∂2ϕ

∂x2
i+1

)
−1

2

∂2ϕ

∂xi∂xi+1

1

2

(
∂2ϕ

∂x2
i+2

− ∂2ϕ

∂x2
i+1

)
− ∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2



= σ


0

∂2ϕ

∂xi∂xi+2
− ∂2ϕ

∂xi∂xi+1

0
∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2
− ∂2ϕ

∂x2
i+1

0
∂2ϕ

∂x2
i+2

− ∂2ϕ

∂xi+1∂xi+2


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= σ

(
d(0) d

(
∂ϕ

∂xi+2

)
d

(
− ∂ϕ

∂xi+1

))
= d(roti ϕ).

Пункт 2 устанавливается аналогично доказательству п. 1 с использованием правила за-
писи компонент (8) для roti(roti+1 ϕ) и roti+1(roti ϕ), i = 1, 2, 3.

3. Используя правило записи компонент (8) для roti v, имеем представление для i = 1, 2, 3:

div(roti v) = div σ
(
roti vi roti vi+1 roti vi+2

)

= div σ


0 0 0

∂vi
∂xi+2

∂vi+1

∂xi+2

∂vi+2

∂xi+2

− ∂vi
∂xi+1

−∂vi+1

∂xi+1
−∂vi+2

∂xi+1



= div


0

1

2

∂vi
∂xi+2

−1

2

∂vi
∂xi+1

1

2

∂vi
∂xi+2

∂vi+1

∂xi+2

1

2

(
∂vi+2

∂xi+2
− ∂vi+1

∂xi+1

)
−1

2

∂vi
∂xi+1

1

2

(
∂vi+2

∂xi+2
− ∂vi+1

∂xi+1

)
−∂vi+2

∂xi+1


=

(
0

1

2

∂

∂xi+2

(
3∑
j=1

∂vj
∂xj

)
−1

2

∂

∂xi+1

(
3∑
j=1

∂vj
∂xj

))T
=

1

2
roti(divv).

Пункты 4, 5 следуют из п. 3 при v = rotj ϕ, j = 1, 2, 3, и v = dϕ соответственно. �

Используя разложение (4) и операторы rotij , i, j = 1, 2, 3, мы можем переписать разло-
жение (6) для трёхмерного симметричного 2-тензорного поля w ∈ Hk(S2(B)) в следующем
виде:

w =

3∑
i=1

(rotii ψ
i + roti i+1 ψ

i+3) +

3∑
i=1

d(roti ψ
i+6) + d2ψ0,

ψi ∈ Hk+2(B), i = 0, . . . , 9.

(9)

В частности, в разложении (9) соленоидального симметричного 2-тензорного поля участвуют
только первые шесть слагаемых.

Теорема 2. Пусть su ∈ H1(S2(B)) — некоторое соленоидальное симметричное 2-тен-
зорное поле. Тогда в его разложении (9) можно подобрать потенциалы таким образом, что
из шести операторов rotii, roti i+1, i = 1, 2, 3, будут участвовать только три такие, что ни
одно из чисел 1, 2, 3 не участвует среди индексов сразу для всех трёх операторов.

Доказательство. Получим один из возможных вариантов представления su с исполь-
зованием трёх операторов. Другие варианты могут быть получены аналогичным путём. По-
ложим в представлении (7) соленоидального поля su тождественно равными нулю v1

1 и v2
2

(см. пояснения к формуле (5)). Тогда получим

su =



∂v1
3

∂x2
− ∂v1

2

∂x3

∂v2
3

∂x2

su13

−∂v
1
3

∂x1

∂v2
1

∂x3
− ∂v2

3

∂x1

su23

∂v1
2

∂x1
−∂v

2
1

∂x2

su33


,
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где компоненты sui3, i = 1, 2, 3, подлежат определению. В силу симметричности поля su

−∂v
1
3

∂x1
=
∂v2

3

∂x2
, su13 =

∂v1
2

∂x1
, su23 = −∂v

2
1

∂x2
.

Из первого равенства следует, что существует некоторая функция ϕ ∈ H3(B) такая, что

v1
3 =

∂ϕ

∂x2
, v2

3 = − ∂ϕ
∂x1

. Определим компоненту su33 из условия соленоидальности поля su:

∂ su33

∂x3
= −

(
∂su13

∂x1
+
∂su23

∂x2

)
=
∂2v2

1

∂x2
2

− ∂2v1
2

∂x2
1

.

Для некоторых функций ψ, χ ∈ H3(B) выполнено v1
2 =

∂ψ

∂x3
, v2

1 =
∂χ

∂x3
и, следовательно,

su33 =
∂2χ

∂x2
2

−∂
2ψ

∂x2
1

. Таким образом, мы получили представление произвольного соленоидального

симметричного 2-тензорного поля su с использованием трёх функций:

su =



∂2ϕ

∂x2
2

− ∂2ψ

∂x2
3

− ∂2ϕ

∂x1∂x2

∂2ψ

∂x1∂x3

− ∂2ϕ

∂x1∂x2

∂2χ

∂x2
3

+
∂2ϕ

∂x2
1

− ∂2χ

∂x2∂x3

∂2ψ

∂x1∂x3
− ∂2χ

∂x2∂x3

∂2χ

∂x2
2

− ∂2ψ

∂x2
1


= rot11 χ+ rot22(−ψ) + rot33 ϕ.

Дополнительное условие на операторы, для представимости любого симметричного
2-тензорного поля с использованием трёх операторов, связано со свойством операторов roti,
i = 1, 2, 3, из замечания 2. Действительно, если, например, индекс 1 есть у всех операторов,
тогда мы имеем сумму:

rot11 ϕ
1 + rot12 ϕ

2 + rot13 ϕ
3 = rot1(rot1 ϕ

1 + rot2 ϕ
2 + rot3 ϕ

3) = rot1 v,

где v = rot1 ϕ
1 + rot2 ϕ

2 + rot3 ϕ
3. Тогда у симметричного 2-тензорного поля rot1 v компонен-

та 11 равна нулю. Следовательно, с использованием операторов rot11, rot12, rot13 невозможно
получить представление соленоидального поля su, у которого su11 6= 0. �

Используя теорему 2 и разложение (5), разложение (9) для трёхмерного симметричного
2-тензорного поля w ∈ Hk(S2(B)) можно переписать в следующем виде:

w = rot11 ψ
1 + rot12 ψ

2 + rot22 ψ
3 + d(rot1 ψ

4) + d(rot2 ψ
5) + d2ψ0, (10)

где ψi ∈ Hk+2(B), i = 0, . . . , 5. Отметим, что представление соленоидальной части поля w
только с использованием операторов rot11, rot12 и rot22 можно получить, используя рассуж-
дения доказательства теоремы 2 и положив v1

3 = v2
3 = 0.

Замечание 3. Количество потенциалов, участвующих в разложениях (5) и (10), совпа-
дает с количеством различных компонент векторного и симметричного 2-тензорного полей
соответственно.

3.3. Симметричные m-тензорные поля в R3

Введём операторы roti1...im : Hk(B) → Hk−m(Sm(B)), i1, . . . , im = 1, 2, 3, переводящие
функции в симметричные m-тензорные поля по правилам

roti1...im ϕ = roti1
(
. . .
(

rotim ϕ
))
, i1, . . . , im = 1, 2, 3.

Доказательства теорем для симметричных m-тензорных полей отличаются от доказа-
тельств аналогичных теорем для симметричных 2-тензорных полей лишь более трудоёмкими
вычислениями чисто технического характера и поэтому не приводятся.
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Теорема 3. Имеют место следующие свойства.
1. Операторы roti, i = 1, 2, 3, и d перестановочны, т. е. для произвольного w ∈

H2(Sm(B)), m > 0, имеем roti(dw) = d(rotiw), i = 1, 2, 3. Следовательно, поля roti(dw),
i = 1, 2, 3 потенциальные.

2. Операторы roti, i = 1, 2, 3, перестановочны, т. е. для любого w ∈ H2(Sm(B)), m > 0,
выполнено

roti(roti+1 w) = roti+1(rotiw), i = 1, 2, 3.

3. Для произвольного симметричного тензорного поля w ∈ H2(Sm(B)),m > 1, выполнено

div(rotiw) =

(
m

m+ 1

)
roti(divw), i = 1, 2, 3.

4. Для произвольного ϕ ∈ Hm+1(B) поля roti1...im ϕ, i1, . . . , im = 1, 2, 3, соленоидальные,
т. е. имеют место равенства div

(
roti1...im ϕ

)
= 0, i1, . . . , im = 1, 2, 3.

5. Для произвольного w ∈ H3(Sm(B)), m > 0, имеют место равенства

div
(

roti
(
dw
))

=

(
m+ 1

m+ 2

)
roti4w, i = 1, 2, 3,

где оператор Лапласа ∆ применяется покомпонентно.
Отметим, что коэффициенты в пп. 3 и 5 возникают вследствие того, что в левой и правой

частях равенств оператор симметризации применяется к полям различной валентности.
Теорема 4. Пусть su ∈ H1(Sm(B)), m > 1, — некоторое соленоидальное симметричное

m-тензорное поле. Тогда в его разложении

su =
∑

16i16···6im63

roti1...im ψ
i1...im ,

где ψi1...im ∈ Hm+1(B), 1 6 i1 6 · · · 6 im 6 3, можно подобрать потенциалы таким образом,
что не болееm+1 из них будут отличны от нуля. При этом для любого поля su ∈ H1(Sm(B))
новое разложение на m + 1 слагаемых будет иметь место, если ни одно из чисел 1, 2, 3 не
участвует среди индексов сразу для всех m+ 1 операторов.

Под условия теоремы 4 подходит, например, следующий вариант разложения соленои-
дального поля:

su =

m∑
k=0

rot1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m−k

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

ψk, ψk ∈ Hm+1(B), k = 0, . . . ,m.

Используя это разложение, получаем новое детальное разложение симметричного m-тензор-
ного поля.

Теорема 5. Любое трёхмерное тензорное поле w ∈ Hk(Sm(B)), m > 1, можно предста-
вить в виде суммы

w =
m∑
n=1

n∑
k=0

dm−n(rot1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−k

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
k

ψikn) + dmψ1, ikn = k + 1 +
n(n+ 1)

2
, (11)

где ψi ∈ Hk+m(B), i = 1, . . . ,
(m+ 1)(m+ 2)

2
.
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Замечание 4. Количество потенциалов, участвующих в разложении (11), совпадает
с количеством различных компонент симметричного m-тензорного поля, как в векторном
и 2-тензорном случаях.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Введены новые дифференциальные операторы, являющиеся обобщением оператора ро-
тора и действующие на трёхмерные симметричные m-тензорные поля. Проведено иссле-
дование свойств этих операторов и получены новые детальные разложения симметричных
m-тензорных полей в R3. В частности, показано, что поля, участвующие в разложении любого
симметричного m-тензорного поля, могут быть построены с использованием трёх операто-
ров: оператора внутреннего дифференцирования d и, например, операторов rot1, rot2. При
этом число потенциалов, участвующих в разложении, совпадает с количеством различных
компонент симметричного m-тензорного поля. По своим свойствам операторы roti, i = 1, 2, 3,
являются аналогами оператора d⊥, действующего на двумерные тензорные поля. Результаты,
полученные в работе, представляют фундаментальный и прикладной интерес, в частности для
дальнейшего изучения свойств продольного лучевого преобразования и нормального преобра-
зования Радона, действующих на трёхмерные симметричные m-тензорные поля, и разработки
алгоритмов численного решения задач по обращению этих операторов.
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