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В рамках данной работы изучение процесса свободного спекания керамического изделия
проводится с применением реологической теории спекания. Численное решение задачи
в трёхмерном случае выполнено методом конечных элементов с помощью свободно распро-
страняемого программного обеспечения FreeFem++. Для тестирования модели были реа-
лизованы эксперименты по спеканию образцов из керамической пасты на основе порошка
оксида алюминия при различных температурных режимах. Валидация модели проведена
путём сопоставления численных и экспериментальных данных по изменению пористости.
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ВВЕДЕНИЕ

Технологии и подходы аддитивного производства находят широкое применение в различных
областях науки и промышленности, особенно в случаях, когда критически важным являет-
ся изготовление сложных конструкций, мелкосерийное или индивидуальное производство [1].
В последние годы технологии 3D-печати применяются при изготовлении керамических им-
плантов в медицине [2], поскольку они обладают хорошей биосовместимостью. Процесс из-
готовления керамических имплантов с использованием технологии 3D-печати можно разде-
лить на несколько стадий: проектирование трёхмерной компьютерной модели в CAD системах,
непосредственно печать изделия, окончательный этап обработки, включающий в себя много-
стадийное спекание при различных условиях. Основной принцип процесса спекания заключа-
ется в консолидации рыхлых или слабосвязанных порошков при повышенных температурах,
близких к температуре плавления, с и без применения внешних полей (электромагнитного,
давления).

Работа выполнена в рамках гранта Республики Башкортостан для государственной поддержки научных
исследований, проводимых под руководством ведущих учёных.
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Процесс спекания обычно описывают в три стадии [3] (см. риc. 1). На ранней или началь-
ной стадии между отдельными частицами образуются так называемые шейки (зона межзёрен-
ного контакта, обозначена на рис. 1), а уплотнение регулируется ростом шейки [4]. Частицы
могут скользить и вращаться, образуя границы раздела с более низкой энергией, которые спо-
собствуют росту зёрен. По мере увеличения ширины шейки и усиления коалесценции частиц
размеры пор уменьшаются. Миграция материала на свободные поверхности и обратно останав-
ливается. Уплотнение в значительной степени ограничивается границами зёрен и диффузией.
Эта фаза с ограниченной диффузией характерна для стадии промежуточного спекания, на ко-
торой поры остаются взаимосвязанными. На заключительном этапе спекания каналы между
зёрнами закрываются и образуются изолированные поры. Кинетические явления на конеч-
ной стадии обычно моделируются как явления в объёмном материале. На всех трёх стадиях
происходит уплотнение материала и, как следствие, существенное изменение объёма и фор-
мы образца, пористость которого уменьшается в среднем на 30–35%. И в этой связи особенно
актуальной является задача более точного прогнозирования формы конечного керамического
изделия.

Рис. 1. Этапы спекания керамического порошка:
начальная стадия (1), промежуточная стадия (2), финальная стадия (3),

частицы керамического порошка (4), пора (5), «шея» (6), формирование зоны «шеи» (7),
изолированные поры (8), связанные поры (9)

В зависимости от масштаба рассматриваемой среды подходы к моделированию спека-
ния можно разделить на атомарные, микроструктурные и континуальные. Основным инстру-
ментом для получения фундаментальных характеристик процесса на нано- и микроуровне
являются методы молекулярной динамики [5, 6]. Молекулярное динамическое моделирование
успешно используется для исследования механизмов спекания и эволюции микроструктуры
наноразмерных порошков [7], для расчёта коэффициента диффузии металлов и диффузии
ионов в керамике. Тем не менее, моделирование на уровне частиц и тем более прогнозирование
формы конечного изделия на макроуровне чаще всего осуществляется с помощью микромеха-
нического и континуального подходов. Для моделирования кинетики роста зерна и изменения
микроструктуры образца применяются методы дискретного элемента [8], кинетические мето-
ды Монте-Карло [9], метод фазовых полей [10], метод граничных элементов [1].

В большинстве моделей спекание рассматривалось как коллективный результат термиче-
ски активируемых адгезионных процессов, приводящих к росту контактов между частицами
и их коалесценции. Разработанные подходы в основном были направлены на изучение меха-
низмов межчастичного взаимодействия, т. е. на исследование локальной кинетики процесса.
Однако кинетика спекания реальных пористых тел определяется не только свойствами ча-
стиц порошка и характером их взаимодействия, но и макроскопическими факторами. К ним
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относятся кинематические ограничения (например, сцепление торца пористого образца с по-
верхностью печи), внешние приложенные силы, а также неоднородность свойств в исследуемом
объёме. Указанные проблемы могут быть решены только в рамках макроскопического описа-
ния, которое должно основываться на понятиях, принципиально отличных от представлений
локального анализа.

Перспективный подход для решения указанной проблемы связан с использованием идео-
логий из механики сплошных сред, успешно применяемых для описания уплотнения пористых
тел и основанных на теориях пластической деформации пористых тел. Одно из наиболее ха-
рактерных внешних проявлений процесса спекания пористого тела — изменение его линейных
размеров (уменьшение). Это даёт возможность рассматривать спекание как некоторый макро-
скопический процесс деформации объёма и формы пористого тела, осуществляющейся путём
течения вещества в твёрдой фазе. Поскольку внутренняя структура пористого пространства
неоднородна, скорости течения вещества в микрообъёмах также неоднородны, причём локаль-
ные значения являются случайными величинами. В то же время поле макроскопически усред-
нённых скоростей течения во многих случаях может быть близким к однородному, например
при спекании пористых тел с однородной макроскопической плотностью. В этом смысле спе-
кание можно рассматривать как предмет реологического исследования [12]. Оптимизация про-
цессов спекания реальных деталей на сегодняшний день возможна только с использованием
макроскопического подхода, основанного на механике сплошных сред. Кроме того, контину-
альная теория спекания допускает обобщения, включая воздействие различных полей [4,13].

Одной из ключевых задач в развитии индустрии 3Д-печати из керамики является под-
бор корректной модели для прогнозирования поведения конкретного материала в процессе
изготовления изделия. Целью данной работы является разработка математического подхо-
да к трёхмерному моделированию изменения объёма и формы керамического изделия при
спекании. Поскольку свойства и параметры каждого конкретного керамического порошка су-
щественно влияют на кинетику процесса спекания и, как следствие, на изменение макроско-
пических параметров изделия, валидация модели производилась с использованием экспери-
ментальных данных.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Представления макрореологии используются при формулировании закона поведения по-
ристого тела под действием внешних сил, а также с учётом действием движущих сил спекания.
Движущие силы спекания в реологической теории спекания связаны с действием давления Ла-
пласа (потенциал спекания или напряжение спекания). Предполагается, что внешние взаимо-
действия и движущие силы вносят аддитивный вклад в поведение пористого тела, изменения
формы и объёма необратимы.

Подробнее опишем основные уравнения подхода. Континуальная теория определяет пове-
дение сжимаемой сплошной среды при спекании по аналогии с теорией упругости следующим
уравнением, связывающим тензор напряжений σij и тензор скоростей деформации εij , которое
в декартовой системе координат имеет вид [14, 15]

σij =
σ(W )

W

[
ϕεij +

(
ψ − 1

3
ϕ

)
ε̇δij

]
+ PLδij , i, j = 1, 2, 3, (1)

гдеW и σ(W ) — эквивалентные скорость деформации и напряжение, соответствующие поведе-
нию плотной фазы, ϕ и ψ — сдвиговый и объёмный модули вязкости, δij — символ Кронекера,
ε̇ — первый инвариант тензора скоростей деформации, т. е. сумма диагональных компонен-
тов ε̇ = ε11 + ε22 + ε33 (для трёхмерного случая). Физически ε̇ отражает изменение объёма
пористого тела.
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Эффективный эквивалент скоростей деформации зависит от инвариантов тензора скоро-

стей деформации следующим образом: W =
1√
1− θ

√
ϕγ̇2 + ψε̇2, где γ̇ — второй инвариант

тензора скоростей деформаций, физический смысл которого заключается в скорости измене-
ния формы пористого тела.

В данной работе рассматривается модель для описания изменения пористости керами-
ческих изделий при изготовлении с помощью 3Д-печати методом лазерной стереолитогра-
фии (SLA). В таком случае в технологическом плане процесс спекания происходит без прило-
жения внешних полей и внешнего давления, так называемое свободное спекание. При спекании
без давления возникают низкие напряжения и предполагается, что доминирующими механиз-
мами переноса вещества являются диффузионные или вязкие механизмы. Эти механизмы
линейны, и выполняется линейное соотношение [3]

σ(W ) = 2ηW, (2)

где η — сдвиговая вязкость материала. Тогда с учётом (2) уравнение (1) можно переписать
в виде

σij = 2η

[
ϕεij +

(
ψ − 1

3
ϕ

)
ε̇δij

]
+ PLδij . (3)

Правая часть уравнения содержит слагаемое PL, выражающее эффективное напряжение
спекания, возникающее за счёт капиллярных сил, и рассчитывается по теоретической формуле,
представленной в [12]:

PL =
3γ

r
(1− θ)2, (4)

где γ — коэффициент поверхностной энергии, r — средний радиус частиц керамического по-
рошка. В некоторых модификациях к PL также может быть добавлен член, учитывающий
давление газа в порах [16] или влияние внешних полей.

В простейшем случае в соотношении (3) три основных параметра PL, ϕ и ψ являются
функциями пористости θ и в соответствии с реологической моделью [12, 14] могут быть вы-
числены по следующим формулам:

ϕ = (1− θ)2, ψ =
2

3

(1− θ)3

θ
. (5)

Кроме того, в рамках модели для учёта изменения вязкости материала при изменении
температуры используется соотношение типа Аррениуса [17, 18]:

η(T ) = ATn exp(B/T ), (6)

где A, B и n — материальные константы, которые могут быть подобраны путём оптимизации
модели с использованием экспериментальных данных для каждого конкретного материала.

Для расчёта изменения во времени пористости (относительной плотности) используется
следующее уравнение сохранения массы:

θ̇

1− θ
= ε̇ = ε11 + ε22 + ε33. (7)

В рамках данной работы решение уравнений (3)–(7) реализовано с использованием метода
конечных элементов в случае свободного спекания без приложения внешних сил со следующи-
ми граничными и начальными условиями на поверхности S моделируемого параллелепипеда S:
σ · n = 0; S1: u = 0; t = 0: u = 0, где S1 — нижняя грань параллелепипеда. Выражение (3)
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представляет собой открытую структуру модели процесса спекания на макроуровне, позволя-
ющую расширить базовую модель спекания для различных более сложных случаев [15], в том
числе за счёт различных подходов учёта анизотропии.

Одним из основных практически значимых направлений развития континуальных моде-
лей спекания является корректный учёт анизотропии при изменении формы изделия. В ряде
экспериментальных работ наблюдалась анизотропия при спекании [19], и авторы связывают
усадку с пространственным распределением удлинённых зёрен или пор во время начальных
стадий обработки. В ряде работ предложены различные подходы к решению указанной пробле-
мы. В [20] представлена микромеханическая модель, описывающая эволюцию микроструктуры
при спекании порошкового компакта, состоящего из равномерно упакованных, ориентирован-
ных, вытянутых частиц с эллиптическими порами. Авторы вывели определяющие уравнения,
описывающие усадку, используя тензор напряжений при спекании и тензор вязкости матери-
ала с учётом изменения формы пор вследствие диффузии по границам зёрен в двумерном
случае. Тем не менее, при моделировании изменения формы реальных объектов достаточно
проблематично учитывать микроструктуру образцов, в которых поры и зёрна по форме далеки
от модельных приближений.

Ещё одна идеология учёта анизотропии при спекании представлена в [16]. В случае ли-
нейного уравнения спекания анизотропия может быть введена в соотношение для вязкости
материала. Для трёхмерного осесимметричного случая в цилиндрической системе координат
формулы имеют вид

2η(T )r = η0rT exp(Q/RT ), 2η(T )z = η0zT exp(Q/RT ), (8)

где Q = 300.3 кДж/моль — энергия активации процесса, R = 8.314 Дж/мольК — универ-
сальная газовая постоянная, сдвиговая вязкость полностью плотного материала в различных
направлениях; η0z = 3 · 10−3 Па·с и η0r определяется из соотношений, описанных ниже. Необ-
ходимые параметры для настройки модели можно найти из экспериментальных данных дила-
тометрических тестов образцов конкретных материалов.

Один из подходов учитывает давление газа в закрытых порах на заключительном эта-
пе [16]. В правой части уравнения (3) PL заменяется на PL − PS для учёта внутрипорового
давления газа PS :

PS

γ
=
η0
γ

exp(Q/RT )
Tψθ̇

(1− θ)
+

3(1− θ)2

r
.

Модель учёта давления газа дополняется соотношением для сдвиговой вязкости

η0r = η0z + 0.001θ2.5.

Другой подход к моделированию заключается в использовании порогового закона для
объяснения замедления спекания на конечной стадии при достижении критического значения
пористости θc = 0.068 вместо учёта давления захваченного газа в порах

η0r = η0z + 0.0021(θ − θc)2.7.

В работе [16] моделирование спекания керамики на основе описанных вариантов моде-
ли проводилось с использованием метода конечных элементов в программном обеспечении
COMSOL Multiphysics. Было показано хорошее совпадение результатов моделирования с экс-
периментальными данными.
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Описанная модель вязкого спекания была решена численно в трёхмерном случае мето-
дом конечных элементов с помощью свободно распространяемого программного обеспечения
FreeFem++. Для наиболее оптимальных результатов прогнозирования поведения материала
при спекании корректировку параметров модели необходимо проводить на основе эксперимен-
тальных данных.

2.1. Экспериментальные данные
Образцы спечённых керамических изделий для экспериментального подтверждения ре-

зультатов, полученных в процессе численных расчётов, были изготовлены с применением ад-
дитивной технологической процедуры. Изготовление образцов проводилось из керамической
пасты КП-Al2O3/01 (производство ООО «ВундерТех», г. Москва, Россия) на основе порошка
оксида алюминия α-фазы, средний размер частиц порошка r = 0.496 · 10−6 м. Паста применя-
лась в качестве исходного материала для 3D-печати 40 образцов в форме параллелепипедов,
размером 45 × 4 × 3 мм, в соответствии с ASTM C1161 [21]. Печать образцов выполнялась
на керамическом 3D-принтере Ceramaker 900 (производство 3DCeram, Maison Rouge, France).
После 3D-печати образцы очищались от неполимеризованной пасты и подвергались первично-
му отжигу органического связующего в печи Kittec CLL15 (производитель Kittec, Rosenheim,
Germany). Отжиг проводился до полного удаления связующего при температурах ниже 800 ◦С.
На финальной стадии отжига образцы нагревались до температуры 1000 ◦С и выдерживались
в течение одного часа, что соответствует требованиям рекомендованной производителем про-
цедуры термообработки. По окончании процедуры отжига образцы охлаждались в печи есте-
ственным образом. Геометрическая форма и размеры образцов после отжига соответствовали
исходному зелёному телу. Отожжённые образцы разделялись на восемь групп, по пять образ-
цов в группе. Семь групп образцов подвергались высокотемпературному спеканию при темпе-
ратурах 1100, 1200, 1300, 1400, 1500, 1600 и 1700 ◦С. Спекание проводилось в печи Kittec CLL15
для температур 1100–1300 ◦С ввиду ограничения на максимальную температуру данной пе-
чи. Спекание при температурах 1400–1700 ◦С проводилось в печи ThermConcept HTL 20/17
(производство ThermConcept, Bremen, Germany). Восьмая группа образцов спеканию не под-
вергалась. У всех сорока образцов до и после термообработки штангенциркулем измерялись
геометрические размеры (длина, ширина, высота) и с помощью лабораторных весов измеря-
лась масса. Рассчитывалась эффективная плотность образцов и с использованием известного
значения идеальной плотности оксида алюминия α-фазы, равной 3.99 г/см3, рассчитывалась
остаточная пористость материала θexp. Результаты рассчитанных для каждой группы средних
значений пористости и среднеквадратичного отклонения s представлены в таблице.

Экспериментальные результаты

T, ◦С 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700

θexp,% 44.91417 44.05613 44.55397 43.35036 40.22472 28.68234 5.4884

s,% 0.4027 0.1658 0.2739 0.1616 0.7341 0.8808 0.9323

2.2. Численные результаты
Результаты численных исследований приведены на рис. 2–4.
Поскольку в рассмотренном экспериментальном случае изменения по всем осям происхо-

дят приблизительно одинаково, то в данной работе основное внимание уделено сопоставлению
изменения пористости материала. Были проведены расчёты для образцов в форме паралле-
лепипеда, исходные параметры соответствовали выбранным в экспериментах. В рамках рабо-
ты рассматривалось два соотношения для изменения сдвиговой вязкости материала. Соотно-
шение (6) со следующими значениями констант, подобранными для конкретного материала:
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Рис. 2. Изменение пористости образца при спекании,
полученное на разных расчётных сетках при T = 1400◦ С (a) и T = 1600◦ С (b)

Рис. 3. Результаты расчёта изменения пористости образца в процессе спекания

A = 1.5 · 10−2, B = 33300 и n = 1 и соотношение (8) при η0z = η0r. При расчёте напряже-
ния спекания (4) использовались значение коэффициента поверхностной энергии для Al2O3,
γ = 0.9 [22] и средний размер частиц порошка r = 0.496·10−6 м. Расчёты проводились для трёх
стадий нагрева: нагрев со скоростью 200 ◦С в час от начальной температуры 800 ◦С до 1200,
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Рис. 4. Сравнение экспериментальных и рассчитанных значений пористости спечённого
образца: ◦ — эксперимент, 4 — расчёты с использованием формулы (8),

� — расчёты с использованием формулы (6)

1300, 1400, 1500, 1600 и 1700 ◦С, далее выдержка в течение часа и остывание со скоростью
100 ◦С в час до температуры 800 ◦С. В соответствии с экспериментальными данными началь-
ное значение пористости выбиралось равным θ = 45%.

В конфигурации модели, когда расчёт изменения вязкости производится по формуле (8),
соотношение изменения модуля объёмной вязкости (5) было скорректировано с учётом поро-
говой пористости θc = 0.02 на основе подхода, предложенного в [16]:

ψ =
2

3

(1− θ)3

(θ − θc)
. (9)

На рис. 2 приведены графики изменения пористости при нагреве до 1600◦C, рассчитанные
на трёх различных вариантах сетки с количеством конечных элементов Nel = 720, Nel = 2700
и Nel = 5760 с использованием соотношения (8). Наблюдается хорошая сеточная сходимость.
При проведении дальнейших расчётов использовалась сетка с количеством элементов Nel =
5760. Шаг по времени выбирался равным ht = 0.01 с, что удовлетворяет условию Куранта.

Полученные результаты расчётов изменения пористости во времени для трёх стадийного
режима нагрева до температур 1400, 1500, 1600 ◦С представлены на рис. 3. Видно, что кривые
изменения θ для различных температур нагрева имеют схожий характер.

В рамках работы проведено сопоставление результатов расчёта пористости образца с по-
лученными экспериментальными данными. На рис. 4 представлены два набора численных
данных, полученных с использованием различных соотношений для изменения вязкости (6)
и (8). Наибольшее расхождение в значениях пористости наблюдается при максимальной тем-
пературе спекания с моделью (8). В целом показано хорошее совпадение результатов, что под-
тверждает корректность выбранной модели для описания изменения пористости при спекании
образцов из керамической пасты на основе порошка оксида алюминия.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для развития индустрии 3D-печати из керамики необходимо иметь возможность каче-
ственного прогнозирования и контроля конечной формы изделия после спекания. В рамках ра-
боты рассмотрена модель вязкого спекания, численное решение которой реализовано методом
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конечных элементов в трёхмерном случае. Проведено тестирование модели путём сравнения
с экспериментальными данными по спеканию образцов из керамического порошка оксида алю-
миния, изготовленных методом лазерной стереолитографии. Было рассмотрено два варианта
расчёта изменения сдвиговой вязкости, подобраны материальные константы для рассматри-
ваемого материала, показано хорошее совпадение результатов пористости спечённого образца.
Таким образом, рассмотренная модель может быть выбрана за основу для дальнейшей разра-
ботки более комплексного подхода к моделированию процесса спекания, в том числе с учётом
анизотропии и с возможностью прогнозирования изменения сложных форм изделий.
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