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Проводится математическое моделирование течения суспензии в сложной системе тре-
щин, когда основную пересекает вторичная. Математическая модель процесса построена
в одножидкостном приближении и включает уравнение неразрывности для суспензии, си-
стему уравнений движения суспензии, уравнение сохранения массы в виде конвективно-
диффузионного уравнения переноса для объёмной концентрации частиц. Решение задачи
в трёхмерной постановке реализовано в программном пакете OpenFOAM. Проведены ис-
следования динамики распределения твёрдых сферических частиц в сети трещин в зави-
симости от соотношения характерных чисел Рейнольдса для течения и частиц, а также от
соотношения длины основной и вторичной трещин.
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ВВЕДЕНИЕ

Моделирование процессов переноса твёрдых частиц в жидкостях привлекает внимание
широкого круга исследователей, что обусловлено прежде всего потребностями практики [1].
Особое внимание уделяется течению суспензий в каналах, которое имеет отношение ко многим
природным и промышленным процессам, например при применении гидравлического разрыва
пласта (ГРП), ставшего на сегодняшний день одним из популярнейших методов интенсифи-
кации добычи углеводородов. Технология проведения ГРП заключается в закачке жидкости
под высоким давлением для образования трещин с целью увеличения проницаемости пласта,
а для поддержания трещины в открытом состоянии используется расклинивающий агент —
проппант (твёрдые частицы). Моделирование процесса ГРП подразделяется на исследование
геомеханики распространения трещин, отслеживание транспортировки и размещения проп-
панта внутри трещины. Так как каждое месторождение обладает своей собственной уникаль-
ной сетью естественных трещин и разломов, трещины, образовавшиеся вследствие ГРП, име-
ют сложную геометрию. И в процессе закачки могут возникнуть неожиданные результаты,
например нежелательное оседание твёрдых частиц в прискважинной зоне [2].

Лабораторные эксперименты транспортировки твёрдых частиц в плоских трещинах про-
водятся уже несколько десятилетий. Исследователи выявили и разработали множество основ-
ных выводов и теорий, касающихся осаждения и переноса проппанта. Однако в реальности
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трещины не всегда представляют собой плоские и линейные каналы. Активно ведутся разра-
ботки методов исследования транспортировки частиц в каналах сложной геометрии. Наиболее
широко применяются модели, в которых основную трещину пересекают вторичные. Эффек-
тивность прохождения проппанта через вторичные трещины связана с расходом жидкости,
концентрацией и размером [3]. При этом чем ближе к стволу скважины расположены вторич-
ные трещины, тем более значительное влияние они оказывают на миграцию проппанта [4].

Наряду с экспериментальными исследованиями численное моделирование транспорти-
ровки частиц также эволюционировало от простой геометрии к более сложной. Исследователи
рассматривают транспортировку проппанта в трещинах в виде течения суспензии в каналах
различной геометрии. Среди методов математического моделирования динамики дисперсных
систем можно выделить два подхода: одножидкостный и двухконтинуальный [5–10]. При од-
ножидкостном подходе (диффузионное приближение) несущая жидкость и взвешенная в ней
фаза рассматриваются как единое целое, а при двухконтинуальном подходе решается полная
система двухскоростной модели. Однако для большинства практических целей последнее тре-
бует больших вычислительных затрат. В то же время одножидкостная модель, несмотря на
свою кажущуюся простоту, позволяет провести технические расчёты с достаточно высокой до-
стоверностью без привлечения больших вычислительных мощностей. Это объясняет широкое
применение данного подхода как отечественными, так и зарубежными исследователями.

Авторы на основе модели многофазного потока Эйлера — Эйлера выявили, что ширина
трещины и вязкость жидкости оказывают наиболее существенное влияние на окончательное
размещение проппанта в сети трещин, а их размер и плотность являются второстепенными
факторами [11]. В работе [12] проведено численное моделирование переноса проппанта в плос-
ких, Т-образных и крестообразных трещинах. Авторами показано, что чем больше угол пере-
сечения трещины крестообразной формы, тем сложнее проппанту проникнуть в естественные
трещины. Равновесная высота слоя осевшего проппанта и отношение массы проппанта во вто-
ричной трещине к массе во всей сети поперечных трещин используются в работе [13] для
описания движения и оседания проппанта в поперечных трещинах.

Существует много предположений относительно того, насколько эффективно проппант
транспортируется из первичной трещины в пересекающие. Сеть трещин может иметь сложную
форму и неопределённости на реальном месторождении, такие как изменение угла и ширины,
что создаёт трудности при моделировании. Лучшее понимание движения частиц в сложных
сетях трещин может помочь усовершенствовать схемы проведения гидроразрыва пласта, со-
средоточив внимание на параметрах, которые усиливают транспорт во вспомогательных тре-
щинах. Таким образом, прогнозирование и оптимизация размещения расклинивающего напол-
нителя в сложных системах трещин остаётся актуальной проблемой. Данная работа посвящена
исследованию транспорта жидкости и проппанта в сети трещин, представленных в виде двух
пересекающихся каналов.

1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

1.1. Постановка задачи
Рассматривается нестационарное течение суспензии в системе двух пересекающихся тре-

щин. Такой случай возможен, например, когда трещину гидроразрыва (основная) пересекает
естественная (вторичная) трещина. Расчётная область представляет собой крестообразный
канал (рис. 1, вид сверху), в котором основная трещина моделируется в виде плоского тупи-
кового или сквозного канала, а естественная трещина — в виде вторичного сквозного канала,
который пересекает основной на расстоянии m от входа. Считается, что слева в основной ка-
нал закачивается концентрированная суспензия с заданным объёмным содержанием твёрдых
частиц C0. Ширина основного и вторичного каналов равны. Рассматриваются варианты, ко-
гда торцы каналов проницаемы для несущей жидкости (непрерывная фаза), но не для частиц
(твёрдая фаза), а также случай, когда основной канал тупиковый.
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Рис. 1. Схема расчётной области:
вход (1), выход (2), выход или тупик (3), основной канал (4), вторичный канал (5)

1.2. Математическая модель

Математическая модель процесса построена в одножидкостном приближении и включает
уравнение неразрывности для суспензии, систему уравнений движения суспензии, уравнение
сохранения массы частиц:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~u) = 0, (1)

∂(ρ~u)

∂t
+∇ · (ρ~u~u) = −∇p+ ρ~g +∇ · Σ−∇ ·

(
ρpρf
ρ

(1− C)C~ur~ur

)
, (2)

∂C

∂t
+∇ · (C~u) = −∇ · (C(1− fp)~ur), (3)

где ρ = ρpC + ρf(1− C) — плотность суспензии; ~u — среднемассовая скорость суспензии; p —
среднее давление суспензии; C — объёмная концентрация твёрдых частиц; fp = ρpC/ρ —
массовая доля дисперсной фазы; ~g — ускорение свободного падения; Σ = µ[∇~u + (∇~u)T −
2/3(∇ · ~u)I] — тензор напряжения в суспензии; ~ur — относительная скорость между фазами;
µ — коэффициент эффективной вязкости суспензии; I — единичная матрица. Здесь и далее
индекс p обозначает параметры, относящиеся к твёрдой фазе, f — к жидкой фазе.

Эффективный коэффициент вязкости суспензии рассчитывается согласно эмпирической
зависимости, предложенной Кригером [14]:

µ = µf

(
1− C

Cmax

)−β
, (4)

где µf — коэффициент динамической вязкости несущей фазы; Cmax — максимальная плотность
упаковки частиц; β — эмпирический коэффициент.

Относительная скорость между жидкой и твёрдой фазами определяется по формуле, учи-
тывающей гравитационные силы при различной плотности частиц и несущей фазы, и силы,
связанной с изменением сдвиговых напряжений в рассматриваемой системе при движении
в канале [8]:

~ur = fh
(
~ust −

d2(ρp − ρf)
18µf

d~u

dt
+

d2

18µfC
∇ · Σp

)
, (5)

~ust =
d2(ρp − ρf)~g

18µf
, (6)

∇ · Σp = −γ∇(µfan)−Kγµfan∇γ, (7)
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Kγ =

(
2− Kη

Kc

)(
1− C

Cmax

)p
+
Kη

Kc
, (8)

fh = (1− C)
µf
µ

(
1−

(
C

Cmax

)2)
, (9)

где ~ust — скорость осаждения частиц по Стоксу; fh – функция стеснённого осаждения; d —
диаметр частиц; Σp — тензор напряжений в среде частиц; γ — скорость сдвига потока суспен-
зии; an — эмпирическая безразмерная функция, описывающая межчастичное взаимодействие;
Kc, Kη — эмпирические коэффициенты.

Из совокупности различных вариантов записи эмпирической функции an в данной работе
принята зависимость [15]

an = 0, 75

(
C

Cmax

)2(
1− C

Cmax

)−2

. (10)

Для течения концентрированных суспензий соотношение коэффициентов Kη и Kc в за-
висимости от концентрации частиц определяется по следующей формуле [16]:

Kc/Kη = 1.042C + 0.1142. (11)

Для сведения задачи к диффузионному типу из выражения (5) для скорости относитель-
ного движения фаз выделяется диффузионная часть. Эффективный коэффициент диффузии
определяется согласно выражению

D = (1− fp)
d2ρpfh

18(1− C)
γ
dan
dC

. (12)

Считается, что в начальный момент времени канал заполнен несущей фазой, система
находится в покое:

C(x, y, z, t = 0) = 0, (13)

~u(x, y, z, t = 0) = 0. (14)

Граничные условия. На входе в основной канал задаются объёмная концентрация ча-
стиц и скорость потока суспензии:

C(x = 0, y, z, t) = Cin, (15)

~u(x = 0, y, z, t) = ~uin. (16)

На всех остальных поверхностях канала для объёмной концентрации твёрдой фазы ставится
условие отсутствия потока:

D
∂C

∂n
− ρpC(~u+ (1− fp)~urg) = 0, (17)

где ~urg — скорость относительного движения фаз за вычетом диффузионного слагаемого.
Для касательной к стенке компоненты скорости суспензии задаётся условие частичного

скольжения на стенке [17]:

βwd

(
1− C

Cmax

)
C
µ

µf

∂u

∂n
= u, (18)

где βw — коэффициент проскальзывания, зависящий от радиуса частиц.
Для нормальной к стенке компоненты скорости суспензии задаётся условие непротекания

на твёрдой стенке:
~u · ~nw = 0, (19)
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где ~nw — нормаль к поверхности стенки.
На выходах из вторичного канала задано условие протекания:

∂~u

∂n
= 0. (20)

В первом случае предполагается, что основной канал является тупиковым, и утечка жидкости
происходит только из торцов вторичного канала:

~u = 0. (21)

Во втором случае торец основного канала проницаем для несущей жидкости:

∂~u

∂n
= 0. (22)

В обоих рассматриваемых случаях твёрдые сферические частицы не вытекают из каналов.
При записи системы уравнений сделаны следующие допущения и предположения: жидкость
несжимаема; твёрдые сферические частицы одинакового размера; числа Стокса и Рейнольдса
относительного движения частиц малы.

2. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Система уравнений (1)–(3) с замыкающими соотношениями (4)–(12) и краевыми условия-
ми (13)–(22) решается методом контрольного объёма в трёхмерной постановке в программном
пакете OpenFOAM. Результаты валидации программного кода приведены в работах [18, 19].

Моделируется процесс закачки суспензии воды в основной канал через прямоугольное
сечение входного отверстия. Рассчитывается случай со следующими параметрами: диаметр
частиц d = 5 · 10−4 м; плотность частиц ρp = 2650 кг/м3; плотность несущей жидкости
ρf = 1000кг/м3; вязкость µf = 1мПа· с; объёмная доля частиц на входе Cin = 0.3. Разме-
ры основного канала 0.5× 0, 04× 0.002м, вторичного 0, 3× 0, 04× 0, 002 м. Вторичный канал
пересекает основной на расстоянии m = 0.2м от входа. Очевидно, что на распределение ча-
стиц в потоке будет оказывать взаимное влияние процессов вынужденного течения суспензии
вдоль канала и относительного движения частиц в несущей жидкости. В качестве безразмер-
ного параметра, характеризующего отношение сил инерции, действующих в потоке, к силам
вязкости, выступает число Рейнольдса (Re). Число Re для течения суспензии определяется
как Re = (udgρf)/µf , где dg — гидравлический диаметр основного канала. Число Rep для
частиц составляет Rep = (ustdρf)/µf .

Проведены исследования динамики распределения твёрдых сферических частиц в сети
каналов в зависимости от соотношения характерных чисел Re /Rep и соотношения длин L и l
основного и вторичного каналов: α = 2l/L. Анализируется процесс заполнения каналов твёр-
дой фазой в зависимости от значений безразмерных параметров. Рассмотрены соотношения
чисел Рейнольдса Re /Rep=1; 2.5; 5; 7.5 и 10.

На рис. 2–4 представлены результаты численного моделирования, полученные при нагне-
тании 30% суспензии в канал при соотношении чисел Рейнольдса Re /Rep = 1 и Re /Rep = 10.
Соотношение размеров основного и вторичного каналов равно α=1. На рис. 2 показано распре-
деление частиц в основном и вторичном каналах для случая, когда основной канал является
тупиковым.

Из рис. 2(a) видно, что при Re /Rep = 1 вдоль основного канала образуется равномер-
но растянутый на всю длину канала слой из осевших частиц, концентрация которых близка
к предельной. Это объясняется тем, что ламинарный поток суспензии в основном канале разде-
ляется на три составляющие, одна из которых обеспечивает миграцию частиц вдоль основного
канала преимущественно по его нижней части, две другие — миграцию частиц во вторичный
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Рис. 2. Распределение частиц в вертикальном сечении вдоль оси основного (a, b)
и вторичного (c, d) каналов (основной канал тупиковый):

Re /Rep = 1 (a, c); Re /Rep = 10 (b, d);
C — объёмная концентрация твёрдых частиц

канал (рис. 2(c)). Далее, в связи с тем, что рассматривается случай тупикового канала, сво-
бодная от частиц несущая фаза по верхней части основного канала возвращается обратно
и вытекает через вторичный канал.

Увеличение соотношения чисел Рейнольдса приводит к тому, что основная масса частиц
находится во взвешенном состоянии в области до пересекающего канала и большая часть ча-
стиц уносится потоком во вторичный канал. В частности, при Re /Rep = 10 лишь малая часть
частиц успевает осесть (рис. 2(b)). В результате в правой части основного канала количество
частиц заметно меньше, чем при Re /Rep = 1. Вал частиц, образующийся на дне канала, имеет
разрыв в области пересечения каналов, где суспензия с высокой скоростью устремляется во
вторичный канал (рис 2(d)). Кроме того, при Re /Rep = 1 (рис. 2(c)) наблюдается равномерное
заполнение вторичного канала, тогда как при увеличении этого соотношения до 10 у выхода из
канала образуется область повышенной концентрации частиц, которая со временем уплотняет-
ся (рис. 2(d)). Это приводит к существенному снижению пропускной способности вторичного
канала, что провоцирует прекращение течения суспензии, сопровождающееся скачком давле-
ния в системе.

Результаты моделирования для случая, когда торец основного канала открыт, приведены
на рис. 3. Стоит отметить, что в начальный момент времени распределение частиц в основном
и вторичном каналах практически идентичны случаю с закрытым торцом. Отличия появля-
ются, когда вал частиц достигает правого торца основного канала, и оно тем больше, чем
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больше отношение Re /Rep. При этом заполнение основного и вторичного каналов у их вы-
ходов увеличивается настолько быстро, что в некоторый момент времени течение суспензии
практически прекращается (рис. 3(d)). Однако в связи с тем, что в случае открытого основного
канала обратного потока жидкости, который бы препятствовал миграции частиц, не возника-
ет, процесс резкого снижения пропускной способности канала происходит значительно позже,
чем в закрытом канале. Это приводит к тому, что при больших значениях Re /Rep происходит
неполное и неравномерное заполнение основного канала, но степень заполнения канала твёр-
дой фазой в случае с открытым концом значительно выше, чем в канале с закрытым концом.
В частности, при Re /Rep = 10 этот показатель равен 49 и 31%, соответственно для канала
с открытым и закрытым торцом.

Рис. 3. Распределение частиц в вертикальном сечении вдоль оси основного (a, b)
и вторичного (c, d) каналов (основной канал сквозной):

Re /Rep = 1 (a, c); Re /Rep = 10 (b, d);
C — объёмная концентрация твёрдых частиц

Кроме того, в ходе расчётных исследований было отмечено, что время снижения пропуск-
ной способности и степень заполнения основного канала зависят от соотношения размеров
каналов. На основе многопараметрических расчётов были построены кривые эффективности
заполнения основного канала для различных случаев в зависимости от соотношения чисел
Рейнольдса (рис. 4).

Получено, что для любого соотношения размеров каналов вне зависимости от того, от-
крыт или закрыт торец основного канала, с ростом соотношения чисел Рейнольдса эффек-
тивность заполнения канала снижается. При увеличении длины вторичного канала эффек-
тивность заполнения основного канала увеличивается (кривые 1, 3 на рис. 4). Для основного
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Рис. 4. Эффективность заполнения основной трещины в зависимости от соотношения чисел
Рейнольдса для тупикового и сквозного основного каналов:

α = 0.5 тупиковый (1); α = 0.5 сквозной (2); α = 1 тупиковый (3); α = 1 сквозной (4)

канала с открытым торцом эффективность заполнения канала при прочих равных условиях
оказывается выше, чем для канала с закрытым торцом (кривые 1, 2 на рис. 4). Разница стано-
вится существенной при увеличении соотношения чисел Рейнольдса, что объясняется большей
миграцией частиц во взвешенном состоянии к торцу основного канала в случае, когда он от-
крыт (рис. 3(b)). В частности, замечено, что при соотношении размеров каналов α = 1 для
случая канала с закрытым торцом и при α = 0, 5 для случая канала с открытым торцом
эффективность заполнения каналов практически идентична (кривые 2, 3 на рис. 4).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено математическое моделирование динамики распределения твёрдых сфериче-
ских частиц в системе пересекающихся каналов в зависимости от отношения характерного
числа Рейнольдса для течения суспензии и числа Рейнольдса для частиц, а также соотношения
длины основного канала с открытым или закрытым торцом и вторичного канала с отрытыми
торцами.

Выявлено, что снижения пропускной способности канала в случае открытого торца ос-
новного канала происходит заметно позже, чем канала с закрытым торцом, что приводит
к повышению степени заполнения канала твёрдыми частицами в канале с открытым тор-
цом. Получено, что для любого соотношения размеров канала и независимо от того, открыт
или закрыт торец основного канала, с ростом соотношения чисел Рейнольдса эффективность
заполнения канала снижается. При увеличении длины вторичного канала эффективность за-
полнения основного канала увеличивается. Для основного канала с открытым торцом эффек-
тивность заполнения канала при прочих равных условиях оказывается выше, чем для канала
с закрытым торцом.

Таким образом, наличие вторичной трещины, её размеры и режим закачки суспензии,
а также пропускная способность трещины ГРП оказывают существенное влияние на эффек-
тивность её заполнения проппантом, что важно в плане практического применения получен-
ных результатов при проектировании и реализации технологии гидравлического разрыва пла-
ста.
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