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Аннотация. Понятия слабо инъективного, кп-слабо инъективного и гл-слабо инъ-
ективного полигонов являются обобщением понятия инъективного полигона. В
работе изучаются моноиды S, над которыми классы слабо инъективных, кп-слабо
инъективных и гл-слабо инъективных полигонов аксиоматизируемы. Замечается,
что класс гл-слабо инъективных полигонов над регулярным моноидом аксиомати-
зируем.
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Введение

Одной из стандартных задач теории моделей полигонов является описание
моноидов, над которыми некоторый класс полигонов аксиоматизируем. Вопро-
сы аксиоматизируемости для классов плоских, проективных и свободных по-
лигонов рассмотрены в [1–3], для класса регулярных полигонов такое описание
получено в [4, 5]. В [6] доказано, что для коммутативного счетного моноида S
аксиоматизируемость класса инъективных полигонов над S эквивалентна ко-
нечной порожденности моноида S.

В теории модулей условие инъективности правого R-модуля M эквивалент-
но следующему условию (⋆): для любого правого идеала I ⊆ R любой гомомор-
физм ϕ : I → M продолжается до гомоморфизма ϕ : R → M (критерий Бэра
[7]). Для полигонов аналог критерия Бэра не имеет места. Полигоны, для
которых выполняется аналог условия (⋆), называются слабо инъективными.

Обобщением понятия слабо инъективного полигона являются понятия конечно
порожденно слабо инъективного (кп-слабо инъективного), главно слабо инъек-
тивного (гл-слабо инъективного) полигона. Слабо инъективные, кп-слабо инъ-
ективные и гл-слабо инъективные полигоны впервые были рассмотрены в [8–10].

В данной работе описаны моноиды, над которыми классы слабо инъектив-
ных, кп-слабо инъективных и гл-слабо инъективных полигонов аксиоматизи-
руемы (теоремы 1, 2, следствие 1). Заметим, что класс гл-слабо инъективных
полигонов над регулярным моноидом аксиоматизируем (следствие 2).

1. Предварительные сведения

Приводимые ниже сведения из теории полигонов, теории моделей и уни-
версальной алгебры можно найти в [7–14].

Всюду ниже S будет обозначать моноид, 1 — единицу S.
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Моноид S называется регулярным, если для любого s ∈ S существует t ∈ S
такой, что s = sts. Моноид S называется нётеровым слева, если все его левые
идеалы конечно порождены. Нетрудно заметить, что моноид S нётеров слева
тогда и только тогда, когда для любой возрастающей цепи

I0 ⊆ I1 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ . . .

его левых идеалов существует n ∈ ω такой, что In = In+k для любого k ∈ ω,
т. е. любая возрастающая цепь его левых идеалов обрывается.

Алгебраическая система 〈A; s〉s∈S сигнатуры LS = {s | s ∈ S} называет-
ся (левым) S-полигоном (или полигоном над S, или просто полигоном), если
s1(s2a) = (s1s2)a и 1a = a для любых s1, s2 ∈ S, a ∈ A. Полигон 〈A; s〉s∈S
будем обозначать через SA. Все рассматриваемые в работе полигоны являются
левыми S-полигонами. Подсистема SB полигона SA называется подполигоном

полигона SA. Будем говорить, что гомоморфизм ϕ : SB → SC полигонов про-

должает гомоморфизм f : SA → SC полигонов, где A ⊆ B, если ϕ |A= f , т. е.
ϕ(a) = f(a) для любого a ∈ A. Под копроизведением полигонов SAi (i ∈ I)
будем понимать их дизъюнктное объединение и обозначать его через

⊔
i∈I

SAi.

Инъективным полигоном называется полигон SQ такой, что для любого мо-
номорфизма ı : SA→ SB и для любого гомоморфизма ϕ : SA→ SQ существует
гомоморфизм ϕ : SB → SQ, продолжающий ϕ, т. е. такой, что диаграмма

SA
ı−→ SB

ϕց ւϕ
SQ

коммутативна.
Ясно, что мономорфизм ı : SA → SB в данном определении можно заме-

нить вложением ı(A) ⊆ B, а гомоморфизм ϕ : SA → SQ — гомоморфизмом
ϕ′ : ı(A)→ SQ (ϕ′(ı(a)) = ϕ(a) для любого a ∈ A), т. е. имеет место следующее

Замечание 1. Полигон SQ инъективен тогда и только тогда, когда для
любого полигона SB, для любого подполигона SA ⊆ SB и для любого гомомор-
физма ϕ : SA→ SQ существует гомоморфизм ϕ : SB → SQ, продолжающий ϕ,
т. е. такой, что диаграмма

SA ⊆ SB
ϕց ւϕ

SQ

коммутативна.

Через S-Inj обозначим класс всех инъективных полигонов над S.

Факт 1 [11]. Каждый полигон может быть вложен в инъективный полигон.

Полигон SA называется слабо инъективным полигоном, если для любого
левого идеала I моноида S и любого гомоморфизма ϕ : SI → SA существует
гомоморфизм ϕ : SS → SA, продолжающий ϕ, т. е. такой, что диаграмма

SI ⊆ SS
ϕց ւϕ

SA

коммутативна.
Через S-WInj обозначим класс всех слабо инъективных полигонов над S.
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Полигон SA называется конечно порожденно слабо инъективным полиго-

ном (или кп-слабо инъективным полигоном), если для любого конечно порож-
денного левого идеала

⋃
i≤n

Ssi моноида S и любого гомоморфизма ϕ :
⋃
i≤n

SSsi →

SA существует гомоморфизм ϕ : SS → SA, продолжающий ϕ, т. е. такой, что
диаграмма ⋃

i≤n
SSsi ⊆ SS

ϕց ւϕ
SA

коммутативна.
Через S-FGWInj обозначим класс всех кп-слабо инъективных полигонов

над S.
Полигон SA называется главно слабо инъективным полигоном (или гл-

слабо инъективным полигоном), если для любого главного левого идеала Ss
моноида S и любого гомоморфизма ϕ : SSs → SA существует гомоморфизм
ϕ : SS → SA, продолжающий ϕ, т. е. такой, что диаграмма

SSs ⊆ SS
ϕց ւϕ

SA

коммутативна.
Через S-PWInj обозначим класс всех гл-слабо инъективных полигонов

над S.

Замечание 2. Для моноида S имеют место следующие включения:

S− Inj ⊆ S−WInj ⊆ S− FGWInj ⊆ S−PWInj.

Пусть A = 〈A;�〉 — алгебраическая система сигнатуры �. Кортежи элемен-
тов 〈a1, . . . , an〉 из A и переменных 〈x1, . . . , xn〉 будем обозначать соответственно
через ā и x̄, длину кортежа ā — через l(ā). Вместо ā ∈ An будем писать ā ∈ A,
вместо ai — ā(i).

Конгруэнция алгебраической системы A = 〈A;�〉 сигнатуры � — это отно-
шение эквивалентности θ на A такое, что для любой n-местной операции F ∈ �
и любых ā, b̄ ∈ A из 〈ā(i), b̄(i)〉 ∈ θ для всех i (1 ≤ i ≤ n) следует 〈F (ā), F (b̄)〉 ∈ θ.
Вместо записи 〈a, b〉 ∈ θ часто будем использовать запись aθb.

Пусть n ∈ ω. Через SS
(n) обозначим полигон

n⊔
i=1

SSi, где SSi — копия

полигона SS (1 ≤ i ≤ n), через ri ∈ Si — копию элемента r ∈ S (1 ≤ i ≤ n).
Пусть s̄ = 〈s1, . . . , sn〉 ∈ S. Через θs̄ обозначим множество

{〈tk, rm〉 ∈ (S(n))2 | tsk = rsm, k,m ∈ {1, . . . , n}}.

Ясно, что θs̄ — конгруэнция полигона SS
(n).

Говорят, что конгруэнция θ алгебраической системы A = 〈A;�〉 порожда-

ется множеством B ⊆ A2, если θ — наименьшая относительно включения кон-
груэнция алгебраической системы A, содержащая множество B. Конгруэнция θ
алгебраической системы A называется конечно порожденной, если существует
конечное подмножество множества A2, порождающее конгруэнцию θ.
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Факт 2 (лемма Мальцева [12]). Пусть ρ(X) — наименьшая конгруэнция

алгебраической системы A = 〈A;�〉, содержащая X ⊆ A2, и ρ = ρ(X). Тогда

для любых a, b ∈ A имеет место aρb в том и только том случае, когда существуют

m ≥ 1, элементы d̄1, . . . , d̄m, d̄
′
1, . . . , d̄

′
m, c̄1, . . . , c̄m ∈ A, l(d̄i) = l(d̄′i) = l(x̄), l(c̄i) =

l(ȳ) (1 ≤ i ≤ m) и термы t1(x̄, ȳ), . . . , tm(x̄, ȳ), t′1(x̄, ȳ), . . . , t
′
m(x̄, ȳ) сигнатуры �

такие, что 〈d̄i, d̄′i〉 ∈ X или 〈d̄′i, d̄i〉 ∈ X для любых i, 1 ≤ i ≤ m, и

a = t1(d̄1, c̄1), ti(d̄′i, c̄i) = ti+1(d̄i+1, c̄i+1) (1 ≤ i < m), tm(d̄′m, c̄m) = b.

Пусть K — класс алгебраических систем сигнатуры �. Класс K назы-
вается аксиоматизируемым, если существует такое множество предложений Z
сигнатуры �, что для любой алгебраической системы A сигнатуры �

A ∈K ⇐⇒ A � � для всех � ∈ Z.
Алгебраические системы A и B сигнатуры � называются элементарно эквива-

лентными (обозначение: A ≡ B), если для любого предложения � сигнатуры �

A � �⇐⇒ B � �.

Подсистема A алгебраической системы B сигнатуры � называется элементар-

ной (обозначение: A � B), если для любой формулы �(x1, . . . , xn) сигнатуры �
и любых b1, . . . , bn ∈ B

A � �(b1, . . . , bn)⇐⇒ B � �(b1, . . . , bn).

Заметим, что если A � B, то A ≡ B.
Будем говорить, что класс K алгебраических систем замкнут относи-

тельно элементарной эквивалентности (ультрапроизведений), если алгебраи-
ческая система, элементарно эквивалентная алгебраической системе из классаK (являющаяся ультрапроизведением алгебраических систем из класса K ),
принадлежит K .

Факт 3 (критерий аксиоматизируемости) [13]. Класс K алгебраических

систем сигнатуры � аксиоматизируем тогда и только тогда, когда он замкнут

относительно элементарной эквивалентности и ультрапроизведений.

Пусть α — кардинал. Алгебраическая система A = 〈A;�〉 называется α-

насыщенной, если для каждого подмножества X ⊆ A мощности, меньшей α,
обогащение (A, a)a∈X реализует каждый тип � (v) сигнатуры � ∪ {ca | a ∈ X},
который совместен с теорией алгебраической системы (A, a)a∈X .

Факт 4 [14]. Пусть |�| ≤ α и ω ≤ |A| ≤ 2α. Тогда существует α+-

насыщенное элементарное расширение B алгебраической системы A сигнатуры

� мощности 2α.

Факт 5 (теорема компактности) [13]. Каждое локально совместное множе-

ство формул � сигнатуры � совместно.

2. Аксиоматизируемость класса S-FGWInj

Напомним, что через θs̄, где s̄ = 〈s1, . . . sn〉 ∈ S (n ∈ ω), обозначается
конгруэнция

θs̄ = {〈tk, rm〉 | tsk = rsm, k,m ∈ {1, . . . , n}}

полигона SS
(n) =

n⊔
i=1

SSi, где SSi — копия полигона SS, ri — копия элемента

r ∈ S (i ∈ {1, . . . , n}).
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Теорема 1. Пусть S — счетный моноид. Класс S-FGWInj кп-слабо инъ-

ективных полигонов аксиоматизируем тогда и только тогда, когда для любого

n ∈ ω и для любого s̄ ∈ Sn конгруэнция θs̄ полигона SS
(n) конечно порождена.

Доказательство. Необходимость. Предположим, что существует та-
кой кортеж s̄ ∈ Sn, что конгруэнция θs̄ полигона SS

(n) не конечно порождена.
Тогда найдутся пары 〈ti · 1ki , ri · 1mi〉 ∈ θs̄ (i ∈ ω) такие, что для конгруэн-
ций θi полигона SS

(n), порожденных множеством {〈tj · 1kj , rj · 1mj 〉 | j ≤ i},
выполняются следующие соотношения:

〈ti+1 · 1ki+1 , ri+1 · 1mi+1〉 /∈ θi и
⋃

i∈ω
θi = θs̄.

Пусть i ∈ ω и SAi = SS
(n)/θi. Тогда по факту 1 и замечанию 2 существует

кп-слабо инъективный полигон SQi такой, что Ai ⊆ Qi.
Пусть D — неглавный ультрафильтр на ω, 1̄l/D ∈ ∏

i∈ω
Qi/D, 1̄l(i) = 1l/θi

(i ∈ ω, 1 ≤ l ≤ n) и отображение

ϕ : Ss1 ∪ · · · ∪ Ssn →
∏

i∈ω
Qi/D

задается следующим образом:

ϕ(tsl) = t · 1̄l/D (1 ≤ l ≤ n).

Покажем корректность определения отображения ϕ. Пусть t, r ∈ S и tsk = rsm,
где k,m ∈ {1, . . . , n}. Тогда 〈t ·1k, r ·1m〉 ∈ θs̄. Следовательно, существует i0 ∈ ω
такое, что 〈t · 1k, r · 1m〉 ∈ θi0 . Тогда 〈t · 1k, r · 1m〉 ∈ θj для всех j ≥ i0, т. е.
t ·1k/θj = r ·1m/θj для любого j ≥ i0. Поскольку D — неглавный ультрафильтр
на ω, то {j ∈ ω | j ≥ i0} ∈ D. Тогда {j ∈ ω | t · 1k/θj = r · 1m/θj} ∈ D, т. е.
t · 1̄k/D = r · 1̄m/D. Таким образом, корректность определения отображения ϕ
показана. Нетрудно заметить, что ϕ — гомоморфизм полигонов.

Так как SQi — кп-слабо инъективный полигон для любого i ∈ ω, в си-
лу аксиоматизируемости класса кп-слабо инъективных полигонов по факту 3∏
i∈ω

SQi/D — кп-слабо инъективный полигон. Следовательно, существует гомо-

морфизм ϕ : SS →
∏
i∈ω

SQi/D такой, что следующая диаграмма коммутативна:

SSs1 ∪ · · · ∪ SSsn ⊆ SS
ϕց ւϕ∏

i∈ω
SQi/D

.

Пусть ϕ(1) = q̄/D, q̄(i) = qi (i ∈ ω), 1 ≤ l ≤ n. Тогда

1̄l/D = ϕ(sl) = ϕ(sl) = ϕ(sl · 1) = slϕ(1) = slq̄/D.

Стало быть,
Il = {i ∈ ω | 1l/θi = slqi} ∈ D.

Пусть i0 ∈ I1 ∩ · · · ∩ In ∈ D. Тогда slqi0 = 1l/θi0 для любого l (1 ≤ l ≤ n). Так
как 〈ti+1 ·1ki+1 , ri+1 ·1mi+1〉 ∈ θi+1 ⊂ θs̄, то ti+1ski+1 = ri+1smi+1 . Следовательно,
ti+1ski+1qi0 = ri+1smi+1q− i0, т. е. ti+11ki+1/θi = ri+11mi+1/θi. Это означает, что
〈ti+1 · 1ki+1 , ri+1 · 1mi+1〉 ∈ θi; противоречие с построением конгруэнции θi.
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Достаточность. Пусть для любых n ∈ ω, s̄ ∈ Sn конгруэнция θs̄ полигона
SS

(n) порождается множеством пар
〈
ts̄0 · 1k0 , rs̄0 · 1m0

〉
, . . . ,

〈
ts̄ns̄
· 1kns̄ , rs̄ns̄

· 1mns̄

〉

∈ (S(n))2 (k0, . . . , kns ,m0, . . . ,mns ∈ {1, . . . , n})
и

� = {�s̄ | s̄ = 〈s1, . . . sn〉 ∈ Sn, n ∈ ω},
где

�s̄ ⇌ ∀x1 . . . xn

(
ns̄∧

i=0

ts̄ixki = rs̄i xmi → ∃y
n∧

j=1

(xj = sjy)

)
.

Докажем, что

SA ∈ S-FGWInj⇐⇒ ∀n ∈ ω ∀s̄ ∈ Sn(SA � �s̄).

Предположим, что SA — кп-слабо инъективный полигон, n ∈ ω, s̄ ∈ Sn, ā =
〈a1, . . . , an〉 ∈ An,

SA �

ns̄∧

i=0

ts̄iaki = rs̄i ami

и ϕ : Ss1 ∪ · · · ∪ Ssn → A — отображение такое, что

ϕ(tsl) = tal для любых t ∈ S, l (1 ≤ l ≤ n).

Покажем корректность определения отображения ϕ. Пусть tsk = rsm, т. е.
〈t·1k, r ·1m〉 ∈ θs̄. По лемме Мальцева существуют n0 ∈ ω, ul ∈ S, il ∈ {0, . . . , ns}
(0 ≤ l < n0) такие, что

t · 1k = u0t
s̄
i0 · 1

ki0 , ulr
s̄
il
· 1mil = ul+1t

s̄
il+1
· 1kil+1 , un0r

s̄
in0
· 1min0 = r · 1m.

Тем самым kil = mil+1
, поэтому ult

s̄
il

= ul+1r
s̄
il+1

. Тогда ults̄ilaki = ul+1r
s̄
il+1

ami

для любых l (0 ≤ l < n0), т. е. tak = ram. Таким образом, корректность
определения отображения ϕ показана. Ясно, что ϕ — гомоморфизм полигонов.
Поскольку SA — кп-слабо инъективный полигон, существует гомоморфизм ϕ :
SS → SA такой, что следующая диаграмма коммутативна:

SSs1 ∪ · · · ∪ SSsn ⊆ SS
ϕց ւϕ

SA
. (1)

Тогда
al = ϕ(sl) = ϕ(sl) = slϕ(1),

т. е. SA � �s̄.
Предположим, что SA � �s̄ для любых n ∈ ω, s̄ ∈ Sn, ϕ : SSs1∪· · ·∪SSsn →

SA — гомоморфизм полигонов, ϕ(sl) = al (1 ≤ l ≤ n). Так как tsk = rsm, то
tak = ram для любой пары 〈tk, rm〉 ∈ θs̄. Следовательно,

SA �

ns̄∧

i=0

ts̄iaki = rs̄i ami .

Поскольку SA � �s̄, существует b ∈ A такой, что al = slb для любого l (1 ≤ l ≤
n). Гомоморфизм ϕ : SS → SA определим следующим образом: ϕ(s) = sb для
любого s ∈ S. Тогда

ϕ(tsl) = tϕ(sl) = t(slb) = tal = tϕ(sl) = ϕ(tsl),
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что означает коммутативность диаграммы (1). Таким образом, S-FGWInj —
аксиоматизируемый класс.

Из доказательства теоремы 1 следует, что если класс слабо инъективных
полигонов аксиоматизируем, то для любого n ∈ ω и для любого s̄ ∈ Sn конгру-
энция θs̄ полигона SS

(n) конечно порождена, т. е. имеет место

Замечание 3. Пусть S — счетный моноид. Если класс S-WInj аксиома-
тизируем, то класс S-FGWInj аксиоматизируем.

Пусть s ∈ S. Конгруэнцию θs полигона SS
(1) = SS можно отождествить с

множеством {〈t, r〉 ∈ S2 | ts = rs}. Доказательство следствия 1 ниже полностью
повторяет доказательство теоремы 1, если положить n = 1.

Следствие 1. Пусть S — счетный моноид. Класс S-PWInj гл-слабо инъ-

ективных полигонов аксиоматизируем тогда и только тогда, когда для любого

s ∈ S конгруэнция θs полигона SS конечно порождена.

Из теоремы 1 и следствия 1 вытекает

Замечание 4. Пусть S — счетный моноид. Если класс S-FGWInj акси-
оматизируем, то класс S-PWInj аксиоматизируем.

Следствие 2. Если S — регулярный моноид, то класс S-PWInj аксиома-

тизируем.

Доказательство. Пусть s ∈ S, t ∈ S и s = sts. Покажем, что кон-
груэнция θs полигона SS конечно порождена, а именно пара 〈1, st〉 порождает
конгруэнцию θs. Так как 1 ·s = (st)·s, то 〈1, st〉 ∈ θs. Для любой пары 〈u, v〉 ∈ θs
имеем

u = u · 1 θs ust = vst θs v · 1 = v.

Следовательно, по лемме Мальцева конгруэнция θs полигона SS порождается
парой 〈1, st〉. По следствию 1 класс гл-слабо инъективных полигонов аксиома-
тизируем.

3. Аксиоматизируемость класса S-WInj

Теорема 2. Пусть S — счетный моноид. Класс S-WInj слабо инъектив-

ных полигонов аксиоматизируем тогда и только тогда, когда для любого n ∈ ω
и для любого s̄ ∈ Sn конгруэнция θs̄ полигона SS

(n) конечно порождена и S —

нётеров слева моноид.

Доказательство. Из нётеровости слева моноида S следует, что любой
левый идеал S конечно порожден. Тогда любой кп-слабо инъективный полигон
слабо инъективен, т. е. классы S-WInj и S-FGWInj совпадают.

Достаточность следует из теоремы 1.
Необходимость. Достаточно показать, что S — нётеров слева моноид.
Предположим, что S — не нётеров слева моноид. Тогда найдутся левые

идеалы Ik (k ∈ ω) моноида S и элементы sj ∈ S (j ∈ ω) такие, что

SIk =
⋃

j≤k
SSsj и Ik ⊂ Ik+1 для любого k ∈ ω.

Пусть SI =
⋃
k∈ω

SIk. По факту 1 существует инъективный полигон SQ0 такой,

что I0 ⊆ Q0. Можно считать, что Q0 ∩ (I \ I0) = ∅. Через SQk+1 обозначим
инъективный полигон такой, что Qk ∪ (Ik+1) ⊆ Qk+1. Можно считать, что
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Qk+1 ∩ (I \ Ik+1) = ∅. Так как sk+1 ∈ Qk+1 \ Qk, то Qk ⊂ Qk+1 для любого
k ∈ ω.

Через SQ обозначим
⋃
k∈ω

SQk. Покажем, что SQ — кп-слабо инъективный

полигон. Пусть n ∈ ω, J — конечно порожденный левый идеал S, J =
⋃
i≤n

Sbi,

ϕ : SJ → SQ — гомоморфизм полигонов. Через k0 обозначим число такое, что
ϕ(bi) ∈ Qk0 для всех i ≤ n. Такое число существует, поскольку SQ — объеди-
нение возрастающей цепи полигонов SQk (k ∈ ω). Тогда в силу инъективности
полигона SQk0 существует гомоморфизм ϕ : SS → SQk0 , продолжающий ϕ.
Следовательно, SQ — кп-слабо инъективный полигон.

Покажем, что SQ — не слабо инъективный полигон. Предположим, что
это не так. Пусть f : SI → SQ — вложение полигонов. Тогда существует
гомоморфизм f̄ : SS → SQ, продолжающий f . Пусть f̄(1) ∈ Qk0 , где k0 ∈ ω.
Если s ∈ I \ Ik0 , то

s = f(s) = f̄(s) = sf̄(1) ∈ Qk0 ,

т. е. I \ Ik0 ⊆ Qk0 ; получили противоречие.
Выберем кардинал α таким образом, что |S| ≤ α и |Q| ≤ 2α. По факту 4

существует α+-насыщенное элементарное расширение SQ полигона SQ мощно-
сти 2α. По замечанию 3 класс S-FGWInj аксиоматизируем, и по критерию
аксиоматизируемости он замкнут относительно элементарной эквивалентности.
Так как SQ ≡ SQ и SQ — кп-слабо инъективный полигон, SQ — кп-слабо инъ-
ективный полигон.

Покажем, что SQ — слабо инъективный полигон. Пусть bi ∈ S (i ∈ I),
f :

⋃
i∈I

SSbi → SQ — гомоморфизм полигонов, X = {f(bi) | i ∈ I}. Тогда

|X | ≤ |S| ≤ α < α+. Через � (y) обозначим множество {biy = cf(bi) | i ∈ I}
формул сигнатуры LS ∪ {cf(bi)}i∈I . Покажем, что � (y) — локально совместное
множество. Пусть

k ∈ ω, �k(y) = {bmiy = cf(bmi
) | i ≤ k,mi ∈ I}, fk = f |

⋃

i≤k
Sbmi .

Так как SQ — кп-слабо инъективный полигон, существует гомоморфизм f̄k :
SS → SQ, продолжающий гомоморфизм fk. Тогда bmi f̄k(1) = f(bmi) для лю-
бого i (i ≤ k) и множество �k(y) совместно. По теореме компактности � (y)
совместны. Поскольку SQ — α+-насыщенный полигон, существует y0 ∈ SQ та-
кой, что biy0 = f(bi) для всех i ∈ I. Гомоморфизм f̄ : SS → SQ определим
следующим образом:

f̄(t) = ty0 для любого t ∈ S.

Так как

f(sbi) = sf(bi) = sbiy0 = sbif̄(1) = f̄(sbi)

для любого i ∈ I, гомоморфизм f̄ продолжает гомоморфизм f , что доказывает
слабую инъективность полигона SQ.

По критерию аксиоматизируемости класс S-WInj замкнут относительно
элементарной эквивалентности. Поскольку SQ ≡ SQ, то SQ является слабо
инъективным полигоном; противоречие.
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4. Примеры

Утверждение 1. Если S — счетная группа, то класс S-WInj слабо инъ-

ективных полигонов аксиоматизируем.

Доказательство. Моноид S нётеров слева, ибо St = S для любого t ∈
S. Пусть s̄ = 〈s1, . . . , sn〉 ∈ S. Покажем, что конгруэнция θs̄ порождается
множеством

{〈
sks

−1
m · 1m, 1k

〉
| k,m ≤ n

}
. Пусть 〈tm, rk〉 ∈ θs̄. Тогда tsm = rsk.

Так как S — группа, то t = rsks
−1
m . Поэтому

〈tm, rk〉 = r
〈
sks

−1
m · 1m, 1k

〉
.

Таким образом, по теореме 2 класс S-WInj аксиоматизируем.

В приводимых ниже примерах под N понимается множество натуральных
чисел без нуля.

Пример 1 моноида S, не являющегося группой, для которого класс S-
WInj аксиоматизируем. Пусть S = 〈ω; +〉. Заметим, что все идеалы моноида
S главные, т. е. имеют вид ω + s, где s ∈ ω. Поскольку

ω + t ⊆ ω + r ⇐⇒ t ≥ r,
моноид S нётеров. Если s̄ = 〈s1, . . . , sn〉 ∈ S, то конгруэнция θs̄ порождается
множеством

{〈0i, (si − sj) + 0j〉 | si ≥ sj , i, j ≤ n} ∪ {〈(sj − si) + 0i, 0j〉 | si < sj , i, j ≤ n}.
По теореме 2 класс S-WInj аксиоматизируем.

Пример 2 моноида S, для которого класс S-WInj не аксиоматизируем, а
класс S-FGWInj аксиоматизируем.. Пусть S = 〈N; ·〉, P = {pi | i ∈ ω} —
множество простых чисел. Так как

⋃

i≤n
piN ⊂

⋃

i≤n+1

piN

для любого n ∈ ω, моноид S не нётеров. По теореме 2 класс S-WInj не акси-
оматизируем. Пусть s̄ = 〈s1, . . . , sn〉 ∈ S. Через (a, b) обозначим наибольший
общий делитель чисел a, b ∈ N. Покажем, что конгруэнция θs̄ порождается
множеством {〈

sm
(sk, sm)

· 1k, sk
(sk, sm)

· 1m
〉
| k,m ∈ {1, . . . , n}

}
.

Пусть 〈tk, rm〉 ∈ θs̄. Тогда t ·sk = r ·sm. Следовательно, t делится на sm
(sk,sm)

и t·(sk,sm)
sm

∈ N. Из равенств

t · (sk, sm)
sm

〈
sm

(sk, sm)
·1k, sk

(sk, sm)
·1m
〉

=

〈
tk,

tsk
sm
·1m
〉

=

〈
tk,

rsm
sm
·1m
〉

= 〈tk, rm〉

по теореме 1 следует аксиоматизируемость класса S-FGWInj.

Пример 3 моноида S, для которого класс S-FGWInj не аксиоматизируем,
а класс S-PWInj аксиоматизируем. Пусть S = 〈N2∪{〈0, 0〉}; +〉, где операция +
на множестве N2∪{〈0, 0〉} определяется покомпонентно, n,m ∈ N. Конгруэнция
θ〈n,m〉 порождается парой 〈〈0, 0〉, 〈0, 0〉〉:
θ〈n,m〉 = {〈〈i, j〉, 〈i′, j′〉〉 | 〈i, j〉+ 〈n,m〉 = 〈i′, j′〉+ 〈n,m〉}

= {〈〈i, j〉, 〈i′, j′〉〉 | 〈i, j〉 = 〈i′, j′〉} = {〈〈i, j〉, 〈i, j〉〉} = N2 + 〈〈0, 0〉, 〈0, 0〉〉.
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Тогда по следствию 1 класс S-PWinj аксиоматизируем.
Покажем, что конгруэнция θ〈〈1,1〉,〈1,2〉〉 не конечно порождена. Так как

{〈〈i, j〉1, 〈i′, j′〉2〉 | 〈i, j〉+ 〈1, 1〉 = 〈i′, j′〉+ 〈1, 2〉}
= {
〈
〈i, j〉1, 〈i′, j′〉2〉 | 〈i, j〉 = 〈i′, j′ + 1〉}

= {〈〈i, j + 1〉1, 〈i, j〉2〉 | 〈i, j〉 ∈ N2} ⊆ θ〈〈1,1〉,〈1,2〉〉,

имеем

θ〈〈1,1〉,〈1,2〉〉 = {〈〈i, j + 1〉1, 〈i, j〉2〉 | 〈i, j〉 ∈ N2} ∪ {〈〈i, j〉2, 〈i, j + 1〉1〉 | 〈i, j〉 ∈ N2}
∪ {〈〈i, j〉k, 〈i, j〉k〉 | 〈i, j〉 ∈ N2, k ∈ {1, 2}}.

Пусть 〈〈i1, j1〉k1 , 〈i′1, j′1〉m1〉, . . . , 〈〈in, jn〉kn , 〈i′n, j′n〉mn〉 порождают θ〈〈1,1〉,〈1,2〉〉 и
j0 = max{j1, . . . , jn, j′1, . . . , j′n}+ 1. Поскольку

〈〈1, j0 + 1〉1, 〈1, j0〉2〉 ∈ θ〈〈1,1〉,〈1,2〉〉,

существуют такие 〈i, j〉 ∈ N2 и l ≤ n, что 〈1, j0 + 1〉1 = 〈i, j〉 + 〈il, jl〉1 или
〈1, j0 + 1〉1 = 〈i, j〉+ 〈i′l, j′l〉1. Предположим, что выполняется первое равенство.
Можно считать, что 〈il, jl〉 6= 〈0, 0〉. Тогда 1 = i + il и i = 0. Следовательно,
j = 0 и j0 + 1 = jl; противоречие.

Пример 4 моноида S, для которого класс S-PWInj не аксиоматизиру-
ем. Пусть S = 〈ω ∪ {e}; ◦〉 — полугруппа с присоединенной единицей e, где
t ◦ r = min{t, r} для любых t, r ∈ S. Покажем, что конгруэнция

θs = {〈t, r〉 | t ◦ s = r ◦ s} = {〈t, r〉 | t = r или t, r ≥ s}

не конечно порождена для любого s ∈ S. Предположим, что конгруэнция θs
порождается множеством {〈ti, ri〉 | i ≤ n}. Пусть

m = max({ti | i ≤ n} ∪ {ri | i ≤ n}) + 1.

Так как 〈m,m〉 ∈ θs, по лемме Мальцева m = k ◦ ti или m = k ◦ri для некоторых
i ≤ n, k ∈ S, что не так.
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