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Прежде всего напомним, что функциональным клоном на некотором мно-
жестве называется любая совокупность функций на этом множестве, замкну-
тая относительно суперпозиций и включающая в себя все селекторные функ-
ции на этом множестве. Определяющую роль в изучении совокупностей функ-
циональных клонов на различных множествах играют результаты Поста [1] и
Ю. И. Янова, А. Ф. Мучника [2], указывающие на принципиальную разницу
при изучении совокупностей клонов на двухэлементном и на не менее чем трех-
элементных множествах. В первом случае Постом детально описано не только
строение соответствующей счетной решетки, но и строение самих этих клонов,
включая их порядки, базисы и пр. Во втором случае Ю. И. Яновым и А. А. Муч-
ником доказана не менее чем континуальность соответствующей решетки, что
делает невозможным ее детальное описание (аналогичное постовскому), а так-
же существование клонов, не имеющих базисов и тому подобных атрибутов.
В силу этого при исследовании совокупности (решетки) клонов на не менее
чем трехэлементном множестве, как правило, изучали либо какие-либо части —
интервалы, подрешетки (см., к примеру, [3]) — этой решетки, либо ее экстре-
мальные элементы — атомы, ко-атомы (см., например, [4]), либо ее элементы,
обладающие какими-либо дополнительными свойствами: самодвойственностью,
квазилинейностью и пр. (см., например, [5, 6]), либо вопросы отделимости кло-
нов друг от друга тем или иным способом, в том числе и гипертождествами
(см., например, [7, 8]).

К другим методам изучения подобных больших (на не менее чем трехэле-
ментных множествах) совокупностей функциональных клонов относится клас-
сификация этих клонов относительно тех или иных, в том или ином смысле
значимых, эквивалентностей на этих совокупностях. К подобным достаточно
естественным и эффективным классификациям клонов относятся и их класси-
фикации по производным структурам (решеткам подалгебр, решеткам конгру-
энций, группам автоморфизмов, алгебраическим геометриям) универсальных
алгебр с клонами термальных функций, идентичными рассматриваемому кло-
ну.
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В работах Б. И. Плоткина [9, 10] наряду с рассмотрением алгебраической
геометрии универсальных алгебр (о последней см., например, [11]) предложена
к изучению так называемая логическая геометрия этих алгебр, состоящая из
подмножеств B ⊆ An, выделяемых в алгебре A = 〈A;σ〉 формулами узкого
исчисления предикатов сигнатуры σ. Однако в случае конечности алгебры A

эти подмножества суть объединения Aut An-орбит, т. е. множеств вида

{c̄ = 〈c1, . . . , cn〉 ∈ An | c̄ = ϕ(b̄), ϕ ∈ Aut An},

где b̄ = 〈b1, . . . , bn〉 ∈ An, AutAn — группа автоморфизмов алгебры An. В свя-
зи с этим естественным представляется рассмотрение для конечных алгебр A

различных фрагментов исчисления предикатов, для которых соответствующая
логическая геометрия не сводится к изучению группы автоморфизмов алгебры,
при этом является усилением традиционной алгебраической геометрии. В ка-
честве таковой в [12] предложено рассмотрение фрагмента L0, состоящего из
бескванторных формул сигнатуры σ. Под n-мерной, n ∈ ω, L0-логической гео-
метрией L0gnA универсальной алгебры A = 〈A;σ〉 подразумевается булева ал-
гебра n-мерных L0-логических подмножеств множества An. При этом B ⊆ An

называется n-мерным L0-логическим множеством для алгебры A, если для
некоторой бескванторной формулы �(x1, . . . , xn) сигнатуры σ

B = {〈b1, . . . , bn〉 ∈ An | A |= �(b1, . . . , bn)}

или, иначе, B есть объединение конечного числа совокупностей решений в A

некоторых конечных систем термальных уравнений и неравенств сигнатуры σ.
Под L0-логической геометрией алгебры A будем понимать последовательность

L0gA = 〈L0g1A, . . . , L0gnA, . . . 〉.

Таким образом, в конечном счете L0-логическая геометрия алгебры A за-
висит не от совокупности ее сигнатурных функций, а от функционального кло-
на T (A) ее термальных функций. С другой стороны, для любого функци-
онального клона F на множестве A имеет место равенство T (AF ) = F , где
AF = 〈A;F 〉 — алгебра с основным множеством A и сигнатурными функциями,
всеми функциями из F . Все это в совокупности делает естественным (подобно
тому, как это проделано в [13] для алгебраической геометрии клонов) изуче-
ние L0-логической геометрии функциональных клонов F на множестве A, где
L0gF = 〈L0g1F, . . . , L0gnF, . . . 〉 — последовательность вида L0gAF . При этом
B ⊆ An является n-мерным L0-логическим множеством для F , если для неко-

торых B1, . . . , Bm (m ∈ ω) имеют место равенства B =
m⋃
i=1

Bi и

Bi =
{
〈b1, . . . , bn〉 ∈ An | f ij(b1, . . . , bn) = gij(b1, . . . , bn),

hij(b1, . . . , bn) 6= rij(b1, . . . , bn)
}

для некоторых n-местных функций f ij , g
i
j, h

i
j , r

i
j из F , где 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ q

и m, q ∈ ω.
Совокупность всех функциональных клонов на множестве A обозначим че-

рез FA. Два клона F0, F1 ∈ FA назовем L0-логически эквивалентными (F0 ∼l0g
F1), если совпадают их L0-логические геометрии L0gF0 = L0gF1 (если L0-

логически эквивалентны (L0gAF0 = L0gAF1) алгебры AF0 и AF1).
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В данной работе изучаются отношения ∼l0g на совокупности FA, в част-
ности, мощности фактор-множеств FA/l0g и строение классов F/ ∼l0g ∼l0g-
эквивалентных клонов F из FA.

Напомним, что подмножество B множества An называется F -алгебраичес-

ким для F ∈ FA (в случае конечного A), если B — совокупность решений
некоторой конечной системы F -уравнений. Обозначим совокупность подобных
множеств B через AgnF . При этом клоны F0, F1 ∈ FA называются алгебраи-

чески эквивалентными (F0 ∼ag F1, см. [13]), если AgnF0 = AgnF1 для любого
n ∈ ω. Заметим, что так как L0gnF является подалгеброй, порожденной сово-
купностью AgnF в булевой алгебре всех подмножеств множества An, для любых
F0, F1 ∈ FA отношение F0 ∼ag F1 влечет отношение F0 ∼l0g F1.

Напомним определения, связанные с введенным автором понятием условно
термальной функции алгебры A = 〈A;σ〉 (см., например, [14]). Под услови-
ем �(x1, . . . , xn) сигнатуры σ будем понимать любую конечную совокупность
термальных равенств и неравенств сигнатуры σ от переменных x1, . . . , xn. Под
полной системой условий �1(x̄), . . . , �k(x̄) (где x̄ = 〈x1, . . . , xn〉) будем понимать

совокупность условий такую, что формула
k∨
i=1

�i(x̄) тождественно истинна, а

для j 6= l ≤ k формулы �j(x̄) ∧ �k(x̄) невыполнимы. Под условным термом

сигнатуры σ понимаем схему вида

t(x̄) =





�1(x̄)→ t1(x̄)

. . .

�k(x̄)→ tk(x̄),

где {�1(x̄), . . . , �k(x̄)} — некоторая полная система условий, а t1(x̄), . . . , tk(x̄) —
термы сигнатуры σ. При этом функция g(x̄) на основном множестве A универ-
сальной алгебры A = 〈A;σ〉 называется условно термальной для A, если для
любого ā ∈ An в случае, когда A |= �i(ā) для некоторого i ≤ k, имеет место
равенство g(ā) = ti(ā).

Совокупность (клон) всех условно термальных функций алгебры A = 〈A;σ〉
обозначим через CT (A). Для любого клона F на множестве A через CT (F )
обозначим клон CT (AF ). Отметим, что оператор CT : FA → FA является
оператором замыкания на решетке LA = 〈FA;∧,∨〉 всех клонов на множестве
A, т. е.

1) F1 ⊆ CT (F1),
2) F1 ⊆ F2 → CT (F1) ⊆ CT (F2),
3) CT (CT (F1)) = CT (F1)

для любых F1, F2 ∈ FA.
Непосредственно из определений отношения ∼l0g и условно термальных

функций вытекает

Лемма 1. Для любого клона F на множестве A имеет место F ∼l0g CT (F ).

Отсюда, в частности, с очевидностью следуют нетривиальность отношения
∼l0g на FA для любого неодноэлементного множестваA и то, что отношение∼l0g
на FA, вообще говоря, не влечет отношения ∼ag (в качестве F достаточно взять
минимальный клон на A, состоящий из селекторных функций на A). При этом
очевидно, что клон CT (F ), состоящий из обобщенно селекторных функций, не
совпадает в этом случае с F , в частности, F ∼l0g CT (F ), но F ≁ag CT (F ).

Из утверждения леммы 1 вытекает следующее
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Утверждение 1. Для любых клонов F1, F2 на множестве A отношения

F1 ∼l0g F2 и CT (F1) ∼l0g CT (F2) равносильны.

Напомним, что внутренним изоморфизмом алгебры A называется любой
изоморфизм между ее подалгебрами. Через IsoA обозначим полугруппу внут-
ренних изоморфизмов алгебры A, а через Sub A — решетку подалгебр этой ал-
гебры. В [15] дана характеризация условно термальных функций алгебры A

(теорема 1) как функций, относительно которых замкнуты подалгебры алгебры
A и которые коммутируют со всеми внутренними изоморфизмами этой алгебры.

Отсюда непосредственно вытекает

Утверждение А. Для любого конечного множества A и любых универ-

сальных алгебр A1 = 〈A;σ1〉 и A2 = 〈A;σ2〉 с основным множеством A следую-

щие условия равносильны:

1) CT (A1) = CT (A2),
2) Iso(A1) = Iso(A2) и Sub(A1) = Sub(A2).

В силу того, что для конечных A число всевозможных полугрупп частич-
ных вложений множества A в себя (потенциально возможных полугрупп вида
Iso(A) для алгебр A с основным множеством A) конечно, равно как конечно
и число совокупностей подмножеств множества A (потенциально возможных
решеток вида Sub(A)), ввиду утверждения A конечно и число CT -замкнутых
клонов на конечном множестве A. Тем самым по утверждению 1 конечно и
множество FA/ ∼l0g, т. е. имеет место

Теорема 1. Для любого конечного множества A число попарно не ∼l0g–
эквивалентных клонов на A конечно.

В частности, в силу результатов о так называемых потенциалах вычисли-
мости двух- и трехэлементных алгебр (см., например, [14]), учитывающих число
всевозможных пар вида 〈Iso(A), Sub(A)〉 для двух- и трехэлементных алгебр с
точностью до сопряженности этих пар перестановками их основных множеств
{0, 1} и {0, 1, 2}, имеют место оценки

|F{0,1}/ ∼l0g | ≤ 5 · 2!; 53 ≤ |F{0,1,2}/ ∼l0g | ≤ 53 · 3!.

Другим естественным вопросом об отношении ∼l0g на совокупности FA яв-
ляется вопрос о строении классов F/ ∼l0g (для F ∈ FA) как подмножеств решет-
ки LA. Очевидным образом эти классы являются выпуклыми подмножествами
решетки LA и замкнутыми подмножествами метрического пространства 〈FA; d〉
всех клонов на A, введенного в [10].

Отметим, что тем не менее эти классы не обязаны быть интервалами ре-
шетки LA, более того, они не обязаны быть даже направленными ни вверх, ни
вниз подмножествами решетки LA.

Пример 1. Пусть |A| = 4 и {B1, B2} — разбиение A на двухэлементные
подмножества. Пусть Fi — клон всех функций на A со значениями в множе-
стве Bi с добавленными к ним селекторными функциями на A. Очевидно, что
L0gnFi для любого натурального n равно совокупности P (An) всех подмножеств
множества An. Тем самым F1 ∼l0g F2. В то же время F1 ∩ F2 состоит лишь
из селекторных на A функций и, значит, F1 ∩ F2 ≁l0g F1, а класс F1/ ∼l0g не
является направленным вниз подмножеством в LA.

Пример 2. Пусть A — шестиэлементное множество и {B1, B2, B3} — разби-
ение A на двухэлементные подмножества. Пусть bi ∈ Bi для i = 1, 3. Определим
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на A одноместные функции g1, g2 следующим образом:

g1(x) =

{
b1, если x ∈ B1,

b3, если x ∈ B2 ∪B3,
g2(x) =

{
b1, если x ∈ B1 ∪B2,

b3, если x ∈ B3.

Пусть Fi — функциональный клон на A, порожденный функцией gi. Так
как g2

i = gi, функция h(x1, . . . , xn) входит в Fi тогда и только тогда, когда она
селекторная либо имеет место равенство h(x1, . . . , xn) = gi(xj) для некоторого
j ≤ n.

Непосредственно замечается, что L0gnF1 = L0gnF2 для любого n ∈ ω. Та-
ким образом, F1 ∼l0g F2. При этом L0g1Fi = {∅, A, {b1, b3} (решение уравнения
gi(x) = x), A \ {b1, b3}}. В то же время если клон F включает в себя клоны
F1 и F2, то множество B1 ∪ B3 (решение уравнения g1(x) = g2(x)) входит в
L0g1F и, значит, F ≁l0g F1. Тем самым F/ ∼l0g, вообще говоря, не является
направленным вверх подмножеством решетки LA.

В [13] для любого оператора замыкания g на некоторой решетке L введено
понятие g-замкнутого полуинтервала решетки L как подмножества этой решет-
ки вида B = {c ∈ L | g(c) = b} для некоторого b ∈ L такого, что g(b) = b.

Из доказательства теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Для любого конечного множества A и любого клона F на

A класс F/ ∼l0g является объединением конечного числа CT -замкнутых полу-

интервалов в решетке LA.

По аналогии с введенным в [16] понятием ag-dimF алгебраической размер-
ности клона F определим понятие l0g-dimF L0-логической размерности клона
F следующим образом: для любого клона F на множестве A пусть l0g-dimF
является наименьшим натуральным n (если таковое существует) таким, что для
любого F1 ∈ FA равенство L0gnF1 = L0gnF влечет равенство L0gF1 = L0gF , в
противном случае полагаем l0g-dimF равной бесконечности. Из утверждения
теоремы 1 вытекает

Следствие 2. Для любого конечного множества A и любого клона F на A
логическая размерность клона F конечна. Более того, существует натуральное

n(A) такое, что для любых клонов F1, F2 на A совпадение совокупностей n(A)-
мерных логических множеств для F1 и F2 влечет совпадение их логических

геометрий.

Для бесконечных множествA ситуация иная: существуют функциональные
клоны на бесконечных множествах, имеющие бесконечную логическую размер-
ность.

Пример 3. Пусть A — бесконечное множество и a 6= b — элементы из A.
Для любого натурального n пусть функция hn(x1, . . . , xn) на A принимает одно
и то же значение a. Пусть клон F порожден совокупностью функций {h1(x),
. . . , hn(x1, . . . , xn), . . . }. Тогда очевидно, что для любого логического множества
B ⊆ An клона F любая πi-проекция B (для i ≤ n) имеет вид ∅ либо A, либо
{a}, либо A\{a}.

Для любого n ∈ ω определим функцию fn(x1, . . . , xn) на A, полагая зна-
чение fn(x1, . . . , xn) равным hm(x1, . . . , xm), если x1, . . . , xm — все попарно раз-
личные значения аргументов x1, . . . , xn и m < n, и равным b, если все значения
аргументов x1, . . . , xn попарно различны. Пусть Fn — клон функций на A, по-
рожденный функциями {h1(x), . . . , hn−1(x1, . . . , xn−1), fn(x1, . . . , xn)}. Очевид-
но, что L0gmF = L0gmFn для m < n, а совокупность решений Fn-уравнения
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fn(x1, . . . , xn) = x1 не входит в L0gnF . Тем самым логическая размерность
клона F действительно бесконечна.
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