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ЗАДАЧА ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ

КОЭФФИЦИЕНТА ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ

ПРОНИЦАЕМОСТИ ПО МОДУЛЮ

РАССЕЯННОГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

В. Г. Романов

Аннотация. Рассматривается стационарная система уравнений электродинамики,
которая соответствует немагнитной непроводящей среде. Для этой системы изуча-
ется задача об определении коэффициента диэлектрической проницаемости ε по
заданным векторам электрической или магнитной напряженности электромагнит-
ного поля. Предполагается, что поле вызывается точечным импульсным диполем,
локализованным в некоторой точке y. Предполагается также, что диэлектрическая
проницаемость отлична от заданной положительной постоянной ε0 только внутри
некоторой компактной области � ⊂ R3 с гладкой границей S. Для отыскания ε

внутри � задается информация о решении соответствующей прямой задачи для
системы уравнений электродинамики на всей границе области � для всех частот,
начиная с некоторой фиксированной частоты ω0, и для всех y ∈ S. Изучается
асимптотика решения прямой задачи при больших частотах и показывается, что
задаваемая информация позволяет свести исходную задачу к хорошо известной об-
ратной кинематической задаче об определении коэффициента рефракции внутри
� по временам пробега электромагнитной волны между произвольными точками
границы области �. Это приводит к теореме единственности решения рассматри-
ваемой задачи и открывает путь для ее конструктивного решения.
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§ 1. Постановка задачи,
формулировка основных результатов

Рассмотрим стационарную систему уравнений

rotH = −iωε(x)E + j̃, rotE = iωµ0H, (1.1)

в которой µ0 > 0 — постоянный коэффициент магнитной проницаемости, ε(x) —
коэффициент диэлектрической проницаемости, j̃ = j0δ(x − y) — точечный ди-
поль, локализованный в точке y, и j0 — единичный вектор, определяющий на-
правление диполя. Векторы E = (E1, E2, E3) и H = (H1, H2, H3) характеризуют
напряженности электрического и магнитного полей соответственно. В дальней-
шем точка y и частота ω являются параметрами задачи, направление вектора j0
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также может зависеть от y. В связи с этим ниже будут использоваться обозна-
чения E = E(x, ω, y), H = H(x, ω, y), подчеркивающие зависимость решения от
этих параметров.

Относительно коэффициента диэлектрической проницаемости предполо-
жим, что он представляет собой гладкую положительную функцию всюду в
R3, совпадающую с заданной положительной постоянной ε0 вне некоторой ком-
пактной области �, а носитель разности ε(x)− ε0 содержится строго внутри �.
Обозначим через n(x) =

√
ε(x)µ0 индекс рефракции в неоднородной среде и

через n0 =
√
ε0µ0 — значение его в однородной среде.

Будем рассматривать решения уравнений (1.1), удовлетворяющие условиям
излучения, которые нам будет удобно сформулировать немного позже. Введем
векторный Ã(x, ω, y) и скалярный ϕ̃(x, ω, y) потенциалы следующим образом:

µ0H = rot Ã, E = iωÃ−∇ϕ̃. (1.2)

Тогда второе уравнение (1.1) удовлетворяется автоматически. Используя фор-
мулы rot rot Ã = −�Ã+∇ div Ã, из первого уравнения (1.1) находим

∇(div Ã− iωµ0ε(x)ϕ̃)− ω2µ0ε(x)Ã −�Ã+ iωµ0ϕ̃∇ε(x) = µ0j̃.

Выбирая функцию ϕ̃ так, что

ϕ̃(x, ω, y) =
1

iωn2(x)
div Ã(x, ω, y), n(x) =

√
µ0ε(x), (1.3)

получим уравнение для Ã(x, ω, y) в виде

−ω2n2(x)Ã −�Ã+ (div Ã)∇ ln(ε(x)) = µ0j
0δ(x − y). (1.4)

При найденной функции Ã(x, ω, y) векторы E(x, ω, y) и H(x, ω, y) вычисляются
по формулам

H(x, ω, y) =
1
µ0

rot Ã(x, ω, y),

E(x, ω, y) = iω

[
Ã(x, ω, y) +

1
ω2n2(x)

∇ div Ã(x, ω, y)

]
.

(1.5)

Учитывая, что n(x) = n0 вне �, условия излучения для функции Ã(x, ω, y)
примем в виде, предложенном Зоммерфельдом:

Ã(x, ω, y) = O(r−1),
∂Ã

∂r
− iωn0Ã = o(r−1) при r = |x− y| → ∞. (1.6)

Тогда решение уравнения (1.4) в однородной среде, т. е. при n(x) = n0, удовле-
творяющее условиям излучения (1.6), имеет вид

Ã0(x, ω, y) =
µ0j

0

4π|x− y| exp(iωn0|x− y|). (1.7)

Следовательно, соответствующее электромагнитное поле определяется равен-
ствами

H0(x, ω, y) =
1
µ0

rot Ã0(x, ω, y),

E0(x, ω, y) = iω

[
Ã0(x, ω, y) +

1
ω2n2

0

∇ div Ã0(x, ω, y)

]
,

(1.8)
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в которых Ã0(x, ω, y) находится по формуле (1.7).
Обозначим рассеянное на неоднородности среды электромагнитное поле че-

рез (Esc, Hsc):

Esc(x, ω, y) = E(x, ω, y)− E0(x, ω, y), Hsc(x, ω, y) = H(x, ω, y)−H0(x, ω, y).
(1.9)

Сформулируем постановку задач об определении коэффициента диэлектри-
ческой проницаемости, которые будем рассматривать ниже.

Задача 1. Предположим, что во всех точках границы S области � задан

модуль Esc(x, ω, y) как функция точки x ∈ S и параметров y, ω для всех y ∈ S
и частот ω, начиная с некоторой фиксированной частоты ω0 > 0, т. е. задана

функция

f1(x, ω, y) = |Esc(x, ω, y)|, (x, y) ∈ S × S, ω ≥ ω0 > 0. (1.10)

Требуется по заданной функции найти ε(x) внутри �.

Задача 2. Предположим, что во всех точках границы S области � задан

модуль Hsc(x, ω, y) как функция точки x ∈ S и параметров y, ω для всех y ∈ S
и частот ω, начиная с некоторой фиксированной частоты ω0 > 0, т. е. задана

функция

f2(x, ω, y) = |Hsc(x, ω, y)|, (x, y) ∈ S × S, ω ≥ ω0 > 0. (1.11)

Требуется по заданной функции найти ε(x) внутри �.

Поставленные выше задачи лежат в русле серии постановок задач, публи-
кации по которым появились в последние годы, так называемых безфазовых
обратных задач для уравнений эллиптического типа. В этих задачах использу-
ется только модуль некоторой комплекснозначной функции, отвечающей рас-
сеянному на неоднородностях среды физическому полю. Объясняется это тем,
что физические эксперименты часто проводятся при высоких уровнях энергии
(высоких частотах), чтобы можно было определить свойства среды, имеющей
мелкие включения типа наноструктур. При этом фазовая составляющая по-
ля не может быть непосредственно измерена, эффективно измеряется только
модуль рассеянного поля. В связи с этим 40 лет назад в книге Шадана и Са-
батье [1] была впервые поставлена задача об определении потенциала в уравне-
нии Шредингера по модулю рассеянного поля. Несколько позднее на важность
построения решения этой задачи было указано в [2]. Результаты, связанные
с исследованием поставленной задачи, получены совсем недавно. Теорема о
единственности определения фазы по модулю амплитуды рассеяния получена
в работах М. В. Клибанова [3–5]. Конструктивные методы построения решения
задачи об определении потенциала в уравнении Шредингера предложены в [6–
9], об определении коэффициента рефракции в обобщенном уравнении Гельм-
гольца — в [10–13]. В настоящей работе показываем, что поставленные выше
задачи об отыскании коэффициента диэлектрической проницаемости в уравне-
ниях электродинамики приводятся к задаче об определении индекса рефракции
по кинематическим данным, т. е. к решению хорошо известной обратной кине-
матической задачи. Это открывает путь к их эффективному решению.
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§ 2. Асимптотика электромагнитного поля
на высоких частотах для однородной среды

Найдем асимптотику функций E0 и H0, заданных формулами (1.7), (1.8)
при ω →∞. Проводя вычисления, получаем формулы

div Ã0 =
µ0(j0 · ν0)
4π|x− y| exp(iωn0|x− y|)

[
iωn0 −

1
|x− y|

]
,

rot Ã0 =
µ0(ν0 × j0)
4π|x− y| exp(iωn0|x− y|)

[
iωn0 −

1
|x− y|

]
,

∇ div Ã0 =
µ0

4π|x− y| exp(iωn0|x− y|)
{[
iωn0 −

1
|x− y|

]
(iωn0)ν0(j0 · ν0)

+
iωn0

|x− y| (j
0 − 2ν0(j0 · ν0))− 1

|x− y|2 (j0 − 3ν0(j0 · ν0))

}
,

в которых ν0 = (x− y)/|x− y|. В результате находим, что

E0(x, ω, y) =
iωµ0

4π|x− y| exp(iωn0|x− y|)
{
j0 − ν0(j0 · ν0)

+
j0 − 3ν0(j0 · ν0)
iωn0|x− y|

− j0 − 3ν0(j0 · ν0)
(iωn0|x− y|)2

}
, (2.1)

H0(x, ω, y) =
(ν0 × j0)
4π|x− y| exp(iωn0|x− y|)

[
iωn0 −

1
|x− y|

]
. (2.2)

Следовательно,

E0(x, ω, y) = exp(iωn0|x− y|)
iωµ0

4π|x− y|

[
j0 − (j0 · ν0)ν0

+O

(
1

ω|x− y|

)]
, ω →∞, (2.3)

H0(x, ω, y) = exp(iωn0|x− y|)
iωn0(ν0 × j0)

4π|x− y|

[
1 +O

(
1

ω|x− y|

)]
, ω →∞. (2.4)

Обозначим через τ0(x, y) = n0|x − y| время пробега электромагнитной волны в
однородной среде. Тогда формулы (2.3), (2.4) можно записать в виде

E0(x, ω, y) =
iωµ0n0

4πτ0(x, y)
exp(iωτ0(x, y))

{
j0 − ν0(j0 · ν0) +O

(
1

ωτ0(x, y)

)}
, (2.5)

H0(x, ω, y) = exp(iωτ0(x, y))
iωn2

0(ν
0 × j0)

4πτ0(x, y)

[
1 +O

(
1

ωτ0(x, y)

)]
, ω →∞. (2.6)

§ 3. Асимптотика электромагнитного поля
на высоких частотах для неоднородной среды

Рассмотрим теперь случай, когда коэффициент ε(x) может быть представ-
лен в виде

ε(x) = ε0 + ε1(x); supp ε1(x) ∈ �; ε(x) ∈ C∞(R3). (3.1)
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Примем, что риманова метрика dτ = n(x)|dx|, n(x) =
√
ε(x)µ0, простая, т. е.

любые две точки x, y в R3 могут быть соединены единственной геодезической
� (x, y). Обозначим через τ(x, y) риманово расстояние между точками x и y.
Известно, что функция τ(x, y) является решением следующей задачи:

|∇xτ(x, y)|2 = n2(x), τ(x, y) ∼ n(y)|x− y| при x→ y.

Для вывода асимптотики функций E и H при ω → ∞ воспользуемся тем
обстоятельством, что функция Ã(x, ω, y), являющаяся решением задачи (1.4),
(1.6), совпадает с образом Фурье решения задачи Коши

n2(x)
∂2A

∂t2
−�A+ (divA)∇ ln(ε(x)) = µ0j

0δ(x− y)δ(t), A|t<0 = 0, (3.2)

т. е.

Ã(x, ω, y) =

∞∫

0

A(x, t, y)eiωt dt. (3.3)

Существование интеграла Фурье вытекает из результатов Вайнберга [14]
об экспоненциальном убывании решения задачи (3.2) при t → ∞ и следующей
леммы, фактически являющейся следствием теоремы 1 в [15].

Лемма. Пусть выполнены условия (3.1) и метрика dτ = n(x)|dx|, n(x) =√
ε(x)µ0, простая. Тогда решение задачи (3.2) может быть представлено в виде

A(x, t, y) = α−1(x, y)δ(t2 − τ2(x, y)) + Â(x, t, y)θ(t − τ(x, y)), (3.4)

где α−1(x, y), τ2(x, y) и Â(x, t, y) — бесконечно дифференцируемые функции и

θ(t) — функция Хевисайда: θ(t) = 1 при t ≥ 0 и θ(t) = 0 при t < 0.

Функция α−1(x, y) определяется формулой

α−1(x, y) =
µ0n0

2π
�−1(x, y)j0, (3.5)

в которой �−1(x, y) — матрица, обратная к матрице �(x, y), определяемой ра-
венством

�(x, y) =
1√

J(x, y)
exp

( ∫

� (x,y)

Q(ξ) dξ

)
. (3.6)

В формуле (3.6) J(x, y) — якобиан преобразования римановых координат ζ =
(ζ1, ζ2, ζ3) точки x в декартовы, ξ — переменная точка геодезической � (x, y) и
Q(ξ)dξ — линейная матричная форма,

Q(x) dx = I(∇ ln
√
ε(x) · dx)− (∇ ln

√
ε(x))∗dx, dx = (dx1, dx2, dx3), (3.7)

в которой I = diag(1, 1, 1) и (∇ ln
√
ε(x))∗ — вектор-столбец. Заметим, что рима-

новы координаты ζ могут быть вычислены через функцию τ2(x, y) по формуле

ζ = − 1

2
√
ε(x)µ0

∇yτ2(x, y).

Используя упомянутые выше результаты Вайнберга об экспоненциальном
убывании решения и вычисляя преобразование Фурье функции A(x, t, y), нахо-
дим, что

Ã(x, ω, y) = exp(iωτ(x, y))


α

−1(x, y)
2τ(x, y)

+

∞∫

0

Â(x, t+ τ(x, y), y) exp(iωt) dt


. (3.8)



Определение коэффициента диэлектрической проницаемости 921

Преобразуем интеграл в этом равенстве, проинтегрировав его по частям. Тогда
получим формулу для его вычисления в виде

∞∫

0

Â(x, t + τ(x, y), y) exp(iωt) dt = − 1
iω



Â(x, τ(x, y) + 0, y)

+

∞∫

0

Ât(x, t+ τ(x, y), y) exp(iωt) dt



. (3.9)

Следовательно, второе слагаемое в формуле (3.8) представляет собой величину
порядка O(1/ω) при ω → ∞. Поэтому при вычислении компонент электро-
магнитного поля по формулам (1.5) главная часть асимптотики по ω функций
E(x, ω, y) и H(x, ω, y) определяется множителем exp(iωτ(x, y)). Выполняя эле-
ментарные вычисления, находим

E(x, ω, y) =
iω

2τ(x, y)
exp(iωτ(x, y))

[
α−1(x, y)− (α−1(x, y) · ν(x, y))ν(x, y)

+O

(
1
ω

)]
, ω →∞, (3.10)

H(x, ω, y) =
iω

2µ0τ(x, y)
exp(iωτ(x, y))

[
∇τ(x, y)× α−1(x, y) +O

(
1
ω

)]
, ω →∞.

(3.11)
В формуле (3.10) ν(x, y) = ∇τ(x, y)/|∇τ(x, y)| = ∇τ(x, y)/n(x) — единичный
вектор.

§ 4. Сведение задач 1 и 2
к обратной кинематической задаче

Рассмотрим задачу 1. Вычислим асимптотику рассеянного электрического
поля Esc при ω →∞. Воспользуемся для этого формулами (3.10) и (2.5). Тогда
получим

Esc(x, ω, y) = E(x, ω, y)− E0(x, ω, y)

= iω

[
α−1(x, y)− (α−1(x, y) · ν(x, y))ν(x, y)

2τ(x, y)
exp(iωτ(x, y))

− µ0n0(j0 − (j0 · ν0(x, y))ν0(x, y))
4πτ0(x, y)

exp(iωτ0(x, y)) +O

(
1
ω

)]
. (4.1)

Положим в этой формуле x ∈ S, y ∈ S, x 6= y. Используя данные (1.10) задачи 1,
находим, что

1
ω2
f2
1 (x, ω, y) =

1
ω2
|Esc(x, ω, y)|2

=

[( |α−1(x, y)− ν(x, y)(α−1(x, y) · ν(x, y))|
2τ(x, y)

− µ0n0|j0 − ν0(x, y)(j0 · ν0(x, y))|
4πτ0(x, y)

)2

+ 4
|α−1(x, y)− (α−1(x, y) · ν(x, y))ν(x, y)|

2τ(x, y)
µ0n0|j0 − (j0 · ν0(x, y))ν0(x, y)|

4πτ0(x, y)

× sin2
(ω

2
(τ(x, y) − τ0(x, y))

)
+O

(
1
ω

)]
, ω →∞. (4.2)
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Зафиксировав здесь x и y, получим функцию только одной переменной ω, кото-
рая является почти периодической функцией этой переменной. За счет выбора
направления единичного вектора j0 = j0(y) всегда можно гарантировать, что
множитель при квадрате синуса в формуле (4.2) ненулевой. Поэтому при боль-
ших ω можно найти период этой функции, т. е. разность τ(x, y) − τ0(x, y) =
ψ(x, y). Следовательно, можно найти и τ(x, y) = ψ(x, y) + τ0(x, y) для всех
(x, y) ∈ S × S, x 6= y. Приходим к обратной кинематической задаче: найти n(x)
внутри � по заданным временам пробега τ(x, y) между любыми точками x и y,
лежащими на ее границе.

Рассмотрим задачу 2. Покажем, что и эта задача сводится к обратной
кинематической задаче. Вычислим асимптотику рассеянного магнитного поля
Hsc при ω →∞. Используя формулы (3.11) и (2.6), получаем, что

Hsc(x, ω, y) = H(x, ω, y)−H0(x, ω, y) = iω

[∇τ(x, y) × α−1(x, y)
2µ0τ(x, y)

exp(iωτ(x, y))

− n2
0(ν

0 × j0)
4πτ0(x, y)

exp(iωτ0(x, y)) +O

(
1
ω

)]
, ω →∞. (4.3)

Положим в этой формуле x ∈ S, y ∈ S, x 6= y. Используя данные (1.11) задачи 2,
находим

1
ω2
f2
2 (x, ω, y) =

1
ω2
|Hsc(x, ω, y)|2

=

[( |∇τ(x, y) × α−1(x, y)|
2µ0τ(x, y)

− n2
0|ν0 × j0|

4πτ0(x, y)

)2

+ 4
|∇τ(x, y) × α−1(x, y)|

2µ0τ(x, y)

× n2
0|ν0 × j0|

4πτ0(x, y)
sin2

(
ω

2
(τ(x, y) − τ0(x, y))

)
+O

(
1
ω

)]
, ω →∞. (4.4)

Зафиксировав здесь x и y, опять получим почти периодическую функцию пе-
ременной ω. Поэтому при больших ω можно найти период этой функции, т. е.
разность τ(x, y) − τ0(x, y) = ψ(x, y), а потом и τ(x, y) для всех (x, y) ∈ S × S,
x 6= y. Следовательно, опять приходим к обратной кинематической задаче.

Обратную кинематическую задачу стали исследовать в начале прошлого
века. Первые результаты, связанные со сферически-симметричной моделью
среды, получены немецким геофизиком Герглотцем в 1905 г. Далее одномер-
ная (по числу переменных, от которых зависит неизвестная функция) обрат-
ная кинематическая задача рассматривалась многими геофизиками в связи с
задачами сейсмологии и сейсморазведки полезных ископаемых. Многомерная
обратная кинематическая задача впервые рассмотрена в линеаризованной по-
становке в [16] (см. также монографию [17] и цитированную в ней литературу).
В предположении, что рассматриваемая конформная метрика простая, точная
постановка нелинейной двумерной обратной задачи была исследована в работе
Р. Г. Мухометова [18]. В этой работе найдена оценка устойчивости решения
задачи. Для случая большей размерности результаты, связанные с оценкой
устойчивости решения, получены в [19–21]. Численные методы решения обрат-
ной кинематической задачи предложены в [22–24].

Из [18–21] следует теорема единственности рассматриваемых задач.

Теорема. При выполнении условий леммы информация (1.10) однозначно

определяет решение задачи 1, а информация (1.11) — решение задачи 2.
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Заметим, что бесконечная дифференцируемость коэффициента диэлектри-
ческой проницаемости ε на самом деле несущественна и может быть заменена
требованием конечной гладкости этого коэффициента.
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