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Аннотация. Доказаны формулы площади для классов гёльдеровых в субримано-
вом смысле отображений, а также для их графиков и графиков липшицевых отоб-
ражений, определенных на нильпотентных градуированных группах. Кроме того,
для одного из модельных случаев установлена формула площади для вычисления
исходной меры и близкой к ней.
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В работе установлены формулы площади разных типов для таких классов
гёльдеровых отображений групп Карно, как графики липшицевых в субримано-
вом смысле отображений, графики гладких неконтактных отображений и самих
неконтактных отображений. В [1–3] доказано свойство полиномиальной субри-
мановой дифференцируемости отображений из этих широких классов и постро-
ены адаптированные базисы, «переносящие» групповую структуру с прообраза
на образ. Поэтому решение вопроса о выводе их метрических свойств является
естественным продолжением начатых исследований.

Напомним, что группы Карно, как и нильпотентные градуированные груп-
пы, являются частным случаем пространств Карно — Каратеодори. Для ри-
мановой метрики ρ и согласованной с групповой структурой квазиметрики d∞
справедливы следующие (локальные) оценки сравнения на группе глубины M :

1

C
ρ ≤ d∞ ≤ Cρ1/M , C <∞.

Таким образом, во-первых, построение примеров липшицевых (относительно
d∞) отображений сложных неголономных структур является отдельной нетри-
виальной задачей (см., например, [4–7]), и, во-вторых, отображения класса C1

(в римановом смысле) будут в общем случае гёльдеровыми с показателем 1/M .
На данный момент наиболее общие результаты о формулах площади получе-
ны в [8] для липшицевых отображений пространств Карно — Каратеодори, а
также в [9, 10] для поверхностей-образов отображений, являющихся графиками
липшицевых функций или отображений со значениями на группах Гейзенберга.
Особенности проводимого в работе исследования состоят в том, что
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1) как образ, так и прообраз — нильпотентные градуированные группы
произвольной глубины и размерности,

2) выводятся метрические свойства графиков липшицевых в субримановом
смысле отображений,

3) помимо отображений-графиков изучается подкласс класса гёльдеровых
отображений, не являющихся графиками.

Вышеперечисленные особенности не позволяют напрямую переносить су-
ществующие результаты для «регулярных» и частных случаев на рассматрива-
емые в силу того, что известные на сегодняшний день подходы требуют адапта-
ции к тонкостям задачи (например, координатные функции полиномиального
субриманова дифференциала зависят от координат точки нелинейно в отличие
от двуступенчатого случая, и т. п.), а на некоторых шагах — проверки коррект-
ности применения таких модифицированных методов.

В разд. 1 приведены основные определения и факты неголономной геомет-
рии. В разд. 2 доказана формула подсчета адаптированной меры для классов
гёльдеровых отображений и их графиков. В разд. 3 выводится формула площа-
ди нового типа без использования адаптированного (в смысле определения 2.14)
базиса для модельного случая отображений групп Гейзенберга.

1. Группы Карно и их свойства

Опишем группы Карно (см., например, определение стратифицированной
однородной группы в [11]) и их обобщения — нильпотентные градуированные
группы.

Определение 1.1. Группой Карно называется связная односвязная стра-
тифицированная группа Ли G, алгебра Ли V которой градуирована, т. е. пред-
ставляется в виде

V =

M⊕

j=1

Vj , [V1, Vj ] = Vj+1, j < M, [V1, VM ] = {0}. (1.1)

Размерности пространств Vj(x), j = 1, . . . ,M , не зависят от точки x.

Определение 1.2. Пусть N — топологическая размерность группы G и
X1, X2, . . . , XN — левоинвариантные векторные поля на G, образующие базис
алгебры Ли V , причем

X1, . . . , XdimV1 — базис V1,

XdimV1+···+dimVk−1+1, . . . , XdimV1+···+dimVk
— базис Vk, 1 < k ≤M.

Здесь dimVk означает размерность Vk (в каждой точке x). Если Xj ∈ Vk, то чис-
ло k называется степенью поля Xj и обозначается символом degXj. Векторные
поля степени 1 далее будем называть горизонтальными.

Определение 1.3. Нильпотентной градуированной группой (Ли) называ-
ется связная односвязная группа Ли G, для алгебры Ли V которой справедливо

V =

M⊕

j=1

Vj , [V1, Vj ] ⊂ Vj+1, j < M, [Vk, VM ] = {0}, k = 1, . . . ,M.

Размерности пространств Vj(x), j = 1, . . . ,M , не зависят от точки x. Степени
базисных полей задаются аналогично определению 1.2.



1058 М. Б. Карманова

Иными словами, для нильпотентной градуированной группы соотношение
[V1, Vj ] = Vj+1 из (1.1) может не выполняться. Группа Карно является частным
случаем нильпотентной градуированной группы.

Определение 1.4. Минимальное число M такое, что VM 6= {0}, а VM+1 =
{0}, называется глубиной нильпотентной градуированной группы G.

Обозначение 1.5. Обозначим символом 0 единицу группы G.

Из формулы Бейкера — Кэмпбелла — Хаусдорфа и условия левоинвари-
антности базисных полей выводятся следующие выражения для групповой опе-

рации на G. Если x = exp

(
N∑
j=1

xjXj

)
(0), y = exp

(
N∑
j=1

yjXj

)
(0), то x · y = z =

exp

(
N∑
j=1

zjXj

)
(0), где zj = xj + yj для degXj = 1,

zj = xj + yj +
∑

µ>0,β>0,
|µ+β|h=degXj

F jµ,βx
µyβ

при degXj > 1. Для каждого N -мерного мультииндекса λ = (λ1, . . . , λN ) его

однородная норма обозначается через |λ|h =
N∑
i=1

λi degXi.

Здесь умножение x ·y понимается в следующем смысле. Сначала движение

идет до точки x вдоль интегральной линии векторного поля
N∑
j=1

xjXj с началом

в 0, а затем — вдоль интегральной линии векторного поля
N∑
j=1

yjXj с началом

в x. Таким образом, интегральная линия поля
N∑
j=1

zjXj соединяет точки 0 и z =

exp

(
N∑
j=1

yjXj

)
(x).

Определение 1.6. Константы
{
F jµ,β

}
j,µ,β

называются структурными кон-

стантами группы G.

Определение 1.7. Рассмотрим точку u ∈ G и (v1, . . . , vN ) ∈ RN . Опреде-
лим отображение θu : RN → G следующим образом:

θu(v1, . . . , vN ) = exp

(
N∑

i=1

viXi

)
(u).

Известно, что θu — гладкий диффеоморфизм. Набор {vi}Ni=1 называется нор-

мальными координатами или координатами первого рода (относительно u ∈
G) точки v = θu(v1, . . . , vN ).

Определение 1.8. Пусть G — нильпотентная градуированная группа то-

пологической размерности N и глубины M , и пусть x = exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(u).

Определим величину d∞ следующим образом:

d∞(x, u) = max
i=1,...,N

{|xi|
1

deg Xi }.
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Свойство 1.9. Величина d∞(v, w) локально является квазиметрикой: она
неотрицательна (и равна нулю тогда и только тогда, когда v = w), обладает
свойством симметричности и для всякой окрестности D ⊂ G существует кон-
станта CD <∞ такая, что обобщенное неравенство треугольника

d∞(v, w) ≤ CD(d∞(v, u) + d∞(u,w))

верно для всех v, u, w ∈ D.

Обозначение 1.10. Шар в квазиметрике d∞ радиуса r с центром в точке
x, равный {y ∈ G : d∞(x, y) < r}, обозначим через Box(x, r).

Свойство 1.11. Образ шара Box(x, r) при отображении θ−1
x — декартово

произведение M кубов, длины сторон которых равны 2r, 2r2, . . . , 2rM .

Свойство 1.12. С помощью свойства 1.11 непосредственно проверяется,
что хаусдорфова размерность группы G относительно d∞ равна

ν =
M∑

j=1

j dimVj .

Определение 1.13 [12]. Пусть G, G̃ — нильпотентные градуированные

группы Ли, E ⊂ G и ψ : E → G̃. Пусть еще d̃ : ψ(E)× G̃ → R+. Будем говорить,
что ψ полиномиально субриманово дифференцируемо, или полиномиально hc-
дифференцируемо, в (предельной) точке x ∈ E относительно d̃, если существует

отображение Lx : G → G̃ такое, что
1) d̃(ψ(w),Lx〈w〉) = o(d∞(x,w)), E ∋ w → x;
2) Lx(w) = θψ(x) ◦ Lx ◦ θ−1

x (w), где Lx — оператор с полиномиальными

относительно w1, . . . , wN коэффициентами, а exp

(
N∑
j=1

wjXj

)
(x) = w.

ОтображениеLx называется полиномиальным субримановым дифференци-

алом, или полиномиальным hc-дифференциалом, отображения ψ в точке x.

Обозначение 1.14. Здесь и далее полиномиальный субриманов диффе-

ренциал Lx отображения ψ в точке x будем обозначать через D̂Pψ(x).

2. Адаптированная мера поверхностей

Прежде всего опишем класс рассматриваемых в статье отображений и их
дифференциальные свойства.

Обозначение 2.1. Для G ∋ y = exp

(
N∑
i=1

yiXi

)
(x) коэффициенты при по-

лях степени k будем называть переменными степени k, k = 1, . . . ,M .

Предположение 2.2. Будем рассматривать ϕ : �→ G̃, где
1) � ⊂ G — открытое множество;
2) G — нильпотентная градуированная группа топологической размерно-

стиN с базисными полямиX1, . . . , XN , хаусдорфовой размерности ν, с алгеброй

Ли векторных полей V =
M⊕
i=1

Vi, где размерность Vi в каждой точке равна ni, а

поля Xdi−1+1, . . . , Xdi составляют базис Vi, di =
i∑

k=1

nk, d0 = 0, i = 1, . . . ,M , и

единицей 0;
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3) G̃ — нильпотентная градуированная группа топологической размерно-

сти Ñ с базисными полями X̃1, . . . , X̃Ñ
, хаусдорфовой размерности ν̃, с алгеброй

Ли векторных полей Ṽ =
M̃⊕
i=1

Ṽi, где размерность Ṽi в каждой точке равна ñi, а

поля X̃d̃i−1+1, . . . , X̃d̃i
составляют базис Ṽi, d̃i =

i∑
k=1

ñk, d̃0 = 0, i = 1, . . . , M̃ , и

единицей 0̃;

4) каждая координатная функция ϕi имеет гладкость
[
M̃+k−1

k

]
по перемен-

ным степени k, i = 1, . . . , Ñ , k = 1, . . . ,M .

Обозначение 2.3 [1, 2]. Пусть ψ : G → R. Обозначим через Ds,qψ(x)〈y〉,

y = exp

(
N∑
k=1

ykXk

)
(x), минимальную часть многочлена Тейлора, состоящую из

производных порядка не выше qs функции ψ в точке x по переменным (y1, . . . ,
ydq) степеней, не превосходящих q, которая аппроксимирует значение

ψ

(
exp

( dq∑

k=1

ykXk

)
(x)

)
−ψ
(

exp

(dq−1∑

k=1

ykXk

)
(x)

)
−Dψ(x)

〈 dq∑

l=dq−1+1

ylXl

〉
(2.1)

с точностью до величины o( max
i=1,...,dq

{|yi|
1

deg Xi })qs.

Замечание 2.4 [1, 2]. Обратим внимание, что (2.1) равно выражению

ψ̄(y1, . . . , ydq , 0dq+1, . . . , 0N ) − ψ̄(y1, . . . , ydq−1 , 0dq−1+1, . . . , 0N)

−Dψ̄(x̄q−1)〈0, . . . , 0, ydq−1+1, . . . , ȳN 〉 +Dψ̄(x̄q−1)〈0, . . . , 0, ȳdq+1, . . . , ȳN〉
+ (Dψ̄(x̄q−1) −Dψ̄(0))〈0, . . . , 0, ydq−1+1, . . . , ydq , 0, . . . , 0〉,

где ψ̄ = ψ ◦ θx, x̄q−1 = (y1, . . . , ydq−1 , 0dq−1+1, . . . , 0N), нули с индексами обо-
значают нулевые координаты с соответствующими номерами, а координаты ȳk
определяются формулами групповой операции на G и могут отличаться от со-
ответствующих yk, k = dq + 1, . . . , N (см. также комментарии в [2]).

Справедлив следующий результат о полиномиальной субримановой диф-
ференцируемости классов гёльдеровых отображений.

Теорема 2.5 [1, 2]. Пусть выполнены условия предположения 2.2. Отоб-

ражение ϕ : � → G̃ полиномиально субриманово дифференцируемо всюду,

и D̂Pϕ(x) в нормальных координатах относительно ϕ(x) сопоставляет элемен-

ту y набор (�1(x, y), . . . , �Ñ
(x, y)), где для deg X̃i = k, k ≤ M̃ − 1,

�i(x, y) = Dϕi(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−2

p
],p
ϕi(x)〈y〉

+
∑

|α+β+ej+el|h=k,
j<l

Giα,β,j,l(−ϕ(x))α
Ñ∏

q=1

(
ϕq(x) +Dϕq(x)〈y〉

+

M∑

p=1

D
[ M̃+p−3

p
],p
ϕq(x)〈y〉

)βq
(
ϕl(x)

(
Dϕj(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−2

p
],p
ϕj(x)〈y〉

)
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− ϕj(x)

(
Dϕl(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−2

p
],p
ϕl(x)〈y〉

))

и для deg X̃i = M̃

�i(x, y) = Dϕi(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−1

p
],p
ϕi(x)〈y〉

+
∑

|α+β+ej+el|h=k,
j<l

Giα,β,j,l(−ϕ(x))α
Ñ∏

q=1

(
ϕq(x) +Dϕq(x)〈y〉

+

M∑

p=1

D
[ M̃+p−2

p
],p
ϕq(x)〈y〉

)βq
(
ϕl(x)

(
Dϕj(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−1

p
],p
ϕj(x)〈y〉

)

− ϕj(x)

(
Dϕl(x)〈y〉 +

M∑

p=1

D
[ M̃+p−1

p
],p
ϕl(x)〈y〉

))
,

β = (β1, . . . , βÑ), и в выражении (−ϕ(x))α символ ϕ(x) обозначает набор (ϕ1(x),
. . . , ϕ

Ñ
(x)).

Для классов отображений-графиков будем считать, что выполнены следу-
ющие условия.

Предположение 2.6. Пусть (G, {X1, . . . , XN}) и (G̃, {X̃1, . . . , X̃Ñ
}) соот-

ветственно группа Карно и нильпотентная градуированная группа, для которых
справедливы условия и обозначения предположения 2.2. Пусть, кроме того,

1) G, G̃ ⊂ U, где U — нильпотентная градуированная группа топологической

размерности N + Ñ , G ∩ G̃ = 0 = (0, 0̃);

2) поля X1, . . . , XN и X̃1, . . . , X̃Ñ
базисные для всей группы U;

3) ϕ : � → G̃ — липшицево в субримановом смысле отображение, где � ⊂
G — открытое множество.

Теорема 2.7 [1, 2]. Пусть выполнены условия предположения 2.6. Отобра-
жение-график ϕ� : � → U, где � ⊂ G — открытое множество, полиномиально
субриманово дифференцируемо почти всюду (а именно в точках hc-дифферен-

цируемости ϕ), и D̂Pϕ� (x) сопоставляет элементу exp

(
N∑
p=1

ypXp

)
(x) в коорди-

натах относительно ϕ� (x) набор (�1(x, y), . . . , �N (x, y), �̃1(x, y), . . . , �̃Ñ
(x, y)),

где

�i(x, y) = yi +
∑

|κ+µ+λ|h=degXi,
κ,|λ|+|µ|>0

KXi

κ,µ,λy
κ(−ϕ(x))µ(ϕ(x))λ

+
∑

|α+β+γ+τ |h=degXi,
α,τ>0

LXi

α,β,γ,τ(−ϕ(x))β(ϕ(x))γyα(D̂ϕ(x)〈y〉)τ , i = 1, . . . , N,

�̃j(x, y) = (D̂ϕ(x)〈y〉)j +
∑

|κ+µ+λ|h=deg X̃j ,
κ,|λ|+|µ|>0

K
X̃j

κ,µ,λy
κ(−ϕ(x))µ(ϕ(x))λ
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+
∑

|α+β+γ+τ |h=deg X̃j ,
α,τ>0

L
X̃j

α,β,γ,τ(−ϕ(x))β(ϕ(x))γyα(D̂ϕ(x)〈y〉)τ , j = 1, . . . , Ñ ,
(2.2)

кроме того, символы y, ϕ(x) и D̂ϕ(x)〈y〉, взятые в качестве возводимых в степень

объектов, обозначают наборы (y1, . . . , yN), (ϕ1(x), . . . , ϕÑ (x)) и
(
(D̂ϕ(x)〈y〉)1,

. . . , (D̂ϕ(x)〈y〉)
Ñ

)
соответственно, а KXi

κ,µ,λ, L
Xi

α,β,γ,τ , K
X̃j

κ,µ,λ и L
X̃j

α,β,γ,τ — констан-

ты для всех мультииндексов κ, µ, λ, α, β, γ, τ , i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , Ñ .

Подчеркнем, что для вывода (2.2) достаточно только липшицевости ϕ во
внутреннем (субримановом) смысле.

Следствие 2.8. ДифференциалD(D̂Pϕ� (x))(x) полиномиального hc-диф-
ференциала в точке x имеет вид




EdimV1 0 0 . . . 0 0
∗ EdimV2 0 . . . 0 0
∗ ∗ EdimV3 . . . 0 0
. . . · · · 0 0
∗ ∗ ∗ · · · ∗ EdimVM

(D̂ϕ)
V1,Ṽ1

(x) 0 0 . . . 0 0

∗ (D̂ϕ)
V2,Ṽ2

(x) 0 . . . 0 0

∗ ∗ (D̂ϕ)
V3,Ṽ3

(x) . . . 0 0

∗ ∗ ∗ · · · ∗ (D̂ϕ)
VM ,ṼM

(x)




, (2.3)

гдеEdimVl
— единичные матрицы размерности dimVl, l = 1, . . . ,M , (D̂ϕ)

Vj ,Ṽj
(x),

j = 1, . . . ,min{M, M̃}, — диагональные блоки матрицы hc-дифференциала [13–

15] отображения ϕ, и (D̂ϕ)
VM ,ṼM

(x) = ∅, если M̃ < M (в этом случае последний

блок hc-дифференциала отображения ϕ равен (D̂ϕ)
V
M̃
,Ṽ

M̃

). Если M̃ > M , то в

матрице (2.3) присутствуют дополнительные строки.

Действительно, достаточно рассмотреть матрицу
(∂�̂i(x,y)

∂yj

∣∣
y=0

)
, i = 1, . . . ,

N + Ñ , j = 1, . . . , N , где �̂i = �i для i = 1, . . . , N и �̂i = �̃i−N для i = N + 1,

. . . , N + Ñ .

Свойство 2.9. С помощью элементарных преобразований базиса в образе
отображения-графика (для фиксированной точки x ∈ �) вида

Xq 7→ Yq = Xq +
∑

i:degXi>degXq

P iq(x)Xi +
∑

j:deg X̃j>degXq

P̃ jq (x)X̃j , (2.4)

q = 1, . . . , N , матрицу (2.3) дифференциала D(D̂Pϕ� (x))(x) можно привести к
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виду



EdimV1 0 0 . . . 0 0
0 EdimV2 0 . . . 0 0
0 0 EdimV3 . . . 0 0
. . . · · · 0 0
0 0 0 · · · 0 EdimVM

(D̂ϕ)
V1,Ṽ1

(x) 0 0 . . . 0 0

0 (D̂ϕ)
V2,Ṽ2

(x) 0 . . . 0 0

0 0 (D̂ϕ)
V3,Ṽ3

(x) . . . 0 0

0 0 0 · · · 0 (D̂ϕ)
VM ,ṼM

(x)




, (2.5)

где EdimVl
— единичные матрицы размера dimVl, l = 1, . . . ,M , а (D̂ϕ)

Vj ,Ṽj
(x),

j = 1, . . . ,min{M, M̃}, — диагональные блоки матрицы hc-дифференциала [13–

15] отображения ϕ, и (D̂ϕ)
VM ,ṼM

(x) = ∅, если M̃ < M . Если M̃ > M , то в

матрице (2.5) присутствуют дополнительные нулевые строки.

Обозначение 2.10. Часть дифференциала D(D̂Pϕ� (x))(x), соответству-

ющую матрице (2.5), будем обозначать через Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x).

Теорема 2.11 [1, 2]. Пусть для G и G̃ выполнены условия предположе-
ния 2.6, и пусть отображениеϕ такое, как описано в предположении 2.2. Отобра-
жение-график ϕ� : � → U, где � ⊂ G — открытое множество, непрерывно

полиномиально субриманово дифференцируемо всюду, и D̂Pϕ� (x) сопостав-
ляет в нормальных координатах относительно ϕ� (x) каждому элементу

exp

(
N∑
p=1

ypXp

)
(x) набор (�1(x, y), . . . , �N (x, y), �̃1(x, y), . . . , �̃Ñ (x, y)), где

�i(x, y) = yi +
∑

|κ+µ+λ|h=degXi,
κ,|λ|+|µ|>0

KXi

κ,µ,λy
κ(−ϕ(x))µ(ϕ(x))λ

+
∑

|α+β+γ+τ |h=degXi,
α,τ>0

LXi

α,β,γ,τ(−ϕ(x))β(ϕ(x))γyα(D̂Pϕ(x)〈y〉)τ , i = 1, . . . , N,

�̃j(x, y) = (D̂Pϕ(x)〈y〉)j +
∑

|κ+µ+λ|h=deg X̃j ,
κ,|λ|+|µ|>0

K
X̃j

κ,µ,λy
κ(−ϕ(x))µ(ϕ(x))λ

+
∑

|α+β+γ+τ |h=deg X̃j ,
α,τ>0

L
X̃j

α,β,γ,τ(−ϕ(x))β(ϕ(x))γyα(D̂Pϕ(x)〈y〉)τ , j = 1, . . . , Ñ ,
(2.6)

кроме того, как и в теореме 2.7, y = (y1, . . . , yN ), ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕÑ (x)),

D̂Pϕ(x)〈y〉 =
(
(D̂Pϕ(x)〈y〉)1, . . . , (D̂Pϕ(x)〈y〉)

Ñ

)
— координаты полиномиально-

го субриманова дифференциала ϕ в точке x на элементе y относительно ϕ� (x)

и KXi

κ,µ,λ, L
Xi

α,β,γ,τ , K
X̃j

κ,µ,λ и L
X̃j

α,β,γ,τ — константы для всех κ, µ, λ, α, β, γ,

τ , i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , Ñ .
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Свойство 2.12. С помощью элементарных преобразований вида (2.4) ба-
зиса {Xi}Ni=1 в образе отображения-графика для фиксированной точки x ∈ �

матрицу дифференциала D(D̂Pϕ� (x))(x) можно привести к виду (2.5), где вме-

сто блоков (D̂ϕ)
Vj ,Ṽj

(x) будут блоки D((D̂Pϕ)(x))
Vj ,Ṽj

(x) размеров dim Ṽj ×
dimVj , j = 1, . . . ,min{M, M̃}. Чтобы в этом убедиться, достаточно рассмот-

реть матрицу
(∂�̂i(x,y)

∂yj

∣∣
y=0

)
, i = 1, . . . , N + Ñ , j = 1, . . . , N , где �̂i = �i для

i = 1, . . . , N и �̂i = �̃i−N для i = N + 1, . . . , N + Ñ .

Обозначение 2.13. Матрицу, состоящую из блоков D((D̂Pϕ)(x))
Vj ,Ṽj

(x),

j = 1, . . . ,min{M, M̃}, где остальные элементы равны нулю, обозначим симво-

лом Ddiag(D̂Pϕ(x))(x).

Введем понятия адаптированного базиса и соответствующей меры.

Определение 2.14 [2, 3]. Пусть G и G̃ — нильпотентные градуированные

группы, � ⊂ G и ψ : � → G̃. Если координаты {κj}Ñj=1 полиномиального

субриманова дифференциала D̂Pψ(x)〈y〉, рассмотренные относительно точки

ψ(x) в базисе {Yi}Ñi=1, обладают свойством |κj | = O(d∞(x, y)deg X̃j ), j = 1, . . . , Ñ ,

то базис {Yi}Ñi=1 называется внутренним, или адаптированным (в точке x).

Справедливы следующие результаты для рассматриваемых классов гёль-
деровых отображений.

Теорема 2.15 [2, 3]. Пусть ϕ в условиях предположения 2.6 является кон-

тактным отображением, имеющим гладкость
[max{M,M̃}+p−1

p

]
по переменным

степени p, p = 1, . . . ,M . Тогда для всех x ∈ � существуют полученный линей-
ными преобразованиями базиса {Xi}Ni=1 базис {Yj}Nj=1 и адаптированный базис

{xX1, . . . ,
xXN , xX̃1, . . . ,

xX̃
Ñ
} такие, что множество

(
θ̃ϕ� (x) ◦ θ−1

ϕ� (x)

)
(Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉)

совпадает с D̂Pϕ� (x)〈Box(x, r)〉, а
(
θY,ϕ� (x) ◦ θ−1

ϕ� (x)

)
(Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉) = D(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉.

Здесь θϕ� (x) — отображение нормальных координат в исходном базисе, θY,ϕ� (x)

— в преобразованном базисе, θ̃ϕ� (x) — в адаптированном базисе, а Ddiag —
блочно-диагональная часть дифференциала, состоящая из блоков размеров

(ni + ñi) × ni, i = 1, . . . ,min{M, M̃} (полученная при перегруппировке полей
на U по степеням).

Теорема 2.16 [2, 3]. Пусть для G и G̃ выполнены условия предположения
2.6, а отображение ϕ в условиях предположения 2.2 по переменным степени p,

p = 1, . . . ,M , имеет гладкость
[max{M,M̃}+p−1

p

]
. Тогда для всех x ∈ � существу-

ют полученный линейными преобразованиями базиса {Xi}Ni=1 базис {Yj}Nj=1 и

адаптированный базис {xX1, . . . ,
xXN , xX̃1, . . . ,

xX̃
Ñ
} такие, что множество

(
θ̃ϕ� (x) ◦ θ−1

ϕ� (x)

)
(Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉)

совпадает с D̂Pϕ� (x)〈Box(x, r)〉, а
(
θY,ϕ� (x) ◦ θ−1

ϕ� (x)

)
(Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉) = D(D̂Pϕ� (x))(x)〈Box(x, r)〉.
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Здесь θϕ� (x) — отображение нормальных координат в исходном базисе, θY,ϕ� (x)

— в преобразованном базисе, θ̃ϕ� (x) — в адаптированном базисе, а Ddiag —
блочно-диагональная часть дифференциала, состоящая из блоков размеров

(ni + ñi) × ni, i = 1, . . . ,min{M, M̃} (полученная при перегруппировке полей
на U по степеням).

Предположение 2.17. Будем считать, что в следующей теореме N ≤
Ñ , так как этот случай представляет интерес для исследования метрических
свойств поверхностей-образов.

Теорема 2.18 [2, 3]. Пусть выполнены условия теоремы 2.16. Если для
точки x ∈ � существует невырожденное преобразование ηx базиса в образе, при-

водящее матрицу D(D̂Pϕ(x))(x) к блочно-верхнетреугольному виду, где «диа-

гональные» блоки имеют размеры ñi × ni, i = 1, . . . , min{M, M̃}, то адаптиро-
ванный в точке x базис существует и состоит из полей

X̃l 7→ xX̃l = (Dχx(v) ◦ ηx)〈X̃l(v)〉,

l = 1, . . . , Ñ . Здесь χx = D̂Pϕ(x) ◦ (D(D̂Pϕ(x)))−1, если ранг D(D̂Pϕ(x)) равен

Ñ и N = Ñ . Если ранг D(D̂Pϕ(x)) максимален, но меньше Ñ , то χx — продол-

жение отображения D̂Pϕ(x) ◦ (D(D̂Pϕ(x)))−1, построенное с помощью сдвигов
(см. подробности в [2, теорема 4.3]) вдоль дополнения образа дифференциала

D(D̂Pϕ(x)). В этом случае множество
(
θ̃ϕ(x) ◦ θ−1

ϕ(x)

)
(D�(D̂Pϕ(x))(x)〈Box(x, r)〉)

совпадает с D̂Pϕ(x)〈Box(x, r)〉, где матрица D�(D̂Pϕ(x))(x) равна матрице

D(D̂Pϕ(x))(x) при преобразовании ηx базиса, а θ̃ϕ(x) — отображение нормаль-
ных координат в преобразованном базисе.

Если ранг D(D̂Pϕ(x)) не максимален, то аналогичный результат справед-
лив для ограничений ϕ на поверхности меньшей размерности, на которых мат-

рица D(D̂Pϕ(x))(x) имеет максимальный ранг.

В теоремах 2.15 и 2.16 базис {xX1, . . . ,
xXN ,

xX̃1, . . . ,
xX̃

Ñ
}, а в теореме 2.18

базис {xX̃1, . . . ,
xX̃

Ñ
} адаптированный. Так как он зависит от фиксированной

точки x, будем говорить, что он адаптированный в точке x, или внутренний

относительно точки x. Кроме того, этот базис позволяет аппроксимировать
полиномиальный hc-дифференциал его блочно-«диагональной» линейной ча-
стью, не искажая ее.

Будем полагать deg xXi = deg Yi = degXi и deg xX̃j = deg X̃j , i = 1, . . . , N ,

j = 1, . . . , Ñ .

Соглашение 2.19. В определениях 2.21, 2.22 и 2.24, а также замечании

2.23, лемме 2.27 и теореме 2.28 полагаем N̂ = N + Ñ , M̂ = max{M, M̃} и

ϕ̂ = ϕ� для условий теорем 2.15 и 2.16 и N̂ = Ñ , M̂ = M̃ и ϕ̂ = ϕ для условий

теоремы 2.18. Кроме того, U = G̃ для условий теоремы 2.18, а также

(xY1, . . . ,
xY

N̂
) = (xX1, . . . ,

xXN ,
xX̃1, . . . ,

xX̃
Ñ

)

для условий теорем 2.15 или 2.16 и

(xY1, . . . ,
xY

N̂
) = (xX̃1, . . . ,

xX̃
Ñ

)

для условий теоремы 2.18.

Замечание 2.20. Существуют два способа нумерации адаптированных
базисных полей для отображений-графиков: один получается соединением двух
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наборов базисных полей (xX1, . . . ,
xXN ,

xX̃1, . . . ,
xX̃

Ñ
), а другой — перегруппи-

ровкой полей из двух наборов с одинаковыми степенями. Однако это не влияет
на подсчет определителя субриманова дифференциала, так как при вычислении

произведения det(Ddiag(D̂Pϕ� )∗Ddiag(D̂Pϕ� )) в обоих случаях получаем сумму

единичной матрицы и матрицы D̂ϕ∗D̂ϕ (для графиков липшицевых отображе-

ний) или Ddiag(D̂Pϕ)∗Ddiag(D̂Pϕ) (для случая гёльдеровых отображений).

Определение 2.21. Пусть w = exp

(
N̂∑
i=1

wi
xYi

)
(v), w, v ∈ U. Определим

величину xd∞(w, v) следующим образом:

xd∞(w, v) = max
i=1,...,N̂

{|wi|
1

deg xYi }.

Множество {w ∈ U : xd∞(w, v) < r} называется шаром относительно xd∞
радиуса r > 0 с центром в точке v и обозначается символом xBox(v, r).

Адаптированный вариант метрики, эквивалентной римановой, xρ вводится
аналогично:

xρ(w, v) = max
i=1,...,N̂

{|wi|}.

Определение 2.22 (ср. [8]). Пустьw = exp

(
N̂∑
i=1

wi
xYi

)
(v), w, v ∈ U. Опре-

делим величину xd2(w, v) следующим образом:

xd2(w, v) = max
{( ∑

j:deg xYj=1

|wj |2
) 1

2

,
( ∑

j:deg xYj=2

|wj |2
) 1

2·2

,

. . . ,
( ∑

j:deg xYj=M̂

|wj |2
) 1

2·M̂

}
.

Множество {w ∈ U : xd2(w, v) < r} называется шаром относительно xd2

радиуса r > 0 с центром в точке v и обозначается через x Box2(v, r).

Замечание 2.23. Прообраз xd2-шара x Box2(v, r) при отображении θ̃v, v ∈
U, равен

Box2(0, r) = B
dim span{xYj :deg xYj=1}
2 (0, r) ×B

dim span{xYj :deg xYj=2}
2 (0, r2)

× · · · ×B
dim span{xYj :deg xYj=M̂}
2 (0, rM̂ ),

где Bl2 — евклидов шар размерности l.

Определение 2.24 (ср. [8, 12]). Пусть G — нильпотентная градуирован-
ная группа, � ⊂ G — открытое множество, ν — хаусдорфова размерность G,

V =
M⊕
j=1

Vj — алгебра Ли группы G и S = ϕ̂(�). Кроме того, если выполнены

условия теоремы 2.18, то ранг D(D̂Pϕ(x)) максимален и ϕ взаимно однозначно.
Значение адаптированной, или внутренней, меры H ν

� для подмножеств A ⊂ S
вычисляется по формулеH ν
� (A) =

M∏

j=1

ωdimVj
· lim
δ→0

inf
{∑

i∈N

rνi :
⋃

i∈N

ϕ̂−1(xi) Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ
}
,



Формулы площади для классов гёльдеровых отображений 1067

где точная нижняя грань берется по всем покрытиям множества A.

Замечание 2.25. Так как в условиях теоремы 2.18 топологическая раз-
мерность образа не будет превосходить N и, кроме того, интерес для исследо-
вания представляют поверхности хаусдорфовой размерности ν, будем считать,
что ni ≤ ñi, i = 1, . . . ,M , и ϕ взаимно однозначно. Тогда в случае, когда ранг

матрицы D(D̂Pϕ(x))(x) максимален, в ней содержится N линейно независимых
строк, действия с которыми приводят матрицу к блочно-верхнетреугольному
виду, где «диагональные» блоки имеют размеры ñi×ni. Действительно, снача-

ла к требуемому виду приводится блок из N ≤ Ñ строк, а затем — оставшиеся
строки. Эти преобразования соответствуют линейным преобразованиям ηx в

базисе {X̃j}Ñj=1. Кроме того, эти N строк будут линейно независимыми и в
окрестности точки x рассмотрения полиномиального hc-дифференциала, и в

окрестности точки дифференцирования отображения y 7→ D̂Pϕ(x)〈y〉. В силу
предположений на отображение ϕ такие преобразования (ηx и соответствующее
ему преобразование строк) можно без ограничения общности считать непрерыв-
ными по x ∈ �.

Предположение 2.26. В теореме 2.28 будем считать, что при выполне-
нии условий теоремы 2.18 отображение ϕ биективно на свой образ, преобразо-
вание строк матрицы дифференциала, описанное в замечании 2.25, существует
на всей области определения � и непрерывно зависит от x ∈ �, а ранг матри-

цы D(D̂Pϕ(x))(x) максимален всюду. Таким образом, ηx существует всюду на
образе ϕ(�).

Лемма 2.27. Функция множества � : S → R, где S = ϕ̂(�), заданная, как

� : A 7→H ν
� (A), где A ⊂ S,

обладает следующими свойствами:

1) она абсолютно непрерывна относительно H ν на G;

2) она (локально) аддитивна на удаленных шарах.

Доказательство. Пусть выполнены условия определения 2.24. Иными
словами, либо справедливы условия теорем 2.15 или 2.16, либо выполнены усло-

вия теоремы 2.18 и, кроме того, ранг D(D̂Pϕ(x)) максимален, а ϕ взаимно од-
нозначно (см. также замечание 2.25 и предположение 2.26).

Докажем утверждение 1. Без ограничения общности можно рассматри-
вать U ⋐ �. Пусть � ⊂ U — множество меры нуль. Тогда по определе-
нию множества меры нуль существует покрытие его шарами {Box(xi, ri)}i∈N,
сумма мер которых меньше произвольно заданного малого ε > 0. В силу
свойств адаптированного базиса, установленных в теоремах 2.15, 2.16 и 2.18,

образы D̂P ϕ̂(xi)〈Box(xi, ri)〉 лежат в субримановых шарах, имеющих радиус

Kri, K <∞, в базисе {xiYj}N̂j=1, i ∈ N. (Заметим, что для условий теоремы 2.18
это свойство следует из определения отображения χxi

, которое параметризу-

ет образ D̂Pϕ(xi)〈Box(xi, ri)〉 множествомD�(D̂Pϕ(xi))(xi)〈Box(xi, ri)〉 в базисе

{ηxi
X̃j}Ñj=1, i ∈ N.) Аналогичное утверждение справедливо и для ϕ̂(Box(xi, ri)),

i ∈ N, так как в базисе {xiYj}N̂j=1 координаты образа любой точки из Box(xi, ri)

при ϕ� отличаются от соответствующих координат при отображении D̂P ϕ̂(xi)

на величину, сравнимую с o
(
rM̂i
)
, i ∈ N, где o(1) равномерна на U (см. [2,
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следствие 4.5]). Следовательно, H ν
� -мера образа множества меры нуль не пре-

восходит K̂ε, K̂ = K̂(K, N̂, ϕ̂) < ∞, откуда в силу произвола в выборе ε > 0
следует абсолютная непрерывность функции �.

Утверждение 2 доказывается следующими аргументами:
1) рассматриваются два шара B1 и B2 и их пересечения с S, где B1, B2 ⊂ U

и (B1 ∩ S) ∩ (B2 ∩ S) = ∅;
2) так как преобразования базисов (от исходных к адаптированным и об-

ратные к ним) невырожденны, то как риманово, так и субриманово расстояния
между B1 ∩ S и B2 ∩ S строго отделены от нуля в любом из адаптированных
базисов; кроме того, для адаптированных расстояний верны оценки

ϕ̂−1(xi)d2 ≤ C · ϕ̂−1(xj)ρ1/M̂ ,

где C = C(U ) <∞, U ⊃ ϕ̂−1(B1 ∪B2), для всех i, j ∈ N;
3) таким образом, существует такое δ > 0, что покрытия множеств B1 ∩ S

и B2 ∩ S шарами ϕ̂−1(xi) Box2(xi, ri), ri < δ, i ∈ N, пересекаться не будут.
Отсюда следует (локальная) аддитивность на отдаленных шарах.
Лемма доказана. �

Теорема 2.28. Пусть выполнены условия одной из теорем 2.15, 2.16 или
2.18. Тогда для отображений-графиков справедлива формула площади

∫

�

J (ϕ� , x) dH ν(x) =

∫

ϕ� (�)

dH ν
� (y), (2.7)

где J (ϕ� , x) =

M∏

j=1

√
det
(
Enj

+ (D̂ϕ)∗
Ṽj ,Vj

(x)(D̂ϕ)
Ṽj ,Vj

(x)
)

(2.8)

(см. (2.5)) в условиях теоремы 2.15 иJ (ϕ� , x) =

M∏

j=1

√
det
(
Enj

+D((D̂Pϕ)(x))(x)∗
Vj ,Ṽj

D((D̂Pϕ)(x))(x)
Vj ,Ṽj

)
(2.9)

(см. свойство 2.12) в условиях теоремы 2.16. Если выполнены условия теоремы
2.18, то верна формула площади
∫

�

√
det
(
Ddiag(D̂Pϕ(x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ(x))(x)

)
dH ν(x) =

∫

ϕ(�)

dH ν
� (y), (2.10)

где Ddiag(D̂Pϕ(x))(x) состоит из «диагональных» блоков D�(D̂Pϕ(x))(x) раз-

мерностей ñi × ni, i = 1, . . . ,min{M, M̃}.
Доказательство. Так как из леммы 2.27 следует, что определенная в

ней функция � восстанавливается по своей производной [16, 17], то основная
идея заключается в доказательстве того, что производная функции множества
� равна (2.8) или (2.9) в условиях теорем 2.15 и 2.16 или

√
det(Ddiag(D̂Pϕ(x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ(x))(x))

в условиях теоремы 2.18 (см. (2.10)). В последнем случае, так как по пред-

положению 2.26 ранг матрицы D(D̂Pϕ(x)) максимален, схема доказательства
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формулы площади принципиально не отличается от первых двух, поэтому до-
казательство будем проводить в общем виде. Схема состоит из двух основных
этапов: на первом этапе считаем H N -меру пересечения образа полиномиаль-

ного субриманова дифференциала D̂P ϕ̂(x)〈U 〉, x ∈ U , U ⋐ �, и субриманова
шара xBox2(y, r) с центром в y = ϕ̂(x) (см. обозначение в определении 2.22),
а на втором — находим искажение H ν

� -меры при отображении ϕ̂, используя
непосредственное определение внутренней меры Хаусдорфа (см. определение
2.24); ср. [8].

Напомним, что здесь и далее используются обозначения, принятые в со-
глашении 2.19. Кроме того, будем полагать, что в случае, когда выполнены

условия теоремы 2.18, ранг матрицы D(D̂Pϕ(x)) на рассматриваемых окрест-
ностях максимален и отображение ϕ биективно на свой образ.

Шаг 1. Пусть x ∈ �. Рассмотрим окрестность U ⋐ �, U ∋ x, ее образ

D̂P ϕ̂(x)〈U 〉 при полиномиальном субримановом дифференциале D̂P ϕ̂(x) и пере-
сечение с шаром x Box2(y, r), y = ϕ̂(x). Согласно предположению 2.26 на U вы-
полнено условие непрерывности преобразования базиса в образе, описанное в за-

мечании 2.25 (для случая теоремы 2.18). ОбозначимH N -меру в базисе {xŶj}N̂j=1

символом xH N . Для подсчета xH N -меры множества D̂P ϕ̂(x)〈U 〉∩x Box2(y, r)

перейдем в нормальные координаты θ̃−1
y относительно y в базисе {xŶj}N̂j=1. Со-

гласно теоремам 2.15 и 2.16

θ̃−1
y (D̂Pϕ� (x)〈U 〉) = θ−1

y (Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈U 〉),

и в силу теоремы 2.18

θ̃−1
y (D̂Pϕ(x)〈U 〉) = θ−1

y (D�(D̂Pϕ(x))(x)〈U 〉).

С учетом замечания 2.23 получаем, что вопрос подсчета xH N -меры свелся к
вычислению меры пересечения декартова произведения шаров и плоскости, про-
ходящей через 0 — общий центр шаров. Из свойства 2.9 и матрицы (2.5) следует,
что (см. также [18])H N

(
θ−1
y (Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)〈U 〉) ∩ Box2(0, r)

)
=

M∏

j=1

ωdimVj
rν . (2.11)

Кроме того, из [18, теорема 2, шаги 4, 5] вытекает, чтоH N
(
θ−1
y (D�(D̂Pϕ(x))(x)〈U 〉) ∩ Box2(0, r)

)

=

√
det(D�(D̂Pϕ(x))∗(x)D�(D̂Pϕ(x))(x))

√
det(Ddiag(D̂Pϕ(x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ(x))(x))

M∏

j=1

ωdimVj
rν(1 + o(1)), (2.12)

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U .

Таким образом, xH N (D̂P ϕ̂(x)〈U 〉∩x Box2(ϕ̂(x), r)) = rν ·G(x), где значение
G(x) — это





M∏
j=1

ωdimVj
· |xg̃(ϕ̂(x))| · (1 + o(1)), если ϕ̂ = ϕ� ,

M∏
j=1

ωdimVj
· |xg̃(ϕ̂(x))| · C(x) · (1 + o(1)), если ϕ̂ = ϕ,
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символом xg̃ обозначен риманов тензор в базисе {xŶj}N̂j=1,

C(x) =

√
det(D�(D̂Pϕ(x))∗(x)D�(D̂Pϕ(x))(x))

√
det(Ddiag(D̂Pϕ(x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ(x))(x))

и o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U .

Шаг 2. Для фиксированного x ∈ U и достаточно малого r > 0 рассмотрим
образ ϕ̂(Box2(x, r)) (r > 0 таково, что Box2(x, r) ⊂ U ) и его покрытие набором
шаров {xi Box2(yi, ri)}, yi = ϕ̂(xi), xi ∈ Box2(x, r), i ∈ N. Имеем

∑

i∈N

rνi =
∑

i∈N

xiH N (D̂P ϕ̂(xi)〈U 〉 ∩ xi Box2(yi, ri))

G(xi)

=
∑

i∈N

J (D̂P ϕ̂(xi), xi)
H N (D̂P ϕ̂(xi)

−1(xi Box2(yi, ri)))

G(xi)
(1 + o(1))

=J (D̂P ϕ̂(x), x)
∑

i∈N

H N (D̂P ϕ̂(xi)
−1(xi Box2(yi, ri)))

G(xi)
(1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U . Так как полиномиальный субри-
манов дифференциал невырожден и на прообразе каждого из шаров покрытия

аппроксимирует ϕ̂ с точностью до o(rM̂i ) относительно римановой метрики (o(1)
равномерно на U ), из стандартных рассуждений имеемH N (D̂P ϕ̂(xi)

−1(xi Box2(yi, ri(1 − o(1))))) =H N (ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri)))(1 + o(1)),

иными словами,H N (D̂P ϕ̂(xi)
−1(xi Box2(yi, ri))) =H N (ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri)))(1 + o(1)),

i ∈ N, где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U . Таким образом,

M∏

j=1

ωdimVj

∑

i∈N

rνi =J (D̂P ϕ̂(x), x)
∑

i∈N

H N (ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri)))

|xi g̃(ϕ̂(xi))|
(1 + o(1))

=
J (D̂P ϕ̂(x), x)

|xg̃(ϕ̂(x))|
∑

i∈N

H N (ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri)))(1 + o(1))

для ϕ̂ = ϕ� и

M∏

j=1

ωdimVj

∑

i∈N

rνi =
J (D̂P ϕ̂(x), x)

|xg̃(ϕ̂(x))|C(x)

∑

i∈N

H N
(
ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri))

)
(1 + o(1))

для ϕ̂ = ϕ. Здесь o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U .
Покажем, что множества вида ϕ̂−1(s Box2(ϕ̂(s), τ)), s ∈ U , удовлетворя-

ют условию удвоения для достаточно малых τ > 0. Так как полиномиаль-
ный субриманов дифференциал невырожденный и на прообразе каждого из

шаров покрытия аппроксимирует ϕ̂ с точностью до o(τM̂ ) относительно ри-
мановой метрики, без ограничения общности можно рассматривать множества

вида D̂P ϕ̂(s)−1(s Box2(ϕ̂(s), τ)), s ∈ U . Для них условие удвоения следует
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из параметризации множествами вида θ̃−1
ϕ̂(s)

(D̂P ϕ̂(s)〈U 〉) ∩ Box2(0, τ) посред-

ством биективных на свой образ отображений θ̃−1
ϕ̂(s)

◦ D̂P ϕ̂(s) при достаточно

малых τ > 0 и s ∈ U (см. теоремы 2.15, 2.16 и 2.18), соотношений (2.11) и
(2.12) и непрерывности полиномиальных субримановых дифференциалов. Да-
лее доказательство с очевидными изменениями повторяет схему, приведенную
в [8, теорема 3.13], из которой следует, что точная нижняя грань значений∑
i∈N

H N (ϕ̂−1(xi Box2(yi, ri))) — это H N (Box2(x, r)) · (1 + o(1)), где o(1) → 0 при

r → 0 равномерно на U . Таким образом,H ν
� (ϕ̂(Box2(x, r))) =

J (D̂P ϕ̂(x), x)

|xg̃(ϕ̂(x))| ·H N (Box2(x, r)) · (1 + o(1))

для ϕ̂ = ϕ� иH ν
�

(
ϕ̂(Box2(x, r))

)
=
J (D̂P ϕ̂(x), x)

|xg̃(ϕ̂(x))|C(x)
·H N (Box2(x, r)) · (1 + o(1))

для ϕ̂ = ϕ. Здесь o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U .

Пусть ϕ̂ = ϕ� . Так как формулы площади применялись для адаптирован-

ного базиса {xYj}N̂j=1, с учетом результатов теорем 2.15 и 2.16 выводимJ (D̂P ϕ̂(x), x) =

√
det(Ddiag(D̂Pϕ� (x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x))

|xg̃(ϕ� (x))|
|g(x)| .

Следовательно,H ν
� (ϕ� (Box2(x, r)))

=

√
det(Ddiag(D̂Pϕ� (x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x)) ·H ν(Box2(x, r)) · (1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U . Если ϕ̂ = ϕ, то получаем (см.
теорему 2.18), чтоJ (D̂Pϕ(x), x) =

√
det(D�(D̂Pϕ(x))∗(x)D�(D̂Pϕ(x))(x))

|xg̃(ϕ(x))|
|g(x)| ,

поэтомуH ν
� (ϕ(Box2(x, r)))

=

√
det(Ddiag(D̂Pϕ(x))∗(x)Ddiag(D̂Pϕ(x))(x)) ·H ν(Box2(x, r)) · (1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U . Окончательно

�′(x) =

√
det(Ddiag(D̂P ϕ̂(x))∗(x)Ddiag(D̂P ϕ̂(x))(x)).

Вид якобианов (2.8) и (2.9) следует из вида матрицы Ddiag(D̂P ϕ̂(x)) и непосред-
ственных вычислений (см. замечание 2.20 и (2.5)). Таким образом, формулы
(2.7) и (2.10) верны, и теорема доказана. �
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Следствие 2.29. Пусть алгебра Ли Ṽ группы G̃ такова, что dim Ṽ1 = ñ, а

dim Ṽj+1 − dim Ṽj = 1, j = 1, . . . , M̃ − 1. ТогдаJ (ϕ� , x) =

√
det(En + (D̂ϕ)∗

Ṽ1,V1

(x)(D̂ϕ)
Ṽ1,V1

(x))

×
M̃−1∏

j=1

√
1 + 〈(D̂ϕ)ñ+j(x), (D̂ϕ)ñ+j(x)〉,

где n = dimV1 (в прообразе) в условиях теоремы 2.15 иJ (ϕ� , x) =

√
det(En +D((D̂Pϕ)(x))(x)∗

Ṽ1 ,V1

D((D̂Pϕ)(x))(x)
Ṽ1 ,V1

)

×
M̃−1∏

j=1

√
1 + 〈D((D̂Pϕ)(x))(x)ñ+j , D((D̂Pϕ)(x))(x)ñ+j〉,

где n = dimV1 (в прообразе), в условиях теоремы 2.16. Здесь индекс ñ+j обозна-
чает номер строки в матрице (полиномиального) субриманова дифференциала,

j = 1, . . . , M̃ − 1.

Доказательство. Формулы вытекают из видов Ddiag(D̂Pϕ� (x))(x), где
во всех диагональных блоках, кроме первого, только одна строка будет отно-
ситься к дифференцированию отображения ϕ. Иными словами, в матрице вида

(2.5) все блоки (D̂ϕ)
Vj ,Ṽj

(x) (или D((D̂Pϕ)(x))
Vj ,Ṽj

(x)), кроме первого, будут

строками размерности dimVj , j = 1, . . . ,min{M, M̃}. �

3. Пример вычисления меры поверхностей
без использования адаптированного базиса

В теореме 2.28 для отображений, описанных в условиях теоремы 2.18, фор-
мула площади зависит от преобразования ηx в образе. В этом разделе в качестве
примера докажем формулы площади нового типа, часть из которых не зависят
от преобразований в базисе, для модельного случая. Кроме того, не будем
использовать адаптированные (в смысле определения 2.14) базисы: площадь
поверхностей будет вычислена в исходном базисе в образе или близком к нему.

Рассмотрим случай отображения ϕ : G → G̃ двуступенчатых нильпотентных
градуированных групп, дифференциал которого имеет максимальный ранг.

Предположение 3.1. Пусть G и G̃ — двуступенчатые нильпотентные гра-

дуированные группы, � ⊂ G — открытое множество, а ϕ : � → G̃ — отображе-
ние класса C1. Кроме того, предположим, что

(1) зависимость от координат (y2, . . . , yN) (относительно 0) у всех коор-

динатных функций ϕj (относительно 0̃), j = 2, . . . , dim Ṽ1, dim Ṽ1 + 2, . . . , Ñ ,
линейная, а от y1 они не зависят;

(2) ϕ1 = y1;
(3) зависимость от координат (y2, . . . , yN ) (относительно 0) у ϕ

dim Ṽ1+1
ли-

нейная, а по переменной y1 функция ϕ
dim Ṽ1+1

принадлежит классу C2;

(4) для структурных констант на G верны соотношения F iα,β = 0 для всех
i = dimV1 + 1, . . . , N и мультииндексов α, β 6= 0, а для структурных констант

на G̃ верны соотношения Gj1,l = 0 для всех j > dim Ṽ1 + 1 и l = 1, . . . , dimV1;
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(5) ранг D(D̂Pϕ(x)) равен N всюду, N ≤ Ñ (об аппроксимации полиноми-

альным субримановым дифференциалом D̂Pϕ(x) относительно субримановой
квазиметрики см. ниже);

(6) в образе квазиметрика d2 такова, что в нормальных координатах отно-
сительно точки x соответствующие d2-шары Box2(x, r) равны декартову произ-
ведению

(−r, r)1 ×Bdim Ṽ1−1
2 (0, r) × (−r2, r2)

dim Ṽ1+1
×Bdim Ṽ2−1

2 (0, r2), (3.1)

где Bl2 — l-мерные евклидовы шары.

Прежде чем формулировать теорему и выводить формулу площади, опи-
шем вид полиномиального субриманова дифференциала такого отображения.

Пусть x = exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(0) и y = exp

(
N∑
i=1

yiXi

)
(0). Сначала выведем вид

классического дифференциала отображения ϕ в точке x. По предположению 3.1
(пп. (1)–(3)) имеем

ϕ(x) = exp

(
x1X̃1 +

Ñ∑

j=2

N∑

k=2

ajkxkX̃j + ψ(x1)X̃dim Ṽ1+1

)
(0̃)

и

ϕ(y) = exp

(
y1X̃1 +

Ñ∑

j=2

N∑

k=2

ajkykX̃j + ψ(y1)X̃dim Ṽ1+1

)
(0̃),

где ψ ∈ C2(R). Следовательно, ϕ(y) = exp

(
Ñ∑
j=1

zjX̃j

)
(ϕ(x)), где z1 = y1 − x1 и

zj =
N∑
k=2

ajk(yk − xk) для deg X̃j = 1. Если deg X̃j = 2 и j > dim Ṽ1 + 1, то (см.

п. (4) предположения 3.1) имеем

zj =

N∑

k=2

ajk(yk − xk) +
∑

|em+el|h=2,
m<l

Gjm,l(ϕl(x) · ϕm(y) − ϕl(y) · ϕm(x))

=

N∑

k=2

ajk(yk − xk) +
∑

|em+el|h=2,
m<l

Gjm,l(ϕl(x)ϕm(y − x) − ϕm(x)ϕl(y − x))

=
N∑

k=2

ajk(yk−xk)+
∑

|em+el|h=2,
1<m<l

Gjm,l

(
ϕl(x)

N∑

q=2

amq(yq−xq)−ϕm(x)
N∑

q=2

alq(yq−xq)
)

+
∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x)(y1 − x1)− x1

∑

l:degXl=1

Gj1,l

N∑

q=2

alq(yq − xq) =

N∑

k=2

ajk(yk − xk)

+
∑

|em+el|h=2,
1<m<l

Gjm,l

(
ϕl(x)

N∑

q=2

amq(yq − xq) − ϕm(x)
N∑

q=2

alq(yq − xq)

)
,
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так как

∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x)(y1 − x1) − x1

∑

l:degXl=1

Gj1,l

N∑

q=2

alq(yq − xq) = 0.

Если же j = dim Ṽ1 + 1, то верно

zj = ψ(y1) − ψ(x1) +
∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x)(y1 − x1)

+
∑

|em+el|h=2,
1<m<l

Gjm,l

(
ϕl(x)

N∑

q=2

amq(yq − xq) − ϕm(x)
N∑

q=2

alq(yq − xq)

)

+

N∑

k=2

ajk(yk − xk) − x1

∑

l:degXl=1

Gj1,l

N∑

q=2

alq(yq − xq).

Напомним [2], что в рассматриваемых случаях M̃ = 2, поэтому в силу

предположения 3.1 имеем (D̂Pϕ(x)〈y〉)i = Dϕi(x)〈y〉 для deg X̃i = 1 и

(D̂Pϕ(x)〈y〉)j = Dϕj(x)〈y〉 +D2,1ϕj(x)〈y〉
+

∑

|ek+el|h=2,
k<l

Gjk,l(ϕl(x)(Dϕk(x)〈y〉 +D2,1ϕk(x)〈y〉)

− ϕk(x)(Dϕl(x)〈y〉 +D2,1ϕl(x)〈y〉)) (3.2)

для deg X̃j = 2. Здесь D2,1ϕi(x)〈y〉 — часть ряда Тейлора, аппроксимирующая

ϕi

(
exp

(
dimV1∑

k=1

ykXk

)
(x)

)
− ϕi(x) −Dϕi(x)

〈
dimV1∑

k=1

ykXk

〉

= [ϕi ◦ θx](y1, . . . , ydimV1 , 0, . . . , 0) − [ϕi ◦ θx](0)

−D[ϕi ◦ θx](0)〈y1, . . . , ydimV1 , 0, . . . , 0〉

с точностью до o(|y1, . . . , ydimV1 |2). Из условий (1), (2) предположения 3.1 сле-
дует, что

(D̂Pϕ(x)〈y〉)j = Dϕj(x)〈y〉
+

∑

|ek+el|h=2,
1<k<l

Gjk,l(ϕl(x) ·Dϕk(x)〈y〉 − ϕk(x) ·Dϕl(x)〈y〉)

для j = dim Ṽ1 + 2, . . . , Ñ , а для j = dim Ṽ1 + 1 в силу этого же предположения
(пп. (1)–(4)) в отдельных точках x с координатами (x1, . . . , xN ) при соответству-

ющих значениях функций ϕl, ϕm, l,m = 2, . . . , dim Ṽ1, соотношение (3.2) может
выполняться в виде

(D̂Pϕ(x)〈y〉)j = d(x) · y2
1 . (3.3)

Действительно, так как D2,1ϕdim Ṽ1+1
(x)〈y〉 = d(x) ·y2

1 , а координатные функции

при горизонтальных полях линейны, в силу пп. (1)–(4) предположения 3.1 для
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этого достаточно выполнения условия

Dψ(x)(y1 − x1) +
N∑

k=2

ajk(yk − xk)

= x1

∑

l:degXl=1

Gj1,l

N∑

q=2

alq(yq − xq) −
∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x)(y1 − x1)

−
∑

|em+el|h=2,
1<m<l

Gjm,l

(
ϕl(x)

N∑

q=2

amq(yq − xq) − ϕm(x)
N∑

q=2

alq(yq − xq)

)
(3.4)

(ср. с выражением для z
dim Ṽ1+1

).

Фиксируем x ∈ �. Напомним, что N ≤ Ñ и ранг матрицы D(D̂Pϕ(x))

максимален (см. п. (5) предположения 3.1). Тогда образ D̂Pϕ(x)〈U 〉, где x ∈U , U ⋐ �, является N -мерной поверхностью в G̃. Рассмотрим пересечение

D̂Pϕ(x)〈U 〉∩Box2(ϕ(x), r) и найдем егоH N -меру для достаточно малых r > 0.
Перейдем в нормальные координаты относительно точки ϕ(x) и рассмот-

рим в этих координатах образ отображения D(D̂Pϕ(x))(x). Он представляет

собой N -мерную плоскость в пространстве RÑ . Запишем ее базис в виде столб-
цов матрицы

W =

(
wṼ1

1 . . . wṼ1

N

wṼ2
1 . . . wṼ2

N

)
=

(
wṼ1

wṼ2

)
,

где элементы wṼ1

i — коэффициенты при полях степени 1, а wṼ2

i — при полях
степени 2. В силу предположения 3.1 (п. (2)) (W )1,1 = 1, а остальные элемен-
ты первой строки и первого столбца W (кроме, возможно, первого элемента

первой строки wṼ2) равны нулю. Преобразуем эти векторы в вид, с помощью
которого можно узнать площадь пересечения этой плоскости и субриманова ша-
ра, описанного в п. (6) предположения 3.1, радиуса r > 0. Так как площадь
пересечения плоскости и неголономного шара всегда минимально возможная
(см. [18, 19]), применим преобразование T к столбцам с номерами 2, . . . , N та-

ким образом, чтобы оставить в части wṼ2 матрицы W максимальное количество
линейно независимых столбцов, а остальные занулим. Пусть это количество в
матрице WT равно λ(x). Так как столбцов всего N , то λ(x) ≤ N , и поскольку

их размерность равна dim Ṽ2, то λ(x) ≤ dim Ṽ2.
Таким образом [18, 19], площадь пересечения плоскости и шара будет равна

K(x) · rN−λ(x)+2λ(x) = K(x) · rN+λ(x). (3.5)

Подчеркнем, что в отличие от контактного случая равенство λ(x) = n2 может
не выполняться.

Положим
λ = max

x∈�
λ(x) и µ = N + λ. (3.6)

Предположение 3.2. Без ограничения общности будем предполагать,
что λ(x) = λ. Тогда λ|U = λ для некоторой окрестности U ∋ x, U ⋐

�, причем соответствующие столбцы независимы на всей U . Иными слова-

ми, λ(x) = dimD(D̂Pϕ(x))〈RN 〉/Ṽ1(ϕ(x)) не зависит от x ∈ U . Кроме то-
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го, перенумеруем столбцы таким образом, чтобы матрица WT имела блочно-

«верхнетреугольный» вид, т. е., чтобы все занулившиеся столбцы части wṼ2

находились в начале.

Обозначение 3.3. Для матриц W = W (x) и преобразования T = T (x)
на U введем обозначение WT� = WT�(x), где матрица WT� получается из
блочно-«верхнетреугольной» WT заменой блока над «диагональю» нулевым.

Положим D�(D̂Pϕ(x)) = WT�(x)T−1(x).
Обозначим символомW (−1) матрицу, полученную удалением из WT первой

строки.

Для этого отображения верна

Теорема 3.4. Для отображений ϕ : U → G̃ справедлива следующая фор-
мула площади:

∫U √
det(D�(D̂Pϕ(x))∗D�(D̂Pϕ(x))) dH ν(x) =

∫

ϕ(U )

dH µ(x),

где µ таково, что µ−N = dimD(D̂Pϕ(x))〈RN 〉/Ṽ1(ϕ(x)) для всех x ∈ U . Кроме
того, H µ-мера строится с коэффициентом 2ωλ−1ωN−λ, если верно условие (1):
соотношение

Dψ(x)(y1 − x1) = −
∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x)(y1 − x1) (3.7)

не выполняется нигде, и первый столбец W (−1) независим с остальными;
2ωλωN−λ−1, если имеет место условие (2): (3.7) верно и не существует столбца

матрицыWT с единственным ненулевым элементом, имеющим номер dim Ṽ1+1;
и 4ωλ−1ωN−λ−1, если условия (1) и (2) одновременно не выполняются.

Замечание 3.5. Из предположения 3.2 следует только постоянство вели-
чины λ, тогда как выполнение условия (2) или его одновременное с (1) невы-
полнение в точке x не распространяет эти качества на всю U . Таким образом,
теорема 3.4 верна, только если на всей U либо выполнено одно из условий (1)
или (2), либо они одновременно не выполнены.

Доказательство теоремы 3.4. Предположим, что x ∈ U ⋐ �. Рассмот-

рим пересечение D̂Pϕ(x)〈U 〉∩Box2(ϕ(x), r). Для вычисления егоH N -меры при
достаточно малых r > 0 найдем K(x) из соотношения (3.5). Из [18, 19] следует,
что

(K(x))2 = C2 det((WT )∗WT )

det((WT�)∗WT�)
(1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U , а C — константа, зависящая от
структуры шара. Так как

det((T ∗)−1) det((WT )∗WT ) det(T−1)

det((T ∗)−1) det((WT�)∗WT�) det(T−1)
=

det(W ∗W )

det((WT�T−1)∗(WT�T−1))
,

получаем

K(x) = C

√
det((D(D̂Pϕ(x))(x))∗D(D̂Pϕ(x))(x))

√
det((D�(D̂Pϕ(x))(x))∗D�(D̂Pϕ(x))(x))

(1 + o(1)),
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где o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U .

Рассмотрим плоскость (1, dim Ṽ1 +1), проходящую через 0, и оценим длины

ее пересечений с D(D̂Pϕ(x))(x) и D̂Pϕ(x).

Предположим, что первый элемент (dim Ṽ1 + 1)-й строки WT ненулевой

и верно условие (1). Тогда при переходе от D(D̂Pϕ(x))(x) к D̂Pϕ(x) мера со-
ответствующего пересечения поменяется на величину o(r2), где o(1) → 0 при

r → 0 равномерно по x ∈ U , так как для D(D̂Pϕ(x))(x) пересечение бу-
дет представлять собой прямую вида (y1, a(x)y1), пересекающую множество
(−r, r) × (−r2, r2), где

a(x) = Dψ(x) +
∑

l:degXl=1

Gj1,lϕl(x).

В этом случае C = 2ωλ−1ωN−λ (см. (3.1)).

Пусть выполнено условие (2). Так как ϕl(x), l > 1, не зависит от первой
координаты, а ψ(x) зависит только от нее, то производные Dψ(x) равны нулю.
Таким образом, в силу равенства нулю вторых производных ψ имеем d(x) = 0.
Тогда C = 2ωλωN−λ−1.

Таким образом, для условий (1) и (2) из вида WT вытекает, что исследуе-
мое пересечение — это декартово произведение пересечений плоскости с шаром

Bdim Ṽ1−1
2 (0, r), шаромBdim Ṽ2−1

2 (0, r2) и прямой, пересекающей (−r, r)×(−r2, r2).
Если же условия (1) и (2) одновременно не выполнены, то образ D(D̂Pϕ(x))(x)

содержит плоскость (1, dim Ṽ1 + 1). В этом случае C = 4ωλ−1ωN−λ−1. Оконча-
тельно имеемH N (D̂Pϕ(x)〈U 〉 ∩ Box2(ϕ(x), r))

= rµ · C det((D(D̂Pϕ(x))(x))∗D(D̂Pϕ(x))(x))

det((D�(D̂Pϕ(x))(x))∗D�(D̂Pϕ(x))(x))
(1 + o(1)),

где µ = N + λ.

Далее доказательство следует схеме, представленной в разд. 2 (см. так-
же [8]). Отличие состоит в том, что на образе ϕ(U ) вычисляется H µ-мера, а
неH ν -мера. Подчеркнем, что в общем случае µ 6= ν. Из этой же схемы следует
абсолютная непрерывность относительноH ν на прообразе (так как прообразы
шаров при отображении ϕ удовлетворяют условию удвоения), а свойство ад-
дитивности на отдаленных шарах устанавливается, как для стандартной меры
Хаусдорфа.

Теорема доказана. �

Пусть теперь некоторая поверхность описывается отображением, совпада-

ющим с D̂Pϕ(x), где у соответствующей матрицы дифференциала этого отобра-

жения элементы строки с номером dim Ṽ1 +1 равны нулю, а (D̂Pϕ(x)〈y〉)
dim Ṽ1+1

= d(x) · y2, где d(x) 6= 0. Тогда при переходе от D(D̂Pϕ(x)) к D̂Pϕ(x) вместо
прямой (y1, 0) будет кривая

(
y1, d(x)y

2
1

)
(см. (3.3)) и длина ее пересечения с сече-

нием (1, dim Ṽ1 +1) будет равна 2r, если |d(x)| < 1, и 2r/
√
|d(x)|, если |d(x)| ≥ 1,

с точностью до величины o(r).

Следовательно, с учетом структуры шаров получаем, что если |d(x)| ≥ 1,



1078 М. Б. Карманова

тоH N (D̂Pϕ(x)〈U 〉 ∩ Box2(ϕ(x), r))

= rµ · 2ωλωN−λ−1

det
(
(D(D̂Pϕ(x))(x))∗D(D̂Pϕ(x))(x)

)

det
(
(D�(D̂Pϕ(x))(x))∗D�(D̂Pϕ(x))(x)

) · 1√
|d(x)|

(1 + o(1)),
(3.8)

где µ = N + λ и o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U .
Случай, когда якобиан зависит от вторых производных ϕ, представляет

отдельный интерес. Предположим дополнительно, что Ñ > N , строка W (x)

с номером j = dim Ṽ1 + 1 лежит в линейной оболочке строк с номерами k =

1, . . . , dim Ṽ1, причем коэффициенты в соответствующей линейной комбинации
зависят непрерывно от x ∈ U , и |d(x)| > 1 для всех x ∈ U . Преобразуем ба-

зисные поля степени один X̃1, . . . , X̃dim Ṽ1
таким образом, что соответствующая

строка с номером dim Ṽ1 + 1 матрицы D(D̂Pϕ(x))(x) в преобразованном базисе
будет нулевой. Такое преобразование невырожденно, так как оно будет иметь
вид

X̃j 7→ xỸj = X̃j + αj(x)X̃dim Ṽ1+1
,

где αj(x) — коэффициент при строке с номером j в представлении строки с

номером dim Ṽ1 + 1, j = 1, . . . , dim Ṽ1. В этом случае в плоскости (1, dim Ṽ1 +

1) при переходе от D(D̂Pϕ(x)) к D̂Pϕ(x) вместо прямой (y1, 0) всегда будет

кривая
(
y1, d(x)y

2
1

)
и длина ее пересечения с сечением (1, dim Ṽ1+1) будет равна

не 2r, а 2r/
√
|d(x)| с точностью до величины o(r). Подчеркнем, что так как

выполнение (3.7) всюду влечет равенство нулю d(x), то первый элемент строки

с номером dim Ṽ1 + 1 зануляется только с помощью введения нового базиса.

Шары в новом базисе обозначим через x Box2(y, r), y ∈ G̃, r > 0, и построим
соответствующую меру на ϕ(U ):H µ
ϕ (A) = 2ωλωN−λ−1 lim

δ→0
inf
{∑

i∈N

rµi :
⋃

i∈N

ϕ−1(xi) Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ
}
,

где точная нижняя грань берется по всем покрытиям
⋃
i∈N

ϕ−1(xi) Box2(xi, ri) мно-

жества A. Тогда с учетом структуры шаров (3.1) получаем, что если |d(x)| ≥ 1,
тоH N (D̂Pϕ(x)〈U 〉 ∩ Box2(ϕ(x), r))

= rµ · 2ωλωN−λ−1
det((D(D̂Pϕ(x))(x))∗D(D̂Pϕ(x))(x))

det((D�(D̂Pϕ(x))(x))∗D�(D̂Pϕ(x))(x))
· 1√

|d(x)|
(1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно по x ∈ U . Таким образом, получили зависи-
мость якобиана от вторых производных. Далее, аналогичными с приведенными
ранее рассуждениями получаем абсолютную непрерывность относительно ме-
ры на прообразе и аддитивность на удаленных множествах H µ

ϕ -меры. Отсюда
вытекает, что верна

Теорема 3.6. Для отображений ϕ : U → G̃ справедлива следующая фор-
мула площади:
∫U det((D�(D̂Pϕ(x))(x))∗D�(D̂Pϕ(x))(x))

√
|d(x)| dH ν(x) =

∫

ϕ(U )

dH µ
ϕ (x),
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где µ таково, что µ−N совпадает с максимально возможным количеством ли-

нейно независимых векторов степени два в образеD(D̂Pϕ), аH µ
ϕ -мера рассмат-

ривается с множителем 2ωλωN−λ−1.
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15. Vodopyanov S. Geometry of Carnot–Carathéodory spaces and differentiability of mappings //

The interaction of analysis and geometry. Contemporary mathematics. Providence, RI: Amer.
Math. Soc., 2007. V. 424. P. 247–301.

16. Vodopyanov S. K., Ukhlov A. D. Set functions and their applications in the theory of Lebesgue
and Sobolev spaces. I // Sib. Adv. Math.. 2004. V. 14, N 4. P. 78–125.

17. Vodopyanov S. K., Ukhlov A. D. Set functions and their applications in the theory of Lebesgue
and Sobolev spaces. II // Sib. Adv. Math.. 2005. V. 15, N 1. P. 91–125.

18. Karmanova M., Vodopyanov S. An area formula for contact C1-mappings of Carnot mani-
folds // Complex Variables, Elliptic Equ.. 2010. V. 55, N 1–3. P. 317–329.

19. Karmanova M., Vodopyanov S. A Coarea formula for smooth contact mappings of Carnot–Ca-
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