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Аннотация. Многоагентные и временные логики образуют активную область в
науках об информации и искуcственном интеллекте. Преимущественно внимание
уделялось временным логикам с транзитивным отношением времени. Но это не
выглядит как очень надежное допущение, так как нетранзитивность отношения
передачи информации легко может быть продемонстрирована примерами. В дан-
ной статье вводятся и изучаются многоагентные временные логики, базирующиеся
на нетранзитивном времени. Другое новшество состоит в рассмотрении течения
времени с пробелами с неполной информацией. Найдены разрешающие алгоритмы
для технически наиболее важной части, состоящей в решении проблем выполнимо-
сти и разрешимости. Приводится список интересных открытых проблем.
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1. Введение

Информация и знание — ключевые понятия в информационных и компью-
терных науках, объединенных термином «анализ знания» (на который часто
ссылаются как на computational intelligence), образует солидную область ин-
форматики, в которой привлекаются инструменты математической логики и
символических вычислений. Наиболее технические аспекты относятся к на-
хождению эффективных алгоритмов для обработки информации с целью из-
влечения скрытой информации из известных данных.

Моделирование знания посредством многоагентных логик, базирующихся
на специальных моделях Крипке — Хинтикка, впервые, по-видимому, система-
тически исследуется в [1]. Существенная особенность этого подхода — использо-
вание многоагентных логик с логическими операциями Ki, интерпретируемыми
как S5-модальности. Еще одна особенность монографии [1] — использование
временной логики, что легко согласуется с наблюдением о накоплении знаний
с течением времени.

В свою очередь, временная логика является популярной областью в инфор-
матике и искусственном интеллекте (см. [2–4]). Линейная временная логика (c
Until и Next) введена в [5, 6]; эффективные методы для вычисления выполнимо-
сти в LT L, базирующиеся на теории автоматов, были предложены в [7, 8]; LT L
нашла эффективные применения в анализе протоколов вычислений и проверке
непротиворечивости, совместимости и других концепциях информатики.
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Начиная с общего мультидисциплинарного подхода, знание часто анали-
зировалось через многоагентную технику и различные качества агентов, такие

как автономность и взаимодействие, эффекты кооперации и пр. [9–13]. Для
математического моделирования накопления информации и знания весьма по-

лезными стали инструменты модальной и других неклассических логик. Этот

подход (возможно, впервые) рассматривался в [14]. С тех пор неклассические
логики многократно демонстрировали свою эффективность (см. [15–18]). В

частности, автором ранее изучались многоагентные логики с операцией рассто-
яния [19]; модели для описания концепции Chance Discovery в многоагентном

окружении рассматривались в [20, 21]; логика, моделирующая неопределенность

через многоагентный подход, изучалась в [22]; представление взаимодействия
агентов (как дуальная к common knowledge-концепции, развитой в [22]) иссле-

довано в [23–25].

Целью данной статьи является развитие математических методов исследо-

вания неполных информации и знаний (например, с пробелами во времени — с
фрагментами забытого прошлого) на основе временной логики. Основой подхо-

да являются модели для знаний агентов с линейным временем, транзитивным

на тех участках, которые агенты могут помнить. Течение времени может вы-
глядеть неполным, агенты могут не помнить некоторые интервалы времени, и

в целом течение времени может быть нетранзитивным. Эти модели обобщают
реляционные модели Крипке — Хинтикка (которые являлись эффективным ин-

струментом изучения модальных, временных и других неклассических логик на

протяжении долгого времени). Для исследования свойств и утверждений об их
истинности мы используем логический язык в комбинации с языком временной

логики. Выбранные правила для вычисления истинности формул отражают
возможность пробелов во времени в прошлом. Мы вводим логику, базирующу-

юся на таких моделях, как множество всех формул, истинных на рассматрива-

емых моделях, и исследуем проблемы выполнимости и разрешимости. Решение
этих проблем найдено через специальные алгоритмы для конечных модифи-

цированных моделей. В заключительной части статьи рассматриваем новую

версию нашей логики с допущением неограниченного временного отношения и
ее разрешимость.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 описана семантика

(модели) и введены язык логики и сама MAIntLin-мультиагентная линейная ин-

транзитивная логика. Новизна подхода состоит в том, что на время не накла-
дывается условие транзитивности. Этот подход обосновывается несколькими

модельными примерами, иллюстрирующими, как в этом случае использовать
подход к неполной информации.

В разд. 3 развивается математическая техника реляционных многоагент-
ных моделей. Используются трансформация формул в правила и построение

редуцированных форм таких правил (это очень упрощает доказательства, поз-

воляя избегать формул с временной глубиной подформул больше единицы).
Основной результат здесь — теорема 14, в которой утверждается, что проблема

выполнимости для MAIntLin разрешима (и, следовательно, сама логика MAIntLin

разрешима). В разд. 4 рассматривается другая версия логики MAIntLin, в кото-

рой есть агенты, помнящие все прошлое. С использованием техники из разд. 3,

4 показано, что эта логика также разрешима (теорема 24). В заключение, в
разд. 5, приведен список открытых проблем по этой тематике.
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2. Мультиагентная линейная временная логика,
базирующаяся на нетранзитивном времени

Наша цель в этом разделе — ввести адекватную технику для вычисления
истинностных значений формул, кодирующих информацию и знания в много-
агентной среде. Будем использовать логический язык, включающий временные
логические операции. Формулы этого языка построены из потенциально беско-
нечного множества пропозициональных букв (переменных) Pr, булевых логиче-
ских операций ∧,∨,→,¬ и множества временных операций: унарного отноше-
ния N (next) и множества бинарных временных операций Uj (until для агента
j), где j ∈ Ag (Ag — множество всех агентов в нашем рассмотрении). Таким
образом этот язык расширяет язык стандартной линейной временной логики
с помощью нового конечного числа логических операций типа until. Правила
образования формул стандартны, т. е. p есть формула для любого p ∈ Pr и
если ϕ, ψ — формулы, то ϕ∧ ψ, ϕ ∨ψ, ϕ→ ψ, ¬ϕ, ϕUjψ и Nϕ также формулы.

Проиллюстрируем использование этого языка для кодирования утвержде-
ний об информации чуть позже, а сначала введем семантические модели нашей
логики.

Определение 1. Мультиагентным линейным нетранзитивным фрей-

мом называют модель

ALF In =
〈
WALFIn

,
( ⋃

ξ∈In,j∈[1,k]

〈Rξ,j〉
)
, Nxt,

〉

со следующими свойствами.

• WALFIn
:=

⋃
ξ∈In⊂N

It[ξ] = N , где N — множество натуральных чисел;

(∀ξ ∈ In) d(ξ) ∈ In, d(ξ) > ξ и It[ξ] — замкнутый интервал всех натуральных
чисел, расположенных между ξ и d(ξ) (в частности, содержащий ξ и d(ξ)), т. е.
It[ξ] = [ξ, d(ξ)]. Интервалы It[ξ] могут иметь непустое пересечение только на
их границах, т. е. (∀ξ1, ξ2 ∈ In) ξ1 < ξ2 ⇒ d(ξ1) ≤ ξ2.

• [ξ, d(ξ)] ∩ [d(ξ), d(d(ξ)] = {d(ξ)}.
• Любое Rξ,j является ограничением обычного линейного порядка (≤) в

интервале It[ξ] на некоторое подмножество Domξ,j ⊆ It[ξ].
• (∀j ∈ [1, k]) Rj :=

⋃
ξ∈In

Rξ,j (заметим что любое Rj нетранзитивно, но

линейно).

• Nxt есть стандартное отношение next на N : [n Nxt m], если и только если
m = n+ 1; пишем Nxt(a) = b для обозначения, что b = a+ 1 .

Заметим, что
( ⋃
ξ∈In,j∈[1,k]

〈Rξ,j〉
)

рассматриваем не как бинарное отношение,

а как бесконечное счетное множество отношений Rξ,j ; d(ξ) ∈ In для любого ξ —
мера интранзитивности, интерпретируем [ξ, d(ξ)] как максимальный интервал
времени, который агент может помнить в точке ξ.

Используем обозначение |ALFIn| для базисного множества WALFIn
фрей-

ма ALFIn и для краткости будем писать a ∈ ALF In для обозначения того, что
a ∈ |ALFIn|.

Например, можно рассматривать отношения Rξ,j и ≤ направленными в
прошлое, и a ≤ b тогда означает, что b было раньше, чем a, т. е. b — прошлое
для a. Также можно рассматривать случаи, когда память агентов может иметь
пробелы, т. е. агенты помнят прошлое, но не непрерывно. Например, для
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агента 1 и точки 3 из [3, d(3)], где d(3) = 12, мы можем считать, что R3,1 есть
≤ на [3, 4, 5] ∪ [7, 9] ∪ [11, 12], т. е. агент не помнит точки 6 и 10.

Этот подход применим и к случаю, когда размер (длина) памяти агентов
может быть различным (они могут, например, иметь различный объем баз для
хранения информации о прошлом). Это моделирует ситуацию и в том слу-
чае, когда рассматриваются некоторые пробелы в отношениях Rξ,j на [ξ, d(ξ)]
непосредственно перед d(ξ). В частности, допустимо, чтобы все агенты имели
пробелы в памяти перед d(ξ). Это означает, что потенциально мера интран-
зитивности для всех агентов может быть большой, но все же все агенты не
достигают предела — точки d(ξ).

Как обычно, для любой временной логики для каждого ALFIn можно опре-
делить модель на нем введением некоторого означивания V на ALFIn для неко-
торого множества пропозициональных букв p: V (p) ⊆WALFIn

, и расширить его
на все формулы следующим образом.

Определение 2. Для любого a ∈ WALFIn
и j ∈ Ag

(ALFIn, a) 
V p⇔ p ∈ V (p);
(ALFIn, a) 
V ¬ϕ⇔ (ALF In, a) 1V ϕ;
(ALFIn, a) 
V (ϕ ∧ ψ) ⇔ ((ALF In, a) 
V ϕ) ∧ ((ALF In, a) 
V ψ);
(ALFIn, a) 
V (ϕ ∨ ψ) ⇔ ((ALF In, a) 
V ϕ) ∨ ((ALF In, a) 
V ψ);
(ALFIn, a) 
V (ϕ→ ψ) ⇔ ((ALF In, a) 
V ψ) ∨ ((ALF In, a) 1V ϕ);
для формул ϕUjψ истинность определяем так:
(ALFIn, a) 
V (ϕUjψ) ⇔
∃ξ(a ∈ It[ξ])&∃b[(aRξ,jb) ∧ ((ALF In, b) 
V ψ)∧

∀c[(c ∈ Domξ,j &aRξ,jc&c < b) ⇒ (ALFIn, c) 
V ϕ]];
(ALFIn, a) 
V Nϕ⇔ [(a Nxt b) ⇒ (ALF In, b) 
V ϕ].

((ALF In, a) 
V ϕ читается: формула ϕ истинна в состоянии (точке) a при

означивании V .)

Определение 3. Логика MAIntLin есть множество всех формул, истинных
на любой модели на любом фрейме ALFIn.

Ниже иллюстрируем наше предположение, почему время может быть не-
транзитивным.

Пример (i). Точка зрения индивидуального наблюдателя. Если интерпре-
тируем время в прошлом как последовательность событий, которые индивиду-
ально помним, поток времени воспринимается как последовательность событий,
которые наблюдатели помнят и передают друг другу, то интерпретация ясна.
Мы не обязательно помним и не знаем то, что наши предшественники помнили
и знали.

Пример (ii). Точка зрения, основанная на процессах вычисления. Про-
верка протоколов вычислений ограничена временем и доступными ресурсами и
имеет неоднородную длину (хотя в любой точке проверки она может ссылаться
на старые протоколы, содержащиеся в базах данных). Поэтому если мы ин-
терпретируем наши модели как модели проверки корректности вычислений, то
объем доступных точек проверки конечен, но не все они могут быть доступны
для проверки в текущий момент времени.

Пример (iii). Точка зрения агентов — администраторов веб-сетей. Мы мо-
жем рассматривать состояния модели как временные точки проверки админи-
страторами поведения сетевой активности в прошлом. Любой администратор
имеет некоторое количество состояний, проверенных в прошлом, но только в
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сфере его собственной ответственности (из соображений сетевой безопасности
или иных причин). Поэтому отношение достижимости точек проверки снова
нетранзитивно. Администратор (a1) может инспектировать некоторое состо-
яние, где администратор (a2) ответствен за это состояние и (a2) снова имеет
доступное множество точек проверки. Но в целом (a1) не может проинспекти-
ровать все состояния, за которые ответственен (a2).

Пример (iv). Точка зрения администратора и пользователя. Если рассмат-
риваем состояния модели как содержание веб-страниц, доступных пользовате-
лю, он может переходить к другим страницам, например, используя закладки в
гипертекстах. Но этот поиск различен для пользователя и администратора, ибо
администратор и пользователь обладают разными правами доступа и паролями
и этот поиск предстает как нетранзитивное отношение достижимости.

Пример (v). Точка зрения на прошлое как источник накопленных знаний.
В представлении индивидуума только сам ограниченный интервал времени в
прошлом достижим ему для изучения. Время в прошлом выглядит для нас
линейным и имеет ограниченную память для запоминания информации и со-
бытий. Там, в прошлом, в самой дальней запомненной точке наблюдатели снова
имеют ограниченные интервалы запомненного времени с накопленной там дру-
гими наблюдателями информацией, и т. д. Поэтому время в прошлом выглядит
нетранзитивным, если рассматриваем его с точки зрения информации, накоп-
ленной в текущий момент.

Теперь прокомментируем, почему мы рассматриваем неполную информа-
цию: знания агентов с информацией, забытой в прошлом.

(i) Рассмотрим знания агентов как информацию из протоколов, накоплен-
ных в параллельных вычислительных процессах. Тогда некоторая информация
может быть накоплена на шаге i в одном процессе, в то время как другие процес-
сы не получили этой информации. Это может произойти по причине сбоя обору-
дования или различия в использованных вычислительных алгоритмах. Таким
образом, в интерпретации этой ситуации наше Rξ,j может не перекрывать все
временные интервалы [ξ, d(ξ)], их области Dξ,j могут быть меньше, чем во всем
[ξ, d(ξ)].

(ii) Аналогичный комментарий может относиться и к человеческой памяти,
и к записям различных авторов об исторических событиях. Некоторые пом-
нят особенные исторические события, а другие нет. Возможно, Темные Века в
греческой истории могут быть интерпретированы таким образом: по какой-то
причине большинство историков не помнят событий тех дней.

(iii) Наконец, рассмотрим некоторое множество администраторов, анали-
зирующих поведение веб-сети. События их действий и шагов могут распола-
гаться в той же общей цепи шагов. Но сами их действия могут быть различны,
потому что некоторые администраторы могут не иметь паролей доступа к про-
токолам, доступным другим администраторам, поэтому такие протоколы будут
недоступны для их анализа.

В дальнейшем можно рассматривать любое состояние a ∈ N как некоторую
временную точку и любой интервал [ξ, d(ξ)] как интервал, в принципе доступ-
ный для агентов, ответственных за проверку во временных точках a ∈ [ξ, d(ξ)].
Время (≤, Rξ,j в нашей формализации) может быть направлено как в прошлое,
так и в будущее в зависимости от желательной структуры модели.

Прокомментируем выбор наших моделей в более формальном виде.
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(1) Интерпретация Rξ,j как агентных отношений достижимости. Мы рас-
сматриваем отношения Rξ,j на [ξ, d(ξ)] с областями определения, которые не
обязательно включают все точки из [ξ, d(ξ)]. Это имеет целью отразить ситу-
ацию, когда некоторые фрагменты прошлого могут быть забыты, т. е. когда
информация о прошлом неполна.

(2) Все интервалы времени [ξ, d(ξ)], ξ ∈ In, конечны (имеется в виду отра-
жение ограниченного объема информации о прошлом). Но связи такие, как из
[ξ, d(ξ)] в [d(ξ), d(d(ξ))] через Nxt(d(ξ)) = d(ξ) + 1, и все Rd(ξ),j присутствуют.
По интранзитивным отношениям в принципе можем идти в прошлое и анали-
зировать накопленную информацию. В частности, как результат получаем, что
все Rξ,j могут быть линейными, но интранзитивными.

(3) Операции Uj также определены нестандартно для отражения присут-
ствия забываемого прошлого, пробелов в памяти, а именно

(ALFIn, a) 
V (ϕUjψ) ⇔ ∃ξ(a ∈ It[ξ])&∃b[(aRξ,jb) ∧ ((ALF In, b) 
V ψ)

∧ ∀c[(c ∈ Domξ,j & aRξ,jc & c < b) ⇒ (ALF In, c) 
V ϕ]].

Согласно этому правилу существует состояние b в прошлом, предшеству-
ющее a, которое агент j помнит, где формула ψ истинна, а во всех состояниях
после b, но до a, которые агент j еще помнит, формула ϕ истинна.

(4) Присутствие различных агентных отношений достижимости Rξ,j не поз-
воляет просто игнорировать состояния, которые вне области некоторого отдель-
ного отношения Rξ,j , но внутри [ξ, d(ξ)], потому что эти состояния могут быть
внутри областей, доступных для некоторых других отношений Rξ,j1 . Поэтому
ϕ U1 ψ может быть истинно в некотором состоянии a, но ϕ U2 ψ может быть
ложно в a.

Ниже в примерах будем использовать модальные логические операции ♦j
и �j (где j — индекс агента, т. е. j ∈ [1, k]), определяемые через временные
операции обычным образом, а именно ♦jϕ := ⊤Ujϕ, �j := ¬♦j¬ϕ.

Примеры. (i) Формула ¬♦1ϕ ∧Nϕ представляет невозможную для обыч-
ной линейной темпоральной логики ситуацию: формула ϕ истинна в следующей
временной точке, но невозможна с точки зрения временной достижимости. В
нашей агентной интерпретации получаем: ϕ истинна вчера, но агент 1 не пом-
нит «вчера».

(ii) Следующее необычное свойство: ¬♦1ϕ ∧N�1ϕ. Эта формула сообща-
ет, что вчера и всегда прежде этого формула ϕ была истинна во всех точках,
которые агент 1 помнит. Но сегодня агент 1 не помнит «вчера» и то, что было
прежде (т. е. существует пробел в его памяти, начиная со вчера).

(iii) Формула �1ϕ ∧ ♦1[N(¬ϕ ∧ �1ϕ)] описывает следующее состояние дел.
Начиная с сегодня и до последнего запомненного состояния ϕ была истинна с
точки зрения агента a1 во всех состояниях, которые он помнит (знает). Но в
последнем запомненном состоянии формула ϕ была ложна на его предшествен-
нике, хотя и истинна на всех его предшественниках, которых он помнит.

(iv) Формула (ϕU1ψ)∧ (¬ψ)∧¬♦1ϕ означает, что не сегодня, но в прошлом
ψ было истинно, однако агент a1 не помнит этого, в частности, не помнит ни
одного состояния до того, как первый раз ψ было истинно.

(v) Формула ϕ ∧ (ϕ→ Nϕ) ∧�1(ϕ→ Nϕ) ∧ ¬NNϕ означает, что сегодня и
вчера ϕ было истинно, но агент a1 не помнит этого.

(vi) Формула �1ϕ∧ϕ∧¬�1�1ϕ означает, что время нетранзитивно с точки
зрения агента (a1). Но в действительности эта формула сообщает большее.



1134 В. В. Рыбаков

Согласно ей агент (a1) может достигнуть последнее запомненное состояние и,
только будучи в этом состоянии, (a1) может видеть еще более позднее состояние,
где ϕ ложна.

(vii) Формула
[ ∨
X⊆Ag,‖X‖≤‖Ag‖/2

[ ∧
j∈X

(ϕUjψ)
]]

→ ϕU1ψ означает, что агент

(a1) легко следует мнению большинства других агентов из Ag: если как мини-
мум половина агентов считает, что ϕ выполняется до того, как выполнится ψ,
то (a1) тоже верит в это.

3. Алгоритмы разрешимости

Напомним, что для любой логики L проблема выполнимости состоит в
определении по любой данной формуле ϕ, выполнима ли она в L, т. е. существу-
ет ли модель, где ϕ истинна на каком-то состоянии (если существует алгоритм,
отвечающий на этот вопрос для любой данной ϕ, то говорят, что проблема вы-

полнимости разрешима). О некоторой логике L говорят, что она разрешима,
если существует алгоритм, отвечающий на вопрос «для любой формулы ϕ вы-
полняется ли ϕ ∈ L (т. е. является ли ϕ теоремой логики L)?». Эти проблемы
взаимосвязаны: ϕ выполнима в L, если и только если ¬ϕ /∈ L; ϕ ∈ L, если
и только если ¬ϕ невыполнима; поэтому разрешимость влечет разрешимость
проблемы выполнимости, и наоборот.

Определение 4. Формула ϕ опровергается на a ∈ WALFIn
в модели, ба-

зируемой на некотором ALFIn, ее означиванием V , если (ALF In, a) 1V ϕ.

Для любой модели, базируемой на некотором фрейме

ALF In =
〈
WALFIn

,
( ⋃

ξ∈In,j∈[1,k]

〈Rξ,j〉
)
, Nxt,

〉

и натуральном числе m ≥ 0, модель ALF In(m), полученная из ALF In, выгля-
дит так: она базируется на множестве

|ALFIn| \
[⋃

{It[ξ] | ξ ∈ In, ξ = dt(0), t > m+ 2} ∪ (dm+2(0), dm+3(0))
]

и на ней переопределяем Nxt, полагая Nxt(dm+2(0)) = dm+2(0), что для любого
отношения достижимости Rdm+2(0),j оно стандартное ≤ на [dm+2(0), dm+2(0)]

и что все пропозициональные переменные истинны на dm+2(0). В частности,
dm+2(0) является финальным состоянием нашего фрейма.

Определение индуктивных шагов для вычисления истинностных значений
то же самое, что и ранее. Для любой формулы α через td(α) обозначаем тем-
поральную степень формулы α.

Лемма 5. Пусть α — некоторая формула и td(α) = g. Если α опроверга-
ется на фрейме ALFIn =

〈
WALFIn

,
( ⋃
ξ∈In,j∈[1,k]

〈Rξ,j〉
)
, Nxt,

〉
на состоянии 0, то

она может быть опровергнута на 0 в некоторой модели, базируемой на некото-
ром фрейме ALFIn(g + 1).

Доказательство проводится довольно стандартной индукцией. Нужно
вспомогательное утверждение: для любых m ∈ N и для всех формул β

td(β) ≤ n⇒ [∀a ∈ [dm(0), dm+1(0)]

⊆ ALF In(ALF In, a) 
V β ⇔ (ALF In(m+ n+ r) 
 β) ∀r ≥ 1. (1)



Интранзитивные временные многоагентные логики 1135

Действительно, для n = 0 это очевидно. Пусть (1) выполняется для всех n ≤ n1

и имеем формулу β временной степени n1 + 1. Тогда β построена из формул
βi с временной степенью не больше чем n1 и некоторых формул γi с временной
степенью n1 + 1 посредством булевых логических операций.

Для формул βi, применяя(1) для интервала [dm(0), dm+1(0)], получаем

∀a ∈ [dm(0), dm+1(0)] (ALFIn, a) 
V βi ⇔ (ALF In(m+ n1 + r), a) 
 βi ∀r ≥ 1.
(2)

Для формул γi можем положить γi = δi,1Ujδi,2 или γi = Nαi. Если γi =
δi,1Ujδi,2, то по (2)

∀a ∈ [dm(0), dm+1(0)] (ALF In, a) 
V δi,k ⇔ (ALFIn(m+ n1 + r), a) 
 δi,k ∀r ≥ 1,
(3)

и, следовательно,

∀a ∈ [dm(0), dm+1(0)] (ALF In, a) 
V δi,1Ujδi,2

⇔ (ALFIn(m+ n1 + r), a) 
 δi,1Ujδi,2 ∀r ≥ 1.

Пусть γi = Nαi. Если a < dm+1(0), то применяем рассуждение, как для
γi = δi,1Ujδi,2 выше. Если a = dm+1(0), то вначале применяем (2) к интервалу
[dm+1(0), dm+2(0)] и получаем

∀b ∈ [dm+1(0), dm+2(0)] (ALFIn, b) 
V αi ⇔ (ALF In(m+ n1 + r), b) 
 αi ∀r ≥ 1.

Следовательно,

(ALF In, d
m+1(0)) 
V Nαi ⇔ (ALF In(m+ n1 + r), dm+1(0) 
V Nαi).

Таким образом, (1) выполняется для n = n1 +1, значит, по индукции верно для
любых n. Это завершает доказательство леммы, если возьмем
m = 0. �

Лемма 6. Если формула α опровергается в модели на фрейме ALF In(m)
на состоянии 0, то она опровергается в некоторой модели, базирующейся на
некотором стандартном фрейме ALFIn.

Доказательство вполне очевидно: достаточно развернуть фрейм
ALFIn(m) в некоторый бесконечный. Действительно, рассмотрим финальный
интервал [dm+1(0)), dm+2(0)] фрейма ALFIn(m) и присоединим к ALFIn(m) на-
чиная с [dm+2(0), dm+2(0)] бесконечную последовательность интервалов [ai, bi],
i ∈ N , с Nxt(ai) = bi, Nxt(bi) = ai+1, предполагая, что означивание всех про-
позициональных букв на всех новых состояниях будет ровно тем же, что было
на dm+2(0). Легко видеть, что такая модификация не влияет на истинность
формул в интервале [0, dm+2(0)]. �

Поэтому по леммам 5 и 6, имея в виду построение алгоритма для разреши-
мости, можем рассматривать только модели, базирующиеся на фреймах типа
ALFIn(m).

Для нашей логики MAIntLin обычная стандартная техника (как, например,
в [24, 25]) не может быть напрямую применена, потому что отношения времен-
ной достижимости нетранзитивны. Например, интранзитивность затрудняет
преобразование формул в более однородные и обозримые. Техника сведения
формул к правилам (которую мы уже много раз использовали в других целях
(см. [25–27]) может быть полезна и здесь. Этот подход существенно упрощает
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доказательства, потому что тогда рассматриваются очень простые и однородно
устроенные формулы без вложенных временных логических операций. Напом-
ним эту технику. Правило — это выражение

r :=
ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕl(x1, . . . , xn)

ψ(x1, . . . , xn)
,

где ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕl(x1, . . . , xn) и ψ(x1, . . . , xn) — некоторые формулы, по-
строенные из букв (переменных) x1, . . . , xn.

Понимание правила r таково: ψ(x1, . . . , xn) (которая называется заключе-

нием) следует (логически следует) из предположений ϕ1(x1, . . . , xn), . . . ,
ϕl(x1, . . . , xn). Истинность правила на модели определяется формально сле-
дующим образом.

Определение 7. Правило r истинно на модели M, если[
∀a
(
(M, a) 
V

∧

1≤i≤l
ϕi
)]

⇒ ∀a ((M, a) 
V ψ),

т. е. как только все посылки правила истинны на всех состояниях модели, то же
самое верно и для его заключения. Если это не так, будем говорить, что правило
r опровергнуто в M, или опровергнуто в M означиванием V , и писать M 1V r.
Правило r истинно на фрейме F (обозначение: F 
 r), если оно истинно на
любой модели, базирующейся на F .

Любая формула ϕ может быть трансформирована в правило x→ x/ϕ.

Лемма 8. Любая формула ϕ является теоремой MAIntLin (т. е. ϕ ∈MAIntLin),
если и только если правило (x→ x/ϕ) истинно на любом фрейме логикиMAIntLin.
Формула ϕ выполнима на модели тогда и только тогда, когда правило x→ x/¬ϕ
опровергается на этой модели.

Доказательство очевидно.

Определение 9. Правило r имеет редуцированную нормальную форму,
если r = ε/x1, где

ε :=
∨

1≤j≤v

[ ∧

1≤i≤n
x
t(j,i,0)
i ∧

∧

1≤i≤n
(Nxi)

t(j,i,1) ∧
∧

p∈[1,k],1≤i1,j1≤n
(xi1Upxj1 )

t(j,i1,j1,p)
]
,

t(j, i, z), t(j, i1, j1, p) ∈ {0, 1} и для любой формулы α выше α0 := α, α1 := ¬α.

Определение 10. Для любого правила r правило в редуцированной нор-
мальной форме rnf является нормальной формой правила r, если для любого
фрейма ALFIn нашей логики MAIntLin выполняется следующее:

ALF In 
 r ⇔ ALF In 
 rnf .

Теорема 11. Существует алгоритм, вычисляющий в (single) экспоненци-
альное время нормальную форму rnf любого данного правила r.

Доказательство сходного утверждения для различных логик было най-
дено нами давно (например, доказательство должно дословно повторять пред-
ложенное доказательство для самой линейной временной логики LT L, см. лем-
му 5 в [28], или сходное доказательство в [26, 29]). �

Согласно указанной последовательности шагов формула ϕ является теоре-
мой логики MAIntLin (т. е. ϕ ∈MAIntLin), если и только если правило r := p→ p/ϕ
истинно во всех фреймах ALF In (см. лемму 8), т. е. редуцированная форма rnf
истинна на всех фреймах ALFIn (см. теорему 11). Поэтому для решения про-
блемы выполнимости можем рассматривать только правила в редуцированной
форме.
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Лемма 12. Если правило в редуцированной нормальной форме rnf опро-
вергается на модели, базирующейся на некотором фрейме ALFIn(g), то rnf
может быть опровергнуто на некотором таком фрейме, где

∀ξ ∈ In (d(ξ) − ξ ≤ r(D) + 2),

r(D) — число дизъюнктов в rnf .

Доказательство. Пусть rnf = ε/x1, где ε =
∨

1≤j≤v
θj ,

θj =
[ ∧

1≤i≤n
x
t(j,i,0)
i ∧

∧

1≤i≤n
(Nxi)

t(j,i,1) ∧
∧

p∈[1,k],1≤i1,j1≤n
(xi1Upxj1)

t(j,i1,j1,p)
]
,

пусть rnf опровергнуто на некотором фрейме ALFIn(g) означиванием V .
По предположению об опровержении правила для любого a из базисного

множества фрейма ALF In(g) существует некоторый уникальный дизъюнкт θj
из посылки правила rnf , истинный на a:

(ALF In(g), a) 
V θj ;

обозначим этот уникальный дизъюнкт через θ(a).
Рассмотрим [ξ, d(ξ)] для ξ ∈ In. Если d(ξ) = ξ+ 1, то ничего не предприни-

маем. Иначе рассмотрим Nxt(ξ) и наибольшее число Nx1(ξ) из [ξ, d(ξ)), строго
большее Nxt(ξ) (если такое существует), для которого θ(Nxt(ξ)) = θ(Nx1(ξ)).

Прореживаем интервал [ξ, d(ξ)] удалением всех чисел, расположенных стро-
го между ξ и Nx1(ξ), и полагаем, что Nxt(ξ) = Nx1(ξ). Означивание на модели
остается прежним. Обозначим полученный фрейм через ALFIn(r, g) и соответ-
ственно модель — через MALFIn(r, g).

Отношения временной достижимости Rξ,j для всех оставшихся состояний
модели MALF In(r, g) оставляем теми же, какими они были в исходной модели.

Лемма 13. Для любого a ∈ [ξ, d(ξ)] ∩ ALFIn(r, g) и любого θδ

(ALF In(g), a) 
V θδ ⇔ (ALF In(r, g), a) 
V θδ. (4)

Доказательство. Если a ≥ Nx1(ξ), это очевидно, так как ничего не из-
менили выше Nx1(ξ). Если a = ξ, то совпадение истинности всех компонент из
θj очевидны, кроме случая операций Us.

Вначале допустим, что (ALF In(g), ξ) 
V xi1Usxi2 . Тогда существует b ∈
Domξ,s такой, что

[(ξRξ,sb) ∧ ((ALF In(g), b) 
V xi2 ) & ∀c[(c ∈ Domξ,s & ξRξ,sc & c < b)

⇒ (ALFIn(g), c) 
V xi1 ]].

Возьмем минимальный b с этими свойствами. Если b = ξ, то все ясно. Если
b > ξ, то b ≥ Nxt(ξ), и если b ≥ Nx1(ξ), то получаем

(ALFIn(g), Nx1(ξ)) 
V xi1Usxi2

и соответственно (ALFIn(r, g), ξ) 
V xi1Usxi2 .
Допустим, что b < Nx1(ξ) и b > ξ, т. е. Nxt(ξ) ≤ b < Nx1(ξ). Тогда так как

θ(Nxt(ξ)) = θ(Nx1(ξ)), имеем

(ALF In(g), Nx1(ξ)) 
V xi1Usxi2 и (ALF In(r, g), Nx1(ξ)) 
V xi1Usxi2 .
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Поскольку (ALF In(g), ξ) 
V xi1Usxi2 , заключаем, что если ξ ∈ Domξ,s, то
(ALFIn(d), ξ) 
V xi1 и, следовательно,

(ALFIn(r, g), ξ) 
V xi1Usxi2 .

Обратно, пусть (ALF In(r, g), ξ) 
V xi1Usxi2 . Тогда

∃b ∈ |ALFIn(r, g)| [(ξRξ,sb) ∧ (ALF In(r, g), b) 
V xi2 ]

&∀c[(c ∈ ALFIn(r, g) ∩ Domξ,s & ξRξ,sc & c < b) ⇒ (ALFIn(r, g), c) 
V xi1 ].

Возьмем минимальный b с этим свойством. Если b = ξ, то все ясно. Иначе
b ≥ Nx1(ξ) и тем самым

(ALF In(r, g), Nx1(ξ)) 
V xi1Usxi2 и (ALF In(g), Nx1(ξ)) 
V xi1Usxi2 .

Так как θ(Nxt(ξ)) = θ(Nx1(ξ)), получаем

(ALF In(g), Nxt(ξ)) 
V xi1Usxi2 .

Если ξ 6∈ Domξ,s, то (ALF In(g), ξ) 
V xi1Usxi2 .
Если ξ ∈ Domξ,s, то (ALF In(r, g), ξ) 
V xi1Usxi2 влечет

(ALF In(r, g), ξ) 
V xi1

и (ALF In(g), ξ) 
V xi1 , что вместе с (ALF In(g), Nxt(ξ)) 
V xi1Usxi2 позволяет
заключить, что (ALF In(g), ξ) 
V xi1Usxi2 . �

Вместо [ξ, d(ξ)] рассмотрим интервал [Nx1(ξ), d(ξ)] и воспроизведем в
[Nx1(ξ), d(ξ)] то же прореживание, что и выше для [ξ, d(ξ)]. Аналог леммы 13
будет выполнятся, и это не будет влиять на истинность формул θδ на ξ. Далее
продолжаем эту процедуру, которая останавливается не позже, чем после r(D)
шагов, и получаем d(ξ) − ξ ≤ r(D) + 2. Выполнив это преобразование во всех
ξ ∈ In и [ξ, d(ξ)], завершаем доказательство леммы 12. �

Из лемм 5, 6, 8, 12 и теоремы 11 вытекает

Теорема 14. Проблема выполнимости для логики MAIntLin разрешима: су-
ществует алгоритм, описанный в серии цитированных лемм, который проверяет
выполнимость. Логика MAIntLin разрешима.

Доказательство. Действительно, леммы 5, 6 сводят выполнимость в
MAIntLin к выполнимости в конечной модели ALF In(g+1) с эффективно ограни-
ченным размером интервалов, но без верхней возможной границы ее собствен-
ного размера. Затем лемма 8 позволяет рассматривать только правила вместо
формул и теорема 11 позволяет работать с правилами в редуцированной нор-
мальной форме. Наконец, лемма 12 позволяет проверять опровержение правил
в редуцированной форме только на моделях вычислимо ограниченного размера.

В завершение этого раздела приведем расширение этого результата на сами
правила, а не только на формулы. Как видели, правила являются более общей
формализацией.

Определение 15. Правило r истинно в логике MAIntLin, если для любого
фрейма ALF In из множества фреймов, порождающих логику MAIntLin, правило
r истинно на ALFIn.

Используя результаты, предваряющие теорему 14, можно получить следу-
ющее утверждение.
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Теорема 16. Логика MAIntLin разрешима относительно истинных правил:
существует алгоритм, описанный в серии цитируемых, который проверяет ис-
тинность.

Прокомментируем коротко этот результат. Истинность правила в любой
транзитивной логике (например, в самой LTL) или модальной логике может
быть легко представлена истинностью формул. Например, правило ϕ/ψ истин-
но, если и только если �ϕ∧ϕ→ ψ — теорема логики (где ♦ϕ := ⊤Uϕ, � := ¬♦¬
для LTL). Но это не так в случае нетранзитивных модальных или временных
логик, потому что операции �i и даже их конечные композиции �n

i всегда ло-
кальны и не могут описывать свойства всех областей фреймов. Например, для
любых чисел k, n правило Nk�n

i x/x, как можно проверить, истинно в нашей
логике MAIntLin, но мы не можем описать это формулой.

4. Транзитивизация, обозрение прошлого

Используя накопленную технику, рассмотрим версию логики MAIntLin при
допущении потенциально бесконечной проверки прошлого, присутствия агента,
который может проверить все прошлое и помнит все прошлое. Это возможно
в случае допущения логической операции типа ♦∞ϕ = ∃m♦mϕ, так сказать,
транзитивизации наших агентных отношений достижимости или, точнее, допу-
щения операции �∞ϕ = ϕ ∧ ∀mNmϕ. Это напоминает подход, использованный
в формализации концепции common knowledge из [1].

Подойдем к решению через более общий случай: будем рассматривать ≤ на
N как новое дополнительное отношение достижимости на ALFIn (это просто
стандартный линейный порядок) и новую логическую операцию U (просто стан-
дартную until операцию), как и было определено изначально в самой линейной
временной логике. Тем самым U определяется так:

∀a ∈ N, (ALF In, a) 
V (ϕUψ) ⇔ ∃b[(a ≤ b) ∧ ((ALF In, b) 
V ψ)

∧ ∀c[(a ≤ c < b) ⇒ (ALF In, c) 
V ϕ]].

Модифицируемый фрейм будем обозначать через ALFIn,≤ и для единообразия
обозначений в дальнейшем U будем обозначать через U0.

Определение 17. Логика MAInt,∞Lin является множеством формул, истин-
ных на любой модели с любым фреймом ALFIn,≤.

Для работы с этой логикой можно использовать результаты и элементы
доказательств, полученных выше в этой работе (это позволит давать более ко-
роткие доказательства и сделать их прозрачнее).

Лемма 18. Если правило в нормальной форме rnf опровергается на моде-
ли с фреймом ALFIn,≤, то rnf может быть опровергнуто на некотором таком
фрейме, где ∀ξ ∈ In (d(ξ) − ξ ≤ r(D) + 2), где r(D) — число дизъюнктов в rnf .

Доказательство. Будем дословно следовать доказательству леммы 12.
Дело в том, что присутствие U не влияет на любой шаг доказательства (4).
Просто рассматриваемU как одно из Us внутри интервалов [ξ, d(ξ)] и выполняем
все шаги для доказательства (4) для всех ξ одновременно. �

Для любого фрейма ALF In,≤ (или модели, базирующейся на таком фрей-
ме) и любых чисел m = dv(0), v > 2, n = dv1(0) > dv+1(0) из базисного множе-
ства этого фрейма (как и ранее) ALFIn,≤,m,n является фреймом, полученным
из начального допущением Nxt(dv1(0)) = dv(0) и удалением всех чисел, боль-
ших dv1(0).
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Лемма 19. Если правило в редуцированной нормальной форме rnf опро-
вергается в модели на фрейме ALFIn,≤ в точке 0, где ∀ξ ∈ In (d(ξ) − ξ ≤
r(D) + 2), то rnf может быть опровергнуто на некотором фрейме ALFIn,≤,m,n
для m = dv(0), v > 2, n = dv1(0) > dv+1(0) на 0, где ∀ξ ∈ In (d(ξ)−ξ ≤ r(D)+2).

Доказательство. Для любого xi1Usxi2 , где (ALF In,≤, a) 
V xi1Usxi2 , ре-
ализаторы xi2 суть все b ∈ ALFIn,≤ такие, что

(i) (aRξ,sb) ∧ ((ALF In,≤, b) 
V xi2),
(ii) ∀c[(c ∈ Domξ,s & aRξ,sc & c < b) ⇒ (ALFIn,≤, c) 
V xi1 ].
Для любых xi1Usxi2 , где (ALF In,≤, d2(0)) 
V xi1Usxi2 , когда реализаторы

для xi2 расположены строго выше d2(0), рассмотрим наименьшие реализаторы
r(xi1Usxi2 ) из ALF In,≤ и обозначим их множество через S. Пусть максимальное
число в S является числом nm.

Из допущения об опровержении правила следует, что для любого a из базис-
ного множества фрейма существует уникальный дизъюнкт θj из предпосылки
rnf , который истин на a:

(ALF In,≤, a) 
V θj ;

обозначим этот уникальный дизъюнкт через θ(a).
Рассмотрим минимальное число mn > nm, при котором для любого dv(0) >

mn список [θ(dv(0)), . . . , θ(dv+1(0))] повторяется для других v1 > v бесконечное
число раз.

Вначале рассмотрим интервал [dv(0), dv+1(0)], расположенный строго вы-
ше mn, и множество Sr для наименьших реализаторов для всех возможных
xi1Usxi2 , которые истинны на dv+1(0). Пусть m1 — любое число, строго боль-
шее любого в Sr.

Рассмотрим самый ранний интервал [dv+w(0), dv+w+1(0)], расположенный
строго выше начального интервала [dv(0), dv+1(0)], где dv+w(0) > m1 и список
[θ(dv+w(0)), . . . , θ(dv+w+1(0))] повторяет список [θ(dv(0)), . . . , θ(dv+1(0))].

Модифицируем фрейм, вводяNxt(dv+w(0)−1) = dv(0) и после этого удаляя
все числа, строго большие dv+w(0) − 1.

Лемма 20. Введенное выше преобразование сохраняет истинность всех
подформул правила rnf на элементах новой модели той же самой, что была в
исходной модели.

Доказательство получается непосредственным вычислением с использо-
ванием присутствия реализаторов Sr, выбранных выше и расположенных преж-
де, чем [dv+w(0), dv+w+1(0)]. �

Используя лемму 20, завершаем доказательство леммы 19.

Лемма 21. Если правило в нормальной форме rnf опровергается на мо-
дели с фреймом ALFIn,≤,m,n для m = dv(0), v > 2, n = dv1(0) > dv+1(0) на 0
с ∀ξ ∈ In (d(ξ) − ξ ≤ r(D) + 2), то rnf может быть опровергнуто в некотором
фрейме ALF In,≤,m1,n1 размера, эффективно вычисляемого от размера rnf .

Доказательство. Действительно, вначале двигаясь начиная с d2(0) вверх,
удаляем все интервалы [dw(0), . . . , dw+1(0)], расположенные преждеm = dv(0) >
2, с повторяющимися [θ(dw(0)), . . . , θ(dw+1(0))] вместе с числами, расположен-
ными между ними.

Лемма 22. Удаление любого указанного повторения [dw(0), . . . , dw+1(0)]
не меняет истинности подформул правила rnf .
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Доказательство является прямым вычислением, использующим струк-
туру фрейма и повторение списков, указанных выше. �

После этого преобразования часть фрейма, расположенная прежде dv(0),
не только конечна, но и имеет эффективно вычислимый ограниченный размер.

Выберем начиная с dv(0) все минимальные интервалы [df (0), df+1(0)], рас-
положенные после dv(0) (т. е. расположенные в циклической части) и содержа-
щие минимальные реализаторы для r(xi1Usxi2 ) и xi1Usxi2 , истинных на dv(0).

Пусть Xr является множеством всех таких интервалов. Повторяем про-
цедуру, описанную выше для интервала [0, dv(0)], действуя последовательно
строго внутри между двумя соседствующими такими различными интервалами
I1, I2 ∈ X . Удаляем повторения интервалов, расположенные строго между ни-
ми, продвигаясь от конца I1 к началу. Затем двигаемся внутри цикла, повторяя
такое же преобразование для каждой пары I1, I2 ∈ S. Это преобразование не
меняет истинности подформул из rnf ввиду выбора Xr. Лемма 21 доказана. �

Лемма 23. Если правило в нормальной форме rnf опровергается на неко-
тором фрейме ALFIn,≤,m,n, то rnf также опровергается на некотором фрейме
ALFIn,≤.

Доказательство состоит в простом наблюдении: если растянем цикличе-
скую часть фрейма ALFIn,≤,m,n, прокатывая циклическую часть в будущее, то
получим некоторый фрейм ALF In,≤, сохраняющий истинность всех подформул
правила rnf во всех точках копий. �

Применяя аналоги теоремы 11 и леммы 8, а также леммы 18, 19, 21 и 23,
приходим к следующему утверждению.

Теорема 24. Проблема выполнимости для MAInt,∞Lin разрешима: суще-
ствует алгоритм, описанный в серии лемм, проверяющий выполнимость. Логи-

ка MAInt,∞Lin разрешима.

5. Открытые проблемы

Область имеет много интересных открытых проблем. Вначале укажем ти-
пичную открытую проблему: проблему аксиоматизации обоих логик MAIntLin и

MAInt,∞Lin . Проблемы распознавания допустимых правил вывода в этих логи-
ках также открыты. Вопросы расширения полученных результатов на времен-
ные логики, где агентные отношения достижимости не обязательно ограниче-
ны интервалами [ξ, d(ξ)], а могут быть произвольными, пока не исследованы
(мы не нашли путей решения возникающих технических проблем; даже про-
блема выполнимости не исследована). Помимо этого интересно рассмотреть
модификации введенных реляционных интранзитивных моделей на случай не
дискретного, а непрерывного времени, базируемого, например, на множествах
рациональных или вещественных чисел.
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