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Аннотация. Рассматриваются две классификации расширений минимальной ло-
гики J Йохансона. Логики, а вслед за ними и исчисления разбиваются на уровни
и на слои с номерами от 0 до ω. Доказано, что первая классификация сильно
разрешима над J, т. е. по любому конечному списку Rul схем аксиом и правил
вывода можно эффективно вычислить номер уровня исчисления (J + Rul). До-
казана сильная разрешимость каждого слоя с конечным номером: для каждого
n и произвольного конечного Rul можно эффективно проверить, принадлежит ли
исчисление (J + Rul) n-му слою.
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Введение

Статья посвящена исследованию расширений минимальной логики J
Йохансона [1]. В [2] мы ввели классификацию расширений минимальной логи-
ки, продолжающую широко известную классификацию суперинтуиционистских
логик, предложенную Хосои [3].

В [2] доказано, что номер слоя любой конечно аксиоматизируемой логи-
ки над J эффективно вычислим. Однако слои над J имеют существенно более
сложную структуру, чем слои Хосои, где каждый слой содержит наименьшую и
наибольшую логики. Доказано, что бесконечный слой имеет две максимальные
логики, а именно линейные логики LC и NC. Поэтому сравнительно неслож-
но отличить бесконечнослойные логики от конечнослойных. Сложнее обстоит
дело с определением номеров конечных слоев, и в [2] была доказана возмож-
ность вычисления номера слоя логики по ее аксиомам, алгоритм представлен
в [4]. Кроме того, слои разрешимы, а их минимальные и максимальные логики
узнаваемы над J.

В данной статье рассмотрим проблему сильной разрешимости классифика-
ции над логикой J. В [5] была доказана сильная разрешимость классификации
Хосои над интуиционистской логикой. Это означает, что существует алгоритм
для вычисления номера слоя суперинтуиционистской логики, заданной исчис-
лением (Int + Rul), по любому конечному списку Rul дополнительных схем
аксиом и правил вывода. Подобная проблема над минимальной логикой пред-
ставляется существенно более сложной.
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В этой статье докажем, что каждый слой с конечным номером сильно раз-
решим над J. Это означает, что для любого такого слоя существует алгоритм,
который для любого конечного списка Rul проверяет принадлежность исчисле-
ния J +Rul выбранному слою.

Также мы рассмотрим другую классификацию J-логик, продолжающую
классификацию Хосои. Семейство J-логик разбивается на уровни с номерами
от 0 до ω. Подобно слоям Хосои каждый уровень представляет собой интервал,
причем минимальная логика любого интервала узнаваема, а максимальная ло-
гика сильно узнаваема над J. Покажем, что по любому исчислению (J + Rul)
можно эффективно вычислить номер уровня, а сами уровни сильно разрешимы
над J.

Для доказательств используется полнота исчислений относительно алгеб-
раической семантики. Вводится понятие тонкой алгебры и доказывается, что
номер слоя исчисления определяется тонкими алгебрами. Доказано, что любая
конечно порожденная тонкая алгебра конечного уровня конечна. Это позволяет
свести исследование слоев к исследованию подходящих классов шкал.

Основные определения и известные факты приведены в разд. 1, 2. Основ-
ные сведения об алгебраической семантике и ее связи с реляционной семантикой
даны в разд. 3, 4. Алгебраическая интерпретация слоев и уровней представлена
в разд. 5. Тонкие алгебры и их свойства исследуются в разд. 6.

В разд. 7 установлена сильная разрешимость классификации посредством
уровней. Более точно, доказано, что номер уровня любого исчисления вычис-
лим, а сами уровни сильно разрешимы над J. Кроме того, наименьшие логики
всех уровней узнаваемы и сильно различимы над J, а наибольшие — сильно
узнаваемы над J.

В разд. 8 доказано, что каждый слой с конечным номером сильно разре-
шим, а наименьшие логики конечных слоев сильно различимы над J. Кроме
того, проблема сильной разрешимости бесконечного слоя сводится к исследова-
нию классов конечных шкал.

1. Предварительные сведения

Обозначаем через J минимальное исчисление. Язык исчисления содержит
пропозициональные связки &,∨,→ и пропозициональную константу ⊥; исполь-
зуем следующие сокращения:

⊤ = ⊥ → ⊥, ¬A = (A→ ⊥), (A↔ B) = (A→ B)&(B → A).

Исчисление J задается теми же схемами аксиом, что и интуиционистское
позитивное исчисление, и правилом modus ponens: A,A→ B/B.

Для любого исчисления L0 и множества Ax схем аксиом обозначаем че-
рез L0 + Ax исчисление, полученное из L0 добавлением Ax в качестве новых
схем аксиом; такое исчисление называем аксиоматическим расширением L0.
Если Rul — некоторое множество схем аксиом и правил вывода, то обознача-
ем через L0 + Rul исчисление, полученное из L0 добавлением схем аксиом и
правил из Rul. При этом предполагается, что все правила вывода инвариант-
ны относительно подстановки, так что множество теорем исчисления замкнуто
относительно подстановки. Обозначаем

Int = J + (⊥ → A), Neg = J +⊥, For = J +A,

Gl = J + (A ∨ ¬A), Cl = Int+Gl,
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LC = Int+ ((A→ B) ∨ (B → A)), NC = Neg + ((A→ B) ∨ (B → A)).

Для указанных исчислений обозначаем через J, Int, Neg, For, Gl, Cl, LC,
NC множество теорем, т. е. доказуемых формул соответствующего исчисления.

Множество T (L) теорем исчисления L является J-логикой. Множество
формул называется J-логикой, если оно содержит J и замкнуто относительно
правила modus ponens и подстановки. Множество теорем исчисления L часто
обозначаем через L. Для данной логики L часто пишем L ⊢ A вместо A ∈ L.

Логика называется нетривиальной, если не совпадает с For, суперинтуи-

ционистской, если содержит Int, и негативной, если содержит Neg.
Для исчислений L1, L2 пишем L1 ≤ L2, если все формулы, доказуемые в

L1, доказуемы в L2. Исчисления L1, L2 называем эквивалентными и пишем
L1 ≡ L2, если L1 ≤ L2 и L2 ≤ L1. Используем аналогичные обозначения и в
случаях, когда L1 или L2 является логикой. Например, если L1 — исчисление,
а L2 — логика, то запись L1 ≤ L2 означает, что множество теорем исчисления
L1 содержится в L2.

Конечно аксиоматизируемая J-логика L называется узнаваемой над J [6],
если существует алгоритм, который по любой конечной системе Ax схем аксиом
устанавливает, верно ли соотношение T (J + Ax) ≡ L. Конечно аксиоматизиру-
емая J-логика L называется сильно узнаваемой над J [7], если существует ал-
горитм, который по любой конечной системе Rul схем аксиом и правил вывода
проверяет, верно ли T (J +Rul) ≡ L.

Например, логики Neg, For, Gl, Cl, LC, NC сильно узнаваемы над J [7], а
логика Int узнаваема [6].

Будем говорить, что формула A сильно различима (или сильно разреши-

ма) над L0, если существует алгоритм, который по любой конечной системе
Rul схем аксиом и правил вывода устанавливает, является ли A теоремой ис-
числения L0 +Rul. Формулу A называем различимой (или разрешимой) над L0,
если существует алгоритм, который по любой конечной системе Ax схем аксиом
проверяет выводимость A в L0 +Ax.

Очевидно, сильная различимость формулы A над J равносильна разреши-
мости проблемы включения J + Rul ≥ J + A. Ясно, что любая конъюнкция
сильно различимых формул сильно различима. Также заметим, что для лю-
бых формул A и B, если L0 + A ≡ L0 + B и формула A сильно различима над
L0, то B также сильно различима над L0.

Логику будем называть различимой (сильно различимой) над L0, если она
аксиоматизируема над L0 с помощью конечного множества различимых (соот-
ветственно сильно различимых) аксиом.

Узнаваемость логики равносильна ее одновременной различимости и раз-
решимости [6]. Из сильной различимости не следует сильная узнаваемость [7].
Неизвестно, верна ли обратная импликация.

Известно, что логики Neg, For, Gl, Cl, LC, NC сильно различимы над J [7],
а логика Int различима [6].

Семейство J-логик S называется разрешимым (сильно разрешимым), если
существует алгоритм, который для любого исчисления J + Ax (соответственно
J +Rul) проверяет, входит ли его логика в множество S.

Ясно, что J-логика различима или сильно различима над J, если и только
если семейство ее расширений разрешимо (соответственно сильно разрешимо)
над J.
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2. Слои и уровни

Разбиение J-логик на слои введено в [2]. Пусть

π0 = p0, πn+1 = pn+1 ∨ (pn+1 → πn).

Будем говорить, что L есть логика (n+1)-го слоя, n ≥ 0, если L ⊢ πn+1 и L 6⊢ πn;
For — это единственная логика нулевого слоя. L — логика конечного слоя, если
L ⊢ πn для некоторого n, и логика бесконечного слоя в противном случае.

Множество логик n-го слоя обозначаем через �n, 0 ≤ n ≤ ω.
Очевидно, что J ⊢ πn → πn+1. Напротив, формула πn невыводима в

Jπn+1 = (J + πn+1). Поэтому все слои непусты и попарно не пересекаются.
Ясно, что Jπn = (J + πn) — наименьшая логика n-го слоя, J — наименьшая

логика бесконечного слоя.
Определим еще одно разбиение семейства J-логик. Пусть

λ0 = ⊥, λn+1 = pn+1 ∨ (pn+1 → λn).

Будем говорить, что L есть логика нулевого уровня, если L ⊢ λ0; L есть логика
(n+ 1)-го уровня, n ≥ 0, если L ⊢ λn+1 и L 6⊢ λn. L — логика конечного уровня,
если L ⊢ λn для некоторого n, и логика бесконечного уровня в противном случае.

Множество логик n-го уровня обозначаем через �n, 0 ≤ n ≤ ω.
Будем говорить, что исчисление принадлежит n-му слою или уровню, если

его логика принадлежит этому слою (соответственно уровню).
На множестве суперинтуиционистских логик слои и уровни не различают-

ся, так как Int + πn ≡ Int + λn. Определение слоев над Int было введено
Хосои [3].

В [5] доказана сильная разрешимость классификации Хосои над интуицио-
нистской логикой. Это означает, что существует алгоритм для вычисления но-
мера слоя суперинтуиционистской логики, заданной исчислением (Int+Rul), по
любому конечному списку Rul дополнительных схем аксиом и правил вывода.
Кроме того, наименьшие и наибольшие логики слоев над Int сильно узнаваемы
над Int.

Отметим известные соотношения: J ⊢ πn → πn+1, J ⊢ λn → λn+1, (J+πn) ⊢
λn, (J + πn+1) 6⊢ πn, (J + λn+1) 6⊢ λn.

Все слои и уровни непусты. Для каждого натурального n логика Jπn = J+
πn является наименьшей логикой слоя �n, а логика Jλn = J+λn — наименьшей
логикой уровня �n. Логика J наименьшая в �ω и в �ω. Очевидно, �n ⊆

⋃
m≤n

�m

для любого натурального n; �ω ⊆ �ω.
Используя результаты из [7], покажем, что по любому конечному списку

Rul схем аксиом и правил вывода можно эффективно вычислить номер уров-
ня исчисления J +Rul. Таким образом, эта классификация сильно разрешима.
Кроме того, каждый уровень содержит наибольшую логику. При этом наиболь-
шие логики всех уровней сильно узнаваемы, а наименьшие узнаваемы и сильно
различимы над J.

В [2] доказана разрешимость классификации с помощью слоев: номер слоя
эффективно вычислим для любого аксиоматического расширения логики J. Ал-
горитм вычисления, основанный на реляционной семантике, описан в [4]. Кроме
того, в [2] установлено, что каждый слой имеет конечное число максимальных
логик, причем наименьшие и максимальные логики всех слоев узнаваемы над J.

Далее покажем, что каждый слой �n с конечным индексом n сильно раз-
решим над J. Также установим, что наименьшие логики всех слоев сильно раз-
личимы над J.
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3. Алгебраическая семантика

Алгебраическая семантика минимальной логики строится с помощью ал-
гебр Йохансона, т. е. J-алгебр [8, 9]. Алгебру A = 〈A; &,∨,→,⊥,⊤〉 называем
J-алгеброй, если она удовлетворяет следующим условиям:
〈A; &,∨,→,⊤〉 — импликативная решетка, т. е. решетка относительно &,∨

с наибольшим элементом ⊤,
z ≤ x→ y ⇐⇒ z&x ≤ y,
⊥ — произвольный элемент в A.
J-алгебра называется гейтинговой, или псевдобулевой алгеброй, если ⊥ —

наименьший элемент множества A, и негативной алгеброй, если ⊥ — наиболь-
ший элемент множества A.

Если A — формула, A — J-алгебра, то говорят, что в A общезначима фор-

мула A, и пишут A |= A, если тождество A = ⊤ выполняется в A.
Хорошо известно (см., например, [9]), что семейство J-алгебр образует мно-

гообразие и существует взаимно однозначное соответствие между логиками, со-
держащими логику J, и многообразиями J-алгебр. Для любой J-логики L класс
V (L) = {A | (∀A ∈ L)(A |= A)} является многообразием.

С каждым правилом вывода A1, . . . , Ak/B можно связать квазитождество

∀x1 . . . ∀xn((A1 = ⊤ ∧ · · · ∧Ak = ⊤)⇒ B = ⊤),

где x1, . . . , xn — все переменные правила A1, . . . , Ak/B.
Будем говорить, что правило верно (или общезначимо) в J-алгебре A, если

связанное с ним квазитождество выполняется в A, и опровержимо в противном
случае. Множество Rul общезначимо (пишем A |= Rul), если все правила и
аксиомы из Rul общезначимы.

Напомним, что Rul может содержать не только правила, но и схемы ак-
сиом, которые отождествляем с правилами, имеющими ⊤ в качестве посылки.
Очевидно, что формула A общезначима в A тогда и только тогда, когда правило
⊤/A общезначимо в A.

Для данного исчисления L = J +Rul обозначим через Q(L) семейство всех
J-алгебр, в которых верны все аксиомы и правила из Rul.

Может случиться, что исчисления L1 и L2 эквивалентны, ноQ(L1) 6= Q(L2).
Следующая теорема о полноте обобщает известную теорему, доказанную

для суперинтуиционистских исчислений с использованием алгебры Линденбау-
ма — Тарского [10].

Теорема 3.1 [7]. Пусть L = J + Rul и A — произвольная формула. Тогда
A является теоремой L тогда и только тогда, когда A общезначима во всех
J-алгебрах из Q(L).

Отсюда сразу вытекает

Теорема 3.2 [7]. Формула A является теоремой исчисления (J+Rul) тогда
и только тогда, когда Rul опровержимо в каждой J-алгебре, опровергающей A.

4. Теоремы представления

В [11] доказана теорема о полноте логики J и некоторых ее расширений
относительно семантики типа Крипке. Мы используем модифицированную се-
мантику из [12].
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Подмножество X частично упорядоченного множества W называем кону-

сом, если оно удовлетворяет условию

x ∈ X, x ≤ y ⇒ y ∈ X.

Под J-шкалой (или просто шкалой) понимаем тройку W = (W,≤, Q), где
W — непустое множество, частично упорядоченное отношением ≤ и имеющее
наибольший элемент ∞, Q — конус множества W , содержащий ∞.

Шкалу (W1,≤1, Q1) будем называть конусом шкалы (W,≤, Q), если W1 —
конус множества W , ≤1=≤ ∩W 2

1 и Q1 = Q ∩W1.
Моделью называется четверка M = (W,≤, Q, |=), где (W,≤, Q) — шкала,

|= — отношение между элементами множества W и формулами, удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(1) x |= p, x ≤ y ⇒ y |= p для любой переменной p;
(2) ∞ |= p для любой переменной p;
(3) x |= ⊥ ⇐⇒ x ∈ Q;
(4) x |= (A&B) ⇐⇒ (x |= A и x |= B);
(5) x |= (A ∨B) ⇐⇒ (x |= A или x |= B);
(6) x |= (A→ B) ⇐⇒ (∀y)(x ≤ y ⇒ (y |= A⇒ y |= B)).

Лемма 4.1. Для любой модели M верно:

(1) ∞ |= A для любой формулы A;

(2) x |= A, x ≤ y ⇒ y |= A для любой формулы A.

Доказательство проводится индукцией по длине формулы.

Формула A называется истинной, или общезначимой, в модели M , если
x |= A для любого x ∈M . В этом случае пишем M |= A.

Говорят, что формула A общезначима в шкале W (и пишут W |= A), если
M |= A для любой модели M , основанной на W. Шкала W удовлетворяет

логике L, если W |= L (т. е. W |= A для всех A ∈ L).
Для данной шкалы W обозначим через W# множество непустых конусов

с операциями

X → Y = {x | (∀y ≥ x)(y ∈ X ⇒ y ∈ Y )},

X&Y = X ∩ Y, X ∨ Y = X ∪ Y, ⊥ = Q.

Тогда W# является J-алгеброй. Легко видеть, что общезначимость формулы в
шкале W равносильна ее общезначимости в алгебре W#.

Пусть A = 〈A; &,∨,→,⊥,⊤〉 — J-алгебра. Множество ∇ ⊆ A называется
фильтром на A, если оно удовлетворяет следующим условиям:

a) ⊤ ∈ ∇;
b) x, y ∈ ∇ ⇒ (x&y) ∈ ∇;
c) x ∈ ∇, x ≤ y ⇒ y ∈ ∇.
Фильтр, удовлетворяющий условию
d) (x ∨ y) ∈ ∇ ⇒ x ∈ ∇ или y ∈ ∇,

называется простым.
Для J-алгебры A обозначим через W (A) множество простых фильтров,

упорядоченное включением, через ∞ — множество всех элементов, Q(A) =
{∇ ∈ W (A) | ⊥ ∈ ∇}. Имеет место теорема представления J-алгебр, которая
сразу следует из теоремы Стоуна о представлении импликативных решеток [13].
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Теорема 4.2. Для любой J-алгебры A отображение ϕ(x) = {∇ ∈ W (A) |
x ∈ ∇} есть изоморфное вложение A в (W (A))#. Если A конечна, то ϕ есть
изоморфизм между A и (W (A))#.

Будем говорить, что правило верно, или общезначимо, в шкале W, если оно
верно в алгебре W#. Для любого множества Rul аксиом и правил вывода будем
говорить, что W удовлетворяет Rul, и писать W |= Rul, если все аксиомы и
правила из Rul общезначимы в W.

5. Высота и уровень

Высотой h(W) шкалы W называем супремум длин конечных цепей в мно-
жестве W − {∞}. Для данной J-алгебры A положим h(A) = h(W (A)).

Предложение 5.1 [2]. Для любой J-алгебры A

A |= πn ⇐⇒ h(A) ≤ n.
Таким образом, для любого натурального числа n логика n-го слоя харак-

теризуется алгебрами высоты не более n.
Логика L называется табличной, если многообразие V (L) порождается ко-

нечной алгеброй, и локально табличной, если V (L) локально конечно, т. е. все
конечно порожденные алгебры в многообразии V (L) конечны.

Важную роль играет

Теорема 5.2 [2]. Все J-логики конечных слоев локально табличны.

Из теоремы о представлении и теоремы 5.2 сразу вытекает

Следствие 5.3. Все логики конечных слоев полны относительно подходя-
щих классов конечных шкал.

Предложение 5.4 [2]. Для любого натурального n число максимальных
логик n-го слоя конечно и все они табличны.

В [14] каждой J-алгебре ставятся в соответствие два ее интервала:

Al = {x ∈ A | x ≤ ⊥}, Au = {x ∈ A | x ≥ ⊥}.
Тогда Au является гейтинговой алгеброй, а Al — негативной алгеброй, где
x→Al y = (x→A y)&⊥ для x, y ∈ Al.

Лемма 5.5 [14]. 1. Алгебра Al является гомоморфным образом алгебры
A относительно гомоморфизма g(x) = x&⊥.

2. Au — подалгебра алгебры A.

Для n ≥ 0 обозначим через Ln+1 линейно упорядоченную гейтингову ал-
гебру с n+ 1 элементами, а через L−n+1 — линейно упорядоченную негативную
алгебру с n+ 1 элементами. Очевидно, что h(Ln+1) = h(L−n+1) = n.

Лемма 5.6 [2]. 1. Для любой J-алгебры A

max(h(Al), h(Au)) ≤ h(A) ≤ h(Al) + h(Au).

2. Любая гейтингова алгебра высоты ≥ n + 1 содержит подалгебру, изо-
морфную Ln+2, а любая негативная алгебра высоты ≥ n + 1 содержит подал-
гебру, изоморфную L−n+2.

Соотношения между высотой и уровнем представлены в следующих утвер-
ждениях.
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Лемма 5.7. Для любой J-алгебры A и любого n
(1) A 6|= λn, если и только если Ln+2 вложима в A;
(2) A |= λn ⇐⇒ Au |= λn ⇐⇒ h(Au) ≤ n;
(3) Lm |= λn ⇐⇒ m ≤ n+ 1.

Доказательство. (1) Доказано в [7].
(2) Так как Au является подалгеброй A, из A |= λn следует Au |= λn.
Далее, если h(Au) > n, то по предложению 5.6(2) алгебра Ln+2 вложима в

Au. Тогда Au 6|= λn по (1). Таким образом, из Au |= λn вытекает h(Au) ≤ n.
Наконец, пусть A 6|= λn. По (1) Ln+2 вложима в A, поэтому h(A) ≥

h(Ln+2) = n+ 1. Итак, из h(Au) ≤ n получаем A |= λn.
(3) Следует из (1). �

Алгебру A назовем алгеброй конечного уровня, если A |= λn для некоторого
n. Из леммы 5.7 сразу вытекает

Лемма 5.8. Алгебра A имеет конечный уровень тогда и только тогда,
когда Au имеет конечную высоту.

Отметим, что из предложения 5.1 и леммы 5.7 также следует, что J-логика
L принадлежит n-му уровню тогда и только тогда, когда ее интуиционистский
напарник Lint = L+ (⊥ → p) принадлежит n-му слою.

6. Тонкие алгебры

Алгебру A называем тонкой, если Al линейно упорядочена.
Нетрудно проверить, что справедлива

Лемма 6.1. Любая тонкая J-алгебра удовлетворяет для всех x, y условиям

⊥ ≤ (x→ y) ∨ (y → x), ⊥ → x ∨ y = (⊥ → x) ∨ (⊥ → y).

Предложение 6.2. Пусть A — J-алгебра высоты больше, чем n, где 0 <
n < ω. Тогда она содержит тонкую подалгебру B высоты больше, чем n, где Bl

конечна и содержит не более n+ 2 элементов.

Доказательство. По предложению 5.1 имеем A 6|= πn, т. е. v(πn) < ⊤
для некоторого означивании v(pi) = ai, 0 ≤ i ≤ n, в A. Положим b0 = a0,
bi+1 = ai+1 ∨ (ai+1 → bi). Тогда b0 < · · · < bn < ⊤, bi → bj = ⊤ при i ≤ j,
bi → bj = bj при i > j.

Пусть B — подалгебра алгебры A, порожденная множеством C = {b0, . . . ,
bn}. Тогда по предложению 5.1 h(B) > n, так как πn опровержима в B при
означивании v1(pi) = bi.

Рассмотрим множествоX = {x&⊥ | x ∈ C∪{⊤}}. Покажем, что множество
элементов алгебры Bl совпадает с X . Ясно, что все элементы из X входят в
Bl. Докажем обратное включение.

По лемме 5.5 g(x) = x&⊥ является гомоморфизмом алгебры B на Bl. По-
этому Bl порождается множеством g(C) ⊆ X . Также ⊥ = g(⊤) ∈ X . Так
как множество C1 = C ∪{⊤} замкнуто относительно операций &,∨,→, получа-
ем, что множество X = g(C1) образует подалгебру алгебры Al. Поскольку X
содержит все порождающие алгебры Bl, имеем Bl ⊆ X .

Итак, Bl совпадает с X . Множество X = g(C1) линейно упорядочено,
так как C1 линейно упорядочено. Ясно, что X содержит не более, чем n + 2
элементов. �

Теорема 5.2 равносильна следующему утверждению.
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Предложение 6.3. Любая конечно порожденная J-алгебра конечной вы-
соты конечна.

Предложение не переносится на алгебры конечного уровня. Существует
бесконечная алгебра нулевого уровня с двумя порождающими.

Теорема 6.4. Любая тонкая конечно порожденная алгебра B конечного
уровня конечна. Если B имеет k порождающих, то h(Bl) ≤ k.

Доказательство. Пусть B — тонкая алгебра конечного уровня, т. е. Bl

линейно упорядочена, Bu имеет конечную высоту по лемме 5.8.
Пусть B порождается элементами a1, . . . , ak. Покажем, что тогда Bl состо-

ит из элементов ⊥, a1&⊥, . . . , ak&⊥.
В самом деле, по лемме 5.5 отображение g(x) = x&⊥ является гомоморфиз-

мом алгебры B на Bl. Ясно, что множествоX = {⊥, a1&⊥, . . . , ak&⊥} содержит
⊥ и g(ai) для всех порождающих ai алгебры B. Так как Bl линейно упорядо-
чена, множество X замкнуто относительно всех операций алгебры Bl, поэтому
X совпадает с Bl. Поскольку X содержит не более k + 1 элементов, получаем
h(Bl) ≤ k.

Таким образом, ввиду леммы 5.6

h(B) ≤ h(Bl) + h(Bu) ≤ k + h(Bu).

Поэтому B имеет конечную высоту и конечна по предложению 6.3. �

Теорема 6.4 дает возможность заменить нужные нам алгебры шкалами.
Шкалу W = (W,≤, Q) назовем тонкой, если Q линейно упорядочено.
Легко видеть, что J-алгебра тонкая тогда и только тогда, когда ее пред-

ставляющая шкала тонкая. Из теорем 4.2 и 6.4 вытекает, что любая тонкая
конечно порожденная алгебра конечного уровня изоморфна алгебре W# для
подходящей тонкой шкалы W .

7. Вычисление уровня исчисления

Рассмотрим уровни более подробно.
Покажем, что номер уровня исчисления эффективно вычислим.

Лемма 7.1 [7]. Для любого множества Rul и любого n

(J +Rul) ⊢ λn ⇐⇒ Ln+2 6|= Rul.

Предложение 7.2. Пусть L = J +Rul, n < ω. Тогда
(1) L ∈ �0 ⇐⇒ L2 6|= Rul;
(2) L ∈ �n+1 ⇐⇒ (Ln+2 |= Rul и Ln+3 6|= Rul);
(3) L ∈ �ω ⇐⇒ L ≤ LC.

Доказательство. Пп. (1), (2) следуют из определения уровней и лем-
мы 7.1.

(3) Напомним, что логика LC полна относительно класса алгебр Ln, n ≥ 2
[15]. Поэтому утверждение легко следует из леммы 7.1. �

Сильная разрешимость над J включения в LC установлена в [7].

Теорема 7.3 [7]. Проблема включения в LC сильно разрешима над J.

Для доказательства использовано следующее утверждение.
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Предложение 7.4 [7]. 1. J + Rul ≤ LC, если и только если все правила
из Rul верны во всех алгебрах Ln, n ≥ 2.

2. Правило A1, . . . , Am/B верно во всех алгебрах Ln, n ≥ 2, если и только
если оно верно в Lk+2, где k — число переменных этого правила.

Отсюда выводим сильную разрешимость классификации.

Теорема 7.5. (1) Каждый уровень сильно разрешим над J.
(2) Номер уровня исчисления эффективно вычислим.

Доказательство. (1) Следует из предложения 7.2 и теоремы 7.3.
(2) Пусть Rul конечно и L = J +Rul, k — максимальное число переменных

в правилах из Rul. Используем предложение 7.4 для проверки включения J +
Rul ≤ LC. Если Lk+2 |= Rul, то Lm |= Rul для всех m ≤ k + 2, а значит, все
правила из Rul верны во всех Ln, n ≥ 2, и J +Rul ∈ �ω.

Если Lk+2 6|= Rul, находим наименьшее n такое, что Ln+2 6|= Rul. Тогда
L ∈ �n по предложению 7.2. �

Покажем, что каждый уровень представляет собой интервал в решетке J-
логик. Через L(A) обозначается логика алгебры A, т. е. множество формул,
общезначимых в A.

Лемма 7.6. (1) Для любого n логика Jλn = J + λn является наименьшей,
а логика L(Ln+1) — наибольшей логикой уровня �n;

(2) Логика J является наименьшей, а LC — наибольшей логикой бесконеч-
ного уровня.

Доказательство. (1) Уровень �0 совпадает с множеством негативных ло-
гик и имеет наименьшую логику Neg = Jλ0 и наибольшую логику For. Нетрудно
понять, что For = LCλ0.

Далее, по лемме 5.7 Ln+1 |= λn и Ln+1 6|= λn−1 для любого n > 0. По-
этому Jλn 6⊢ λn−1. Таким образом, Jλn — логика n-го уровня; очевидно, она
наименьшая в �n.

Кроме того, логика L(Ln+1) также логика n-го уровня. По определению
L 6⊢ λn−1 для любого исчисления L n-го уровня. По лемме 7.1 все аксиомы
и правила исчисления L общезначимы в Ln+1, а значит, логика исчисления L
содержится в L(Ln+1).

(2) Доказано в предложении 7.2. �

Свойства наименьших и наибольших логик в уровнях представлены в сле-
дующей теореме.

Теорема 7.7. (1) Наименьшие логики всех уровней узнаваемы и сильно
различимы над J.

(2) Наибольшие логики всех уровней сильно различимы и сильно узнавае-
мы над J.

Доказательство. (1) Сильная различимость следует из лемм 7.6 и 7.1.
Далее, все логики Jλn аксиоматизируемы формулами без отрицательных вхож-
дений дизъюнкции, поэтому финитно аппроксимируемы и разрешимы [16]. По-
скольку все они различимы, то и узнаваемы над J.

(2) Используем лемму 7.6. Сильная различимость и сильная узнаваемость
логики LC доказаны в [7]. В [17] доказано, что логики L(Ln+1) исчерпывают
все собственные расширения логики LC, отсюда получаем L(Ln+1) = LC +λn
для любого n. Все формулы λn сильно различимы над J по лемме 7.1. Поэтому
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логики L(Ln+1) сильно различимы над J. Их сильная узнаваемость доказана
в [7]. �

8. Сильная разрешимость конечных слоев

В [2] установлено, что все слои разрешимы над J, а максимальные и ми-
нимальные логики всех слоев узнаваемы над J. Рассмотрим проблему сильной
разрешимости. Докажем, что наименьшие логики слоев сильно различимы, а
все конечные слои сильно разрешимы над J.

Напомним, что бесконечный слой �ω имеет точно две максимальные логики
LC и NC. Справедлива

Теорема 8.1 [2]. Для любой J-логики L

L ∈ �ω ⇐⇒ (L ⊆ LC или L ⊆ NC).

Обе логики LC и NC сильно узнаваемы над J [7].
Теорема 6.4 дает возможность заменить нужные алгебры шкалами.

Предложение 8.2. Пусть L = (J +Rul) — исчисление конечного уровня.
Тогда для любого n следующие условия эквивалентны:

(1) L 6⊢ πn;
(2) существует конечная тонкая алгебра высоты больше, чем n, удовлетво-

ряющая Rul;
(3) существует конечная тонкая шкала высоты больше, чем n, удовлетво-

ряющая Rul.

Доказательство. Пусть (J +Rul) ⊢ λm.
(1)⇐⇒ (2). Пусть (J + Rul) 6⊢ πn. По теореме 3.2 существует J-алгебра A

такая, что A |= Rul и A 6|= πn. По предложению 5.1 получаем h(A) > n. Ясно,
что A |= λm. По предложению 6.2 существует тонкая подалгебра B алгебры
A такая, что h(B) > n. Поскольку B 6|= πn и πn зависит от n+ 1 переменных,
существует (n + 1)-порожденная подалгебра C алгебры B, опровергающая πn.
Так как C — тонкая алгебра и удовлетворяет λm, она конечна по теореме 6.4.

Обратное сразу следует из теоремы 3.2.
(2)⇐⇒ (3). По теореме 4.2. �

Теорема 8.3. Для любого натурального n
(1) формула πn сильно различима над J;

(2) семейство логик n-го слоя сильно разрешимо над J.

Доказательство. Пусть L = J +Rul для конечного множества Rul.
(1) Сначала ввиду сильной различимости формулы λn над J можно прове-

рить, выводима ли эта формула в L. Если L 6⊢ λn, то L 6⊢ πn.
Пусть J+Rul ⊢ λn. Если L 6⊢ πn, то по предложению 8.2 найдется конечная

тонкая алгебра A высоты больше, чем n, удовлетворяющая Rul. Ясно, что
A 6|= πn. Если L ⊢ πn, то найдется вывод πn в L.

Перебирая всевозможные выводы и конечные алгебры, узнаем, выводима
ли πn в L. Таким образом, существует алгоритм проверки выводимости πn в L.

(2) Сразу следует из (1) и определения слоя. �

Заметим, что из доказанной теоремы еще не вытекает, что можно эффек-
тивно вычислить номер слоя для каждого исчисления. Может случиться, что
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(J + Rul) — исчисление конечного уровня, но бесконечного слоя. Из опреде-
ления ясно, что семейство конечнослойных исчислений перечислимо. Вопрос о
сильной разрешимости бесконечного слоя остается открытым.

Заметим, что номер уровня исчисления эффективно вычислим, а семейство
логик бесконечного уровня сильно разрешимо по теореме 7.5.

Если исчисление имеет бесконечный уровень, то оно принадлежит беско-
нечному слою. Если уровень оказался конечным, то требуется дальнейшее ис-
следование. При этом вопрос о логиках конечного уровня сводится к рассмот-
рению конечных шкал.

Теорема 8.4. Пусть L = J + Rul — исчисление конечного уровня. Тогда
следующие условия эквивалентны:

(1) L — исчисление бесконечного слоя;
(2) L ≤ NC;
(3) для любого n существует конечная тонкая шкала высоты больше, чем

n, удовлетворяющая Rul.

Доказательство. Пусть (J +Rul) ⊢ λm.
(1)⇐⇒ (2). Пусть L — исчисление бесконечного слоя. Поскольку L 6≤ LC,

по теореме 8.1 получаем L ≤ NC. Обратное очевидно.
(1)⇐⇒ (3). Следует сразу по предложению 8.2.
В [7] установлена сильная разрешимость классификации с помощью слоев

над Neg, т. е. в логиках нулевого уровня. В отдельной статье мы покажем, что
классификация с помощью слоев сильно разрешима над логикой Gl = J+λ1. �
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