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Ëåêöèÿ 1
Àëãîðèòì Åâêëèäà

1.1. Òåîðåìà (Àëãîðèòì Åâêëèäà). Ïóñòü a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîëîæèì
a0 = a è a1 = b, è áóäåì äåëèòü ñ îñòàòêîì ïî óêàçàííîé íèæå ñõåìå äî òåõ ïîð, ïîêà
î÷åðåäíîé îñòàòîê ñòàíåò íóëåâûì:

a0 = a1q1 + a2, 0 < a2 < a1,

a1 = a2q2 + a3, 0 < a3 < a2,

. . .

an−2 = an−1qn−1 + an, 0 < an < an−1,

an−1 = anqn.

Òîãäà an =íîä(a, b). Áîëåå òîãî, íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà u, v òàêèå, ÷òî

ua + vb = íîä(a, b).

1.2. Ñëåäñòâèå. Åñëè a è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî u,
÷òî au ≡ 1 ( mod n).

Îïðåäåëèì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è: F1 = F2 = 1, Fi+2 = Fi+1 + Fi.
1.3. Ëåììà. Åñëè n > 2, òî Fn+5 > 10Fn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Fn+5 = Fn+4 + Fn+3 = 2Fn+3 + Fn+2 = 3Fn+2 + 2Fn+1 = 5Fn+1 + 3Fn =
8Fn+5Fn−1 > 8Fn+4Fn−1 > 8Fn+2Fn = 10Fn. Ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî Fn = Fn−1+Fn−2 6
2Fn−1. 2

1.4. Òåîðåìà Ëàìå. Ïóñòü a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, a > b > 0. Òîãäà ÷èñëî äåëåíèé
â àëãîðèòìå Åâêëèäà íå áîëüøå, ÷åì 5k, ãäå k � ÷èñëî öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì, an > 1 = F2 è an−1 > an > 1. Òîãäà an−1 > 2 = F3. Äàëåå,
an−2 > an−1qn−1+an > an−1+an > F2+F3 = F4. Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ïîëó÷àåì b = a1 > Fn+1.
Åñëè n > 5k, òî b > F5k+2 > 10kF2 = 10k � ïðîòèâîðå÷èå. 2

1.5. Óïðàæíåíèå. 1) Äîêàæèòå, ÷òî Fkl äåëèòñÿ íà Fk. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî,
÷òî åñëè Fn � ïðîñòîå, òî n � ïðîñòîå èëè n = 4 (çàìåòèì, ÷òî F4 = 3 äåëèòñÿ íà F2 = 1).

2) Íàéòè íàèìåíüøåå ïðîñòîå n > 2 òàêîå, ÷òî ÷èñëî Fn íå ïðîñòîå.
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Ëåêöèÿ 2
Ñòðóêòóðà êîëüöà âû÷åòîâ Zm

2.1. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íàèìåíüøèõ
íåîòðèöàòåëüíûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 4:

+ 0 1 2 3 · 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1

Îáîçíà÷èì Z4 = {0, 1, 2, 3}. Ïðî÷èòàâ îïðåäåëåíèÿ â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ, ïîëåçíî
ïîíÿòü ÷òî Z4 ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ îáðàçóåò ãðóïïó, à ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ � íåò.
Êðîìå òîãî, Z4 ñ îáåèìè îïåðàöèÿìè îáðàçóåò êîëüöî.

2.2. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå G îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ

îïåðàöèÿ ·, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b èçG îïðåäåëåí ýëåìåíò a·b èçG. Áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ ìîæåò îáîçíà÷àòüñÿ íå òîëüêî ·, íî è ëþáûì äðóãèì ñèìâîëîì, íàïðèìåð +.
Îáû÷íî ïèøóò ab âìåñòî a · b.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ îïðåäåëåííîé íà íåì áèíàðíîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé,
åñëè

1) (ab)c = a(bc) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b èç G (îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà);
2) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò e èç G (îí íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé), ÷òî ae = ea = a äëÿ

ëþáîãî a èç G;
3) äëÿ ëþáîãî a èç G ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b èç G (îí íàçûâåòñÿ îáðàòíûì ê a),

÷òî ab = ba = e.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èñïîëüçóþò òàêæå ñèìâîë 1, åñëè îïåðàöèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ òî÷êîé, è ñèìâîë 0, åñëè îïåðàöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ïëþñîì.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åäèíèöà â ëþáîé ãðóïïå G åäèíñòâåííà è äëÿ ëþáîãî a èç G
ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí îáðàòíûé ê a ýëåìåíò.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé èëè êîììóòàòèâíîé, åñëè ab = ba äëÿ ëþáûõ a, b èç G.
Ãðóïïû G è G1 íàçûâàþò èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ : G → G1,

òî åñòü òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ èç ãðóïïû G íà âñþ ãðóïïó G1, ÷òî
φ(ab) = φ(a)φ(b) äëÿ ëþáûõ a, b èç G.

2.3. Îïðåäåëåíèå êîëüöà. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî K ñ îïðåäåëåííûìè íà íåì
áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè + è · íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè

1) K ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:
à) (a + b) + c = a + (b + c);
á) cóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ K, ÷òî a + 0 = 0 + a = a äëÿ ëþáîãî a èç K;
â) äëÿ ëþáîãî a ∈ K ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ K, ÷òî a + b = 0;
ã) a + b = b + a;

2) Â K âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ëåâîé è ïðàâîé äèñòðèáóòèâíîñòè:
ä) a(b + c) = ab + ac;
å) (a + b)c = ab + ac.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè (ab)c = a(bc) ∀a, b, c ∈ K.
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Koëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè ab = ba ∀a, b ∈ K.
Ýëåìåíò b ∈ K íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà K, åñëè ba = a = ab ∀a ∈ K.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åäèíèöà â êîëüöå åäèíñòâåííà, åñëè ñóùåñòâóåò. Åäèíèöà êîëüöà

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 1.

Àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà K íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå K ñ
ïîìîùüþ îïåðàöèè +, èìåþùåéñÿ â êîëüöå. Òàêàÿ ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ K+. Åñëè æå
ðàññìîòðåòü êîëüöî K òîëüêî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, òî ãðóïïû íå ïîëó÷èòñÿ. Îäíàêî,
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íåêîòîðàÿ ÷àñòü êîëüöà K âñå æå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ïóñòü K � àññîöèàòèâíîå è êîìóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K∗ ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ a ∈ K, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò îáðàòíûé,
ò. å. ýëåìåíò b ∈ K ñî ñâîéñòâîì ab = ba = 1. Òîãäà K∗ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ è íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà K.

Êîëüöà K è K1 íàçûâàþò èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ : K → K1,
òî åñòü òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ èç êîëüöà R íà âñå êîëüöî K1, ÷òî
φ(a + b) = φ(a) + φ(b) è φ(ab) = φ(a)φ(b) äëÿ ëþáûõ a, b èç K.

2.4. Îïðåäåëåíèå êîëüöà âû÷åòîâ Zm. Ïóñòü x è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç restm(x) íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà m. Òàêèì
îáðàçîì, 0 6 restm(x) 6 m − 1 è ðàçíîñòü x − restm(x) äåëèòñÿ íà m. Âñå âîçìîæíûå
íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà m îáðàçóþò
ìíîæåñòâî

Zm = {0, 1, . . . ,m− 1}.

Çàäàäèì íà íåì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ïðàâèëàìè:
� ñóììà ýëåìåíòîâ i è j ðàâíà restm(i + j);
� ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ i è j ðàâíî restm(i · j).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Zm ñòàíîâèòñÿ êîëüöîì. Îíî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ m.

2.5. Îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ñóììû êîëåö. Ïóñòü K1, . . . , Ks � íåêîòîðûå êîëüöà.
Îáîçíà÷èì

K1 ⊕ · · · ⊕Ks = {(r1, . . . , rs) | ri ∈ Ki ∀i}.

Ââåäåì íà ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

(r1, . . . , rs) + (r′1, . . . , r
′
s) = (r1 + r′1, . . . , rs + r′s),

(r1, . . . , rs) · (r′1, . . . , r′s) = (r1 · r′1, . . . , rs · r′s).

Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî K1 ⊕ · · · ⊕Ks ñòàíîâèòñÿ êîëüöîì. Ýòî êîëüöî íàçûâàåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé êîëåö K1, . . . , Ks.

Åãî íóëü � ýòî (0, . . . , 0), åãî åäèíèöà � ýòî (1, . . . , 1), åñëè êàæäîå Ki èìååò åäèíèöó.

2.6. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè êîëüöà Zm. Ïóñòü m = m1m2 . . . ms, ãäå âñå mi ∈ N è
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà Zm ' Zm1 ⊕ · · · ⊕ Zms êàê êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 6 x 6 m − 1 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Zm. Ïðîâåðèì, ÷òî
ïðàâèëî

φ : x 7→ (restm1(x), . . . , restms(x))

çàäàåò òðåáóåìûé èçîìîðôèçì.
1) Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ

íåêîòîðûõ x, y ∈ Zm âûïîëíÿåòñÿ restmi
(x) = restmi

(y) äëÿ âñåõ i. Òîãäà x − y äåëèòñÿ
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íà mi äëÿ âñåõ i. Òàê êàê ÷èñëà m1, . . . ,ms ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî x− y äåëèòñÿ íà
èõ ïðîèçâåäåíèå m. Îòñþäà è èç 0 6 x, y 6 m− 1 ñëåäóåò x = y.

2) Ïðîâåðèì, ÷òî φ � îòîáðàæåíèå �íà�. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî φ
âçàèìíî îäíîçíà÷íî è, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Zm ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â Zm1⊕· · ·⊕Zms .

3) Ïðîâåðèì, ÷òî φ(x + y) = φ(x) + φ(y). Ýòî ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i âûïîëíÿåòñÿ restmi

(x + y) = restmi
(restmi

(x) + restmi
(y)). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî (x + y)− (restmi
(x) + restmi

(y)) äåëèòñÿ íà mi.
4) Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ(xy) = φ(x)φ(y). 2

Äëÿ âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò íàáîðà (x1, . . . , xs) ê ýëåìåíòó x ïðèìåíÿåòñÿ
êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

2.7. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ïóñòü m = m1m2 . . . ms, ãäå âñå mi ∈ N è
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, è ïóñòü (x1, . . . , xs) � íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ñóùåñòâóåò
÷èñëî x, äàþùåå îñòàòêè x1, . . . , xs ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,ms ñîîòâåòñòâåííî. Îäíî èç òàêèõ
÷èñåë íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

x0 =
s∑

i=1

ci(m/mi)xi,

ãäå ci � îáðàòíûé ê m/mi â êîëüöå Zmi
, ò.å. ci(m/mi) ≡ 1 ( mod mi). Âñå äðóãèå x ñðàâíèìû

ñ x0 ïî ìîäóëþ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî m/mi äåëèòñÿ íà mj ïðè i 6= j. Òîãäà ïî
ìîäóëþ mj ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

ci(m/mi)xi ≡

{
0 ïðè i 6= j

xj ïðè i = j.

Îòñþäà x0 ≡ xj ( mod mj) ïðè j = 1, . . . , s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x � äðóãîå ÷èñëî, äàþùåå
îñòàòêè x1, . . . , xs ïðè äåëåíèè íà m1, . . . ,ms. Òîãäà x − x0 ≡ 0( mod mi) äëÿ âñåõ i. Òàê
êàê ÷èñëà m1, . . . ,ms ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî x− x0 ≡ 0( mod m). 2
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Ëåêöèÿ 3
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðóïï

3.1. Îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè
â íåé ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g òàêîé, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò G ÿâëÿåòñÿ åãî ñòåïåíüþ, ò.å.

∀x ∈ G ∃n ∈ Z : x = gn.

Ïðè ýòîì ïèøóò G = 〈g〉 è ãîâîðÿò, ÷òî G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì g, à ñàì g íàçûâàþò
ïîðîæäàþùèì.

3.2. Ïðèìåð. 1) Z+
6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} = 〈1〉 = 〈5〉.

2) Z∗
9 = {1, 2, 4, 5, 7, 8} = 〈2〉 = 〈5〉.

Äåéñòâèòåëüíî, Z∗
9 = {1, 2, 4, 5, 7, 8}, òàê êàê òîëüêî ê ýòèì ýëåìåíòàì êîëüöà Z9

ñóùåñòâóþò îáðàòíûå (îíè ðàâíû 1, 5, 7, 2, 4, 8, ñîîòâåòñòâåííî). Êðîìå òîãî, ïðîâåðêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî Z∗

9 = {20, 21, 22, 23, 24, 25} (íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå
íåâàæåí). Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì ãðóïï Z+

6 → Z∗
9 ïî ïðàâèëó i 7→ 2i.

3) Z∗
7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = 〈3〉.

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ èçîìîðôèçì Z+
6 → Z∗

7 ïî ïðàâèëó i 7→ 3i.
4) Ãðóïïà Z∗

8 = {1, 3, 5, 7} íå öèêëè÷åñêàÿ.

3.3. Îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ýëåìåíòà ãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g ãðóïïû G � ýòî
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n > 1 òàêîå, ÷òî gn = e â G ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêîå n ñóùåñòâóåò.
Åñëè æå òàêîå n íå ñóùåñòâóåò, òî ïîðÿäîê g ïîëàãàþò ðàâíûì∞. Ïîðÿäîê g îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç ord(g).

Â ÷àñòíîñòè, ord(e) = 1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû
êîíå÷åí.

3.4. Ïðèìåð. 1) Ãðóïïà Z+ âñåõ öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ � öèêëè÷åñêàÿ, Z+ = 〈1〉
è ord(n) = ∞ äëÿ ëþáîãî n ∈ Z, îòëè÷íîãî îò 0.

2) Ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ ãðóïï Z+
6 , Z∗

9 è Z∗
8 ñëåäóþùèå:

g 0 1 2 3 4 5 g 1 2 4 5 7 8 g 1 3 5 7
ord(g) 1 6 3 2 3 6 ord(g) 1 6 3 6 3 2 ord(g) 1 2 2 2

3.5. Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ î ïîðÿäêàõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå.
(1) Åñëè g � ýëåìåíò ãðóïïû, òî gn = e âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n

äåëèòñÿ íà ord(g).
(2) Åñëè G � àáåëåâà ãðóïïà, è a, b ∈ G � ýëåìåíòû âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ, òî

ord(ab) =ord(a)ord(b).
(3) Åñëè G = 〈g〉 � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî G = {e, g, g2, . . . , gord(g)−1} è âñå

ïåðå÷èñëåííûå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Åñëè n äåëèòñÿ íà ord(g), òî gn = (gord(g))n/ord(g) = e. Íàîáîðîò,
ïóñòü gn = e. Ïîäåëèì n íà ord(g) c îñòàòêîì: n = k·ord(g) + r, ãäå 0 6 r <ord(g). Òîãäà
e = gn = (gord(g))kgr = gr. ×òîáû íå ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èÿ ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ord(g)
íåîáõîäèìî r = 0. Òàêèì îáðàçîì, n äåëèòñÿ íà ord(g).
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(2) Îáîçíà÷èì k =ord(ab), n =ord(a), m =ord(b). Ïîëüçóÿñü àáåëåâîñòüþ ãðóïïû G,
âûâîäèì e = (ab)km = akm(bm)k = akm. Ïî óòâåðæäåíèþ (1), km äåëèòñÿ íà n. Òàê êàê
m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî k äåëèòñÿ íà n. Àíàëîãè÷íî k äåëèòñÿ íà m, è, çíà÷èò, íà
nm. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî (ab)nm = e. Òàê êàê k � ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñî
ñâîéñòâîì (ab)k = e, òî k = nm.

(3) Âñå ïåðå÷èñëåííûå ýëåìåíòû ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû áûëî gi = gj ïðè
0 6 i < j 6ord(g) − 1, òî âûïîëíÿëîñü áû gj−i = e, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè
ord(g). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ G ëåæèò â óêàçàííîì ìíîæåñòâå.
Èìååì x = gn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z. Ïîäåëèì n íà ord(g) c îñòàòêîì: n = k·ord(g) + r, ãäå
0 6 r <ord(g). Òîãäà x = (gord(g))kgr = gr. 2

3.6. Oïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû ãðóïïû. Ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ëþáîå åå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî H, óäîâëåòâîðÿþùåå äâóì óñëîâèÿì:

1) H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ: äëÿ ëþáûõ h1, h2 ∈ H ýëåìåíò h1h2 èç ãðóïïû
G ëåæèò â H.

2) H çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ: äëÿ ëþáîãî h ∈ H ýëåìåíò
h−1 èç ãðóïïû G ëåæèò â H.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû G ñàìà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî òîé
æå îïåðàöèè, ÷òî îïðåäåëåíà íà G.

3.7. Ïðèìåð. Âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû Z+
6 ýòî {0}, {0, 3}, {0, 2, 4} è ñàìà ãðóïïà Z+

6 .

3.8. Óïðàæíåíèå. 1) Ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
2) Â êîíå÷íîé ãðóïïå ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

Ïîðÿäîê ãðóïïû G � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé, îáîçíà÷àåòñÿ |G|.

3.9. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ýòîé
ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íà è H � åå ïîäãðóïïà. Åñëè G = H, òî
äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H = {h1, . . . , hn} ìåíüøå G è ïóñòü x ∈ G\H. Òîãäà
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Hx = {h1x, . . . , hnx} ðàçëè÷íû è íå ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè èç
H. Äåéñòâèòåëüíî, èç hix = hjx ñëåäóåò hi = hj, à èç hix = hj ñëåäóåò x = h−1

i hj ∈ H,
÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè H ∪ Hx = G, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè æå H ∪ Hx ìåíüøå
G, òî âîçüìåì ýëåìåíò y ∈ G \ (H ∪ Hx) è îáðàçóåì ìíîæåñòâî Hy = {h1y, . . . , hny}.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå åãî ýëåìåíòû ðàçëè÷íû è íå ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè èç
H∪Hx. Ïðîäîëæàÿ äàëåå, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå G â îáúåäèíåíèå n-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ
H, Hx,Hy, . . . . Îòñþäà |G| äåëèòñÿ íà n. 2

3.10. Ñëåäñòâèå. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è g � åå ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó
{e, g, g2, . . . , gord(g)−1} ãðóïïû G, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòîì g. Åå ïîðÿäîê ord(g) äåëèò |G|
ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà. 2

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîíàäîáèòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.8.
3.11. Ëåììà. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà è a � ýëåìåíò íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà

â íåé. Òîãäà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G äåëèò ïîðÿäîê a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G. Åñëè ord(x) íå äåëèò ord(a),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå q è ïîêàçàòåëü α > 1, ÷òî qα äåëèò ord(x) è íå äåëèò ord(a).
Ïóñòü β > 0 � íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî qβ äåëèò ord(a). Òîãäà α > β.

Ïîëîæèì y = xord(x)/qα
è b = aqβ

. Òîãäà ord(y) = qα è ord(b) =ord(a)/qβ. Òàê êàê ord(y)
è ord(b) âçàèìíî ïðîñòû è ãðóïïà G àáåëåâà, òî ord(yb) =ord(y)·ord(b) =ord(a)qα−β >ord(a)
� ïðîòèâîðå÷èå. 2
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Ëåêöèÿ 4
Ñòðóêòóðà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Zm

4.1. Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Zm.
Åñëè m = m1m2 . . . ms, ãäå mi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî Z∗

m ' Z∗
m1
× · · · × Z∗

ms
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Z∗
m ' (Zm1 ⊕ · · · ⊕ Zms)

∗ = Z∗
m1
× · · · × Z∗

ms
. 2

Â ÷àñòíîñòè, åñëè m = pk1
1 . . . pks

s � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ÷èñëà, òî Z∗
m ' Z∗

pk1
× · · · ×

Z∗
pks . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòüñÿ â ñòðóêòóðå ãðóïïû Z∗

pk , ãäå p � ïðîñòîå.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà p = 2, k > 3.

Ïóñòü ϕ(m) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ò.å. êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ðÿäó 1, 2, . . . ,m − 1, âçàèìíî
ïðîñòûõ ñ m.

4.2. Òåîðåìà î ïîðÿäêå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû êîëüöà Zm.
1) Ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗

m ðàâåí ϕ(m).
2) Åñëè m = pk1

1 . . . pks
s � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ÷èñëà, òî ϕ(m) = ϕ(pk1

1 ) . . . ϕ(pks
s ) è

ϕ(pk) = pk−1(p− 1) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîñòàòî÷íî ïîíÿòü, ÷òî â ãðóïïó Z∗
m âõîäÿò âñå òå ýëåìåíòû èç

1, 2, . . . ,m−1, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ m. Ïî îïðåäåëåíèþ, a âõîäèò â Z∗
m òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò b òàêîå, ÷òî ab ≡ 1 ( mod m). ßñíî, ÷òî òîãäà a âçàèìíî ïðîñòî
ñ m. Íàîáîðîò, åñëè a âçàèìíî ïðîñòî ñ m, òî ïî ñëåäñòâèþ 1.2 ñóùåñòâóåò b òàêîå, ÷òî
ab ≡ 1 ( mod m) è òîãäà a ∈ Z∗

m.
2) Òàê êàê Z∗

m ' Z∗
pk1

× · · · ×Z∗
pks , òî â ñèëó 1) èìååì ϕ(m) = ϕ(pk1

1 ) . . . ϕ(pks
s ). Ôîðìóëà

ϕ(pk) = pk − pk−1 ïðè p ïðîñòîì âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ðÿäó 1, 2, . . . , pk − 1 òîëüêî ÷èñëà
êðàòíûå p íå âçàèìíî ïðîñòû ñ pk, à òàêèõ ÷èñåë pk−1 − 1. 2

4.3. Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Ýéëåðà). Åñëè a è m âçàèìíî ïðîñòû, òî

aϕ(m) ≡ 1 ( mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a è m âçàèìíî ïðîñòû, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ∈ Z∗
m. Ïî

ñëåäñòâèþ 3.10, ïîðÿäîê ýëåìåíòà a äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû Z∗
m, ò.å. äåëèò ϕ(m). Îòñþäà

aϕ(m) = 1 â Z∗
m. 2

4.4. Ñëåäñòâèå (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Åñëè p � ïðîñòîå è a íå äåëèòñÿ íà p, òî

ap−1 ≡ 1 ( mod p).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûÿñíåíèþ ñòðîåíèÿ ãðóïï Z∗
pn ïðè ïðîñòîì p. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

ñëåäñòâèÿ 4.9 íåîáõîäèì íåáîëüøîé ýêñêóðñ â òåîðèþ ïîëåé.
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4.5. Îïðåäåëåíèå. Ïîëå � ýòî àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé,
â êîòîðîì âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáðàòèìû.

Î÷åâèäíî, åñëè K � ïîëå, òî K∗ = K \ {0}. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñíîâà íåíóëåâîé ýëåìåíò.

4.6. Ïðèìåð. 1) Ðàöèîíàëüíûå, âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå ÷èñëà îáðàçóþò
ïîëÿ.
2) Êîëüöî âû÷åòîâ Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n � ïðîñòîå.

4.7. Òåîðåìà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n îò îäíîé ïåðåìåííîé è ñ
êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K èìååò â K íå áîëåå n êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî
âûñøåé àëãåáðå.

4.8. Òåîðåìà. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîíå÷íîå ïîëå. Äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà K∗ �
öèêëè÷åñêàÿ. Ïóñòü x1, . . . , xn � âñå ýëåìåíòû ãðóïïû K∗ è ïóñòü x1 � ýëåìåíò
íàèáîëüøåãî ïîðÿäêà d â íåé. Ïî ëåììå 3.11 ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ xi äåëÿò d, â
÷àñòíîñòè, âñå xi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ xd − 1 = 0 â K. Ïî òåîðåìå 4.7 èìååì
n 6 d. Îäíàêî, d|n ïî ñëåäñòâèþ 3.10. Îòñþäà n = d è, çíà÷èò, x1 ïîðîæäàåò K∗. 2

4.9. Cëåäñòâèå. Åñëè p � ïðîñòîå, òî Z∗
p � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p− 1.

4.10. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè p > 3 � ïðîñòîå, òî ãðóïïà Z∗
pn öèêëè÷åñêàÿ äëÿ âñåõ n > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî g, ÷òî
gp−1 ≡ 1 ( mod p) è gl ≡/ 1 ( mod p) ïðè 1 6 l < p− 1. Åñëè gp−1 ≡ 1( mod p2), òî

(g + p)p−1 = gp−1 + (p− 1)gp−2p + p2(. . . )

≡ 1 + (p− 1)gp−2p ( mod p2)

≡/ 1 ( mod p2).

Ïîýòîìó, áåðÿ g + p âìåñòî g, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî gp−1 ≡/ 1 (mod p2). Òàêèì îáðàçîì,

gp−1 = 1 + pu

äëÿ íåêîòîðîãî u, íå äåëÿùåãîñÿ íà p. Äîêàæåì, ÷òî âû÷åò g ïîðîæäàåò Z∗
pn . Ñíà÷àëà

äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì k > 0

g(p−1)pk

= 1 + pk+1uk (1)

äëÿ íåêîòîðîãî uk, íå äåëÿùåãîñÿ íà p. Ïóñòü ýòî óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî äëÿ
íåêîòîðîãî k > 0. Äîêàæåì åãî äëÿ k + 1.

g(p−1)pk+1

= (1 + pk+1uk)
p = 1 + pk+2uk +

p∑
i=2

Ci
p(p

k+1uk)
i.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå äåëèòñÿ íà pk+3. Ïðè
2 6 i < p áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò Ci

p äåëèòñÿ íà p è òîãäà ñëàãàåìîå Ci
p(p

k+1uk)
i
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äåëèòñÿ íà p1+i(k+1). Òàê êàê 1 + i(k + 1) > 1 + 2(k + 1) > k + 3, òî îíî äåëèòñÿ íà pk+3.
Cëàãàåìîå â ñóììå ïðè i = p äåëèòñÿ íà p(k+1)p. Òàê êàê (k + 1)p > 3(k + 1) > k + 3, òî îíî
òîæå äåëèòñÿ íà pk+3. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèþ ïîðÿäêà âû÷åòà g â ãðóïïå Z∗
pn . Ýòîò ïîðÿäîê d äåëèò ïîðÿäîê

ãðóïïû, ò.å. ÷èñëî ϕ(pn) = pn−1(p−1). Òàê êàê gd ≡ 1 ( mod pn), òî gd ≡ 1 ( mod p) è, çíà÷èò,
(p− 1)|d. Òàêèì îáðàçîì, d èìååò âèä d = (p− 1)pk äëÿ íåêîòîðîãî k > 0. Èç óòâåðæäåíèÿ
(1) ñëåäóåò, ÷òî k íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n− 1. Èòàê, d = ϕ(pn). 2

Äàëåå, åñëè A, B � ïîäìíîæåñòâà ãðóïïû G, òî îáîçíà÷èì

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, à A è B � åå ïîäãðóïïû, òî AB � òîæå åå
ïîäãðóïïà.

4.11. Ëåììà. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà è A, B � åå ïîäãðóïïû òàêèå, ÷òî A∩B = {e}.
Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ AB çàïèñûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå g = ab, ãäå a ∈ A
è b ∈ B. Êðîìå òîãî, AB ' A×B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g = ab = a1b1, ãäå a, a1 ∈ A è b, b1 ∈ B. Òîãäà
aa−1

1 = bb−1
1 . Ïîñêîëüêó A ∩ B = {e}, òî a = a1, b = b1 è åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Èçîìîðôèçì AB → A×B çàäàåòñÿ ïðàâèëîì ab 7→ (a, b). 2

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ïðåäëîæåíèå 4.13, ðàçáåðåì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

4.12. Ïðèìåð. Â ãðóïïå Z∗
16 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15} èìåþòñÿ äâå ïîäãðóïïû:

〈−1〉 = {(−1)0, (−1)1} = {1, 15},
〈5〉 = {50, 51, 52, 53} = {1, 5, 9, 13}.

Ïåðåìíîæèâ ïîýëåìåíòíî ýòè ïîäãðóïïû, ïîëó÷èì âñþ ãðóïïó Z∗
16. Êðîìå òîãî, ïî

ëåììå 4.11 èìååì Z∗
16 = 〈−1〉〈5〉 ' 〈−1〉 × 〈5〉 ' Z+

2 × Z+
4 .

4.13. Ïðåäëîæåíèå. 1) Z∗
2 è Z∗

4 � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïîðÿäêîâ 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî.
2) Åñëè k > 3, òî Z∗

2k ' Z+
2 × Z+

2k−2 � íåöèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàæåì âòîðîå.
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî |Z∗

2k | = ϕ(2k) = 2k−1. Äàëåå ìû äîêàæåì ñëåäóþùèå ïóíêòû:

(à) −1 ∈ Z∗
2k è −1 èìååò ïîðÿäîê 2 â ãðóïïå Z∗

2k ;

(á) 5 ∈ Z∗
2k è 5 èìååò ïîðÿäîê 2k−2 â ãðóïïå Z∗

2k ;

(â) 〈−1〉 ∩ 〈5〉 = {1}.

Òîãäà ïî ëåììå 4.11 ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï 〈−1〉 è 〈5〉 èìååò ïîðÿäîê 2k−1 è, çíà÷èò,
ñîâïàäàåò ñ Z∗

2k . Êðîìå òîãî, ïî ëåììå 4.11 ýòî ïðîèçâåäåíèå èçîìîðôíî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ è ïðåäëîæåíèå áóäåò äîêàçàíî.

Ïóíêò (a) î÷åâèäåí. Äàëåå, 5 ∈ Z∗
2k , òàê êàê 5 è 2k âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæåì, ÷òî

ord(5) = 2k−2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 52k−2 ≡ 1 ( mod 2k) è 52l ≡/ 1 ( mod 2k) ïðè l =
0, 1, . . . , k − 3, à ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ïðè ëþáîì l > 0 âûïîëíÿåòñÿ 52l
= 1+2l+2u äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî

÷èñëà u, çàâèñÿùåãî îò l.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè l = 0 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò
l ê l + 1:

52l+1

= (1 + 2l+2u)2 = 1 + 2l+3(u + 2l+1u2).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè l > 0 ÷èñëî â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ íå÷åòíî.

Äîêàæåì ïóíêò (â). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî−1 ∈ 〈5〉, ò.å.−1 ≡ 5s ( mod 2k) ïðè íåêîòîðîì s.
Ðàññìàòðèâàÿ ýòî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ 4, ïîëó÷àåì −1 ≡ 1 ( mod 4) � ïðîòèâîðå÷èå. 2

4.14. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü q � ñòåïåíü ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà. Ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì ïî ìîäóëþ q íàçûâàåòñÿ ëþáîé ïîðîæäàþùèé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗

q.

4.15. Óïðàæíåíèå. Ïóñòü q � ñòåïåíü ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà. Òîãäà
1) èìååòñÿ ðîâíî ϕ(ϕ(q)) ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ q;
2) ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a
q−1

p ≡/ 1 ( mod q).

äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñëà q − 1.
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Ëåêöèÿ 5
Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè

5.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì
âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, åñëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a ( mod p) èìååò ðåøåíèå.

5.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî.
1) Ñðåäè ÷èñåë Z∗

p = {1, . . . , p−1} ðîâíî ïîëîâèíà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè.

2) Åñëè a ∈ Z∗
p � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, òî a

p−1
2 = 1, à åñëè íåò, òî a

p−1
2 = −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïî ñëåäñòâèþ 4.9 â ãðóïïå Z∗
p åñòü ýëåìåíò z òàêîé, ÷òî

Z∗
p = {1, z, z2, . . . , zp−2}. Åñëè âîçâåñòè ýòè ýëåìåíòû â êâàäðàò, òî ïîëó÷àòñÿ ýëåìåíòû

1, z2, z4, . . . , zp−3 è òîëüêî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî zk ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
íåêîòîðîãî zl. Òîãäà zk−2l = 1 è, çíà÷èò, k − 2l äåëèòñÿ íà p − 1, â ÷àñòíîñòè, k � ÷åòíî.
Èòàê, òîëüêî ÷èñëà 1, z2, z4, . . . , zp−3 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè.

2) Ïóñòü a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, ò.å. a = x2 äëÿ íåêîòîðîãî x. Òîãäà a
p−1
2 = xp−1 = 1.

Ïóñòü a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò. Òîãäà a = zk äëÿ íåêîòîðîãî íå÷åòíîãî k. Èìååì a
p−1
2 =

zk p−1
2 6= 1, òàê êàê k p−1

2
íå äåëèòñÿ íà p − 1. Îäíàêî,

(
a

p−1
2

)2

= 1. Ïîýòîìó a
p−1
2 = −1.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî óðàâíåíèå x2 = 1 â ïîëå Zp èìååò ëèøü 2 êîðíÿ: 1 è −1.

5.3. Îïðåäåëåíèå ñèìâîëà Ëåæàíäðà
(

a
p

)
. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è a

� öåëîå ÷èñëî. Ïðè a, äåëÿùåìñÿ íà p, ïîëàãàþò
(

a
p

)
= 0. Ïðè a, íå äåëÿùåìñÿ íà p,

(a

p

)
=

{
1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p,

−1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.2 èìååì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî â Zp :(a

p

)
= a

p−1
2 .

5.4. Ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

1)
(

ab2

p

)
=

(
a
p

)
ïðè b, íå äåëÿùåìñÿ íà p.

2)
(

a+p
p

)
=

(
a
p

)
.

3)
(

ab
p

)
=

(
a
p

) (
b
p

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 5.6 è 5.7 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåîðåìà.

5.5. Òåîðåìà î êîíå÷íûõ ïîëÿõ. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
n > 1 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïîëå, ñîñòîÿùåå èç
pn ýëåìåíòîâ. Ýòî ïîëå GF (pn) ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ ïîëå, èçîìîðôíîå Zp. Â
÷àñòíîñòè, ñóììà p åäèíèö â GF (pn) ðàâíà íóëþ. Áîëåå òîãî, ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå
èçîìîðôíî ïîëþ GF (pn) äëÿ íåêîòîðûõ p è n.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ëþáîì õîðîøåì ó÷åáíèêå ïî âûñøåé
àëãåáðå. Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì åãî, ïîñòðîèâ ïîëå ïîðÿäêà 9. Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîãî÷ëåíîâ âèäà ax + b, ãäå a, b ïðîáåãàþò ïîëå Z3. Ìíîãî÷ëåíû ìîæíî î÷åâèäíûì
ñïîñîáîì ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü. Îäíàêî, ìû áóäåì äåëàòü ýòî ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà
x2 + 1. Íàïðèìåð, îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ x + 2 è 2x + 1 ðàâíî 2x2 + 5x + 2.
Íóæíîå íàì ïðîèçâåäåíèå ðàâíî îñòàòêó îò äåëåíèÿ 2x2+5x+2 íà x2+1, ò.å. 5x, ÷òî ðàâíî
2x, òàê êàê êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ 3. Äîêàæåì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí f(x) èç P îáðàòèì. Åñëè f(x) = ax+b, òî f(x)(ax−b) = −a2−b2. Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ïðè (a, b) 6= (0, 0) ýëåìåíò −a2 − b2 ïîëÿ Z3 íå ðàâåí 0 è, çíà÷èò, îáðàòèì. Ïóñòü c �
îáðàòíûé ê íåìó. Òîãäà (ax − b)c � ìíîãî÷ëåí, îáðàòíûé ê f(x). Âñå îñòàëüíûå àêñèîìû
ïîëÿ ïðîâåðÿþòñÿ òðèâèàëüíî.

5.6. Òåîðåìà.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n, ÷èñëî n2−1
8

öåëîå
è ïî ìîäóëþ 2 âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

n2 − 1

8
≡

{
0, åñëè n = ±1 ( mod 8),

1, åñëè n = ±5 ( mod 8).

Ðàññìîòðèì ïîëå GF (p2). Ïî òåîðåìå 4.8 åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ.
Òàê êàê îíà èìååò ïîðÿäîê p2 − 1, òî â íåé ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà 8. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç α è ïîëîæèì y = α + α−1. Òîãäà

y2 = 2.

Äåéñòâèòåëüíî, α2 + α−2 = 0, ò.ê. α4 = −1. Êðîìå òîãî, ïî áèíîìó Íüþòîíà èìååì

yp = αp + α−p.

Åñëè p = ±1 ( mod 8), òî îòñþäà âûâîäèì, ÷òî yp = y. Òîãäà
(

2
p

)
= 2

p−1
2 = yp−1 = 1.

Åñëè p = ±5 ( mod 8), òî yp = α5 + α−5 = −(α + α−1) = −y. Òîãäà
(

2
p

)
= 2

p−1
2 = yp−1 = −1.

2

5.7. Òåîðåìà (Ãàóññ). Åñëè p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ðàâíûå 2, òî(q

p

)
=

(p

q

)
(−1)

q−1
2

p−1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî p 6= q. Ðàññìîòðèì ïîëå GF (p q−1). Ïî òåîðåìå 4.8 åãî
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà öèêëè÷åñêàÿ. Òàê êàê îíà èìååò ïîðÿäîê p q−1 − 1, òî â íåé
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà p q−1 − 1. Ïî òåîðåìå Ýéëåðà p q−1 − 1 äåëèòñÿ íà q, è çíà÷èò
â ýòîé ãðóïïå èìååòñÿ ýëåìåíò ïîðÿäêà q. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ω. Òîãäà ω 6= 1 è ωq = 1 â
GF (p q−1). Òåïåðü îïðåäåëèì ñóììó Ãàóññà:

y =
∑
x∈Zq

(x

q

)
ωx.

Óòâåðæäåíèå 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

y2 = (−1)
q−1
2 q.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

y2 =
∑
x,z

(xz

q

)
ωx+z =

∑
u∈Zq

ωu
∑
x∈Zq

(x(u− x)

q

)
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïîñëåäíåé ñóììå x ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Zq \ {0}. Äàëåå, ïðè x 6= 0,(x(u− x)

q

)
=

(−x2

q

)(1− ux−1

q

)
= (−1)

q−1
2

(1− ux−1

q

)
.

Îòñþäà

(−1)
q−1
2 y2 =

∑
u∈Zq

Cuω
u,

ãäå

Cu =
∑

x∈Zq\{0}

(1− ux−1

q

)
.

Î÷åâèäíî

C0 =
∑

x∈Zq\{0}

(1

q

)
= q − 1.

Åñëè u 6= 0, òî s = 1− ux−1 ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî Zq \ {1} è, ïîýòîìó,

Cu =
∑
s∈Zq

(s

q

)
−

(1

q

)
= −

(1

q

)
,

òàê êàê
(

0
q

)
= 0, à â Zq\{0} ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè, è ÷èñëî ýëåìåíòîâ,

íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè, îäèíàêîâû. Îòñþäà∑
u∈Zq

Cuω
u = (q − 1)−

∑
u∈Zq\{0}

ωu = q,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

yp−1 =
(p

q

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà âûâîäèì

yp =
∑
x∈Zq

(x

q

)
ωxp =

∑
z∈Zq

(zp−1

q

)
ωz =

(p−1

q

)
y =

(p

q

)
y,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïî óòâåðæäåíèÿì 1 è 2 èìååì ðàâåíñòâî

(p

q

)
= yp−1 =

(
(−1)

q−1
2 q

) p−1
2

= (−1)
q−1
2

p−1
2

(q

p

)
.

â ïîëå GF (p q−1), à, çíà÷èò, è â êîëüöå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. 2
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5.8. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.( 74

163

)
=

( 2

163

) ( 37

163

)
= −

( 37

163

)
;

( 37

163

)
=

(163

37

)
=

(15

37

)
=

( 3

37

) ( 5

37

)
=

(37

3

) (37

5

)
=

(1

3

)(2

5

)
= −1.

Ïîýòîìó ( 74

163

)
= 1.

Èòàê, 74 � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ 163. Îäíàêî, íàéòè áåç êîìïüþòåðà òàêîé x,
÷òî 74 ≡ x2 ( mod 163) âåñüìà íåïðîñòî!

Îïèøåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p îáîçíà÷èì ÷åðåç α(p)
íàèìåíüøèé ïîðîæäàþùèé ãðóïïû Z∗

p. Èç ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà1 ñëåäóåò, ÷òî

α(p) 6 c log6 p äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c. Òàêèì îáðàçîì, α(p) ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ p.
Ïðè p < 104 ìàêñèìóì èç α(p) ðàâåí 31 è äîñòèãàåòñÿ íà îäíîì ïðîñòîì ÷èñëå: p = 5881.
Ïðè p < 1014 ìàêñèìóì èç α(p) ðàâåí 335. Ïðèìåðíî â êàæäîì òðåòüåì ñëó÷àå ïðè p < 1014

âûïîëíÿåòñÿ α(p) = 2. Ïðîâåðèì, ÷òî è â íàøåì ñëó÷àå ýòî òîæå òàê, ò.å. α(163) = 2. Èòàê,
íàäî äîêàçàòü, ÷òî ord(2) = 162 â ãðóïïå Z∗

163. Òàê êàê 162 = 2 · 34, òî, â ñèëó óïðàæíåíèÿ
4.15, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 2d ≡/ 1 ( mod 163) ïðè d = 81 è d = 54. Â Z∗

163 èìååì,

d 1 3 9 27 81 2 6 18 54
2d 2 8 23 105 −1 4 64 40 104

Òåïåðü âû÷èñëÿåì ñòåïåíè 2 â ãðóïïå Z∗
163 äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà ïîÿâèòñÿ ÷èñëî 74:

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
2d 2 4 8 16 32 64 128 93 23 46 92 21 42 84 5 10 20

d 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
2d 40 80 −3 −6 −12 −24 −48 67 134 105 47 94 25 50 100 37 74

Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå Z∗
163 ñïðàâåäëèâî 74 = 234, çíà÷èò x = ±217 = ±20.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà âû÷èñëåíèå n òàêîãî, ÷òî 2n ≡ b ( mod p) î÷åíü
ïðîñòî: íà êàæäîì øàãå íàäî õðàíèòü òîëüêî îäíî ÷èñëî; íà î÷åðåäíîì øàãå íàäî
óìíîæèòü åãî íà 2 (äîïèñàâ 0 â äâîè÷íîé çàïèñè), è åñëè ðåçóëüòàò ïðåâûñèò p, âû÷åñòü
p. Îäíàêî, ïðè áîëüøîì p âû÷èñëåíèå ìîæåò çàíÿòü ìíîãî âðåìåíè, ïîñêîëüêó íàäî
ïåðåáèðàòü n îò 1 äî p− 1.

1Ïóñòü m ∈ N. ×èñëîâûì õàðàêòåðîì ïî ìîäóëþ m íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå χ : Z → C ñî
ñâîéñòâàìè
1) χ(a) = 0 ⇔ íîä(a,m) > 1,
2) χ(a + m) = χ(a),
3) χ(ab) = χ(a)χ(b).

Ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà ãëàñèò, ÷òî åñëè χ � õàðàêòåð ïî ìîäóëþ m, òî íóëè L-ôóíêöèè Äèðèõëå

L(χ, s) =
∞∑

k=1

χ(k)
ks

â ïîëîñå 0 < Re s < 1 ëåæàò íà ïðÿìîé Re s = 1/2.
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Áîëåå áûñòðûé ñïîñîá îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ñîîáðàæåíèè. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå
÷èñëî è a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p. Òîãäà a

p−1
2 ≡ 1 ( mod p) è a

p+1
2 ≡ a ( mod p).

Åñëè ÷èñëî p+1
2

÷åòíî, òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a ( mod p) ðåøàåòñÿ ëåãêî: x ≡ ±a
p+1
4 ( mod p).

Â íàøåì ñëó÷àå x ≡ ±7441 ( mod 163). Ïîñëåäíèé âû÷åò èùåòñÿ áûñòðî c ïîìîùüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ âû÷åòîâ â êâàäðàò (ó÷åñòü, ÷òî 41 = 25 + 23 + 20):

d 0 1 2 3 4 5

742d
74 97 118 69 34 15

Îòñþäà x ≡ ±(74 · 69 · 15) ( mod 163) ≡ ±20 ( mod 163).

5.9. Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a ( mod p), ãäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Èç ï. 5.2 ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñðàâíåíèå ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a �

êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, ò.å.

a
p−1
2 ≡ 1 ( mod p).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìû çíàåì íåêîòîðûé
êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò N ïî ìîäóëþ p, ò.å. ìû çíàåì N ñî ñâîéñòâîì

N
p−1
2 ≡ −1 ( mod p).

Ïóñòü p − 1 = 2sl, ãäå l íå÷åòíî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü ÷èñëà bs−1, . . . , b0

òàêèå, ÷òî
(alb2

i )
2i ≡ 1 ( mod p).

Ìîæíî ïîëîæèòü bs−1 = 1. Åñëè bi óæå íàéäåíî è i > 0, òî, èçâëåêàÿ êîðåíü, ïîëó÷èì, ÷òî
(alb2

i )
2i−1

ñðàâíèìî ñ 1 èëè −1 ïî ìîäóëþ p. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì bi−1 = bi, âî âòîðîì

bi−1 = biN
p−1

2i+1
. Â êîíöå ïîëó÷èì alb2

0 ≡ 1 ( mod p), îòêóäà (a
l+1
2 b0)

2 ≡ a ( mod p) è, çíà÷èò,

x ≡ ±a
l+1
2 b0 ( mod p).

5.10. Çàìå÷àíèå. Ìû çíàåì, ÷òî ïîëîâèíà ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , p −
1} ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p, à ïîëîâèíà � íåò. Ïîýòîìó ñ
ïîìîùüþ ñëó÷àéíîãî âûáîðà ÷èñëà â ýòîì ìíîæåñòâå ìîæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 íàéòè
êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò. Â 1952 ãîäó Àíêåíè äîêàçàë, ÷òî ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ
ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà ñóùåñòâóåò òàêîå C > 0, ÷òî íàèìåíüøèé êâàäðàòè÷íûé
íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p íå ïðåâîñõîäèò C log2 p. Äëÿ íåêîòîðûõ p ≡ 1 ( mod 4) êâàäðàòè÷íûé
íåâû÷åò N èçâåñòåí çàðàíåå; íàïðèìåð, N = 2 ïðè p ≡ 5 ( mod 8).

Ïîèñê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 ≡ a ( mod n), â ñëó÷àå, êîãäà n � ñîñòàâíîå è íàì
íåèçâåñòíî ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé.

5.11. Óïðàæíåíèå. 1) Íàïèñàòü ïðîãðàììó, íàõîäÿùóþ íàèìåíüøèé êâàäðàòè÷íûé
íåâû÷åò N(p) ïî ìîäóëþ çàäàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p.

2) Íàéòè ìàêñèìóì èç N(p) ïðè 2 < p < 106. Íà êàêèõ p äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìàêñèìóì?

3) Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè p 7→ N(p)

log2 p
è íàéòè åå ìàêñèìóì ïðè 105 < p < 106.

16



Ëåêöèÿ 6
Çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

6.1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, a � ïîðîæäàþùèé
ãðóïïû Z∗

p (òàêèì îáðàçîì, ord(a) = p− 1), è b � ÷èñëo, íå äåëÿùèåñÿ íà p. Íàéòè n òàêîå,
÷òî

an ≡ b ( mod p). (2)

Ïèøóò n = loga b. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé î÷åíü
áûñòðî â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî p ãëàäêîå, ò.å. êîãäà p−1 ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ2

ïðîñòûõ ÷èñåë, è ýòî ðàçëîæåíèå èçâåñòíî.

6.2. Àëãîðèòì LOGsmooth. Ïóñòü q � ïðîñòîå ÷èñëî, äåëÿùåå p − 1. Òîãäà
ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xq = 1 â ïîëå Zp ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 1, c, c2, . . . , cq−1, ãäå

c ≡ a
p−1

q
( mod p). Åñëè äàíî ÷èñëî d è èçâåñòíî, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ xq = 1,

òî ìîæíî ïåðåáîðîì íàéòè t òàêîå, ÷òî d = ct è 0 6 t 6 q − 1. Çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ
ïðåäïîëîæåíèåì î ìàëîñòè q.

Äàëåå, äîïóñòèì p − 1 = qkl, ãäå q è l âçàèìíî ïðîñòû. Ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî
íàõîäèòü (ýòî îïèñûâàåòñÿ äàëåå) ÷èñëà ui, i = 0, 1, . . . , k, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

(ba−ui)lqk−i ≡ 1 ( mod p). (3)

Ïðè i = k ýòî äàñò íàì ñðàâíåíèå

(ba−uk)l ≡ 1 (mod p),

÷òî â ñèëó (2) ýêâèâàëåíòíî
a(n−uk)l ≡ 1 (mod p).

Òàê êàê ord(a) = p− 1, òî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî (n− uk)l äåëèòñÿ íà p− 1, ò.å.

n ≡ uk ( mod qk).

Âûïèñàâ òàêèå ñðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ q ÷èñëà p − 1, ìîæíî ñ
ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ íàéòè n ( mod p− 1).

Îñòàëîñü îáúÿñíèòü, êàê èñêàòü ÷èñëà ui, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì (3). Ìîæíî
ïîëîæèòü u0 = 1. Åñëè íåêîòîðîå ui óæå íàéäåíî, òî èç (3) ñëåäóåò, ÷òî (ba−ui)lqk−i−1

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ xq ≡ 1 ( mod p). Òîãäà ìîæíî íàéòè t òàêîå, ÷òî

(ba−ui)lqk−i−1 ≡ ct ( mod p).

Ïîëîæèì ui+1 = ui + tqi. Òîãäà

(ba−ui+1)lqk−i−1 ≡ cta−tlqk−1 ≡ 1 ( mod p),

÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå (3) ïðè i + 1. 2

2Ïîíÿòèå ãëàäêîñòè íåôîðìàëüíî è ìàëîñòü ÷èñåë íå óòî÷íÿåòñÿ. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðîâ ìàëûìè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëà äî 1010.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê uk îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñõåìå: u0 = 1, ri ≡ (ba−ui)lqk−i−1
( mod p),

ti = logc ri, ui+1 = ui + tiq
i.

6.3. Ïðèìåð. Íàéäåì n òàêîå, ÷òî 2n ≡ 74 ( mod 163).
Çäåñü a = 2, b = 74, p = 163 è p− 1 = 2 · 34.

Ïîëîæèì ñíà÷àëà q = 3. Òîãäà k = 4 è l = 2. Êðîìå òîãî, c ≡ 2
p−1
3 = 254 ≡ 104( mod 163),

c2 ≡ 58( mod 163). Òåïåðü ìîæíî çàïîëíèòü ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

i 0 1 2 3
ri 1 58 1 104
ti 0 2 0 1
ui+1 1 7 7 34

Îòñþäà èìååì n ≡ 34 ( mod 81). (4)

Òåïåðü ïîëîæèì q = 2. Òîãäà k = 1 è l = 81. Êðîìå òîãî, c ≡ 2
p−1
2 ≡ −1( mod 163).

Çàïîëíÿåì òàáëèöó:

i 0
ri −1
ti 1
ui+1 2

Îòñþäà èìååì n ≡ 2 ( mod 2). (5)
Èç (4) è (5) âûâîäèì, ÷òî n ≡ 34 ( mod 162).

6.4. Çàäà÷è äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó íà C++, ââîä êîòîðîé � ïðîñòîå ÷èñëî p, âûâîä � ÷èñëî α(p),

ÿâëÿþùååñÿ íàèìåíüøèì ïîðîæäàþùèì ãðóïïû Z∗
p.

Óêàçàíèå. a) Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, α(p) ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ p, ïîýòîìó α(p) ìîæíî
íàõîäèòü ïåðåáîðîì.

á) Ïóñòü 1 < n < p − 1. ×òîáû ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè n ïîðîæäàþùèì ãðóïïû Z∗
p,

íàäî ïîñëåäîâàòåëüíî ñ÷èòàòü ñòåïåíè n ïî ìîäóëþ p. Åñëè nk ≡ 1 ( mod p) ïðè íåêîòîðîì
1 < k < p− 1, òî n � íå ïîðîæäàþùèé. Åñëè æå nk ≡/ 1 ( mod p) ïðè âñåõ 1 < k < p− 1, òî
n � ïîðîæäàþùèé. Ìîæíî íåìíîãî ñýêîíîìèòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî k 6 p−1

2
.

Åñëè ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà p−1 èçâåñòíû, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óïðàæíåíèåì
4.14.2).

2. Íàéòè α0 = max{α(p) : p < 106}. Ïåðå÷èñëèòü âñå p < 106, íà êîòîðûõ ýòîò ìàêñèìóì
äîñòèãàåòñÿ.

3. Äëÿ êàæäîãî n ∈ {2, 3, . . . , α0} íàéòè ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë p < 106, äëÿ êîòîðûõ
α(p) = n.

4. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ àëãîðèòì LOGsmooth èç ïóíêòà 6.1.

5. Íàéòè n òàêîå, ÷òî 23n ≡ 1000 ( mod 2161).
6. Cóùåñòâóåò ëè ïðîñòîå p, äëÿ êîòîðîãî α(p) = 108? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåèçâåñòåí

(2005 ãîä). Èçâåñòíî ëèøü, ÷òî p íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 1014.

6.5. Çàäà÷à òåîðåòè÷åñêàÿ. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷ècëî
p òàêîå, ÷òî α(p) > n.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü q1, . . . , qs � âñå ïðîñòûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå n, è ïóñòü q � èõ
ïðîèçâåäåíèå. Ïî òåîðåìå Äèðèõëå3 â àðèôìåòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + 8qt)t∈N

ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p. Òîãäà
(

qi

p

)
= 1 äëÿ ëþáîãî qi. Äëÿ qi = 2 ýòî âûòåêàåò

èç òåîðåìû 5.6, à äëÿ íå÷åòíûõ qi � èç òåîðåìû 5.7 è ñâîéñòâà 5.4.2):
(

qi

p

)
=

(
p
qi

)
=(

1+qi(8qt/qi)
qi

)
=

(
1
qi

)
= 1. Èç ñâîéñòâà 5.4.3) ñëåäóåò, ÷òî

(
m
p

)
= 1 äëÿ ëþáîãî m 6 n. Â

ñèëó
(

m
p

)
= m

p−1
2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ÷èñëà m â ãðóïïå Z∗

p íå ïðåâîñõîäèò p−1
2
.

Ïîýòîìó ëþáîå m 6 n íå ìîæåò áûòü ïîðîæäàþùèì ãðóïïû Z∗
p è, çíà÷èò, α(p) > n. 2

6.5. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. Â 1927 ãîäó Àðòèí ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåçó, èçâåñòíóþ
òåïåðü êàê ãèïîòåçà Àðòèíà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, îòëè÷íîãî îò ±1 è
ïîëíîãî êâàäðàòà, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë p, äëÿ êîòîðûõ a ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì. Áîëåå òîãî, äëÿ Na(x) � êîëè÷åñòâà òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ x, îí ïðèâåë àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó âèäà

Na(x) ∼
Cax

ln x
(x → +∞),

ãäå Ca > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Â 1967 ãîäó Õîîëè äîêàçàë îáå ýòè ãèïîòåçû ïðè óñëîâèè
ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà. Ïðè ýòîì ïîëó÷èëîñü, ÷òî

C2 =
∏

q−ïðîñòîå

(
1− 1

q(q − 1)

)
= 0, 3739 . . . .

Åñëè æå íå èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííóþ ãèïîòåçó Ðèìàíà, òî íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè 2
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Â 1984 ãîäó Ãóïòà è
Ìàðòè äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë q, r è s â ìíîæåñòâå

{qs2, q3r2, q2r, r3s2, r2s, q2s3, qr3, q3rs2, rs3, q2r3s, q3s, qr2s3, qrs}

íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Àíàëèçèðóÿ èõ äîêàçàòåëüñòâî, Õåô-Áðàóí
äîêàçàë â 1986 ãîäó, ÷òî

(1) ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë a, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà Àðòèíà íåâåðíà, íå ïðåâîñõîäèò 2;
(2) ÷èñëî öåëûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ x, äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà Àðòèíà íåâåðíà, íå

ïðåâîñõîäèò log2 x ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x.

6.6. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ ï. 6.1 î ÷èñëàõ p, a è b ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ an ≡ b ( mod p) ìîæíî íàõîäèòü ïî ôîðìóëå

n ≡
p−2∑
i=1

(1− ai)−1bi ( mod p− 1),

ãäå îáðàòíûé áåðåòñÿ â ãðóïïå Z∗
p.

3Òåîðåìà Äèðèõëå (1839). Ïóñòü a è d � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà â
àðèôìåòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a, a + d, a + 2d, . . . ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî.
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Ëåêöèÿ 7
Âåðîÿòíîñòíûå òåñòû íà ïðîñòîòó

7.1. Ïñåâäîïðîñòûå ÷èñëà. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè n � ïðîñòîå
è a âçàèìíî ïðîñòî ñ n, òî

an−1 ≡ 1 ( mod n). (6)

Îäíàêî è äëÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë n è íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèìè ÷èñåë a ýòî
ñðàâíåíèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ. Íàïðèìåð,

724 ≡ 1 ( mod 25).

7.1.1. Îïðåäåëåíèå. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a, åñëè n
ñîñòàâíîå è âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå (6).

Òàêèì îáðàçîì, 25 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ 7. Îäíàêî, 25 íå ÿâëÿåòñÿ
ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèÿì 2, 3, 4, 5 è 6:

224 ≡ 16 ( mod 25), 324 ≡ 14 ( mod 25), 424 ≡ 6 ( mod 25),

524 ≡ 0 ( mod 25), 624 ≡ −1 ( mod 25).

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå è óïðàæíåíèå îòâå÷àþò íà âîïðîñ:
Äëÿ ñêîëüêè a èç Z∗

n ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a?
Ïîëîæèì

Bn = {a ∈ Z∗
n | an−1 = 1}.

7.1.2. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè n ïðîñòîå, òî Bn = Z∗
n. Åñëè n � ñîñòàâíîå, òî

Bn = Z∗
n èëè |Bn| 6

1

2
|Z∗

n|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî Bn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Z∗

n è
÷òî ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû. 2

7.1.3. Óïðàæíåíèå. Ïóñòü n � íå÷åòíîå ÷èñëî è n = pe1
1 pe2

2 . . . per
r , ãäå p1, p2, . . . , pr �

ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà

|Bn| =
r∏

i=1

íîä (n− 1, pi − 1).

Óêàçàíèå. Ðåøåíèå ìîæíî âûâåñòè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.2.1 è ëåììû 7.5.1.

Íàïðèìåð, 91 = 7 · 13 ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì äëÿ 36 ÷èñåë èç Z∗
91 è íå ÿâëÿåòñÿ

ïñåâäîïðîñòûì äëÿ îñòàëüíûõ 36 ÷èñåë èç Z∗
91. Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóþò ÷èñëà n,

ïñåâäîïðîñòûå ïî âñåì îñíîâàíèÿì a ∈ Z∗
n. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàðìàéêëà.

Íàèìåíüøåå èç íèõ 561 = 3 · 11 · 17.

7.2. ×èñëà Êàðìàéêëà. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà, åñëè îíî ñîñòàâíîå
è äëÿ ëþáîãî a ∈ Z∗

n âûïîëíÿåòñÿ an−1 = 1 â Z∗
n.
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7.2.1. Òåîðåìà (Êàðìàéêë, 1912). (1) Íå÷åòíîå ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = p1p2 . . . pr, ãäå pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è n−1 äåëèòñÿ
íà pi − 1 ïðè âñåõ i.

(2) ×èñëî Êàðìàéêëà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íå ìåíåå 3 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü n = pe1
1 . . . per

r � ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ÷èñëà. Ïî
òåîðåìå 4.1 èìååì èçîìîðôèçì ãðóïï

Z∗
n → Z∗

p
e1
1
× · · · × Z∗

per
r

.

Ïîýòîìó, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ Z∗
n âûïîëíÿåòñÿ an−1 = 1, òî è äëÿ ëþáîãî ai ∈ Z∗

p
ei
i

âûïîëíÿåòñÿ an−1
i = 1. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.10 ãðóïïà Z∗

p
ei
i
öèêëè÷åñêàÿ, ò.å. â íåé èìååòñÿ

ýëåìåíò ai ïîðÿäêa |Z∗
p

ei
i
| = φ(pei

i ) = pei−1
i (pi − 1). Ïîýòîìó n− 1 äåëèòñÿ íà ýòîò ïîðÿäîê,

à çíà÷èò ei = 1 è n− 1 äåëèòñÿ íà pi − 1.
Íàîáîðîò, åñëè ei = 1 è n − 1 äåëèòñÿ íà pi − 1 ïðè âñåõ i, òî äëÿ ëþáîãî ai ∈ Z∗

p

âûïîëíÿåòñÿ an−1
i = 1. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî a ∈ Z∗

n âûïîëíÿåòñÿ an−1 = 1.
(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � ÷èñëî Êàðìàéêëà è n = pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå

÷èñëà. Òîãäà n− 1 äåëèòñÿ íà p− 1 è q − 1. Èìååì n− 1 = (p− 1)q + (q − 1). Òîãäà p− 1
äåëèòñÿ íà q − 1. Àíàëîãè÷íî q − 1 äåëèòñÿ íà p− 1, îòêóäà p = q � ïðîòèâîðå÷èå. 2

7.2.2. Óïðàæíåíèå. 1) Ïðîâåðèòü, ÷òî 561 � íàèìåíüøåå ÷èñëî Êàðìàéêëà.
2) Ïðîâåðèòü, ÷òî 101101 � ÷èñëî Êàðìàéêëà.
3) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k ÷èñëà 6k + 1, 12k + 1, 18k + 1 �

ïðîñòûå, òî èõ ïðîèçâåäåíèå � ÷èñëî Êàðìàéêëà. Íàéòè ÷èñëî Êàðìàéêëà, áîëüøåå 109.
4) Ïðîâåðèòü, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî 16 ÷èñåë Êàðìàéêëà, ìåíüøèõ 105, è ýòî ÷èñëà

561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, 41041, 46657, 52633, 62745, 63973, 75361.

Äëÿ âñåõ ýòèõ ÷èñåë n íàéòè îòíîøåíèå φ(n)/n.

Ïóñòü C(n) � êîëè÷åñòâî ÷èñåë Êàðìàéêëà ìåíüøèõ n. Â 1994 ãîäó Àëüôîðä,
Ãðàíâèëëü è Ïîìåðàíñ äîêàçàëè, ÷òî C(n) > n2/7, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n. Â ÷àñòíîñòè,

÷èñåë Êàðìàéêëà èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî lim
n→+∞

C(n)
n

= 0.

Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ C(10n) ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
C(10n) 1 7 16 43 105 255 646 1547 3605 8241 19279 44706 105212 246683 585355

7.3. Îáùàÿ ñòðóêòóðà âåðîÿòíîñòíûõ òåñòîâ íà ïðîñòîòó. Ïóñòü äàëåå n
íå÷åòíî. Íåñêîëüêî âåðîÿòíîñòíûõ òåñòîâ íà ïðîñòîòó, âêëþ÷àÿ òåñò Ìèëëåðà � Ðàáèíà,
èìåþò ñëåäóþùóþ îáùóþ ñòðóêòóðó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íå÷åòíîãî n
îïðåäåëåíî ïîäìíîæåñòâî Ln ⊆ Z∗

n è ÷èñëî 0 < c < 1 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

• ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ïî a ∈ Zn, ëåæèò ëè a â Ln;

• åñëè n � ïðîñòîå, òî Ln = Z∗
n;

• åñëè n � ñîñòàâíîå, òî |Ln| 6 c φ(n), ãäå φ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Âûáèðàåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî s (îò íåãî çàâèñèò ïîãðåøíîñòü òåñòà).
Òåñò. Âûáèðàåì ñëó÷àéíî s ÷èñåë a1, . . . , as â ìíîæåñòâå {1, . . . , n − 1}. Ïðîâåðÿåì,

ëåæàò ëè ai â Ln. Åñëè íåêîòîðîå ai íå ëåæèò â Ln, òî âûäàåòñÿ îòâåò: n � ñîñòàâíîå. Åñëè
âñå ai ëåæàò â Ln, òî âûäàåòñÿ îòâåò: n � ïðîñòîå ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1− cs.
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Ïîÿñíåíèå. Åñëè òåñò âûäàë îòâåò: n � ñîñòàâíîå, òî n äåéñòâèòåëüíî ñîñòàâíîå. Â
ñàìîì äåëå, ýòîò îòâåò âûäàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåêîòîðîå ai ëåæèò âíå Ln.
Íî äëÿ ïðîñòûõ n ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ai ∈ {1, . . . , n− 1} = Z∗

n = Ln.
Åñëè æå òåñò âûäàë îòâåò: n � ïðîñòîå ñ âåðîÿòíîñòüþ > 1 − cs, òî íà îñíîâàíèè

ýòîãî ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî n ïðîñòîå. Ìîæíî ëèøü ñîãëàñèòüñÿ ñ ïðåäëîæåííîé
âåðîÿòíîñòüþ (è äàëåå ïðîâåðÿòü ïðîñòîòó n äðóãèìè ñðåäñòâàìè). Â ñàìîì äåëå, åñëè n
ñîñòàâíîå, òî ñîáûòèå �âñå ai ëåæàò â Ln � ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 6 cs.

Çàìå÷àíèå. 1) Îáû÷íî òåñò ïðîâîäèòñÿ â s øàãîâ, íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ
ñëó÷àéíî îäíî ÷èñëî â ìíîæåñòâå {1, . . . , n − 1}. Ïðè ýòîì âûáîðû äîëæíû áûòü
íåçàâèñèìûìè. Îáåñïå÷èòü ýòó íåçàâèñèìîñòü çàðàíåå çàäàííîé ïðîöåäóðîé ñëîæíî.

2) Ïðè c = 1/4 è s = 10 èìååì 1 − cs > 0, 99999904. Äàëåå áóäåò îáñóæäàòüñÿ, êàê
ïîâûñèòü íàäåæíîñòü ýòîãî òåñòà.

Mîæåì ëè ìû ïîëîæèòü
Ln = {a ∈ Z∗

n | an−1 = 1}?

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî èñïûòóåìîå n íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà, òî â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 7.1.2 âûïîëíÿåòñÿ |Ln| 6 φ(n)/2 è ìîæíî ïðèìåíèòü òåñò ñ êîíñòàíòîé
c = 1/2. Åñëè æå n � ÷èñëî Êàðìàéêëà, òî Ln = Z∗

n è, çíà÷èò, |Ln| = φ(n). Ïîýòîìó
Ln íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì ïåðåä òåñòîì. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòîò òåñò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà Êàðìàéêëà âûäàåò äåçèíôîðìèðóþùèé îòâåò, ÷òî îíî
ïðîñòîå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñëàáûì óòåøåíèåì ñëóæèò òî, ÷òî ÷èñëà Êàðìàéêëà
âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî.

Óïðàæíåíèå. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ òåñòà íà ïðîñòîòó ñ Ln = {a ∈ Z∗
n | an−1 = 1}

è c = 1/2. Äëÿ ÷èñëà Êàðìàéêëà n = 561 ïîâòîðèòå òåñò ñ ïàðàìåòðîì s = 2 íåçàâèñèìî
ñòî ðàç. Ñêîëüêî ðàç òåñò âûäàñò îòâåò: �561 � ïðîñòîå ñ âåðîÿòíîñòüþ > 3/4 �?

Cëåäóþùåå óñèëåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü Ln,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì ïåðåä òåñòîì ïðè c = 1/4 äëÿ ëþáîãî
n 6= 9.

7.4 Óñèëåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî è n− 1 = m2h, ãäå
m � íå÷åòíî. Òîãäà ïðè a âçàèìíî ïðîñòîì ñ n âûïîëíÿåòñÿ

am ≡ 1 ( mod n) èëè ∃ t, 0 6 t < h : am2t ≡ −1 ( mod n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, an − 1 äåëèòñÿ íà n. Äàëåå,

an − 1 = (am − 1)(am + 1)(a2m + 1) . . . (a2hm + 1).

Òàê êàê n ïðîñòîå, òî îäèí èç ìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà n.2

7.5. Òåñò Ìèëëåðà � Ðàáèíà. Ýòî òåñò èç ïóíêòà 7.3 ñ Ln, îïðåäåëåííûì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n íå÷åòíî è ïóñòü n−1 = m2h, ãäå m íå÷åòíî, h > 1. Ïîëîæèì

Ln = {a ∈ Zn | am ≡ 1 ( mod n) èëè ∃ i, 0 6 i < h : am2i ≡ −1 ( mod n)}.

Äîêàæåì, ÷òî Ln, ãäå n 6= 9, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èç ïóíêòà 7.3 ïðè c = 1/4. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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7.5.1. Ëåììà. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ïî óìíîæåíèþ. ×èñëî
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xm = 1 â G ðàâíî íîä (n, m). Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ g ∈ G óðàâíåíèå
xm = g ðàçðåøèìî, òî ÷èñëî åãî ðåøåíèé ðàâíî íîä (n,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì a, â ÷àñòíîñòè ord(a) = n. Ýëåìåíò
ad ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xm = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dm äåëèòñÿ íà n, ò.å.
êîãäà d äåëèòñÿ íà n

íîä (n,m)
. Ïî ìîäóëþ n òàêèõ ÷èñåë d ðîâíî íîä (n, m) øòóê.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xm = 1. Åñëè óðàâíåíèå xm = g
èìååò íåêîòîðîå ðåøåíèå x0, òî x0A � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ðåøåíèé. 2

7.5.2. Òåîðåìà (Ìîíüå-Ðàáèí). Ïóñòü n � íå÷åòíîå ÷èñëî. Åñëè n � ïðîñòîå, òî
Ln = Z∗

n. Åñëè n � ñîñòàâíîå è îòëè÷íî îò 9, òî |Ln| 6 φ(n)/4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n− 1 = m2h, ãäå m íå÷åòíî, h > 1. Ðàçáåðåì òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1: n � ïðîñòîå. Òîãäà óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ï. 7.4.

Ñëó÷àé 2: n = pe, ãäå p � ïðîñòîå è e > 1. Î÷åâèäíî Ln ⊆ {a ∈ Z∗
n | am2h

= 1}. Ïî
ëåììå 7.5.1 ìîùíîñòü ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ðàâíà

íîä(|Z∗
n|, n− 1) = íîä

(
pe−1(p− 1), pe − 1

)
= p− 1 =

φ(n)

pe−1
<

φ(n)

4
.

Ñëó÷àé 3: n = pe1
1 . . . per

r � ðàçëîæåíèå n íà ïðîñòûå ÷èñëà, r > 1. Ïî òåîðåìå 4.1
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ãðóïï

θ : Z∗
n → Z∗

p
e1
1
× · · · × Z∗

per
r

.

Îáîçíà÷èì θ(a) = (a1, . . . , ar), G = Z∗
n è Gi = Z∗

p
ei
i
.

Ïóñòü φ(pei
i ) = mi2

hi , ãäå mi íå÷åòíî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4.10, Gi � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà mi2

hi . Ïîëîæèì l = min{h, h1, . . . , hr}. Òîãäà l > 1, ïîñêîëüêó n íå÷åòíî.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî a ∈ Ln âûïîëíÿåòñÿ am2l
= 1 â Zn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî am2l 6= 1 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Ln. Èç îïðåäåëåíèÿ
Ln ñëåäóåò, ÷òî am2h

= 1, ïîýòîìó l < h è ñóùåñòâóåò òàêîå j, ÷òî

am2l 6= 1, . . . , am2j 6= 1, am2j+1

= 1, . . . , am2h

= 1.

Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ Ln ñëåäóåò, ÷òî am2j
= −1, à çíà÷èò, am2j

i = −1 äëÿ ëþáîãî i =
1, . . . , r. Îòñþäà ord(am

i ) = 2j+1 â ãðóïïå Gi. Òàê êàê ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê
ãðóïïû, òî j + 1 6 hi. Èìååì l < j + 1 6 hi äëÿ ëþáîãî i. Âñïîìèíàÿ, ÷òî l < h, ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. 2

Èç îïðåäåëåíèÿ Ln èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Ln âûïîëíÿåòñÿ
am2l−1

= ±1. Ïî ëåììå 7.5.1 èìååì

|Ln| 6 |{a ∈ G | am2l−1
= ±1}|

6 2|{a ∈ G | am2l−1
= 1}|.

Îáîçíà÷èì A = {a ∈ G | am2l−1
= 1}, Ai = {ai ∈ Gi | am2l−1

i = 1}, i = 1, . . . , r.
Òîãäà θ(A) = A1 × · · · × Ar. Ïî ëåììå 7.5.1 èìååì

|Ai| = íîä (|Gi|, m2l−1) = íîä (mi2
hi , m2l−1) 6

1

2
|Gi|,

23



ïîñêîëüêó hi > l. Îòñþäà

|Ln| 6 2
r∏

i=1

|Ai| 6 2
r∏

i=1

1

2
|Gi| = 21−r|G| = 21−rφ(n).

Åñëè r > 3, òî |Ln| 6 1
4
|G|. Ïðè r = 2 íåîáõîäèìî áîëåå òî÷íî îöåíèòü |Ai|. Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî i = 1, 2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

íîä (mi, m) < mi èëè hi > l, (7)

òî |Ai| 6 1
4
|Gi| è ñíîâà |Ln| 6 1

4
|G|.

Ïóñòü òåïåðü r = 2 è äëÿ âñåõ i óñëîâèå (7) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà m äåëèòñÿ íà mi

è hi = l äëÿ âñåõ i. Òàê êàê h > l, òî m2h äåëèòñÿ íà mi2
hi äëÿ âñåõ i. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ai ∈ Gi èìååì an−1
i = am2h

i = 1 è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî a ∈ G âûïîëíÿåòñÿ an−1 = 1. Òàêèì
îáðàçîì, n � ÷èñëî Êàðìàéêëà. Òàê êàê äëÿ ÷èñåë Êàðìàéêëà âñåãäà r > 3, òî ïîëó÷àåì
ïðîòèâîðå÷èå. 2

7.6. Ñèëüíî ïñåâäîïðîñòûå ÷èñëà è äîñòîâåðíûå òåñòû íà ïðîñòîòó.Íàïîìíèì
óñèëåíèå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî è n− 1 = m2h, ãäå m � íå÷åòíî.
Òîãäà ïðè a âçàèìíî ïðîñòîì ñ n âûïîëíÿåòñÿ

am ≡ 1 ( mod n) èëè ∃ t, 0 6 t < h : am2t ≡ −1 ( mod n). (8)

Îäíàêî, è äëÿ ñîñòàâíûx n è íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèìè a óñëîâèå (8) ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ. Îíî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ÷èñåë n = 781 = 11 · 71 è a = 5.

7.6.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n � íå÷åòíîå ÷èñëî è n − 1 = m2h, ãäå m � íå÷åòíî.
Òîãäà ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a, åñëè îíî ñîñòàâíîå è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8).

Î÷åâèäíî, åñëè n ñèëüíî ïñåâäîïðîñòî ïî îñíîâàíèþ a, òî n ïñåâäîïðîñòî ïî îñíîâàíèþ
a. ×èñëà Êàðìàéêëà n ïñåâäîïðîñòû ïî âñåì îñíîâàíèÿì a ∈ Z∗

n. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî
ïî òåîðåìå Ðàáèíà äëÿ ëþáîãî ñîñòàâíîãî ÷èñëà n 6= 9 (â òîì ÷èñëå äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
Êàðìàéêëà) êîëè÷åñòâî òåx a ∈ Z∗

n, äëÿ êîòîðûõ n ñèëüíî ïñåâäîïðîñòî ïî îñíîâàíèþ a,
íå ïðåâîñõîäèò |Z∗

n|/4.
Äëÿ ñîñòàâíîãî n îáîçíà÷èì ÷åðåç a(n) ìèíèìàëüíîå a òàêîå, ÷òî n íå ñèëüíî

ïñåâäîïðîñòî ïî îñíîâàíèþ a. Åñëè áû óäàëîñü îöåíèòü a(n) ñâåðõó íåêîòîðîé �ìàëîé
ôóíêöèåé� f(n), òî ïðîâåðêà íà ïðîñòîòó áûëà áû áûñòðîé è äîñòîâåðíîé: äîñòàòî÷íî
áûëî áû ïðîâåðèòü óñëîâèå (8) äëÿ âñåõ a 6 f(n). Åñëè óñëîâèå (8) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
a 6 f(n), òî n � ïðîñòîå. Åñëè óñëîâèå (8) íå âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî a 6 f(n), òî n �
ñîñòàâíîå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé
ãèïîòåçû Ðèìàíà ìîæíî âçÿòü f(n) = 2 log2 n. Ýòî ïîäòâåðæäàþò è ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå.

7.6.2. Òåîðåìà (Ìèëëåð). Åñëè âåðíà ðàñøèðåííàÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà è n ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî ïñåâäîïðîñòûì ïî âñåì îñíîâàíèÿì èç èíòåðâàëà îò 1 äî 2 log2 n, òî n � ïðîñòîå.

Çàìå÷àíèå. Àëüôîðä, Ãðàíâèëëü è Ïîìåðàíñ äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íå÷åòíûõ ñîñòàâíûõ n, ÿâëÿþùèõñÿ ñèëüíî ïñåâäîïðîñòûìè ïî âñåì îñíîâàíèÿì èç

èíòåðâàëà îò 1 äî (log n)
1

3 log log log n .
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëåçíà ïðè äîñòîâåðíîé ïðîâåðêå íà ïðîñòîòó ÷èñåë äî 3 · 1015.

7.6.3. Òåîðåìà (Ïîìåðàíñ, Ñýëôðèäæ, Âàãñòàôô è Åøêå).
1) Åñëè n < 2 047 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèþ 2, òî n � ïðîñòîå.
2) Åñëè n < 1 373 653 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2 è 3, òî n � ïðîñòîå.
3) Åñëè n < 25 326 001 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 3 è 5, òî n � ïðîñòîå.
4) Åñëè n < 118 670 087 467 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 3, 5 è 7, òî ëèáî

n = 3 215 031 751, ëèáî n � ïðîñòîå.
5) Åñëè n < 2 152 302 898 747 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 3, 5, 7 è 11, òî n �

ïðîñòîå.
6) Åñëè n < 3 474 749 660 383 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 3, 5, 7, 11 è 13, òî

n � ïðîñòîå.
7) Åñëè n < 341 550 071 728 321 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 3, 5, 7, 11, 13 è

17, òî n � ïðîñòîå.

8) Åñëè n < 4 759 123 141 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 7 è 61, òî n � ïðîñòîå.
9) Åñëè n < 1012 ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì 2, 13, 23 è 1662803, òî n � ïðîñòîå.

7.6.4. Óïðàæíåíèå. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî Êàðìàéêëà 561 íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ 2.

2) Íàéäèòå íàèìåíüøåå a òàêîå, ÷òî ÷èñëî Êàðìàéêëà 101101 íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a.

3) Ïðîâåðüòå, ÷òî 3 215 031751 = 151 ·751 ·28351 � ñèëüíî ïñåâäîïðîñòîå ïî îñíîâàíèÿì
2,3,5 è 7.

4) Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ïðîâåðÿþùóþ ïðîñòîòó ÷èñåë, ìåíüøèõ 341 550 071 728 321, ñ
ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ïóíêòà 7.6.3.

5) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îòâåòà �n � ïðîñòîå ...� â òåñòå Ìèëëåðà � Ðàáèíà äëÿ ÷èñëà
n = 2047 = 23 · 89 ïðè s = 2? Ïîâòîðèòå òåñò Ìèëëåðà � Ðàáèíà äëÿ ÷èñëà 2047 ñ
ïàðàìåòðîì s = 2 íåçàâèñèìî äâåñòè ðàç. Ñêîëüêî ðàç òåñò âûäàñò îòâåò: �ïðîñòîå ñ
âåðîÿòíîñòüþ > 1− (1/4)2 �?

6) Ïðèìåíèòå òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà ê ÷èñëó 1111111111111111111. Â ëåêöèè 9 ïîÿâèòñÿ
ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü, ÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå.

7) Ïðèìåíèòå òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà ê ÷èñëó

bπ1037c = 31415926535897932384626433832795028841.

Äîêàçàíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ïðîñòîå.
8) Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëåäóþùåå ÷èñëî Àðíîëòà ñîñòàâíîå4 è ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî

ïñåâäîïðîñòûì ïî âñåì ïðîñòûì îñíîâàíèÿì, ìåíüøèì 200:

A=80383745745363949125707961434194210813883768828755814583748891752229742737653336
52186502336163960045457915042023603208766569966760987284043965408232928738791850869
16685732826776177102938969773947016708230428687109997439976544144845341155872450633
40927902227529622941498423068816854043264575340183297861112989606448452161916528725
97534901.

9) Ïðîâåðüòå, ÷òî íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëî Àðíîëòà A, åñòü
A + 1900.

4Ââîä ýòîãî ÷èñëà â ìîé êîìïüþòåð çàíÿë 10 ìèíóò, ïðîâåðêà òîãî, ÷òî îíî ñîñòàâíîå ïðîèçîøëà
ìãíîâåííî. Çàìå÷ó, ÷òî ýòî 337-çíà÷íîå ÷èñëî ðàçëàãàåòñÿ íà äâà ïðîñòûõ ìíîæèòåëÿ, íàèáîëüøèé èç
êîòîðûõ èìååò 169 çíàêîâ. Ñìîæåòå ëè Âû ïî ýòîé èíôîðìàöèè íàéòè ýòè ìíîæèòåëè?
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Ëåêöèÿ 8
Îöåíêà ôóíêöèè ×åáûøåâà

Öåëüþ ýòîé ëåêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèå 8.4; îíî èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ëåêöèè.
Ôóíêöèÿ ×åáûøåâà θ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî x > 0 ôîðìóëîé

θ(x) =
∑
p6x

ln p,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p 6 x.

8.1. Ëåììà. Ïðè n > 1 cïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

4n > Cn
2n >

4n

2
√

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî 4n > Cn
2n âûòåêàåò èç ôîðìóëû

22n = (1 + 1)2n =
2n∑
i=0

Ci
2n.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 îíî ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì,
îíî ñïðàâåäëèâî ïðè n = k è äîêàæåì åãî ïðè n = k + 1:

Ck+1
2(k+1) =

2(2k + 1)

k + 1
Ck

2k >
2(2k + 1)

k + 1

4k

2
√

k
>

4k+1

2
√

k + 1
.

2

8.2. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 1 âûïîëíÿåòñÿ

4n

1 +
√

n
> Cn

2n.

8.3. Ëåììà. θ(x) < (4 ln 2)x ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ

4n > Cn
2n >

∏
n<p<2n
p−ïðîñòîå

p

ïîëó÷àåì 2n ln 2 > θ(2n)− θ(n). Îòñþäà

θ(2m) 6 2 ln 2(1 + 2 + · · ·+ 2m−1) < (2 ln 2)2m,

è äëÿ x = 2m ëåììà âåðíà. Ïðè 2m−1 < x < 2m èìååì

θ(x) 6 θ(2m) < (2 ln 2)2m = (4 ln 2)2m−1 < (4 ln 2)x. 2
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8.4. Ëåììà. θ(n) > n/2 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n > 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p îáîçíà÷èì ÷åðåç νp(n) ìàêñèìàëüíîå k òàêîå,
÷òî n äåëèòñÿ íà pk. Îöåíèì νp(n!). Â ïðîèçâåäåíèè 1 · 2 · . . . · n íà p äåëèòñÿ ðîâíî bn

p
c

ìíîæèòåëåé, íà p2 � ðîâíî b n
p2 c è ò.ä. Ïîýòîìó

νp(n!) =
∑
i>1

⌊ n

pi

⌋
.

Îòñþäà

νp(C
n
2n) = νp

((2n)!

(n!)2

)
=

∑
i>1

⌊2n

pi

⌋
− 2

∑
i>1

⌊ n

pi

⌋

=

i6logp(2n)∑
i>1

(⌊2n

pi

⌋
− 2

⌊ n

pi

⌋)
6 logp(2n),

ò.ê. b2xc − 2bxc 6 1 äëÿ ëþáîãî x. Äàëåå,

Cn
2n =

∏
p<2n

pνp(Cn
2n) 6

∏
p<2n

pblogp(2n)c

6
∏

p6
√

2n

plogp(2n)
∏

√
2n<p62n

pblogp(2n)c 6 (2n)(
√

2n+1)/2
∏

√
2n<p62n

p.

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ëåììû 8.1 ïîëó÷àåì

θ(2n) >
∑

√
2n<p62n

ln p > n ln 4− ln 2− 1

2
ln n− 1

2
(
√

2n + 1) ln(2n).

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ áîëüøå n ïðè n > 134 (ïðîâåðüòå ýòî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
ïðîãðàììû Maple). Ïóñòü m > 268. Òîãäà ïðè m ÷åòíîì èìååì θ(m) > m/2. Ïðè m �
íå÷åòíîì èìååì θ(m) = θ(m + 1) > (m + 1)/2 > m/2. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî θ(m) > m/2 ïðè
4 < m < 268 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû. 2

8.5. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ n, íå ìåíåå en/2.

8.6. Çàìå÷àíèÿ. 1) Ïóñòü π(x) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ x. Â 1896 ãîäó Àäàìàð è Âàëëå-Ïóññåí íåçàâèñèìî äîêàçàëè, ÷òî
lim

n→+∞
π(n)

n/ ln n
= 1. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî lim

n→+∞
θ(n)

n
= 1.

2) Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë èç
èíòåðâàëà [n, 2n] áîëüøå 2n.

27



Ëåêöèÿ 9
Ïîëèíîìèàëüíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì

ðàñïîçíàâàíèÿ ïðîñòîòû

9.1. Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ (h(x), n). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà K îáîçíà÷èì ÷åðåç
K[x] êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò x c êîýôôèöèåíòàìè èç K. Ïóñòü h(x) ∈ Z[x] è n ∈ N. Ãîâîðÿò,
÷òî ìíîãî÷ëåíû f(x), g(x) ∈ Z[x] ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ (h(x), n) è ïèøóò

f(x) ≡ g(x) mod (h(x), n), (9)

åñëè ñóùåñòâóåò q(x) ∈ Z[x] òàêîé, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x)−g(x)−h(x)q(x)
êðàòíû n. Íàïðèìåð,

x3 + 3x2 + 4x + 1 ≡ x + 1 mod (x2 + x + 1, 2).

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà h(x) ðàâåí 1. Äëÿ
äàííîãî f(x) âñåãäà ìîæíî íàéòè îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà (h(x), n), ò. å. òàêîé ìíîãî÷ëåí
g(x), ÷òî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (9), ñòåïåíü g(x) ìåíüøå ñòåïåíè h(x) è âñå êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà g(x) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1, . . . , n− 1}. Äëÿ ýòîãî íàäî

1) ðàçäåëèâ ñòîëáèêîì f(x) íà h(x), íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x), ÷òî f(x) =
h(x)q(x) + r(x), ãäå ñòåïåíü r(x) ìåíüøå ñòåïåíè h(x);

2) â ìíîãî÷ëåíå r(x) çàìåíèòü âñå êîýôôèöèåíòû èõ îñòàòêàìè ïðè äåëåíèè íà n.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îñòàòîê ïðè äåëåíèè f(x) íà (h(x), n) åäèíñòâåí, à ìíîæåñòâî
âñåõ îñòàòêîâ, êîãäà f(x) ïðîáåãàåò Z[x], ñîâïàäàåò c ìíîæåñòâîì âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå ñòåïåíè h(x) è âñå èõ êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{0, 1, . . . , n− 1}.

Ïóñòü F � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíîâ èç Z[x] íà
(h(x), n). Ëåãêî ïðåâðàòèòü F â êîëüöî, îïðåäåëèâ ñóììó (ïðîèçâåäåíèå) îñòàòêîâ g1(x) è
g2(x) êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ g1(x)+g2(x) (ñîîòâåòñòâåííî, g1(x)g2(x)) íà (h(x), n). Êîëüöî5

F îáîçíà÷àþò òàêæå Zn[x]/〈h(x)〉. Îñòàòîê ïðè äåëåíèè f(x) íà (h(x), n) íàçîâåì îáðàçîì

f(x) â F .
Íàïðèìåð, êîëüöî Z2[x]/〈x2 + x + 1〉 ñîñòîèò èç îñòàòêîâ 0, 1, x, x + 1, êîòîðûå

ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

+ 0 1 x x+1 · 0 1 x x+1
0 0 1 x x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 x 1 0 1 x x+1
x x x+1 0 1 x 0 x x+1 1

x+1 x+1 x 1 0 x+1 0 x+1 1 x

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì â êîëüöå
K[x], åñëè èç ðàâåíñòâà h(x) = h1(x)h2(x) ñëåäóåò, ÷òî h1(x) ∈ K èëè h2(x) ∈ K.

Óïðàæíåíèå. 1) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2 + x + 1 íåðàçëîæèì â êîëüöå Z2[x],
îäíàêî, ðàçëîæèì â êîëüöå Z3[x].

2) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2 +x+1 íåðàçëîæèì â êîëüöå Zp[x] äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
p ïðè p ≡ 2 ( mod 3).

5Êîëüöî F èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöó êîëüöà Zn[x] ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó h(x).
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Ëåììà. Ïóñòü n � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè ìíîãî÷ëåí h(x) ∈ Z[x] ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì 1 íåðàçëîæèì â êîëüöå Zn[x], òî êîëüöî Zn[x]/〈h(x)〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå Zn[x]/〈h(x)〉 äëÿ ëþáîãî åãî
íåíóëåâîãî ýëåìåíòà g(x) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé. Òàê êàê ñòåïåíü g(x) ìåíüøå ñòåïåíè h(x)
è h(x) íåðàçëîæèì â Zn[x], òî íîä(g(x), h(x)) = 1 â Zn[x] è, êàê è â àëãîðèòìå Åâêëèäà
äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x), v(x) ∈ Zn[x], ÷òî

g(x)u(x) + h(x)v(x) = 1.

Òîãäà g(x)u(x) ≡ 1 mod (h(x), n). Ïóñòü u(x) � îñòàòîê ïðè äåëåíèè u(x) íà (h(x), n).
Òîãäà g(x)u(x) ≡ 1 mod (h(x), n) è, çíà÷èò, u(x) � îáðàòíûé ê g(x) â êîëüöå Zn[x]/〈h(x)〉.
2

9.2. Äåòñêàÿ áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a ∈ Z è
íîä(n, a) = 1. ×èñëî n ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(x + a)n ≡ xn + a ( mod n). (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

(x + a)n − (xn + a) =
n−1∑
i=1

Ci
nx

ian−i + an − a. (11)

Åñëè n � ïðîñòîå, òî Ci
n äåëèòñÿ íà n ïðè 1 6 i 6 n− 1. Êðîìå òîãî, an − a äåëèòñÿ íà n

ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà. Ïîýòîìó äëÿ ïðîñòîãî n ñîîòíîøåíèå (11) âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü n ñîñòàâíîå, p � íåêîòîðûé åãî ïðîñòîé äåëèòåëü è pk � ìàêñèìàëüíàÿ

ñòåïåíü p, âõîäÿùàÿ â ðàçëîæåíèå n. Òîãäà Cp
n äåëèòñÿ íà pk−1 è íå äåëèòñÿ íà pk è, çíà÷èò,

êîýôôèöèåíò ïðè xp â (11) íå äåëèòñÿ íà n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n ñîñòàâíîì ñîîòíîøåíèå
(10) íå âûïîëíÿåòñÿ. 2

Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ n è r îáîçíà÷èì ÷åðåç ordr(n) ïîðÿäîê ýëåìåíòà n ïî ìîäóëþ r,
ò.å. òàêîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 1, ÷òî nk ≡ 1 ( mod r). Äàëåå log n îçíà÷àåò
ëîãàðèôì n ïî îñíîâàíèþ 2.

9.3. Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 4 ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî r 6 log5 n, íå
äåëÿùåå n, òàêîå, ÷òî ordr(n) > log2 n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n > 4 âûïîëíÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíîå: ordr(n) 6 log2 n äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî r ñ óñëîâèÿìè r - n è r 6 m, ãäå
m = blog5 nc. Òîãäà êàæäîå òàêîå r (à, çíà÷èò, è èõ ïðîèçâåäåíèå) äåëèò

∏
16i6log2 n

(ni − 1).

Ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ r ñ óñëîâèÿìè r | n è r 6 m íå ïðåâîñõîäèò n. Îòñþäà è èç
ñëåäñòâèÿ 8.5 ïîëó÷àåì

2(log e)m/2 = em/2 6
∏
r6m

r−ïðîñòîå

r 6 n ·
∏

16i6log2 n

(ni − 1) < n1+1+2+···+blog2 nc 6 2(log5 n+log3 n+2 log n)/2.

Ïðîòèâîðå÷èå. 2
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9.4. Òåîðåìà (Àãðàâàë, Êàéàë, Ñàõåíà, 2002 ã). Ïóñòü n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
r � ïðîñòîå òàêèå, ÷òî

(1) n íå äåëèòñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà 6 r;

(2) ordr(n) > log2 n;

(3) (x + a)n ≡ xn + a mod (xr − 1, n) äëÿ âñåõ 1 6 a 6 A, ãäå A =
√

r log n.

Òîãäà n � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü n. Ïóñòü h(x) �
íåðàçëîæèìûé ìíîæèòåëü xr−1 â êîëüöå Zp[x], îòëè÷íûé îò x−1. Òàêîé h(x) ñóùåñòâóåò,
èíà÷å xr − 1 = (x − 1)r â Zp[x], òîãäà r äåëèòñÿ íà p, îòêóäà r = p � ïðîòèâîðå÷èå
ñ óñëîâèåì (1). Òàê êàê h(x) íåðàçëîæèì â êîëüöå Zp[x], òî ïî ëåììå èç ïóíêòà 9.1
êîëüöî F = Zp[x]/〈h(x)〉 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà x ∈ F∗ ðàâåí r, ïîñêîëüêó
â F âûïîëíÿåòñÿ xr = 1, x 6= 1 è r � ïðîñòîå.

Ýëåìåíòû x, x + 1, x + 2, . . . , x + bAc � íåíóëåâûå â F. (Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x + a = 0 â
F. Òîãäà xn + a = (x + a)n = 0 â F, è, çíà÷èò, xn = −a = x â F, îòêóäà â ñèëó ord(x) = r
ïîëó÷àåì n ≡ 1 ( mod r), ò.å. ordr(n) = 1 � ïðîòèâîðå÷èå.) Ïóñòü G � ïîäìíîæåñòâî â
F∗, ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïî óïðàæíåíèþ 3.8, G �
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû F∗.

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ Z[x] âèäà g(x) =
∏

06a6A

(x + a)ea , ãäå ea > 0, ïðåäñòàâëÿåò

íåêîòîðûé ýëåìåíò èç G. Ïîýòîìó g(x) íàçîâåì G-ìíîãî÷ëåíîì. Äëÿ íåãî èìååì

g(x)n =
∏

a

((x + a)n)ea ≡
∏

a

(xn + a)ea = g(xn) mod (xr − 1, p).

Îáîçíà÷èì
Ig(x) = {m > 0 | g(x)m ≡ g(xm) mod (xr − 1, p)}.

Òîãäà n, p ∈ Ig(x).

9.5. Ëåììà. Ìíîæåñòâî Ig(x) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m, k ∈ Ig(x). Èìååì

g(x)mk ≡ (g(xm))k mod (xr − 1, p).

C äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷àÿ y = xm, óáåæäàåìñÿ â ðàâåíñòâå

(g(xm))k ≡ g(xmk) mod (xmr − 1, p).

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
(g(xm))k ≡ g(xmk) mod (xr − 1, p).

Èç ýòîãî è ïåðâîãî ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî mk ∈ Ig(x). 2

9.6. Ëåììà. Ïóñòü g(x) � G-ìíîãî÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ïîðîæäàþùèé ãðóïïû G.
Òîãäà, åñëè m1, m2 ∈ Ig(x) è m1 ≡ m2 ( mod r), òî m1 ≡ m2 ( mod |G|).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m2 = m1 + kr. Òîãäà â F èìååì (ó÷èòûâàÿ, ÷òî xr = 1 â F)

g(x)m1g(x)kr = g(x)m2 = g(xm2) = g(xm1+kr) = g(xm1) = g(x)m1 .

Òàê êàê g(x) 6= 0 â F, òî g(x)kr = 1 â F, îòêóäà kr äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ýëåìåíòà g(x),
ðàâíûé |G|. 2
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Ïóñòü R � íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ
r ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {nipj | i, j > 0}. Î÷åâèäíî |R| < r. Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû
9.5 èìååì R ⊂ If(x) äëÿ ëþáîãî G-ìíîãî÷ëåíà f(x). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî p � íàèìåíüøèé
ïðîñòîé äåëèòåëü n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � íå ñòåïåíü p.

Òîãäà öåëûå ÷èñëà nipj ïðè i, j > 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðè 0 6 i 6
√
|R|/2 è 0 6 j 6√

2 |R| èìååòñÿ áîëüøå |R| òàêèõ ÷èñåë, ïîýòîìó êàêèå-òî äâà èç íèõ äîëæíû ñîâïàäàòü
ïî ìîäóëþ r:

nipj ≡ nIpJ ( mod r).

Ïî ëåììå 9.5 îáà ýòèõ ÷èñëà ëåæàò â Ig(x), à ïî ëåììå 9.6 èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà |G|.
Îòñþäà

|G| 6 |nipj − nIpJ | < n
√

|R|/2p
√

2|R| < n
√

2|R|.

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî |G| > n
√

2|R| è, òåì ñàìûì, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. Èç ýòîãî áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ p.

9.7. Ëåììà. Ïóñòü f1(x), f2(x) � G-ìíîãî÷ëåíû èç Z[x] ñòåïåíè < |R|. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èõ îáðàçû â F ñîâïàäàþò, ò.å. f1(x) ≡ f2(x) mod (h(x), p). Òîãäà f1(x) = f2(x) â Zp[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê R ⊂ Ifi(x) äëÿ i = 1, 2, òî äëÿ ëþáîãî k ∈ R ñïðàâåäëèâî

fi(x
k) ≡ fi(x)k mod (h(x), p).

Îòñþäà è èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî

f1(x
k) ≡ f2(x

k) mod (h(x), p).

Äàëåå, ïðè ðàçíûõ k ∈ R ýëåìåíòû xk ∈ F ðàçëè÷íû. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëà
èç R ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ r è ord(x) = r â F∗. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû f1 è f2

ñòåïåíè < |R| èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â ïîëå F íà |R| ýëåìåíòàõ ýòîãî ïîëÿ. Çíà÷èò
èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ñîâïàäàþò â ïîëå F, ò.å. äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p. 2

• Äîêàæåì, ÷òî |G| > n
√

2|R|. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà 1, n, . . . , nordr(n)−1 âõîäÿò â
R. Ïîýòîìó |R| >ordr(n) > log2 n è, çíà÷èò, |R| > B, ãäå B = b

√
|R| log nc. Êðîìå òîãî,

A > B, ãäå A èç óñëîâèÿ (3).
Ðàññìîòðèì G-ìíîãî÷ëåíû g(x) =

∏
06a6B

(x+a)ea ñ óñëîâèåì
∑

06a6B

ea = B. Èõ êîëè÷åñòâî

ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà B íà B + 1 ñëàãàåìûõ, ò.å. CB
2B. Èõ êîðíè ñî çíàêîì ìèíóñ

íåîòðèöàòåëüíû è íå ïðåâîñõîäÿò p, ïîñêîëüêó B < |R| < r < p. Ïîýòîìó ýòè ìíîãî÷ëåíû
èìåþò ðàçíûå íàáîðû êîðíåé ïî ìîäóëþ p ïðè ðàçíûõ íàáîðàõ ïîêàçàòåëåé ea. Çíà÷èò
ýòè ìíîãî÷ëåíû ðàçëè÷íû â êîëüöå Zp[x]. Ïî ëåììå 9.7 èõ îáðàçû â F ðàçëè÷íû. Òàê êàê
ýòè îáðàçû ëåæàò â G, òî ñ ó÷åòîì ëåììû 8.1 ïîëó÷àåì

|G| > CB
2B >

4B

2B1/2
>

4
√

|R| log n−1

2p1/2
>

n2
√

|R|

8n1/4
. (12)

Òàê êàê n � íå ñòåïåíü ïðîñòîãî, òî n > 6. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |R| > log2 n, ñ ïîìîùüþ

ïðîãðàììû ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (12) áîëüøå n
√

2|R| ïðè n > 6.
Òåîðåìà äîêàçàíà. 2
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9.10. Äåòåðìèíèðîâàííûé òåñò íà ïðîñòîòó (Àãðàâàë, Êàéàë, Ñàõåíà.) Ïóñòü
n > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì m = blog5 nc. Ïðè n < 5690034 ïðîâåðêà ïðîñòîòû
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåòà Ýðàòîñôåíà. Ïðè n > 5690034 âûïîëíÿåòñÿ n > m. Â
ýòîì ñëó÷àå äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè.

(1) Ïðîâåðèòü, äåëèòñÿ ëè n íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 2 äî m.

(2) Íàéòè ïðîñòîå ÷èñëî r 6 m òàêîå, ÷òî ordr(n) > log2 n.

(3) Ïðîâåðèòü âûïîëíÿåòñÿ ëè ñðàâíåíèå

(x + a)n ≡ xn + a mod (xr − 1, n)

äëÿ âñåõ 1 6 a 6 A, ãäå A =
√

r log n.
(4) Ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå l > 2 òàêîå, ÷òî n = ql äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî q.

Åñëè íà øàãå (1) ÷èñëî n äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [2, m],
òî n ñîñòàâíîå. Åñëè n íå äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà èç ýòîãî èíòåðâàëà, òî ïåðåõîäèì ê øàãó
(2). Cîãëàñíî ëåììå 9.3 èñêîìîå ÷èñëî r ñóùåñòâóåò è åãî ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì. Äàëåå
ïåðåõîäèì ê øàãó (3). Åñëè óêàçàííîå ñðàâíåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî a èç
èíòåðâàëà 1 6 a 6 A, òî n ñîñòàâíîå (ïî òåîðåìå 9.2). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ, òî n � ñòåïåíü
ïðîñòîãî (ïî òåîðåìå 9.4). Â ýòîì ñëó÷àå øàã (4) çàâåðøàåò òåñò.

9.11. Ïîëèíîìèàëüíîñòü àëãîðèòìà Àãðàâàëà-Êàéàëà-Ñàõåíû. Óêàçàííûé
àëãîðèòì ïðîâåðÿåò ïðîñòîòó n çà ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî îïåðàöèé îò blog nc. Ïîä
îïåðàöèÿìè ïîíèìàþòñÿ ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, ïî ìîäóëÿì,
íå ïðåâîñõîäÿùèì n, à òàêæå âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ òàêèõ ÷èñåë6.

Ïîÿñíèì ëèøü, êàê ìîæíî áûñòðî âû÷èñëèòü îñòàòêè ïðè äåëåíèè xn + a è (x + a)n

íà (xr − 1, n). Ïåðâûé îñòàòîê ðàâåí xs + a, ãäå s � îñòàòîê ïðè äåëåíèè n íà r. Âòîðîé
îñòàòîê âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî çàìå÷àíèÿ.

Ïóñòü f(x) è g(x) � ïðîèçâîëüíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà (xr − 1, n), ò.å. f(x) è g(x)
� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëåå r, ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , n− 1}. Òîãäà
îñòàòîê ïðè äåëåíèè f(x)g(x) íà (xr−1, n) èùåòñÿ ñ ïîìîùüþ íå áîëåå, ÷åì r2 óìíîæåíèé,
r ñëîæåíèé è âû÷èñëåíèÿ r îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè ÷èñåë íà n. Íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü ýòèõ
îïåðàöèé áëîê-øàãîì. Â ÷àñòíîñòè, îñòàòîê ïðè äåëåíèè f(x)2 íà (xr − 1, n) èùåòñÿ çà
îäèí áëîê-øàã.

Ïîýòîìó ïðè n = 2l îñòàòîê ïðè äåëåíèè (x + a)n íà (xr − 1, n) èùåòñÿ çà l = log n
áëîê-øàãîâ. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè n = 2l1 + 2l2 + · · · + 2lk , ãäå l1 > l2 > · · · > lk, îñòàòîê
èùåòñÿ çà íå áîëåå, ÷åì 2blog nc áëîê-øàãîâ (äîêàæèòå!).

9.12. Óïðàæíåíèå. 1) Çàïðîãðàììèðîâàòü àëãîðèòì èç ïóíêòà 9.10.
2) Ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî 1111111111111111111 � ïðîñòîå. ×åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå r èç

øàãà (2)?

9.13. Çàìå÷àíèå. Ñ 2002 ãîäà ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé è óëó÷øåíèé
àëãîðèòìà Àãðàâàëà-Êàéàëà-Ñàõåíû. Äîêàçàííàÿ íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò îöåíêà
ñëîæíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà: O(log7,5 n) áèòîâûõ îïåðàöèé. Íà ïðàêòèêå ÷èñëî r íàõîäèòñÿ
áûñòðî âáëèçè ÷èñëà log2 n. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà çàêëþ÷åíà â øàãå (3). Â ðàáîòå
[?] ïðèâåäåíà ãèïîòåçà, ñâîäÿùàÿ bAc ïðîâåðîê íà øàãå (3) ê îäíîé.

6Ìîíòãîìåðè ïðåäëîæèë áûñòðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ÷èñåë ïî ìîäóëþ n, ñì., íàïðèìåð, [?].
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Ëåêöèÿ 10
Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë

10.1. Êîëüöî Zn[
√

q ]. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, q � öåëîå, q 6= 0, 1 è q íå äåëèòñÿ
íà êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, îòëè÷íîãî îò 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ âûðàæåíèé
âèäà a+ b

√
q, ãäå a, b ïðîáåãàþò êîëüöî âû÷åòîâ Zn. Ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî åñòåñòâåííûì

ñïîñîáîì ñêëàäûâàòü è ïåðåìíîæàòü. Íàïðèìåð, åñëè n = 5, q = 3, òî

(2 +
√

3)(3 + 4
√

3) = 0 + 0
√

3 è (2 +
√

3)(3 + 4
√

3) = 3 +
√

3.

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ êîëüöî ñ íóëåì 0+0
√

q è åäèíèöåé 1+0
√

q.
Îáîçíà÷èì ýòî êîëüöî ÷åðåç Zn[

√
q ]. Íîðìîé ýëåìåíòà a + b

√
q ýòîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ

ýëåìåíò a2 − qb2 êîëüöà Zn; îáîçíà÷àåòñÿ íîðìà ÷åðåç N(a + b
√

q).

Óïðàæíåíèå. 1) Äîêàçàòü, ÷òî íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Zn[
√

q ]
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ íîðì.

2) Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíò êîëüöà Zn[
√

q ] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íîðìà
îáðàòèìà â êîëüöå Zn.

3) Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z5[
√

3 ].

10.2. ×èñëà Ìåðñåííà.×èñëîì Ìåðñåííà íàçûâàåòñÿ ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âèäà
2n − 1.

Çàìåòèì, ÷òî â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëî 2n − 1 çàïèñûâàåòñÿ n åäèíèöàìè.
Î÷åâèäíî, åñëè Mn = 2n − 1 � ïðîñòîå, òî n � òîæå ïðîñòîå. Îáðàòíîå íåâåðíî:

211 − 1 = 23 · 89. Íà ñåé ìîìåíò èçâåñòíî 43 ïðîñòûõ ÷èñëà Ìåðñåííà. Ïåðâûå 12
èç íèõ (ïðè n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127) îòêðûòû äî 1887 ãîäà, ñëåäóþùåå
(ïðè n = 521) � òîëüêî â 1952 ãîäó. Ïîñëåäíåå, M30402457 îòêðûòî â 2005 ãîäó ñ
ïîìîùüþ ñîâìåñòíûõ âû÷èñëåíèé ìíîãèõ êîìïüþòåðîâ â ñåòè Internet. Îíî ÿâëÿåòñÿ
òàêæå íàèáîëüøèì èçâåñòíûì íà äàííûé ìîìåíò ïðîñòûì ÷èñëîì.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëþêà S1, S2, . . .
ïî ïðàâèëó: S0 = 2, S1 = 4 è Sn+1 = 4Sn − Sn−1. Îïðåäåëèì åùå îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
L1 = 4, Ln+1 = L2

n − 2.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü u = 2 +
√

3, v = 2−
√

3. Äîêàçàòü ôîðìóëû

1) un+1 = 4un − un−1, vn+1 = 4vn − vn−1;
2) Sn = un + vn;
3) Ln = u2n−1

+ v2n−1
;

4) Ln = S2n−1 .

10.3. Òåîðåìà (Ëþêa-Ëåìåð). Ïóñòü n > 2. ×èñëî Mn = 2n − 1 � ïðîñòîå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Ln−1 äåëèòñÿ íà 2n − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óïðàæíåíèþ èç ï. 10.2 èìååì

Ln−1 = u2n−2

+ v2n−2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ln−1 äåëèòñÿ íà Mn. Òîãäà

u2n−2

+ v2n−2

= kMn.

Óìíîæàÿ íà u2n−2
, ïîëó÷àåì

u2n−1

= kMnu
2n−2 − 1.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî Mn � ñîñòàâíîå. Òîãäà îíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü r 6
√

Mn.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, êàê ðàâåíñòâî â êîëüöå Zr[

√
3 ]. Òîãäà u2n−1

= −1 â ýòîì
êîëüöå. Ïîýòîìó ïîðÿäîê ýëåìåíòà u â ãðóïïå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî êîëüöà ðàâåí 2n.
Òàê êàê ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû íå ïðåâîñõîäèò r2 − 1, òî

2n 6 r2 − 1 < Mn.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî p = 2n−1 � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîêàæåì, ÷òî S2n−1 ≡ −2 ( mod p).
Òîãäà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ Ln ≡ −2 ( mod p), à çíà÷èò, Ln−1 ≡ 0 ( mod p), ÷òî è òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2±
√

3 =
(√2±

√
6

2

)2

.

Òîãäà ïî óïðàæíåíèþ èç ï. 10.2 ïîëó÷àåì

S2n−1 =
(√2 +

√
6

2

)p+1

+
(√2−

√
6

2

)p+1

=

2−p
∑

06k6 p+1
2

C2k
p+1(

√
2 )p+1−2k(

√
6 )2k =

2
p+1
2
−p

∑
06k6 p+1

2

C2k
p+1 · 3k =

2
1−p
2

∑
06k6 p+1

2

C2k
p+1 · 3k.

Òàê êàê p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî C2k
p+1 äåëèòñÿ íà p ïðè âñåõ k, êðîìå k = 0 è

k = p+1
2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

2
p−1
2 S2n−1 ≡ 1 + 3

p+1
2 ( mod p).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÷èñëî p = 2n − 1 � ïðîñòîå è n > 2. Ïîýòîìó n íå÷åòíî è, çíà÷èò,

p ≡ 1 ( mod 3), â ÷àñòíîñòè,
(

p
3

)
= 1. Òîãäà èç êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè Ãàóññà

ñëåäóåò, ÷òî

3
p−1
2 ≡

(3

p

)
≡ (−1)

3−1
2
· p−1

2

(p

3

)
≡ −1 ( mod p).

Ïîýòîìó

2
p−1
2 S2n−1 ≡ 1 + 3 · (−1) ≡ −2 ( mod p).

Äàëåå, p = 2n − 1 ≡ −1 ( mod 8), îòêóäà

2
p−1
2 ≡

(2

p

)
≡ 1 ( mod p).

Â èòîãå S2n−1 ≡ −2 ( mod p), ÷òî ìû è õîòåëè äîêàçàòü. 2

10.4 Óïðàæíåíèå. 1) Íàïèøèòå ïðîãðàììó, ïðîâåðÿþùóþ ÷èñëà âèäà 2n − 1 íà
ïðîñòîòó ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëþêà-Ëåìåðà.
2) Îöåíèòå ÷èñëî áèòîâûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëà 2n−1 íà ïðîñòîòó.
3) Ïðîâåðüòå, ÷òî ÷èñëî Ìåðñåííà M521 ïðîñòîå.
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