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Введение

Настоящая работа посвящена изучению операторов композиции в пространствах Собо-

лева на группах Карно. Напомним, что оператор композиции определяется отображением

𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ следующим образом: 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙 для любой функции 𝑓 : 𝐷′ → R. Для

пространств Соболева мы изучаем оператор композиции следующего вида

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑞(𝐷), 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) ∩ 𝐶∞(𝐷′).

Распространение на все пространство 𝐿1
𝑝(𝐷

′) исследуется отдельно.

Решаются следующие две задачи. 1) Описание операторов композиции весовых про-

странств Соболева. Установлены необходимые и достаточные условия, при которых изме-

римое отображение индуцирует ограниченный оператор в весовых пространствах Соболева.

В отличие от предыдущих работ по данной теме, мы отказываемся от каких-либо априорных

предположений о регулярности отображения.

2) Описание изоморфизмов пространств Соболева, порожденных измеримыми отображе-

ниями. Доказано, что такое отображение можно переопределить на множестве меры нуль

так, что оно будет либо квазиконформным, когда показатель суммируемости совпадает с

хаусдорфовой размерностью группы, либо квазиизометрическим в противном случае.

Обзор темы диссертационного исследования

Изучение операторов композиции в пространствах Соболева восходит к работе С. Л. Со-

болева 1941 г. [1], где решается задача об описании группы преобразований, сохраняющих

некоторый класс функций. Теорему из [1] для классов Соболева с первыми обобщенными

производными можно сформулировать следующим образом (см. [2]). Пространство Собо-

лева 𝐿1
𝑝 сохраняется при преобразованиях группы G, состоящей из таких диффеоморфизмов
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𝜙 ∈ 𝐶1, для которых выполняются условия

|𝐷𝜙|(𝑥) ≤ 𝐿 и 0 < 𝛼 ≤ |𝐽(𝑥,𝜙)| (1)

для всех 𝑥. Заметим, что условия (1) эквивалентны определению квазиизометрического

отображения. В конце [1] С. Л. Соболев высказывает предположение «Весьма вероятно, что

группа G есть группа всех преобразований, сохраняющих 𝐿1
𝑝». В 1961 г. В. Г. Мазья [3] дока-

зывает частичную справедливость высказанного С. Л. Соболевым предположения: В кате-

гории 𝐶1-диффеоморфизмов только квазиизометрии (квазиконформные отображения) со-

храняют пространство Соболева 𝐿1
𝑝 при 𝑝 отличным от (равным) размерности простран-

ства. Из работы Ф. Геринга 1971 г. [4] можно вывести, что сформулированный результат

распространяется и на категорию гомеоморфизмов: Гомеоморфизм 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′, 𝐷,𝐷′ ⊂ R𝑛,

𝑛 ≥ 2, индуцирует изоморфизм 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) пространств Соболева, тогда и только

тогда, когда он квазиизометричен при 𝑝 ̸= 𝑛 (квазиконформен при 𝑝 = 𝑛 ).

В 1968 году на Первом донецком коллоквиуме по теории квазиконформных отображе-

ний Ю. Г. Решетняком был поставлен вопрос: охарактеризовать все изоморфизмы 𝜙* про-

странств 𝐿1
𝑛, порожденные квазиконформными гомеоморфизмами 𝜙, (см. также [5]). В 1975

г. C. К. Водопьянов и В. М. Гольдштейн [6] установили следующее утверждение.

Теорема ( [6]). Пусть 𝐺,𝐺′ ⊂ R𝑛 и 𝐺′ — ограниченная область. Для всякого структурного

изоморфизма 𝜙* : 𝐿1
𝑛(𝐺

′) → 𝐿1
𝑛(𝐺) существует единственный квазиконформный гомеомор-

физм 𝜙 : 𝐺→ R𝑛, удовлетворяющий условиям:

1) область 𝜙(𝐺) (1,𝑛)-эквивалентна 𝐺′;

2) для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑛(𝐺

′) (𝜙*𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥)) почти всюду.

Далее, в 1976 г. был исследован случай 𝑝 > 𝜈.

Теорема ( [7]). Пусть 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐺

′) → 𝐿1
𝑝(𝐺), 𝑝 > 𝜈, — структурный изоморфизм, переводя-

щий единицу в единицу. Тогда существует единственное квазиизометрическое отображе-

ние 𝜙 : 𝐺→ R𝑛 такое, что 𝜙*(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥)) для п. в. 𝑥 ∈ 𝐺 для всех 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐺

′) и области

𝐺′ и 𝜙(𝐺) (1,𝑝)-эквивалентны.

Обратно, любое квазиизометрическое отображение 𝜙 : 𝐺 → R𝑛, для которого области

𝐺′ и 𝜙(𝐺) (1,𝑝)-эквивалентны, порождает структурный изоморфизм 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐺

′) → 𝐿1
𝑝(𝐺)

по правилу 𝜙*(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥)) для п. в. 𝑥 ∈ 𝐺 и для всех функций 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐺

′).
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В 1984 г. В. М. Гольдштейн и А. С. Романов [8] изучили случай, когда показатель сумми-

руемости 𝑛− 1 < 𝑝 < 𝑛. В работе [9] 2003 года С. К. Водопьянов новым методом установил

аналогичный результат при 1 ≤ 𝑝 <∞, 𝑝 ̸= 𝑛:

Теорема ([9]). Отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует изоморфизм 𝜙* : 𝑊 1
𝑛(𝐺

′) → 𝑊 1
𝑛(𝐺),

1 ≤ 𝑝 <∞, 𝑝 ̸= 𝑛 тогда и только тогда, когда 𝜙 совпадает п. в. с некоторой квазиизомет-

рией Φ : 𝐺→ R𝑛, для которой области Φ(𝐺) и 𝐺′ (1,𝑝)-эквивалентны.

В [2] приведена подробная история и библиография по этому вопросу.

Здесь стоит отметить, что в работах [6,7] a priori не предполагается существование какого-

либо отображения 𝜙, индуцирующего оператор 𝜙*. Это обстоятельство свидетельствует о

том, что изначальная формулировка задач в работах [6,7] была мотивированна теоремой Ба-

наха – Стоуна и её последующими модификациями: Пусть 𝐻 : 𝐶(𝑆) → 𝐶(𝑇 ) — изоморфизм,

тогда существует гомеоморфизм ℎ : 𝑇 → 𝑆 такой, что

(𝐻𝑓)(𝑡) = 𝑓(ℎ(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑆).

Изоморфность оператора 𝐻 : 𝐶(𝑆) → 𝐶(𝑇 ) означает, что на 𝐶(𝑆) и 𝐶(𝑇 ) задана некото-

рая структура, которую и сохраняет оператор 𝐻. Оригинальная теорема для компактных

метрических пространств была получена С. Банахом в 1932 году. Затем, в 1937 г. М. Стоун

распространил эту теорему на компактные хаусдорфовы пространства. Близкие результаты

имеются у С. Эйленберга (1942 г.), Р. Аренса и Д. Келли (1947 г.) и Э. Хьюита (1950 г.). И.

М. Гельфанд и А. Н. Колмогоров (1939 г.) доказали, что кольцо 𝐶(𝑆) определяет 𝑆. Также

М. Стоун (1937 г.) показал, что 𝐶(𝑆) как структурно упорядоченная группа определяет 𝑆.

Более полное изложение данного вопроса можно найти в [10,11].

Затем, в 1960 г. и 1971 г. М. Накаи [12] и Л. Льюис [13] установили, что изоморфность

алгебр Ройдена равносильна квазиконформной эквивалентности областей определения. На-

помним, что алгеброй Ройдена называется алгебра ограниченных непрерывных функций,

имеющих обобщенные производные суммируемые в степени 𝑛. Для восстановления гомеомор-

физма используется тот же метод, что и для непрерывных функций. Основную сложность

представляет доказательство квазиконформности полученного гомеоморфизма.

Несмотря на схожую форму с теоремами типа Банаха – Стоуна, доказательства в [6, 7]

базировались на принципиально других рассуждениях (в частности, в силу того, что функ-

ции из 𝐿1
𝑝(𝐺) не обязаны быть непрерывными, восстановление гомеоморфизма становится

значительно более трудной задачей).
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В рамках найденного в [6] подхода возникла следующая задача: какие метрические и

аналитические свойства имеет измеримое отображение 𝜙, индуцирующее изоморфизм 𝜙* по

правилу 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑛. Варьируя функциональное пространство, мы каждый раз

приходим к новой задаче: пространства Соболева 𝑊 1
𝑝 , 𝑝 > 𝑛, рассмотрены в работе [7], од-

нородные пространства Бесова 𝑏𝑙𝑝(R𝑛), 𝑛 > 1, 𝑙𝑝 = 𝑛, — в [14] при 𝑝 = 𝑛 + 1 и в [15] при

𝑝 > 𝑛 + 1, пространства Соболева 𝑊 1
𝑝 , 𝑛 − 1 < 𝑝 < 𝑛, — в [8], пространства риссовых и

бесселевых потенциалов — в [16], трехиндексные шкалы пространств Никольского — Бесова

и Лизоркина — Трибеля (и их анизотропные аналоги) — в [17], пространства Соболева 𝑊 1
𝑝

на областях многомерных евклидовых областей, 1 ≤ 𝑝 <∞, 𝑝 ̸= 𝑛, — в [9] (новое сравнитель-

но с работами [7, 16] доказательство). В [18] к задаче замены переменной в пространствах

Соболева применена теория мультипликаторов.

Вывод работ [6–9, 14–18] состоит в том, что изоморфность оператора 𝜙* влечет в зави-

симости от соотношения между показателями гладкости, суммируемости и размерностью

пространства свойство отображения быть квазиконформным или квазиизометрическим в

метрике области определения, адекватной геометрии функционального пространства.

Аналитические и метрические свойства гомеоморфизмов, индуцирующих ограниченные

операторы пространств Соболева 𝐿1
𝑝, изучались в [3,4,19–23]. В [19,20] получено аналитиче-

ское описание таких гомеоморфизмов без каких-либо априорных предположений: гомеомор-

физм 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ между областями 𝐷,𝐷′ ⊂ R𝑛, 𝑛 ≥ 2 индуцирует ограниченный оператор

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷), 1 ≤ 𝑝 < ∞, по правилу 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙 тогда и только тогда, когда

отображение 𝜙 принадлежит классу 𝑊 1
1, loc(𝐷) и |𝐷𝜙|𝑝(𝑥) ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,𝜙)| почти всюду в 𝐷.

При 𝑝 = 𝑛 этот класс отображений совпадает с классом квазиконформных отображений. При

𝑝 = 1 такие отображения названы В. Г. Мазьей субареальными и применены к разрешимо-

сти задачи Неймана (см. [21]). Квазиконформное отображение может быть определено через

метрические термины как гомеоморфизм, обладающий ограниченным искажением ( [24–26]).

Аналог метрического определения для гомеоморфизмов, индуцирующих ограниченный опе-

ратор 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) при 𝑛−1 < 𝑝 <∞ и 𝑝 ̸= 𝑛, получен в [27]. В работах [2,28,29] изу-

чался класс гомеоморфизмов, индуцирующих ограниченный оператор 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑞(𝐷)

при 1 ≤ 𝑞 < 𝑝 < ∞. Основы теории (𝑝, 𝑞)-квазиконформных гомеоморфизмов на группах

Карно, являющихся естественным обобщением квазиконформных отображений, заложены

в [29].

Работа [30] посвящена изучению измеримых отображений областей евклидова простран-

ства, индуцирующих ограниченный оператор 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑞(𝐷) при 1 ≤ 𝑞 < 𝑝 < ∞.

В [31] решается аналогичная задача на группе Карно (в предположении, что отображение 𝜙
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принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿). В работах [28–31] естественно возникает квазиаддитивная функ-

ция множеств, ассоциированная с оператором композиции (в [31] выводятся необходимые

свойства квазиаддитивной функции множеств).

В [32] понятие оператора композиции обобщается на пространство дифференциаль-

ных 𝐿𝑝-форм на римановых многообразиях. Исследуется ограниченный оператор переноса

𝑓 * : 𝐿𝑝(M′,Λ𝑘) → 𝐿𝑝(M,Λ𝑘), порожденный аппроксимативно дифференцируемым отображе-

нием 𝑓 : M → M′. В качестве следствия, в частности, получено, что гомеоморфизм класса

𝐴𝐶𝐿(M), для которого оператор переноса дифференциальных форм с нормой в ℒ𝑝 является

изоморфизмом, неизбежно будет либо квазиконформным, либо квазиизометричным.

Отображения, порождающие ограниченный оператор композиции в весовых простран-

ствах Соболева, полностью описаны в [33] для случая евклидова пространства. Таковыми

являются отображения, имеющее конечное искажение и суммируемую в некоторой степени

весовую функцию искажения. На группе Карно аналогичное описание получено в [34] при

условии, что отображение 𝜙 — гомеоморфизм.

Свойства ограниченного оператора композиции на пространствах Бесова кроме рабо-

ты [15] изучались также в [35] и [36]. Квазиконформная эквивалентность классов Лизор-

кина — Трибеля исследована в [37, 38]. В [39] исследуются гомеоморфизмы, порождаю-

щие оператор композиции пространств Соболева — Лоренца. В [40] изучаются свойства

𝑞-квазиконформных отображений, порождающих операторы композиции в пространствах

Соболева — Орлича. В работе [41] близкой по содержанию к [28] рассматриваются гомеомор-

физмы с конечным искажением, индуцирующие оператор композиции пространств Соболева

𝑊 1
𝑝, loc (см. также [42]).

Структура диссертации и обзор результатов

Диссертация состоит из введения, трех глав и списка литературы. Список литературы

содержит 70 наименований и приведен в порядке цитирования. Общий объем диссертации:

128 страниц.

В главе 1 диссертации вводятся основные понятия и доказываются вспомогательные

утверждения. В параграфе 1.1 приведены определение группы Карно G и используемые

в работе обозначения. Определения различных классов Соболева на группе Карно 𝐿1
𝑝(𝐷),

𝑊 1
𝑝 (𝐷), 𝐿1

𝑝(𝐷, 𝑢), 𝑊 1
𝑝, loc(𝐷;G) вводятся в параграфе 1.2. В параграфе 1.3 доказываем

справедливость уравнения эйконала на группах Карно: |∇ℒ𝑑(𝑥0,𝑥)| = 1 почти всюду. В па-

раграфе 1.4 мы приводим вспомогательные результаты об аппроксимации функций класса
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Соболева на группе Карно. В параграфе 1.5 приведены определение и некоторые свой-

ства областей Джона, неравенства Пуанкаре, которые потребуются в этой работе. Здесь

же, в случае 𝑝 > 𝜈 мы доказываем неравенство 1
𝑑(𝑥0,𝑥1)1−𝜈/𝑝 ≤ 𝐾‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖ для функций

𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐿1
𝑝(𝐷) таких, что 𝑓(𝑥0) = 0 и 𝑓(𝑥1) = 1. В параграфе 1.6 c помощью теоремы

Лузина представляем область определения с точностью до множества нулевой меры в виде

возрастающей последовательности компактных множеств 𝑇𝑘 ⊂ 𝐷, на каждом из которых

отображение непрерывно: |𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘| = 0. Поэтому областью определения отображения 𝜙

можно считать множество Dom1 𝜙 =
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘. В параграфе 1.7 проверяются свойства функ-

ции множеств, которые будут использованы далее. Различные понятия емкости вводятся в

параграфе 1.8, где доказываются также некоторые дополнительные свойства.

В главе 2 исследуется задача 1, то есть изучаются свойства измеримых отображений

𝜙 : 𝐷 → 𝐷′, индуцирующих по правилу замены переменных ограниченный оператор весовых

пространств Соболева на группе Карно:

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢), 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′).

Получены необходимые и достаточные условия ограниченности оператора композиции. В па-

раграфе 2.1 мы выводим некоторые свойства непрерывности, дифференцируемости и иска-

жения меры отображений, порождающих ограниченный оператор композиции. Приводится

понятие кусочной абсолютной непрерывности на почти всех линиях, которое обусловленно

спецификой задачи. Это понятие предложено Водопьяновым С. К., и является некоторым

ослаблением известного в литературе 𝐴𝐶𝐿-свойства.

Определение (2.1). Отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ кусочно абсолютно непрерывно на почти

всех линиях ( 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿part(𝐷) ), если на почти каждой интегральной линии 𝛾 горизон-

тального поля 𝑋𝑗 (𝑗 = 1, . . . ,𝑛) существует открытое множество 𝜔𝛾 ⊂ 𝛾 полной меры на

𝛾 такое, что для любого отрезка [𝛼,𝛽] ⊂ 𝜔𝛾 отображение 𝜙 абсолютно непрерывно на [𝛼,𝛽]

и

lim
𝑥→𝑎
𝑥∈𝜔𝛾

dist(𝜙(𝑥), 𝜕𝐷′) = 0 или lim
𝑥→𝑎
𝑥∈𝜔𝛾

𝜌(𝜙(𝑥)) = ∞,

для всех 𝑎 ∈ 𝛾 ∖ 𝜔𝛾.

Впоследствии это свойство обеспечит принадлежность классу 𝐴𝐶𝐿(𝐷) композиции 𝑓 ∘𝜙.

Основные результаты главы сформулированы в параграфе 2.2. Нам потребуются сле-

дующие определения:
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Определение (2.2). Отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ класса ACLpart(𝐷) имеет конечное (𝑢,𝑣)-

весовое искажение, если 𝐷ℎ𝜙(𝑥)𝑢(𝑥) = 0 почти всюду на множестве

𝑍𝑣 = {𝑥 ∈ 𝐷 | 𝐽(𝑥,𝜙)𝑣(𝜙(𝑥)) = 0}.

Определение (2.3). Весовая функция искажения для 𝜙 определяется как

𝐷′ ∋ 𝑦 ↦→ 𝐻𝑢,𝑣
𝑞 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑣−

1
𝑝 (𝑦)

(︃ ∑︀
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∖(Σ𝜙∪𝑍𝑣)

|𝐷𝜙|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︃ 1
𝑞

,

0, если 𝜙−1(𝑦) ∖ (Σ𝜙 ∪ 𝑍𝑣) = ∅.

Определение. Индикатриса Банаха 𝑁(𝑦,𝜙) = #{𝑥 ∈ 𝐷 | 𝜙(𝑥) = 𝑦} — это число прообра-

зов 𝑦. Если число прообразов бесконечно, то 𝑁(𝑦,𝜙) = ∞.

В зависимости от соотношения между показателями суммируемости 𝑞, 𝑝 удается получить

полное или частичное решение задачи 1. Для случая 𝑞 = 𝑝 найдены необходимые условия,

при которых отображение индуцирует ограниченный оператор композиции.

Теорема (2.2). Пусть функция 𝑁(𝑦,𝜙)𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), а вес 𝑢

1
1−𝑝 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷), 1 ≤ 𝑝 <∞.

Пусть измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует ограниченный оператор компози-

ции 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷, 𝑢) весовых пространств Соболева. Тогда отображение

𝜙 обладает следующими свойствами:

1) 𝜙 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿∞(𝐷′).

При этом ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖ ≤ 𝐶‖𝜙*‖.

Достаточные условия ограниченности оператора композиции сформулированы в следую-

щей теореме для общей ситуации 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 <∞.

Теорема (2.3). Пусть 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 <∞. Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ обладает следующими

свойствами:

1) 𝜙 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿κ(𝐷

′), где 1
κ = 1

𝑞
− 1

𝑝
,

тогда отображение 𝜙 индуцирует ограниченный оператор композиции 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩

𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢) весовых пространств Соболева.

При этом ‖𝜙*‖ ≤ ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿κ(𝐷

′)‖.
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При совпадении показателей суммируемости и хаусдорфовой размерности (𝑞 = 𝑝 = 𝜈),

задача решается в полной мере:

Теорема (2.4). Пусть 𝑣 ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), 𝑢

1
1−𝜈 ∈ 𝐿1, loc(𝐷) и 𝑣 ∘ 𝜙 ≤ 𝑢 п. в. на 𝐷. Измеримое

отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует ограниченный оператор композиции 𝜙* : 𝐿1
𝜈(𝐷

′, 𝑣) ∩

𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝜈(𝐷, 𝑢) весовых пространств Соболева тогда и только тогда, когда

1) 𝜙 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿∞(𝐷′).

При этом

𝐶‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖ ≤ ‖𝜙*‖ ≤ ‖𝐻𝑢,𝑣

𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖.

Глава 3 посвящена решению задачи 2: исследованию метрических и аналитических

свойств измеримых отображений 𝜙, индуцирующих изоморфизм пространств Соболева 𝜙*

по правилу 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝. В параграфе 3.1 вводится основной объект исследования

— класс 𝐼𝐿1
𝑝:

Определение. Пусть 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G. Измеримое отображение 𝜙 :

𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝, если 𝜙 индуцирует оператор композиции пространств

Соболева

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑝(𝐷), 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) ∩ 𝐶∞(𝐷′), (2)

такой, что

1) для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) справедливы неравенства

𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
,

где постоянная 𝐾 не зависит от выбора от выбора функции 𝑓 ,

2) образ 𝜙* (︀𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′)
)︀

всюду плотен в 𝐿1
𝑝(𝐷).

Далее, мы показываем, что оператор (2) можно продолжить по непрерывности на 𝐿1
𝑝(𝐷

′).

Лемма (3.6). Пусть 𝜙 ∈ 𝐼𝐿1
𝑝. Тогда оператор 𝜙* : 𝐿1

𝑝(𝐷
′)∩𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷) продолжается

по непрерывности до оператора ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) и обладает следующими свойствами:
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1) значение оператора ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) на классах [𝑓 ] ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) можно найти по

формуле:

̃︁𝜙*([𝑓 ]) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∘ 𝜙 при 𝑝 ≤ 𝜈, где 𝑓 — произвольный представитель класса [𝑓 ],

̃︀𝑓 ∘ 𝜙 при 𝑝 > 𝜈, где ̃︀𝑓 — непрерывный представитель класса [𝑓 ];

2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦̃︁𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
;

3) ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) — изоморфизм.

В параграфе 3.2 изучаются свойства отображений на группе Карно, индуцирующих по

правилу замены переменной изоморфизмы пространств Соболева, показатель суммируемо-

сти которых отличен от хаусдорфовой размерности группы (𝑝 ̸= 𝜈). Доказывается, что такое

отображение совпадает почти всюду с некоторой квазиизометрией.

Определение (3.1). Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′ двух открытых множеств называется

квазиизометрией, если выполнены условия

lim
𝑦→𝑥
𝑦∈𝐷

𝑑(Φ(𝑦),Φ(𝑥))

𝑑(𝑦,𝑥)
≤𝑀 и lim

𝑦→𝑧
𝑦∈𝐷′

𝑑(Φ−1(𝑦),Φ−1(𝑧))

𝑑(𝑦,𝑧)
≤𝑀 (3)

для всех 𝑥 ∈ 𝐷 и 𝑧 ∈ 𝐷′, 𝑀 — некоторая константа, не зависящая от выбора точек 𝑥 ∈ 𝐷

и 𝑧 ∈ 𝐷′, 𝑑 — метрика Карно – Каратеодори на группе G.

Основной результат главы в случае 𝑝 ̸= 𝜈 составляет следующая теорема.

Теорема (3.1). Пусть 𝑝 ≥ 1, 𝑝 ̸= 𝜈, и 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G (здесь 𝜈 —

хаусдорфова размерность G). Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝

тогда и только тогда, когда 𝜙 совпадает п.в. с некоторой квазиизометрией Φ: 𝐷 → Φ(𝐷),

для которой области Φ(𝐷) и 𝐷′ (1,𝑝)-эквивалентны.

Доказательство приведенной теоремы разбивается на два основных случая. Первый —

𝑝 > 𝜈 — более простой. По существу, он сводится к ситуации, когда измеримое отображение

𝜙 биективно, и базируется на том, что емкость двух точек 𝑥 и 𝑦 в пространстве 𝐿1
𝑝(G) срав-

нима с величиной 𝑑(𝑥,𝑦)𝜈−𝑝. Тогда изоморфность оператора 𝜙* равносильна соотношениям

𝑀−1𝑑(𝑥,𝑦) ≤ 𝑑(𝜙(𝑥),𝜙(𝑦)) ≤ 𝑀𝑑(𝑥,𝑦) для достаточно близких точек 𝑥,𝑦 ∈ 𝐷, выбранных из

специального всюду плотного подмножества в 𝐷. Из последнего выводим свойство квазии-

зометричности отображения.

Второй случай — 1 ≤ 𝑝 < 𝜈 — значительно более деликатный:
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Лемма (3.16). Пусть 𝑝 < 𝜈, а отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝. Тогда

отображение 𝜙 совпадает с квазиизометрическим гомеоморфизмом почти всюду.

Этой лемме предшествуют многошаговые рассуждения, целью которых является удале-

ние на каждом шаге некоторого множества нулевой меры, чтобы получить в конце концов

суженную область определения Dom6 𝜙 ⊂ 𝐷 измеримого отображения 𝜙, |𝐷∖Dom6 𝜙| = 0, на

которой 𝜙 обладает рядом замечательных свойств таких, как биективность, 𝒩 -свойство Лу-

зина и 𝒩−1-свойство Лузина. Эти свойства дают возможность доказать аппроксимативную

дифференцируемость отображения 𝜙 вдоль горизонтальных векторных полей. Последнее —

это основа для применения аналитических методов исследования отображения 𝜙. Оказывает-

ся, что прямое отображение 𝜙 аппроксимативно дифференцируемо, и его аппроксимативный

дифференциал 𝐷𝜙(𝑥) и якобиан 𝐽(𝑥,𝜙) = det𝐷𝜙(𝑥) удовлетворяют соотношениям

|𝐷𝜙|(𝑥) ≤ 𝐿 <∞, |𝐽(𝑥,𝜙)| ≥ 𝛼1 > 0 п. в. в 𝐷.

Здесь же мы доказываем аналогичные соотношения для аппроксимативного дифференциала

𝐷𝜓(𝑦) обратного отображения 𝜓 = 𝜙−1:

|𝐷𝜓|(𝑦) ≤ 𝐿′ <∞, |𝐽(𝑦,𝜓)| ≥ 𝛼 > 0 п. в. в 𝐷′.

С помощью этих соотношений и условий на оператор 𝜙* мы сводим исследование метриче-

ских свойств отображения 𝜙 к первому случаю. Эта редукция и позволяет доказать, что 𝜙

совпадает п. в. на 𝐷 с некоторой квазиизометрией Φ : 𝐷 → 𝐷′.

В параграфе 3.3 мы изучаем случай 𝑝 = 𝜈. Устанавливается, что отображение класса

𝐼𝐿1
𝜈 совпадает почти всюду с некоторым квазиконформным отображением.

Определение (3.6). Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′ класса 𝑊 1
𝜈, loc называется квазиконформ-

ным, если существует постоянная 𝐾 такая, что

|𝐷Φ(𝑥)|𝜈 ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,Φ)| п. в. в 𝐷,

где 𝐷Φ(𝑥) — аппроксимативный дифференциал отображения Φ, а 𝐽(𝑥,Φ) = det𝐷Φ(𝑥).

Основной результат при 𝑝 = 𝜈 составляет

Теорема (3.3). Пусть 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G, где 𝜈 — хаусдорфова размер-

ность группы G. Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝜈 тогда и
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только тогда, когда 𝜙 совпадает почти всюду с некоторым квазиконформным отображе-

нием Φ: 𝐷 ∖ {𝑥0} → G, для которого области Φ(𝐷 ∖ {𝑥0}) и 𝐷′ (1,𝜈)-эквивалентны, где

𝑥0 ∈ G — некоторая точка (здесь G — одноточечная компактификация G).

Достаточность доказывается аналогично соответствующей части теоремы для случая

𝑝 ̸= 𝜈. Доказательство необходимости разбивается на серию утверждений, целью которых яв-

ляется улучшение свойств регулярности отображения. Сначала мы показываем (лемма 3.23),

что отображение 𝜙 совпадает почти всюду с некоторым квазинепрерывным отображение 𝜙0,

для которого выполнена оценка следующего вида Cap(𝜙0(𝐵)) ≤ 𝐾Cap(𝐵), где 𝐵 — произ-

вольный шар. Затем для отображения 𝜙0 устанавливаем тот факт, что для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷

образы шаров с уменьшающимися радиусами 𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟)) стягиваются к единственной точке

𝑧 ∈ 𝐷′ (следствие 3.6). Последнее позволяет продолжить отображение 𝜙0 до непрерывного

(предложение 3.9) и затем доказать его гомеоморфность (предложение 3.11). Окончательно,

в предложении 3.16 доказываем квазиконформность отображения 𝜙0.

Полученные результаты опубликованы в 10 печатных изданиях [A1–A10], 4 из которых

изданы в журналах, рекомендованных ВАК [A1–A4], 6 — в тезисах докладов и материалах

конференций [A5–A10]. Все сформулированные результаты являются новыми и получены

при личном участии автора. Результаты главы 2 получены автором самостоятельно. Резуль-

таты глав 1 и 3 были получены совместно с научным руководителем С. К. Водопьяновым, ко-

торому принадлежат формулировки задач и общее руководство работой. В остальном вклад

авторов в совместные работы равноправен и неделим.

Апробация работы

Основные положения и результаты работы прошли апробацию на следующих научных

конференциях и семинарах:

∙ XLVIII международная научная студенческая конференция «Студент и научно-

технический прогресс». Новосибирск, 2010.

∙ Школа-конференция по геометрическому анализу. Горно-Алтайск, 2012.

∙ Конференция «Дни геометрии в Новосибирске, 2012», посвященная 100-летию со дня

рождения академика Александра Даниловича Александрова. Новосибирск, 2012.

∙ Международная конференция «Дифференциальные уравнения. Функциональные про-

странства. Теория прииближений», посвященная 105-летию со дня рождения С. Л. Соболева.

Новосибирск, 2013.
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∙ Всероссийская молодежная школа-семинар «Анализ, геометрия и топология». Барна-

ул, 2013.

∙ Международная молодежная конференция «Геометрия и управление». Москва, 2014.

∙ Школа-конференция молодых ученых по геометрическому анализу. Горно-

Алтайск, 2014.

∙ Международная конференция «Геометрическая теория управления и анализ на метри-

ческих структурах». Турбаза «Кумуткан», озеро Байкал, 2014.

∙ Конференция «Дни геометрии в Новосибирске, 2014», посвященная 85-летию академика

Юрия Григорьевича Решетняка. Новосибирск, 2014.

∙ Конференция «Дни геометрии в Новосибирске, 2015», Новосибирск, 2015.

∙ Семинар по геометрическому анализу, институт математики им. С. Л. Соболева СО

РАН, Новосибирск. Руководитель: д. ф.-м. н., профессор С. К. Водопьянов.

∙ Семинар лаборатории геометрической теории управления, институт математики им. С.

Л. Соболева СО РАН, Новосибирск. Руководитель: д. ф.-м. н., профессор А. А. Аграчев.
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Глава 1

Предварительные сведения

1.1 Группа Карно

Определение 1.1. Группой Карно G называется связная односвязная нильпотентная груп-

па Ли, алгебра Ли 𝒢 которой градуирована, т. е. 𝒢 = 𝑉1 ⊕ · · · ⊕ 𝑉𝑚, где dim𝑉1 = 𝑛1 ≥ 2,

[𝑉1,𝑉𝑘] = 𝑉𝑘+1 для 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚− 1, [𝑉1,𝑉𝑚] = 0, и 𝑁 =
𝑚∑︀
𝑖=1

dim𝑉𝑖.

Отождествим элементы 𝑔 ∈ G с элементами 𝑥 ∈ R𝑁 посредством экспоненциального

отображения exp
(︀∑︀

𝑥𝑖𝑗𝑋𝑖𝑗

)︀
, числа 𝑥𝑖𝑗 называются координатами первого рода точки 𝑔 ∈ G,

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑖 = dim𝑉𝑖. Для краткости координаты, соответствующие горизон-

тальному подпространству будем обозначать без двойной индексации: 𝑥𝑗 = 𝑥1𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛1.

Таким образом, на G существует глобальная система координат, посредством которой точки

на группе G отождествляются с точками в R𝑁 . Будем обозначать символом 𝑔ℎ элементы

группы, у которых все координаты кроме 𝑥1, . . . ,𝑥𝑛1 , равны нулю.

В координатах первого рода отображение 𝛿𝑡 : (𝑥̄1,𝑥̄2, . . . ,𝑥̄𝑚) ↦→ (𝑡𝑥̄1,𝑡
2𝑥̄2, . . . ,𝑡

𝑚𝑥̄𝑚), 𝑡 > 0,

задает однопараметрическое семейство растяжений. Здесь 𝑥̄𝑖 ∈ R𝑛𝑖 .

Левоинвариантные векторные поля 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖,1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛1, составляющие стандартный

базис подрасслоения 𝑉1, называются горизонтальными.

Зафиксируем следующую однородную норму на группе G (см. например [43])

𝜌(𝑥) =

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

|𝑥̄𝑖|2𝑚!/𝑖

)︂1/2𝑚!

,

где |𝑥̄𝑖| — евклидова норма в 𝑉𝑖. Как и для всякой однородной нормы [44] выполняются

следующие свойства:

1) 𝜌(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 = 0,
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2) 𝜌(𝑥−1) = 𝜌(𝑥),

3) 𝜌(𝛿𝜆(𝑥)) = 𝜆𝜌(𝑥),

4) 𝜌(𝑥𝑦) ≤ 𝑐(𝜌(𝑥) + 𝜌(𝑦)),

где 𝑐 — некоторая постоянная, не зависящая от 𝑥, 𝑦 ∈ G. Однородная норма задает однород-

ную квазиметрику: 𝜌(𝑥,𝑦) = 𝜌(𝑥−1𝑦) для точек 𝑥,𝑦 ∈ G.

1.1.1 Метрика Карно – Каратеодори

Абсолютно непрерывная кусочно гладкая кривая 𝛾 : [𝑎,𝑏] → G, касательный вектор кото-

рой принадлежит 𝑉1, называется горизонтальной кривой.

Определение 1.2. Метрика Карно – Каратеодори 𝑑(𝑥, 𝑦) на группе G это точная нижняя

грань длин всех горизонтальных кривых, соединяющих точки 𝑥 и 𝑦.

Обозначим расстояние до нуля символом 𝑑(𝑥) = 𝑑(0,𝑥).

Можно показать, что величины 𝑑(𝑥, 𝑦) и 𝜌(𝑥, 𝑦) эквивалентны (см. рассуждения из леммы

1.4 и предложения 1.5 в [44]), т. е. соотношения

𝑐𝜌(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝐶𝜌(𝑥, 𝑦).

выполнены для всех точек 𝑥, 𝑦 ∈ G с некоторыми постоянными 0 < 𝑐 ≤ 𝐶 <∞.

Пусть 𝑔 ∈ G. Несложно показать, что для элементов 𝑔ℎ верно

𝑑(𝑔ℎ) = 𝜌(𝑔ℎ) =
√︁
𝑥21 + · · ·+ 𝑥2𝑛1

(1.1)

и

𝑑(𝑔ℎ) ≤ 𝑑(𝑔). (1.2)

Действительно, пусть 𝑔ℎ = (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛1 ,0, . . . , 0). Кривая 𝛾(𝑡) = (𝑡𝑥1, . . . ,𝑡𝑥𝑛1 ,0, . . . , 0),

𝑡 ∈ [0,1], горизонтальна и 𝛾(0) = 0, 𝛾(1) = 𝑔ℎ. Так как 𝛾(𝑡) — прямолинейный отре-

зок, соединяющий 0 и 𝑔ℎ, а метрика в горизонтальной плоскости совпадает с евклидо-

вой, то 𝛾(𝑡) имеет минимальную длину. Таким образом, 𝑑(𝑔ℎ) совпадает с длиной дан-

ного отрезка
(︀
𝑑(𝑔ℎ) =

√︁
𝑥21 + · · ·+ 𝑥2𝑛1

)︀
. Для любой горизонтальной кривой 𝛾(𝑡) =

(𝛾1(𝑡), . . . ,𝛾2(𝑡),𝛾21(𝑡), . . . ,𝛾𝑚𝑛𝑚(𝑡)), соединяющей 0 и 𝑔, имеем

1) Prℎ 𝛾(0) = 0 и Prℎ 𝛾(1) = 𝑔ℎ,

2) длина кривой Prℎ 𝛾 равна длине кривой 𝛾,

где Prℎ 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), . . . ,𝛾2(𝑡),0, . . . ,0) — проекция кривой на горизонтальное подпростран-
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ство; с другой стороны, 𝑑(𝑔ℎ) — длина отрезка, соединяющего 0 и 𝑔ℎ, и, следовательно, не

превосходит длины любой кривой, соединяющей эти точки, т. е. 𝑑(𝑔ℎ) ≤ 𝑑(𝑔).

Размерность Хаусдорфа группы G равна 𝜈 = 𝑛1 + 2𝑛2 + 3𝑛3 + · · ·+𝑚𝑛𝑚, где 𝑛𝑖 = dim𝑉𝑖.

1.1.2 Мера семейства кривых

Рассмотрим семейство Γ𝑗 интегральных кривых базисного горизонтального векторного

поля 𝑋𝑗, образующих гладкое слоение открытого множества 𝐴 ⊂ G. Если соответствующий

этому полю поток обозначить символом 𝑔𝑠, то слой имеет вид 𝛾(𝑠) = 𝑔𝑠(𝑝), где 𝑝 принадлежит

поверхности 𝑆𝑗, трансверсальной к векторному полю 𝑋𝑗, а параметр 𝑠 из интервала 𝐼 ⊂

R. Для слоения, определяемого векторным полем 𝑋𝑗, мера 𝑑𝛾 может быть получена как

внутреннее умножение 𝑖(𝑋𝑗) векторного поля 𝑋𝑗 с биинвариантной формой объема 𝑑𝑥. Если

J𝑔𝑠 — якобиан потока 𝑔𝑠, то

𝑔*𝑠 𝑖(𝑋𝑗)𝑑𝑥 = J𝑔𝑠𝑖(𝑋𝑗) 𝑑𝑥 или 𝑔*𝑠(J𝑔−𝑠𝑖(𝑋𝑗)𝑑𝑥) = 𝑖(𝑋𝑗) 𝑑𝑥.

Поскольку поток 𝑔𝑠 переводит касательный вектор к однопараметрическому семейству кри-

вых 𝛾𝑡 в касательный вектор к тому же семейству, то форма J𝑔−𝑠𝑖(𝑉 ) 𝑑𝑥 определяет меру

𝑑𝛾 на слоении Γ𝑗. Так как 𝑋𝑗 — левоинвариантное горизонтальное векторное поле, поток 𝑔𝑠

есть правый сдвиг на exp 𝑠𝑋𝑗: G ∋ 𝑝 ↦→ 𝑝 exp 𝑠𝑋𝑗. Так как 𝑑𝑥 — биинвариантная форма, то

J𝑔𝑠 = 1. Используя левоинвариантность и однородность относительно растяжений, находим

∫︁
𝛾∩𝐵(𝑥,𝑟)̸=∅

𝑑𝛾 = 𝑐|𝐵(𝑥,𝑟)|
𝜈−1
𝜈 .

Отсюда можно вывести теорему Фубини, применяемую ниже. Более подробно см. [43].

1.2 Пространства Соболева

Пусть G — группа Карно с однопараметрической группой растяжений 𝛿 и 𝐷 — открытое

множество в G. Определим пространство функций 𝐿𝑝(𝐷), суммируемых в степени 𝑝 ∈ [1,∞),

как совокупность измеримых по Лебегу функций, имеющих конечную норму

‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷)‖ =

(︂∫︁
𝐷

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

<∞.
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Здесь 𝑑𝑥 — мера Лебега в R𝑁 , нормированная таким образом, что мера шара единичного

радиуса (относительно квазиметрики 𝜌) равна 1. Локально суммируемая функция 𝑣𝑖 : 𝐷 ↦→ R

называется обобщенной производной функции 𝑓 вдоль векторного поля 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛1, если

∫︁
𝐷

𝑣𝑖𝜓 𝑑𝑥 = −
∫︁
𝐷

𝑓𝑋𝑖𝜓 𝑑𝑥

для произвольной финитной функции 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷).

Однородное пространство Соболева 𝐿1
𝑝(𝐷) состоит из локально суммируемых функций с

конечной полунормой ⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
= ‖∇ℒ𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷)‖,

где ∇ℒ𝑓(𝑥) = (𝑋1𝑓(𝑥), . . . ,𝑋𝑛1𝑓(𝑥)) — обобщенный субградиент 𝑓 в точке 𝑥 ∈ 𝐷 (здесь

производные только по горизонтальным полям).

Пространство Соболева 𝑊 1
𝑝 (𝐷) состоит из локально суммируемых функций, имеющих

конечную норму ⃦⃦
𝑓 | 𝑊 1

𝑝 (𝐷)
⃦⃦
= ‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷)‖+ ‖∇ℒ𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷)‖.

Будем говорить, что 𝑓 принадлежт классу 𝑊 1
𝑝, loc(𝐷), если 𝑓 ∈ 𝑊 1

𝑝 (𝑉 ) для любой ограни-

ченной подобласти 𝑉 ⊂ 𝐷 такой, что 𝑉 ⊂ 𝐷.

Напомним определение сходимости в полунормированном пространстве 𝐿1
𝑝(𝐷).

Определение 1.3. Будем говорить, что последовательность функций {𝑓𝑛} ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) сходится

к функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) (𝑓𝑛 → 𝑓) в пространстве 𝐿1

𝑝(𝐷), если

‖𝑓𝑛 − 𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖ → 0 при 𝑛→ ∞.

Заметим, что если 𝑓𝑛 → 𝑓 в пространстве 𝐿1
𝑝(𝐷), то также 𝑓𝑛 → 𝑓 + 𝐶, где 𝐶 ∈ R —

произвольная константа.

В [45] Ю. Г. Решетняк предложил подход к определению соболевских классов функций

со значениями в метрических пространствах. Пусть (X, 𝑟) — полное метрическое простран-

ство, 𝑟 — метрика на X, a 𝐷 — открытое множество на группе Карно G. Будем говорить,

что отображение 𝜙 : 𝐷 → X принадлежт классу 𝑊 1
𝑝, loc(𝐷;X), если выполнены следующие

условия.

(A) Для всякого 𝑧 ∈ X функция [𝜙]𝑧 : 𝑥 ∈ 𝐷 ↦→ 𝑟(𝜙(𝑥),𝑧) принадлежит классу 𝑊 1
𝑝, loc(𝐷).
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(B) Семейство субградиентов (∇ℒ[𝜙]𝑧)𝑧∈X имеет мажоранту, принадлежащую 𝐿𝑝, loc(𝐷),

т. е. существует функция 𝑔 ∈ 𝐿𝑝, loc(𝐷), не зависящая от 𝑧, такая, что |∇ℒ[𝜙]𝑧(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥) для

почти всех 𝑥 ∈ 𝐷.

В работе [43] отражена специфика этого определения применительно к отображениям

классов Соболева на группе Карно. В частности, приводится эквивалентное описание отоб-

ражений классов Соболева: отображение 𝜙 : 𝐷 → G принадлежит 𝑊 1
𝑝, loc(𝐷) тогда и только

тогда, когда его можно изменить на множестве нулевой меры так, чтобы

1) для всякого 𝑧 ∈ G функция [𝜙]𝑧 : 𝐷 ∋ 𝑥 ↦→ 𝑑(𝜙(𝑥),𝑧) принадлежит классу 𝐿𝑝, loc(𝐷).

2) отображение 𝜙 : 𝐷 → G абсолютно непрерывно на почти всех интегральных линиях

горизонтальных векторных полей 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑛, (𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿(𝐷)),

3) производная 𝑋𝑗𝜙(𝑥) = lim
𝑡→0

𝛿𝑡−1(𝜙(𝑥)−1𝜙(exp 𝑡𝑋𝑗)) существует п. в. в открытом множе-

стве 𝐷, принадлежит 𝑉1(𝜙(𝑥)) и, кроме того, |𝑋𝑗𝜙| ∈ 𝐿𝑝, loc(𝐷) для всех 𝑗.

Напомним, что отображение 𝜙 : 𝐷 → G называется абсолютно непрерывным на почти

всех интегральных линиях базисных горизонтальных векторных полей 𝑋𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑛, если

для любой области 𝑈 b 𝐷 и слоения Γ𝑗, определяемого векторным полем 𝑋𝑗 (𝑗 = 1, . . . ,𝑛),

отображение 𝜙 абсолютно непрерывно на пересечении 𝛾 ∩𝑈 относительно одномерной меры

Хаусдорфа для 𝑑𝛾-почти всех кривых 𝛾 ∈ Γ𝑗. Для такого отображения почти всюду в 𝐷

существуют производные 𝑋𝑗𝜙 (𝑗 = 1, . . . ,𝑛) (см. различные доказательства этого факта в

[46–48]).

Обозначим символом 𝐷𝜙 аппроксимативный дифференциал отображения 𝜙 [43], а сим-

волом 𝐷ℎ𝜙 — горизонтальную часть дифференциала. Якобиан det𝐷𝜙 отображения 𝜙 обо-

значим символом 𝐽(𝑥,𝜙).

Имеет место следующая формула замены переменных.

Предложение 1.1 ( [43, Corollary 5.1], [49]). Пусть отображение 𝜙 : 𝐴 → G, где 𝐴 ⊂

G — измеримое множество, имеет аппроксимативные частные производные п. в. на 𝐴.

Тогда существует множество Σ𝜙 ⊂ 𝐴 меры 0 такое, что формула замены переменных в

интеграле Лебега для любой неотрицательной измеримой функции 𝑓 : 𝐴→ R имеет вид

∫︁
𝐴

𝑓(𝑥)|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 =

∫︁
G

(︂ ∑︁
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∩(𝐴∖Σ𝜙)

𝑓(𝑥)

)︂
𝑑𝑦. (1.3)
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1.2.1 Весовые пространства Соболева

Весом будем называть измеримую функцию 𝑤 : G → R, принимающую почти всюду

положительные значения. Для любого измеримого множества 𝐴 определим весовую меру

𝑤(𝐴) =

∫︁
𝐴

𝑤(𝑥) 𝑑𝑥.

Весовое пространство 𝐿𝑝(𝐷,𝑤) состоит из локально суммируемых функций, имеющих конеч-

ноую весовую норму:

‖𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷,𝑤)‖ =

(︂∫︁
𝐷

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑤(𝑥) 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

<∞.

Весовое пространство Соболева 𝐿1
𝑝(𝐷,𝑤) состоит из локально суммируемых функций с

конечной полунормой ⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷,𝑤)
⃦⃦
= ‖∇ℒ𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷,𝑤)‖,

где ∇ℒ𝑓(𝑥) = (𝑋1𝑓(𝑥), . . . ,𝑋𝑛1𝑓(𝑥)) — обобщенный субградиент 𝑓 в точке 𝑥 ∈ 𝐷.

Определение 1.4. Весовая функция 𝑤 принадлежит классу Макенхаупта 𝐴𝑝, 𝑝 ∈ (1,∞),

если

sup
𝐵⊂G

(︂
1

|𝐵|

∫︁
𝐵

𝑤 𝑑𝑥

)︂(︂
1

|𝐵|

∫︁
𝐵

𝑤
1

1−𝑝 𝑑𝑥

)︂𝑝−1

= 𝑐𝑤,𝑝 <∞,

где супремум берется по всем шарам 𝐵 из G.

Более подробно о весовых пространствах Соболева см. например [50–52].

1.3 Дальнейшие свойства метрики Карно – Каратеодори

Напомним определение локально липшицевых и билипшицевых отображений.

Определение 1.5. Отображение 𝜙 : 𝑈 → G называется локально липшицевым

(билипшицевым), если для каждой точки 𝑥 ∈ 𝑈 найдутся окрестность 𝑉 ⊂ 𝑈 и постоян-

ная 𝐿𝑉 , для которых выполняются соотношения

𝑑(𝜙(𝑦),𝜙(𝑧)) ≤ 𝐿𝑉 𝑑(𝑦,𝑧) (𝐿−1
𝑉 𝑑(𝑦,𝑧) ≤ 𝑑(𝜙(𝑦),𝜙(𝑧)) ≤ 𝐿𝑉 𝑑(𝑦,𝑧)) (1.4)

для всех 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 . Если в качестве 𝑉 можно взять 𝑈 , то отображение 𝜙 : 𝑈 → G будем

называть липшицевым (билипшицевым) на 𝑈 .
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Символом Liploc(𝐷) будем обозначать пространство локально липшицевых функций 𝑓 :

𝐷 → R. Заметим, что пространство локально липшицевых функций Liploc(𝐷) совпадает с

пересечением 𝐶(𝐷) ∩𝑊 1
∞,loc(𝐷), см. например [53].

Лемма 1.1. Пусть 𝑔(𝑥) = 𝑑(𝑥0,𝑥), где 𝑥0 ∈ G — фиксированная точка. Тогда

|∇ℒ𝑔(𝑥)| = 1 п. в. в G.

Доказательство. шаг 1. Имеем |𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)| = |𝑑(𝑥0,𝑥)− 𝑑(𝑥0,𝑦)| ≤ 𝑑(𝑥,𝑦). Таким образом,

𝑔 — липшицева функция. Отсюда выводим неравенство

|𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)|
𝑑(𝑥,𝑦)

≤ 1 для всех 𝑥 ̸= 𝑦. (1.5)

шаг 2. Для произвольной точки 𝑥 ∈ G найдется кратчайшая 𝛾, соединяющая 𝑥 и 𝑥0.

Пусть 𝑦 — точка на кривой 𝛾. Тогда |𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)| = 𝑑(𝑥,𝑦) и, следовательно,

|𝑔(𝑥)− 𝑔(𝑦)|
𝑑(𝑥,𝑦)

= 1 для 𝑦 ∈ 𝛾. (1.6)

Из неравенств (1.5) и (1.6) выводим

lim
𝑦→𝑥∈G

|𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑥)|
𝑑(𝑥,𝑦)

= 1. (1.7)

шаг 3. Так как 𝑔 — липшицева функция, она 𝒫-дифференцируема п. в. в смысле Пансю

[46] (см. другое доказательство в [43]). Следовательно, в точке 𝑥 𝒫-дифференцируемости

функции 𝑔 имеем

lim
𝑑(𝑥,𝑦)→0

𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑥)−∇ℒ𝑔(𝑥) · (𝑥−1𝑦)ℎ
𝑑(𝑥,𝑦)

= 0, (1.8)

где ∇ℒ𝑔(𝑥) · (𝑥−1𝑦)ℎ =
𝑛1∑︀
𝑖=1

𝑋𝑖𝑔(𝑥)(𝑥
−1𝑦)1𝑖.

Обозначим 𝑧 = 𝑥−1𝑦. Из (1.7) и (1.8) можно вывести, что

lim
𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧)

= 1. (1.9)

Тогда

1 = lim
𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧)

≥ lim
𝑧=𝑧ℎ,𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧)

= lim
𝑑(𝑧ℎ)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧ℎ)

. (1.10)
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С другой стороны, из неравенства (1.2) выводим

lim
𝑑(𝑧ℎ)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧ℎ)

= lim
𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧ℎ)

≥ lim
𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧)

= 1. (1.11)

Поэтому

lim
𝑑(𝑧)→0

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧)

= lim
𝑑(𝑧ℎ)→0

|∇ℒ𝑓(𝑥) · 𝑧ℎ|
𝑑(𝑧ℎ)

= 1. (1.12)

Учитывая равенство 𝑑(𝑧ℎ) = 𝜌(𝑧ℎ) (см. (1.1)), получаем

1 = lim
𝜌(𝑧ℎ)→0

⃒⃒⃒⃒
∇ℒ𝑔(𝑥) ·

𝑧ℎ
𝜌(𝑧ℎ)

⃒⃒⃒⃒
= sup

𝑦ℎ∈R𝑛1 , 𝜌(𝑦ℎ)=1

|∇ℒ𝑔(𝑥) · 𝑦ℎ|,

где 𝑦ℎ = 𝑧ℎ
𝜌(𝑧ℎ)

. Отсюда приходим к равенству |∇ℒ𝑔(𝑥)| = 1.

Замечание 1.1. Утверждение леммы 1.1 справедливо также и для функции

𝑔(𝑥) = 𝑑(𝑥,𝐹 ) = inf
𝑦∈𝐹

𝑑(𝑥,𝑦)

в следующей форме: |∇ℒ𝑔(𝑥)| = 1 п. в. в G ∖ 𝐹 . Здесь функция 𝑔 — это расстояние от точки

𝑥 до фиксированного множества 𝐹 .

1.4 Аппроксимация гладкими функциями

Рассуждения в этом подпункте во многом основаны на работах [44,50]. Пусть 𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (G),

supp𝜙 ⊂ 𝐵(0,1), и ∫︁
G

𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑎. (1.13)

Пусть 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и 𝑢(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ G ∖𝐷. Рассмотрим семейство усреднений:

𝑢𝜀(𝑥) =
1

𝜀𝜈

∫︁
G

𝜙(𝛿𝜀−1𝑥𝑦−1)𝑢(𝑦) 𝑑𝑦. (1.14)

Функция 𝜙 называется усредняющим ядром, а число 𝜀 – радиусом усреднения.

Предложение 1.2 ( [44, Proposition 1.20]). Если 𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝐷), 𝑝 ∈ [1,∞), то имеют место

следующие свойства

1) 𝑢𝜀 ∈ 𝐶∞(G);

2) 𝑢𝜀 → 𝑎𝑢 в 𝐿𝑝(𝐷).
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Доказательство. 1. Функции 𝜙(𝑥) и 𝜏𝑦(𝑥) = 𝑥𝑦−1 принадлежат 𝐶∞(G), поэтому в силу

теоремы о дифференцировании под знаком интеграла 𝑢𝜀 ∈ 𝐶∞(G).

2. Непрерывные финитные функции плотны в 𝐿𝑝(G), стало быть, для любой 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(G)

имеем ∫︁
G

|𝑣(𝑥𝑧−1)− 𝑣(𝑥))|𝑝 𝑑𝑥→ 0 при 𝑧 → 𝑒, (1.15)

где 𝑒 – единица группы G (т. е. 𝑑(𝑧) → 0).

Положим 𝜙𝜀(𝑥) =
1
𝜀𝜈
𝜙(𝛿𝜀−1𝑥). Далее выводим

|𝑢𝜀(𝑥)− 𝑎𝑢(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒ ∫︁
G

𝜙𝜀(𝑥𝑦
−1)𝑢(𝑦)𝑑𝑦 − 𝑢(𝑥)

∫︁
G

𝜙𝜀(𝑥𝑦
−1)𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒

≤
∫︁
G

|𝜙𝜀(𝑥𝑦−1)| · |𝑢(𝑦)− 𝑢(𝑥)|𝑑𝑦 ≤
(︂∫︁

G

|𝜙𝜀(𝑥𝑦−1)|𝑑𝑦
)︂ 1

𝑝′
(︂∫︁

G

|𝜙𝜀(𝑥𝑦−1)| · |𝑢(𝑦)− 𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑦
)︂ 1

𝑝

= 𝐾

(︂∫︁
G

|𝜙𝜀(𝑧)| · |𝑢(𝑥𝑧−1)− 𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑧
)︂ 1

𝑝

,

где 𝐾 — положительная константа. Далее имеем

||𝑢𝜀 − 𝑎𝑢 | 𝐿𝑝(G)||𝑝 =
∫︁
G

|𝑢𝜀(𝑥)− 𝑎𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

≤ 𝐾

∫︁
G

∫︁
G

|𝜙𝜀(𝑧)| · |𝑢(𝑥𝑧−1)− 𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑧 𝑑𝑥

= 𝐾

∫︁
G

|𝜙𝜀(𝑧)|
∫︁
G

|𝑢(𝑥𝑧−1)− 𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 𝑑𝑧

= 𝐾

∫︁
G

|𝜙(ℎ)|
∫︁
G

|𝑢(𝑥(𝛿𝜀ℎ)−1)− 𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 𝑑ℎ→ 0 при 𝜀→ 0.

В предпоследнем интеграле сделали замену переменных ℎ = 𝛿𝜀−1𝑧. Таким образом, 𝑢𝜀 →

𝑎𝑢 при 𝜀→ 0 в 𝐿𝑝(G).

Замечание 1.2. В частности, если 𝑎 = 1, то 𝑢𝜀 → 𝑢 при 𝜀→ 0 в 𝐿𝑝(G).

Предложение 1.3. Пусть 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷), 𝑎 = 1 (т. е.

∫︀
G
𝜙(𝑥) 𝑑𝑥 = 1) и 𝑉 b 𝐷 — компактно

вложенная область1. Тогда

𝑋𝑖𝑢𝜀 → 𝑋𝑖𝑢 в 𝐿𝑝(𝑉 ). (1.16)

1Другими словами, 𝑉 – ограниченная область такая, что 𝑉 ⊂ 𝐷.
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Доказательство. Заметим, что на группе Карно свертка не коммутативна, поэтому аргумен-

ты, применяемые в R𝑛, на группах Карно не работают. Доказательство этого утверждения

на группах Карно основано на более рафинированных методах. В [54, лемма 2.1] и [55] дока-

зано существование функций 𝜒𝑖𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝐵(0,1)) таких, что

∫︀
𝐺

𝜒𝑖𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑖𝑗, и для всех 𝑥 ∈ 𝑉

и 𝜀 < dist(𝑉,𝜕𝐷) выполнено следующее равенство:

𝑋𝑖𝑢𝜀(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗𝑢) * 𝜒𝑖𝑗,𝜀(𝑥),

где 𝜒𝑖𝑗,𝜀(𝑥) = 1
𝜀𝜈
𝜒𝑖𝑗(𝛿𝜀−1𝑥). По предложению 1.2 имеем (𝑋𝑗𝑢) * 𝜒𝑖𝑗,𝜀 → 𝛿𝑖𝑗𝑋𝑗𝑢 при 𝜀 → 0 в

𝐿𝑝(𝑉 ). В итоге

‖𝑋𝑖𝑢𝜀 −𝑋𝑖𝑢 | 𝐿𝑝(𝑉 )‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑗𝑢) * 𝜒𝑖𝑗,𝜀 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛿𝑖𝑗𝑋𝑗𝑢 | 𝐿𝑝(𝑉 )

⃦⃦⃦⃦
⃦

≤
𝑁∑︁
𝑗=1

‖(𝑋𝑗𝑢) * 𝜒𝑖𝑗,𝜀 − 𝛿𝑖𝑗𝑋𝑗𝑢 | 𝐿𝑝(𝑉 )‖ → 0

при 𝜀→ 0.

Предложение 1.3 позволяет доказать плотность гладких функций в 𝐿1
𝑝(𝐷).

Лемма 1.2. Пространство 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷) плотно в 𝐿1

𝑝(𝐷). Если 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) — локально

липшицева функция, то существует последовательность функций 𝑓𝑙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷),

𝑙 ∈ N, сходящаяся к 𝑓 локально равномерно и в 𝐿1
𝑝(𝐷).

Доказательство. Приводимое ниже доказательство основано на рассуждениях из [50, тео-

рема 1].

Пусть 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷). Рассмотрим локально конечное покрытие2 {𝐵𝑘}𝑘≥1 области 𝐷 шарами

𝐵𝑘 ⊂ 𝐷 и разбиение единицы {𝜓𝑘}𝑘≥1, подчиненное этому покрытию. Пусть {𝜌𝑘} – убываю-

щая к нулю последовательность положительных чисел такая, что последовательность шаров

{(1 + 𝜌𝑘)𝐵𝑘} также образует локально конечное покрытие области 𝐷. Обозначим символом

𝑤𝑘 усреднение функции 𝑢𝑘 = 𝜓𝑘𝑢 с радиусом усреднения 𝜌𝑘𝑟𝑘, где 𝑟𝑘 — радиус шара 𝐵𝑘.

Легко видеть, что 𝑤 =
∑︀
𝑘

𝑤𝑘 принадлежит 𝐶∞(𝐷), так как сумма локально конечна (каждая

точка имеет окрестность, в которой только конечное число функций 𝑤𝑘 не равны нулю).
2Т. е. для каждой точки 𝑥 ∈ 𝐷 найдется окрестность 𝑈 ⊂ 𝐷, которая пересекается только с конечным

числом шаров из покрытия {𝐵𝑘}.
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Возьмем произвольное 𝜀 ∈ (0,1
2
). В силу предложений 1.2 и 1.3 можно выбрать 𝜌𝑘 так, что

⃦⃦
𝑢𝑘 − 𝑤𝑘 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝜀𝑘. (1.17)

На любой ограниченной области 𝑉 такой, что 𝑉 ⊂ 𝐷, выполнено равенство 𝑢 =
∑︀
𝑘

𝑢𝑘.

Следовательно, ⃦⃦
𝑢− 𝑤 | 𝐿1

𝑝(𝑉 )
⃦⃦
≤
∑︁
𝑘

⃦⃦
𝑢𝑘 − 𝑤𝑘 | 𝐿1

𝑝(𝑉 )
⃦⃦
≤ 𝜀

1− 𝜀
. (1.18)

Таким образом, для любой функции 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и для произвольного 𝜀 ∈ (0,1

2
) найдется

функция 𝑤 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷) такая, что

⃦⃦
𝑢− 𝑤 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝜀.

Отметим следующие свойства, очевидным образом вытекающие из леммы 1.2.

Замечание 1.3. Если 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷), то найдется последовательность гладких функций 𝑓𝑛 ∈

𝐿1
𝑝(𝐷)∩𝐶∞(𝐷), сходящаяся к 𝑓 п. в. в 𝐷. А если 𝑝 > 𝜈, то можно подобрать последователь-

ность, которая будет сходится локально равномерно в 𝐷.

Доказательство. В качестве данной последовательности можно взять функций {𝑤𝑘}, по-

строенные в лемме 1.2.

Из леммы 1.2 выводим следующее

Следствие 1.1. Пространство 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ Liploc(𝐷) плотно в 𝐿1

𝑝(𝐷), где 𝐷 ⊂ G — область.

1.5 Неравенства Пуанкаре и области Джона

Напомним, что кривая 𝛾 : [𝑎,𝑏] → G спрямляема, если

sup
𝑃

𝑘𝑃∑︁
𝑖=1

𝑑(𝛾(𝑥𝑖−1),𝛾(𝑥𝑖)) <∞,

где супремум берется по всем разбиениям 𝑃 = {𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑘𝑃 = 𝑏}. Для двух

точек 𝑥,𝑦 ∈ G кратчайшей называется горизонтальная кривая, соединяющая эти точки и

имеющая минимальную длину.

Определение 1.6. Область Ω ⊂ G называется областью Джона 𝐽(𝛼, 𝛽) (коротко Ω ∈

𝐽(𝛼, 𝛽)), 0 < 𝛼 ≤ 𝛽, если найдется точка 𝑥0 ∈ Ω такая, что любую точку 𝑥 ∈ Ω можно

соединить с 𝑥0 спрямляемой кривой 𝛾, которая содержится в Ω и удовлетворяет следующим
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условиям: если 𝑠 ∈ [0,𝑙] – натуральная параметризация кривой 𝛾, то 𝑙 ≤ 𝛽,

𝛾(0) = 𝑥, 𝛾(𝑙) = 𝑥0, и dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼𝑠

𝑙
для всех 𝑠 ∈ [0,𝑙]. (1.19)

Замечание 1.4. Легко проверить, что шар 𝐵(𝑥,𝑟) в метрике Карно – Каратеодори является

областью Джона 𝐽(𝛼 = 𝑟,𝛽 = 𝑟), где центр шара (точка 𝑥) является выделенной точкой.

Лемма 1.3. Пусть 𝐷 – произвольная область в G, и шары 𝐵0, 𝐵1 содержатся в этой

области. Тогда найдется область Джона Ω ∈ 𝐽(𝛼, 𝛽), Ω ⊂ 𝐷, с некоторыми параметрами

𝛼, 𝛽, зависящими от области 𝐷 и шаров 𝐵0, 𝐵1, которая будет содержать оба этих шара.

Доказательство. Заметим, что если 𝐷 = G, то в качестве искомой области Джона Ω мож-

но выбрать произвольный шар содержащий шары 𝐵0, 𝐵1. Поэтму далее считаем, что 𝐷 —

собственная подобласть в G.

Пусть 𝑥0, 𝑥1 — центры данных шаров, а 𝑟0, 𝑟1 — их радиусы. Построим спрямляемую

кривую, соединяющую точки 𝑥0 и 𝑥1.

Для этого рассмотрим сначала произвольную непрерывную кривую 𝐾, лежащую в 𝐷 и

соединяющую точки 𝑥0 и 𝑥1, т. е. непрерывное отображение 𝐾 : [0,1] → 𝐷 такое, что 𝐾(0) =

𝑥0 и 𝐾(1) = 𝑥1. Такая кривая существует, поскольку 𝐷 — связное открытое множество.

(Заметим, что кривая 𝐾 не обязательно является спрямляемой.)

Совокупность шаров {𝐵(𝐾(𝑡)),1
2
dist(𝐾(𝑡), 𝜕𝐷)}𝑡∈[0,1] образует покрытие компактно-

го множества 𝐾([0,1]). Из этого покрытия можно выделить конечное подпокрытие

𝐵(𝜉1,𝜌1), . . . , 𝐵(𝜉𝑚,𝜌𝑚), где 𝜉𝑗 = 𝐾(𝜏𝑗), 𝜏𝑗 ∈ [0,1] и 𝜏1 < 𝜏2 < . . . < 𝜏𝑚.

Пусть 𝐵(𝜉𝑙,𝜌𝑙) — шар с наибольшим номером, содержащий точку 𝑥0. Если 𝑥1 ∈ 𝐵(𝜉𝑙,𝜌𝑙), то

кривая 𝛾, составленная из кратчайших, соединяющих точку 𝜉𝑙 с точками 𝑥0 и 𝑥1, спрямляема

и ее длина |𝛾| не больше 2𝜌𝑙.

В противном случае существует максимальное значение 𝑡1 параметра 𝑡 ∈ (0,1) такое,

что 𝑣1 = 𝐾(𝑡1) ∈ 𝜕𝐵(𝜉𝑙, 𝜌𝑙), а 𝐾(𝑡) /∈ 𝐵(𝜉𝑙, 𝜌𝑙) для всех 𝑡 ∈ (𝑡1,1]. Тогда найдется кривая

𝛾1 ⊂ 𝐵(𝜉𝑙,𝜌𝑙) ⊂ 𝐷, составленная из кратчайших, соединяющих точку 𝜉𝑙 с точками 𝑥0 и 𝑣1.

Длина кривой 𝛾1 не превосходит 2𝜌𝑙.

В свою очередь, точка 𝑣1 принадлежит некоторому шару 𝐵(𝜉𝑘,𝜌𝑘), где 𝑙 < 𝑘 ≤ 𝑚 —

максимальный номер шара, содержащий точку 𝑣1. Если 𝑥1 ∈ 𝐵(𝜉𝑘,𝜌𝑘), то дополним кривую

𝛾1 кратчайшими, соединяющими точку 𝜉𝑘 с точками 𝑣1 и 𝑥1. Получим кривую 𝛾, длина

которой не превосходит 2(𝜌𝑙 + 𝜌𝑘).

В противном случае существует максимальное значение 𝑡2 параметра 𝑡 ∈ (𝑡1,1) такое,

что 𝑣2 = 𝐾(𝑡2) ∈ 𝜕𝐵(𝜉𝑘, 𝜌𝑘), а 𝐾(𝑡) /∈ 𝐵(𝜉𝑘, 𝜌𝑘) для всех 𝑡 ∈ (𝑡2,1]. Тогда дополним кривую
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𝛾1 новой кривой 𝛾2 ⊂ 𝐵(𝜉𝑘,𝜌𝑘) ⊂ 𝐷, составленной из кратчайших, соединяющих точку 𝜉𝑘 с

точками 𝑣1, и 𝑣2. Так как длина 𝛾2 не превосходит 2𝜌𝑘, то длина составленной кривой 𝛾1 ∪ 𝛾2
не превосходит 2(𝜌𝑙 + 𝜌𝑘).

Продолжая этот процесс по индукции, через конечное число шагов (не более 𝑚) мы по-

лучим спрямляемую кривую Γ = 𝛾1 ∪ 𝛾2 · · · в 𝐷, длина которой не превосходит 2
𝑚∑︀
𝑘=1

𝜌𝑘.

Таким образом, кривая Γ спрямляема, и соединяет центры шаров 𝐵0 и 𝐵1: Γ(0) = 𝑥0,

Γ(𝐿) = 𝑥1 (считаем, что Γ параметризована натуральным параметром, а 𝐿 – длина Γ).

Обозначим символом 𝛿 = dist(Γ,𝜕𝐷) расстояние между кривой Γ и границей области 𝐷.

Рассмотрим область Ω = 𝐵0 ∪ 𝐵1 ∪
⋃︀
𝑥∈Γ

𝐵(𝑥,𝛿), состоящую из шаров 𝐵0, 𝐵1 и всех шаров

радиуса 𝛿 с центрами на Γ. Положим 𝛼 = min{dist(Γ, 𝜕Ω), 𝑟0, 𝑟1} (или, что то же самое,

𝛼 = min{𝛿, 𝑟0, 𝑟1}), 𝛽 = 𝐿+ 𝑟0 + 𝑟1 + 𝛿.

Покажем, что Ω является областью Джона 𝐽(𝛼, 𝛽) с выделенной точкой 𝑥0. Пусть 𝑥 ∈ Ω.

Если 𝑥 ∈ 𝐵0, то условия (1.19) выполняются автоматически: в качестве кривой 𝛾 выбираем

кратчайшую, соединяющую 𝑥 и 𝑥0. Тогда 𝑙 = |𝛾| < 𝑟0 < 𝛽 и для всех 𝑠 ∈ [0,𝑙] выполнены

следующие неравенства:

dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ dist(𝛾(𝑠),𝜕𝐵0) ≥ 𝑠 =
𝑠𝑙

𝑙
≥ 𝑠𝑟0

𝑙
≥ 𝛼𝑠

𝑙
. (1.20)

Если 𝑥 ∈ 𝐵1, то положим 𝛾 = 𝛾1∪Γ, где 𝛾1 – это кратчайшая соединяющая 𝑥 и 𝑥1. Обозначим

𝑙1 = |𝛾1| < 𝑟1, тогда 𝑙 = |𝛾| = 𝑙1 + 𝐿 < 𝑟1 + 𝐿 < 𝛽, dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼𝑠
𝑙1

≥ 𝛼𝑠
𝑙

для 𝑠 ∈ [0,𝑙1] и

dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼 ≥ 𝛼𝑠
𝑙

для 𝑠 ∈ [𝑙1,𝑙1+𝐿]. Следовательно, dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼𝑠
𝑙

для всех 𝑠 ∈ [0,𝑙].

Пусть 𝑥 не принадлежит ни 𝐵0, ни 𝐵1. Следовательно, 𝑥 ∈ 𝐵(𝜉,𝑟), где 𝜉 – точка на кривой

Γ и 𝑟 < 𝛿. В качестве кривой 𝛾 возьмем кривую, состоящую из кратчайшей, соединяющей

𝑥 и 𝜉, и сегмента кривой Γ от 𝜉 до 𝑥0. Тогда, как и в предыдущих двух случаях, имеем

𝑙1 = |𝛾1| < 𝛿, 𝑙 = |𝛾| < 𝛿 + 𝐿 < 𝛽,

dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼𝑠

𝑙1
≥ 𝛼𝑠

𝑙
для 𝑠 ∈ [0,𝑙1] и dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼 ≥ 𝛼𝑠

𝑙
для 𝑠 ∈ [𝑙1,𝑙].

Таким образом, dist(𝛾(𝑠),𝜕Ω) ≥ 𝛼𝑠
𝑙

для всех 𝑠 ∈ [0,𝑙].

Поэтому Ω ⊂ 𝐷 является областью Джона, содержащей данные шары 𝐵0, 𝐵1.

Замечание 1.5. Из доказательства леммы 1.3 получаем следующее свойство: если

dist(𝜕𝐷,𝐵0) > 0 и dist(𝜕𝐷,𝐵1) > 0, то для достаточно малого параметра 𝜆 > 0 можно

построить дополнительную область Джона Ω𝜆 такую, что Ω b Ω𝜆 b 𝐷, т. е. области Ω и

Ω𝜆 ограниченные и dist(𝜕𝐷,Ω𝜆) > 0 и dist(Ω, 𝜕Ω𝜆) > 𝜆. Действительно, область Джона Ω
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строится как объединение шаров 𝐵0, 𝐵1 и совокупности шаров с центрами на кривой Γ с

радиусами, не превышающими 1
2
dist(Γ, 𝜕𝐷). Область Ω𝜆 можно построить как объединение

шаров с теми же центрами увеличив при этом их радиусы. В качестве такого радиуса мож-

но взять любое значение в интервале (1
2
dist(Γ, 𝜕𝐷), 3

4
dist(Γ, 𝜕𝐷)) для шаров отличных от

𝐵0, 𝐵1. В свою очередь радиусы шаров 𝐵0, 𝐵1 нужно увеличить таким образом, чтобы они

не оставались внутри 𝐷.

Приведем следующее неравенство Пуанкаре для областей Джона (см. [56]).

Предложение 1.4 ([56, Theorem 4]). Пусть 𝑝 < 𝜈, 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝜈𝑝
𝜈−𝑝 и 𝑈 – область Джона

𝐽(𝛼, 𝛽). Тогда для любой функции 𝑢 ∈ 𝑊 1
𝑝 (𝑈) имеем

‖𝑢− 𝑐𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)‖ ≤ 𝐶

(︂
𝛼

𝛽

)︂𝜈
diam(𝑈)1−

𝜈
𝑝
+ 𝜈

𝑞 ‖∇𝑢 | 𝐿𝑝(𝑈)‖, (1.21)

где 𝑐𝑢 и 𝐶 — постоянные, причем 𝐶 > 0 и не зависит от 𝑢, 𝑈, 𝛼, 𝛽.

Далее нам потребуется вариант неравенства Пуанкаре в следующей форме (см. [57]).

Лемма 1.4. Пусть 𝑈 – область Джона 𝐽(𝛼, 𝛽) и подмножество 𝐹 ⊂ 𝑈 имеет положи-

тельную меру, |𝐹 | > 0. Тогда для всех 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 1
𝑝 (𝑈), 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝜈𝑝

𝜈−𝑝 , 𝑝 < 𝜈, таких, что

𝑢|𝐹 = 0, выполнено неравенство

⎛⎝∫︁
𝑈

|𝑢(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑞

≤ 𝐶
|𝑈 |

1
𝑞

|𝐹 |
1
𝑞

(︂
𝛼

𝛽

)︂𝜈
diam(𝑈)1−

𝜈
𝑝
+ 𝜈

𝑞

⎛⎝∫︁
𝑈

|∇ℒ𝑢(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑝

. (1.22)

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 1
𝑝 (𝑈) такую, что 𝑢|𝐹 = 0,

где подмножество 𝐹 ⊂ 𝑈 имеет положительную меру. Обозначим 𝑀 = ||𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)|| > 0.

Тогда

|𝐹 | =
∫︁
𝑈

(𝜒𝐹 (𝑥))
𝑞 𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝑈

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 𝑢(𝑥)|𝑈 |

1
𝑞

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥 ≤ |𝑈 |
𝑀 𝑞

∫︁
𝑈

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑀|𝑈 | 1𝑞 − 𝑢(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑞

𝑑𝑥.

Следовательно,

𝑀 𝑞|𝐹 | ≤ |𝑈 |‖(𝑀 |𝑈 |−
1
𝑞 − 𝑢) | 𝐿𝑞(𝑈)‖𝑞. (1.23)

Для постоянной 𝑐𝑢 из неравенства Пуанкаре (предложение 1.4) справедлива следующая оцен-

ка:

|𝑀 |𝑈 |−
1
𝑞 − 𝑐𝑢| =

⃒⃒⃒
|𝑈 |−

1
𝑞 ||𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)|| − |𝑈 |−

1
𝑞 ||𝑐𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)||

⃒⃒⃒
≤ |𝑈 |−

1
𝑞 ‖𝑢− 𝑐𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)‖.
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Поэтому, используя неравенство Пуанкаре (1.21), имеем

‖(𝑀 |𝑈 |−
1
𝑞 − 𝑢) | 𝐿𝑞(𝑈)|| ≤ ‖(𝑀 |𝑈 |−

1
𝑞 − 𝑐𝑢) | 𝐿𝑞(𝑈)‖+ ‖𝑢− 𝑐𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)‖

≤ 2‖𝑢− 𝑐𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)‖ ≤ 2𝐶

(︂
𝛼

𝛽

)︂𝜈
diam(𝑈)1−

𝜈
𝑝
+ 𝜈

𝑞 ‖∇ℒ𝑢 | 𝐿𝑝(𝑈)‖.

Применяя (1.23), получаем

||𝑢 | 𝐿𝑞(𝑈)|| ≤
|𝑈 |

1
𝑞

|𝐹 |
1
𝑞

2𝐶

(︂
𝛼

𝛽

)︂𝜈
diam(𝑈)1−

𝜈
𝑝
+ 𝜈

𝑞 ‖∇ℒ𝑢 | 𝐿𝑝(𝑈)‖.

Таким образом, лемма доказана.

Лемма 1.5. Пусть 𝑝 > 𝜈, а функция 𝑓 ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐿1
𝑝(𝐷) такова, что 𝑓(𝑥0) = 0 и 𝑓(𝑥1) = 1

для некоторых точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝐵 ⊂ 𝐷. Тогда выполнено неравенство

1

𝑑(𝑥0,𝑥1)1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖. (1.24)

Доказательство. Нам потребуется следующее неравенство Пуанкаре из [56, Theorem 4]

‖𝑢− 𝑐𝑢 | 𝐿∞(𝐵)‖ ≤ 𝐶 diam(𝐵)1−
𝜈
𝑝 ‖∇ℒ𝑢 | 𝐿𝑝(𝐵)‖. (1.25)

Фиксируем шар 𝐵 такой, что 𝑥0,𝑥1 ∈ 𝐵. Имеем

|𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥1)| ≤ |𝑓(𝑥0)− 𝑐𝑓 |+ |𝑓(𝑥1)− 𝑐𝑓 | ≤ 2‖𝑓 − 𝑐𝑓 | 𝐿∞(𝐵)‖ ≤

𝐾𝑑(𝑥0,𝑥1)
1−𝜈/𝑝‖∇ℒ𝑓 | 𝐿𝑝(𝐵)‖ ≤ 𝐾𝑑(𝑥0,𝑥1)

1−𝜈/𝑝‖∇ℒ𝑓 | 𝐿𝑝(𝐷)‖, (1.26)

где 𝐾 — некоторая постоянная. В нашем случае |𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥1)| = 1 и, следовательно,

1

𝑑(𝑥0,𝑥1)1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖. (1.27)
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1.6 Разложение области на компакты

Лемма 1.6. Пусть 𝐷,𝐷′ ⊂ G – открытые множества и |𝐷| <∞, 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ – измеримое

отображение, определенное п. в. в 𝐷. Тогда найдется возрастающая последовательность

компактов {𝑇𝑘} ⊂ Dom𝜙 ⊂ 𝐷 такая, что 𝜙 непрерывно на каждом 𝑇𝑘 и |𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘| = 0.

Доказательство. По теореме Лузина найдется компактное множество 𝑃1 ⊂ Dom𝜙 такое,

что отображение 𝜙 будет непрерывным на 𝑃1 и |Dom𝜙 ∖ 𝑃1| < 1. Аналогично, найдет-

ся компактное множество 𝑃2 ⊂ Dom𝜙 ∖ 𝑃1 такое, что отображение 𝜙 непрерывно на 𝑃2 и

|(Dom𝜙 ∖ 𝑃1) ∖ 𝑃2| < 1
2
, и так далее. Таким образом, получаем последовательность мно-

жеств {𝑃𝑖}. Обозначим 𝑇𝑘 =
𝑘⋃︀
1

𝑃𝑖, тогда 𝑇𝑘 ⊂ 𝑇𝑘+1 ⊂ Dom𝜙. Отображение 𝜙 непрерывно

на каждом 𝑇𝑘, поскольку 𝑇𝑘 представляет собой конечное объединение компактных попарно

непересекающихся множеств 𝑃1, . . . ,𝑃𝑘, на каждом из которых отображение 𝜙 непрерывно.

Кроме того, |𝐷 ∖𝑇𝑘| = |Dom𝜙 ∖𝑇𝑘| < 1
𝑘

для любого 𝑘 ∈ N. Следовательно, |𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘| = 0.

Таким образом, областью определения отображения 𝜙 можно считать множество

Dom1 𝜙 =
⋃︁
𝑘

𝑇𝑘.

Замечание 1.6. Можно выбрать множества ̃︀𝑇𝑘 ⊂ 𝑇𝑘 (где 𝑇𝑘 — множества из леммы 1.6),

состоящие только из точек ненулевой плотности. При этом 𝜙 непрерывно на каждом ̃︀𝑇𝑘 и

|𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

̃︀𝑇𝑘| = 0.

Доказательство. Действительно, пусть ̃︀𝑇𝑘 – множество точек ненулевой плотности множе-

ства 𝑇𝑘. Тогда |𝑇𝑘 ∖ ̃︀𝑇𝑘| = 0, ̃︀𝑇𝑘+1 ⊃ ̃︀𝑇𝑘 и |𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

̃︀𝑇𝑘| = 0.

Замечание 1.7. Лемма 1.6 также верна и в том случае, когда мера области 𝐷 не ограни-

чена.

Доказательство. Область 𝐷 можно представить в виде счетного объединения непересекаю-

щихся множеств: 𝐷 =
⋃︀
𝑖

𝐷𝑖, где 𝐷1 = 𝐷 ∩𝐵(0,1), 𝐷2 = (𝐷 ∩𝐵(0,2)) ∖𝐷1 и т. д. По лемме 1.6

для каждого множества 𝐷𝑖 мы имеем возрастающую (по индексу 𝑘) последовательность ком-

пактов 𝑇 𝑖𝑘 ⊂ Dom𝜙 такую, что |𝐷𝑖∖
⋃︀
𝑘

𝑇 𝑖𝑘| = 0. Полагая 𝑇1 = 𝑇 1
1 , 𝑇2 = 𝑇 1

2 ∪𝑇 2
2 , 𝑇3 = 𝑇 1

3 ∪𝑇 2
3 ∪𝑇 3

3

и т. д., мы получаем возрастающую последовательность компактов 𝑇𝑘 ⊂ Dom𝜙. В частности,

|𝐷𝑖∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘| = 0 (поскольку
⋃︀
𝑘

𝑇 𝑖𝑘 ⊂
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘). Тогда имеем,𝐷∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘 =
⋃︀
𝑖

(︀
𝐷𝑖∖

⋃︀
𝑘

𝑇𝑘
)︀
. Следовательно,

|𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘| = 0, как счетное объединение множеств нулевой меры.
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1.7 Функция множеств

Определение 1.7. Отображение Φ, определенное на открытых подмножествах откры-

того множества 𝐷 ⊂ G и принимающее неотрицательные значения, называется конечно

𝜆-квазиаддитивной функцией множеств 1 ≤ 𝜆 <∞, если

1) для любого 𝑥 ∈ 𝐷 существует 𝛿, 0 < 𝛿 < dist(𝑥,𝜕𝐷), такое, что 0 ≤ Φ(𝐵(𝑥,𝛿)) <∞;

2) неравенство
𝑘∑︀
𝑖=1

Φ(𝑈𝑖) ≤ 𝜆Φ(𝑈) выполнено для любого набора попарно непересекаю-

щихся открытых множеств 𝑈1, . . . ,𝑈𝑘 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝐷, 𝑖 = 1, . . . ,𝑘.

При 𝜆 = 1 будем употреблять термин квазиаддитивная функция.

Если вместо второго условия в определении функции множеств потребовать

𝑘∑︁
𝑖=1

Φ(𝑈𝑖) = Φ

(︂ 𝑘⋃︁
𝑖=1

𝑈𝑖

)︂

для любого конечного набора попарно непересекающихся открытых множеств 𝑈𝑖 ⊂ 𝐷, то та-

кая функция называется конечно-аддитивной. Если это равенство распространить на счет-

ный набор, то функция называется счетно-аддитивной.

Квазиаддитивная функция Φ называется монотонной, если Φ(𝑈1) ≤ Φ(𝑈2) для любых

открытых множеств 𝑈1 ⊂ 𝑈2 ⊂ 𝐷.

Верхняя и нижняя производные квазиаддитивной функции, заданной на некоторой сово-

купности открытых подмножеств, определяются как

Φ ′(𝑥) = lim
ℎ→0

sup
𝛿≤ℎ

Φ(𝐵𝛿)

|𝐵𝛿|
и Φ ′(𝑥) = lim

ℎ→0
inf
𝛿≤ℎ

Φ(𝐵𝛿)

|𝐵𝛿|
. (1.28)

Здесь супремум и инфинум берутся по всем открытым шарам 𝐵𝛿 с радиусом 𝛿 ≤ ℎ, со-

держащих точку 𝑥 . Если в некоторой точке 𝑥 верхняя и нижняя производные совпадают:

Φ ′(𝑥) = Φ ′(𝑥), то их общее значение называется производной Φ ′(𝑥) функции множеств Φ.

Для квазиаддитивной функции множества справедливо

Предложение 1.5 ( [31]). Пусть Φ — конечная 𝜆-квазиаддитивная функция множеств

определена на открытых подмножествах области 𝐷 ⊂ G. Тогда

𝑎) для любого открытого множества 𝑈 ⊂ 𝐷

∫︁
𝑈

Φ ′(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝜆Φ(𝑈);
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𝑏) почти в каждой точке 𝑥 ∈ 𝐷 существует конечная верхняя производная и

Φ ′(𝑥) ≤ 𝜆Φ ′(𝑥);

если 𝜆 = 1, то почти в каждой точке 𝑥 ∈ 𝐷 существует конечная производная

Φ′(𝑥) = lim
𝛿→0

Φ(𝐵𝛿)

|𝐵𝛿|
.

Использование функций множеств позволяет доказать следующую теорему Лебега.

Теорема 1.1 ( [31]). Пусть G — группа Карно, 𝐷 — область в G. Предположим, что

функция 𝑓 принадлежит 𝐿1, loc(𝐷). Тогда для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 имеем

lim
𝛿→0, 𝑥∈𝐵𝛿

1

|𝐵𝛿|

∫︁
𝐵𝛿

|𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥)| 𝑑𝑦 = 0.

Приведем еще две леммы о покрытиях, которыми мы будем пользоваться при доказа-

тельстве основных результатов.

Лемма 1.7 ( [31]). Для любого открытого множества 𝑈 ⊂ R𝑁 , 𝑈 ̸= R𝑁 , существует

счетное семейство евклидовых шаров ℬ = {𝐵𝑗} таких, что

1)
⋃︀
𝑗

𝐵𝑗 = 𝑈 ;

2) если 𝐵𝑗 = 𝐵(𝑥𝑗,𝑟𝑗) ∈ ℬ, то dist(𝑥𝑗,𝜕𝐷) = 12𝑟𝑗;

3) семейства ℬ = {𝐵𝑗} и 2ℬ = {2𝐵𝑗} образуют конечнократное покрытие 𝑈 ;

4) если 𝐵𝑖(𝑥𝑖,𝑟𝑖) ∩𝐵𝑗(𝑥𝑗,𝑟𝑗) = ∅, то 5
7
𝑟𝑖 ≤ 𝑟𝑗 ≤ 7

5
𝑟𝑖;

5) семейство {2𝐵𝑗} может быть разделено на конечные семейства, зависящие только

от размерности 𝑁 так, что в каждом семействе шары не пересекаются.

Лемма 1.8 ( [31]). Пусть монотонная счетно-аддитивная функция Φ определена на от-

крытых подмножествах открытого множества 𝐷 ⊂ G. Тогда для всякого открытого

множества 𝑈 ⊂ 𝐷,𝑈 ̸= G, существует последовательность евклидовых шаров {𝐵𝑗} та-

кая, что

1) семейства {𝐵𝑗} и {2𝐵𝑗} образуют конечнократное покрытие 𝑈 ;

2)
∞∑︀
𝑗=1

Φ(2𝐵𝑗) ≤ 𝜁𝑁Φ(𝑈), где 𝜁𝑁 — постоянная, зависящая только от размерности 𝑁 .
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1.8 Емкость

В этой части мы приведем основные свойства емкости в пространствах Соболева, кото-

рые помогут в изучении дальнейших свойств отображения 𝜙, индуцирующего изоморфизм

пространств Соболева в случае 𝑝 = 𝜈.

Пространство 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)

Фиксируем замкнутое множество положительной меры 𝐹 ⊂ 𝐷 без изолированных точек.

Можно считать, что 𝐹 ⊂ 𝐵𝐹 , где 𝐵𝐹 ⊂ 𝐷 — некоторый шар. Рассмотрим совокупность

функций

𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) =

{︀
𝑢 ∈ 𝐿1

𝜈(𝐷) : 𝑢(𝑥) = 0 для почти всех 𝑥 ∈ 𝐹
}︀
.

Заметим, что 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) является замкнутым подпространством в 𝐿1

𝜈(𝐷) и нормированным

пространством с нормой
⃦⃦
𝑢 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
=
⃦⃦
𝑢 | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
. Последнее легко показать с помощью

леммы 1.4. Следовательно, 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) — банахово пространство.

1.8.1 Емкость в пространстве 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) и ее свойства

Приведем понятие емкости в пространстве 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) и свойства, которые потребуются в

дальнейшем. Близкое изложение применительно к другим пространствам функций см. в [17,

§ 6], [58, § 6] и [16]. В скобках мы приводим ссылки на работы, содержащие утверждения,

близкие по содержанию к формулируемым в настоящей работе.

Емкость Cap(𝐾;𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)) компакта 𝐾 ⊂ 𝐷𝐹 в пространстве 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷) — это величина

Cap
(︀
𝐾;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= inf

⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈
, (1.29)

где инфимум берется по всем непрерывным функциям 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) таким, что 𝑔 ≥ 1 на 𝐾.

Замечание 1.8. Точная нижняя грань в (1.29) не изменится, если рассматривать неотри-

цательные непрерывные функции из 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) такие, что 𝑔 > 1 на 𝐾.

Для произвольного множества 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 его внутренняя емкость равна

Cap(𝐸;𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)) = sup

{︀
Cap

(︀
𝐾;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
: 𝐾 ⊂ 𝐸, 𝐾 — компактно

}︀
,

а его внешняя емкость — величине

Cap(𝐸;𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)) = inf

{︀
Cap

(︀
𝑈 ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
: 𝐸 ⊂ 𝑈, 𝑈 ⊂ 𝐷𝐹 — открыто

}︀
.
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В следующей лемме сформулированы основные свойства емкости.

Лемма 1.9 ([58, Теорема 6.1], [17, Лемма 6.1]). Емкость в пространстве 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) обладает

следующими свойствами.

1) Если множество 𝐾 ⊂ 𝐷𝐹 компактно, то для любого 𝜀 > 0 существует открытое

множество 𝑈𝜀 ⊂ 𝐷𝐹 такое, что 𝐾 ⊂ 𝑈𝜀 и для всякого компакта 𝐾 ′ ⊂ 𝑈𝜀

Cap
(︀
𝐾 ′;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ Cap

(︀
𝐾;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
+ 𝜀.

2) Если 𝐸 ⊂ 𝐸 ′, то

Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ Cap

(︀
𝐸 ′;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀

и Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ Cap

(︀
𝐸 ′;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
.

3) Пусть 𝐾1, 𝐾2 ⊂ 𝐷𝐹 — компактные множества, тогда

Cap
(︀
𝐾1 ∪𝐾2;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
+ Cap

(︀
𝐾1 ∩𝐾2;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤ Cap

(︀
𝐾1;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
+ Cap

(︀
𝐾2;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷

)︀
.

4) Пусть 𝐸1, . . . 𝐸𝑘 ⊂ 𝐷𝐹 , 𝐹𝑖 ⊂ 𝐸𝑖, Cap
(︁ 𝑘⋃︀
𝑖=1

𝐹𝑖;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︁
<∞. Тогда

Cap
(︁ 𝑘⋃︁
𝑖=1

𝐸𝑖;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︁
− Cap

(︁ 𝑘⋃︁
𝑖=1

𝐹𝑖;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︁
≤

𝑘∑︁
𝑖=1

(︀
Cap

(︀
𝐸𝑖;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
− Cap

(︀
𝐹𝑖;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀)︀
.

5) Для всякой возрастающей последовательности множеств 𝐸1 ⊂ 𝐸2 ⊂ . . . ⊂ 𝐸𝑘 ⊂

. . . ⊂ 𝐷𝐹 справедливо

Cap
(︁ ∞⋃︁
𝑘=1

𝐸𝑘;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︁
= lim

𝑘→∞
Cap

(︀
𝐸𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
.

6) Пусть {𝐸𝑘} ⊂ 𝐷𝐹 , 𝑘 ∈ N, — последовательность множеств, 𝐸 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝐸𝑘. Тогда

Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤

∞∑︁
𝑘=1

Cap
(︀
𝐸𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
.

Множество 𝐸 называется измеримым относительно емкости, если Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀

=

Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
.

В силу леммы 1.9 емкость в пространстве 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) является емкостью в смысле Шоке [59].

Отсюда вытекает [59], что все аналитические, в частности, борелевские множества измеримы.
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Некоторое свойство выполняется квазивсюду, если оно выполняется всюду, за исключе-

нием множества, имеющего нулевую емкость.

Определение 1.8. Функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) называется уточненной, если существует после-

довательность {𝑓𝑠}, 𝑠 ∈ N, функций из 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) ∩ 𝐶(𝐷) такая, что

1)
⃦⃦
𝑓 − 𝑓𝑠 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
→ 0 при 𝑠→ ∞;

2) для любого положительного 𝜀 > 0 найдется открытое множество 𝑈𝜀 ⊂ 𝐷𝐹 такое, что

Cap(𝑈𝜀) < 𝜀 и последовательность 𝑓𝑠 сходится к функции 𝑓 равномерно на 𝐷𝐹 ∖ 𝑈𝜀.

Замечание 1.9. 1) Всякий элемент пространства 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) содержит уточненную функцию

(см. [17, Следствие 6.4]).

2) Всякая последовательность уточненных функций, сходящаяся в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) к уточненной

функции 𝑓 , содержит подпоследовательность, сходящуюся к 𝑓 квазивсюду (см. [17, След-

ствие 6.7]).

Лемма 1.10 ([58, Лемма 6.4], [17, Лемма 6.5]). Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — произвольное множество

и 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) — уточненная функция такая, что |𝑓(𝑥)| ≥ 𝛼 > 0 квазивсюду на 𝐸. Тогда

Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈

𝛼𝜈
.

Следствие 1.2 ([17, Следствие 6.6], [58, Следствие 6.2]). Две уточненные функции, принад-

лежащие одному элементу пространства 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), совпадают квазивсюду на 𝐷𝐹 .

Определение 1.9. Для произвольного множества 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 положим 𝐴(𝐸) =
{︀
𝑓 ∈ 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷) :

уточненный представитель 𝑓(𝑥) не меньше 1 квазивсюду на 𝐸
}︀
. Функция 𝑓 ∈ 𝐴(𝐸) назы-

вается допустимой для множества 𝐸.

Лемма 1.11 ([58, Лемма 6.5]). Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — произвольное множество. Множество

𝐴(𝐸) допустимых функций слабо замкнуто и выпукло в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷).

Из леммы 1.11 получаем следующие следствия.

Следствие 1.3 ([58, Следствие 6.4]). Если 𝐸 ∈ 𝐷𝐹 и 𝐴(𝐸) ̸= ∅, то существует единствен-

ный элемент 𝑓𝐸 ∈ 𝐴(𝐸) такой, что

⃦⃦
𝑓𝐸 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
= inf

{︀
‖𝑓 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)‖ : 𝑓 ∈ 𝐴(𝐸)
}︀
.
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Следствие 1.4 ([58, Следствие 6.5]). Пусть {𝐸𝑚}𝑚∈N — возрастающая последовательность

множеств, 𝐸 =
∞⋃︀
𝑚=1

𝐸𝑚, 𝐴(𝐸𝑚) ̸= ∅ для всех 𝑚. Тогда

𝐴(𝐸) =
∞⋂︁
𝑚=1

𝐴(𝐸𝑚) и lim
𝑚→∞

⃦⃦
𝑓𝐸𝑚 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
= inf

{︀⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
: 𝑓 ∈ 𝐴(𝐸)

}︀
.

Теорема 1.2 ([58, Теорема 6.4], [17, Теорема 6.11]). Для произвольного множества 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹

имеем Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= inf

{︀
‖𝑓 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)‖𝜈 : 𝑓 ∈ 𝐴(𝐸)
}︀
.

Если 𝐴(𝐸) ̸= ∅, то найдется функция 𝑓𝐸 такая, что

Cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
=
⃦⃦
𝑓𝐸 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈
.

Функция 𝑓𝐸 из теоремы 1.2 называется емкостной функцией для множества 𝐸.

Лемма 1.12. Если 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) — уточненная функция, то равенство

𝑓(𝑥) = lim
𝑟→0

𝑟−𝜈
∫︁

𝐵(𝑥,𝑟)

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 (1.30)

выполняется для квазивсех 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 .

Доказательство. Действительно, так как результат локальный можно предполагать (умно-

жая на срезку), что 𝑓 ∈ 𝑆1
𝜈(G) (определение пространства 𝑆1

𝜈(G) см. в следующем пункте).

Для функций из пространства потенциалов, утверждение леммы доказано в [17, Предложе-

ние 6.14].

Определение 1.10. Функцию 𝑓 , определенную квазивсюду на 𝐷𝐹 , будем называть квази-

непрерывной, если для всякого 𝜀 > 0 можно найти открытое множество 𝑈𝜀 ⊂ 𝐷𝐹 такое, что

Cap
(︀
𝑈𝜀;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
< 𝜀 и сужение 𝑓 на дополнение 𝐷𝐹 ∖ 𝑈𝜀 непрерывно.

Замечание 1.10. Ниже в предложении 1.6 будет доказано, что функция класса 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)

квазинепрерывная тогда и только тогда, когда она — уточненная функция.

Определение 1.11. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — произвольное измеримое множество. Точку 𝑥 ∈ 𝐷𝐹

будем называть точкой ненулевой плотности для множества 𝐸, если

lim
𝑟→0

|𝐵(𝑥,𝑟) ∩ 𝐸|
|𝐵(𝑥,𝑟)|

> 0.

Совокупность всех точек 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 , которые являются точками ненулевой плотности для мно-

жества 𝐸, будем обозначать символом ̃︀𝐸.
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Лемма 1.13 ( [58, Теорема 6.5], [17, Предложение 6.16]). Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — множество

положительной меры. Если функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) квазинепрерывна и для почти всех точек

𝑥 ∈ 𝐸 выполняется неравенство 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥), где 𝑔 : 𝐸 ∪ ̃︀𝐸 → R — полунепрерывная снизу

функция, то 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) для квазивсех 𝑥 ∈ 𝐸̃.

Следствие 1.5 ([58, Следствие 6.7], [17, Следствие 6.17]). Пусть измеримое множество

𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 имеет положительную меру. Если две квазинепрерывные функции 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)

совпадают почти всюду на 𝐸, то 𝑓1 и 𝑓2 совпадают квазивсюду на ̃︀𝐸.

Следствие 1.6 ([17, Следствие 6.19]). Для любого множества 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 справедливо Cap
(︀
𝐸∪̃︀𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= Cap

(︀
𝐸;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
.

Следствие 1.7 ([17, Следствие 6.20]). Пусть выполнены условия леммы 1.13. Если 𝑓(𝑥) =

𝑔(𝑥) почти всюду на множестве 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 , где 𝑓 — квазинепрерывная на 𝐷𝐹 функция, а 𝑔

— непрерывная на 𝐸 ∪ ̃︀𝐸 функция, то 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) для квазивсех точек 𝑥 ∈ ̃︀𝐸.

Предложение 1.6. Определения 1.8 и 1.10 эквивалентны: каждая уточненная функция

квазинепрерывна и наоборот, любая квазинепрерывная функция класса 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) является

уточненной.

Доказательство. Действительно, если 𝑓 — уточненная функция, то в силу условия 2 опре-

деления 1.8 для любого 𝜀 > 0 найдется некоторое открытое множество 𝑈𝜀 емкости, мень-

шей 𝜀 > 0, такое, что на дополнении 𝐷𝐹 ∖ 𝑈𝜀 последовательность непрерывных функций

𝑓𝑛 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) сходится равномерно. Следовательно, 𝑓 непрерывна на 𝐷𝐹 ∖ 𝑈𝜀.

Пусть, теперь функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) квазинепрерывна. Тогда по замечанию 1.9 существует

уточненная функция 𝑓 , совпадающая с 𝑓 п. в. в 𝐷𝐹 . По доказанному выше функция 𝑓 ква-

зинепрерывна, а по следствию 1.5 функции 𝑓 и 𝑓 совпадают квазивсюду. Остается заметить,

что функция, совпадающая квазивсюду с уточненной, сама является уточненной.

1.8.2 Емкость в пространстве потенциалов

Пусть Ω — открытое связное множество на группе Карно G. Емкостью cap
(︀
𝐾;𝑊 1

𝜈 (Ω)
)︀

компакта 𝐾 ⊂ Ω в пространстве 𝑊 1
𝜈 (Ω) называется величина

cap
(︀
𝐾;𝑊 1

𝜈 (Ω)
)︀
= inf

⃦⃦
𝑔 | 𝑊 1

𝜈 (Ω)
⃦⃦𝜈
,
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где точная нижняя грань берется по всем непрерывным функциям 𝑔 ∈ 𝑊 1
𝜈 (Ω) таким, что

𝑔 ≥ 1 на 𝐾. Для произвольного множества 𝐸 ⊂ Ω его внутренняя емкость равна

cap
(︀
𝐸;𝐿1

𝜈(Ω)
)︀
= sup

{︀
cap
(︀
𝐾;𝑊 1

𝜈 (Ω)
)︀
: 𝐾 ⊂ 𝐸, 𝐾 компактно

}︀
,

а его внешняя емкость — величине

cap
(︀
𝐸;𝑊 1

𝜈 (Ω)
)︀
= inf

{︀
cap
(︀
𝑈 ;𝑊 1

𝜈 (Ω)
)︀
: 𝐸 ⊂ 𝑈, 𝑈 открыто

}︀
.

Свойства емкости в пространстве 𝑊 1
𝜈 (Ω) (см. например [17]) аналогичны свойствам ем-

кости в пространстве 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), установленным выше.

Пространство бесселевых потенциалов на группе Карно — это пространство 𝑆𝛼𝑝 (G) функ-

ций вида

𝑔(𝑥) = 𝑓 * 𝐽𝛼(𝑥) =
∫︁
G

𝐽𝛼(𝑦
−1𝑥)𝑓(𝑦) 𝑑𝑦,

где 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(G), 𝑝 ∈ (1,∞), 𝐽𝛼 — бесселево ядро [53] на группе G, 𝛼 ∈ (0,∞). Определим норму

в пространстве потенциалов:
⃦⃦
𝑔 | 𝑆𝛼𝑝 (G)

⃦⃦
= ‖𝑓 | 𝐿𝑝(G)‖. Если 𝛼 = 𝑘 — натуральное число, то

пространство 𝑆𝑘𝑝 (G) совпадает с пространством Соболева 𝑊 𝑘
𝑝 (G) [53]. Далее нас интересует

случай 𝛼 = 1, так как 𝑆1
𝑝(G) совпадает с пространством Соболева 𝑊 1

𝑝 (G).

Бесселева емкость произвольного множества 𝐸 ∈ G определяется следующим образом

(см. подробней в [60])

cap
(︀
𝐸;𝑆1

𝑝(G)
)︀
= inf

{︁∫︁
G

𝑓(𝑦)𝑝 𝑑𝑦 : 𝑓 * 𝐽1(𝑥) ≥ 1 в точках 𝑥 ∈ 𝐸
}︁
. (1.31)

В работе [60] показано, что емкость в пространстве 𝑆1
𝑝(G) является внешней емкостью.

Предложение 1.7 ([60, Следствие 2]). Пусть 𝑥 ∈ G, 𝑟 < 1. Для бесселевой емкости шара

справедлива эквивалентность: cap
(︀
𝐵(𝑥,𝑟);𝑆1

𝜈(G)
)︀
∼
(︀
ln 2

𝑟

)︀1−𝜈.
Замечание 1.11. В силу эквивалентности норм в 𝑆1

𝜈(G) и 𝑊 1
𝜈 (G) [53] емкости cap

(︀
𝐸;𝑆1

𝜈(G)
)︀

и cap
(︀
𝐸;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀

также сравнимы, т. е. существуют постоянные 𝑚 и 𝑀 такие, что

𝑚 cap
(︀
𝐸;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀
≤ cap

(︀
𝐸;𝑆1

𝜈(G)
)︀
≤𝑀 cap

(︀
𝐸;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀
. (1.32)

Лемма 1.14. Пусть Σ ⊂ 𝐷𝐹 . Следующие три свойства равносильны:

Cap
(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= 0, cap

(︀
Σ;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀
= 0, cap

(︀
Σ;𝑆1

𝜈(G)
)︀
= 0.
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Доказательство. Равносильность последних двух равенств следует из замечания 1.11.

Пусть Cap
(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= 0. В силу счетной полуаддитивности емкости можно считать,

что множество Σ содержится в шаре 𝐵Σ ⊂ 𝐷, а множество 𝐹 — в шаре 𝐵𝐹 ⊂ 𝐷, и при этом

dist(𝐵𝐹 ,𝐵Σ) > 0, dist(𝜕𝐷,𝐵𝐹 ) > 0 и dist(𝜕𝐷,𝐵Σ) > 0.

Поскольку Cap(Σ;𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)) = 0, то найдется последовательность открытых множеств

{𝑈𝑘}, упорядоченных по включению, такая, что

𝐵𝑆 ⊃ 𝑈1 ⊃ 𝑈2 · · · ⊃ Σ и Cap
(︀
𝑈𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤ 1

2𝑘
.

В силу теоремы 1.2 найдется последовательность функций ℎ𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) такая, что ℎ𝑘 ≥ 1

квазивсюду на 𝑈𝑘 и
⃦⃦
ℎ𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
≤ 1/2𝑘. Переходя к срезке min(1,ℎ𝑘) можно считать, что

ℎ𝑘 = 1 всюду на 𝑈𝑘.

Пусть Ω ⊂ 𝐷 — область Джона, содержащая шары 𝐵Σ, 𝐵𝐹 , и dist(𝜕Ω, 𝜕𝐷) > 0 (лемма 1.3).

Для достаточно малого 𝛿 > 0 выберем (см. замечание 1.5) дополнительную область Джона

Ω𝛿 ⊃ Ω так, чтобы dist(𝜕Ω, 𝜕Ω𝛿) ≥ 𝛿 и dist(𝜕𝐷, 𝜕Ω𝛿) ≥ 𝛿. По неравенству Пуанкаре (лемма

1.4) имеем ‖ℎ𝑘 | 𝐿𝜈(Ω𝛿)‖ ≤ 𝐶
⃦⃦
ℎ𝑘 | 𝐿1

𝜈(Ω𝛿)
⃦⃦
. Поэтому, переходя к подпоследовательностям,

можно считать, что ℎ𝑘 → 0 п. в. на Ω𝛿 и ∇ℎ𝑘 → 0 п. в. на Ω𝛿. Определим срезку 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (G)

такую, что 𝜂 = 1 на Ω и 𝜂 = 0 на G ∖Ω𝛿. Тогда произведения 𝜂ℎ𝑘 ∈ 𝑊 1
𝜈 (G) будут такими, что

𝜂ℎ𝑘(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩ℎ𝑘(𝑥) при 𝑥 ∈ Ω,

0 при 𝑥 ∈ G ∖ Ω𝛿.

Далее имеем |∇(𝜂ℎ𝑘)| ≤ |(∇𝜂)ℎ𝑘|+ |𝜂∇ℎ𝑘|, и
⃦⃦
𝜂ℎ𝑘 | 𝑊 1

𝜈 (G)
⃦⃦
→ 0 при 𝑘 → ∞. Следовательно,

cap
(︀
𝑈𝑘;𝑊

1
𝜈 (G)

)︀
→ 0 при 𝑘 → ∞, откуда

cap
(︀
Σ;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀
= 0 и cap

(︀
Σ;𝑆1

𝜈(G)
)︀
= 0. (1.33)

Пусть теперь верно (1.33). Тогда найдется убывающая по включению последователь-

ность открытых множеств {𝑊𝑘} ⊂ 𝐵Σ, содержащих Σ, такая, что cap
(︀
Σ;𝑊 1

𝜈 (G)
)︀
≤ 1/2𝑘+1

и последовательность функций 𝑢𝑘 ∈ 𝑊 1
𝜈 (G) таких, что 𝑢𝑘 = 1 квазивсюду на 𝑊𝑘 и

‖𝑢𝑘 | 𝑊 1
𝜈 (G)‖𝜈 ≤ 1/2𝑘.

Определим срезку 𝜂′ ∈ 𝐶∞
0 (G) такую, что 𝜂 = 1 на 𝐵Σ и 𝜂′ = 0 на G ∖ 𝜆𝐵Σ, где 𝜆 > 1, при

котором 𝐷 ⊃ 𝜆𝐵Σ ⊃ 𝐵Σ и 𝜆𝐵Σ ∩ 𝐵𝐹 = ∅. Тогда для функций 𝜂′ · 𝑢𝑘 = 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷) верно:

𝑓𝑘 = 1 на 𝑊𝑘 и
⃦⃦
𝑓𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷)
⃦⃦𝜈 ≤ 𝑐/2𝑘, где 𝑐 — постоянная, не зависящая от 𝑘. Отcюда

получаем Cap
(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= 0.



41

Замечание 1.12. Метод доказательства леммы 1.14 применим для доказательства более

общего утверждения: пусть {𝑈𝑘}∞1 ⊂ 𝐷𝐹 — последовательность открытых множеств, содер-

жащихся в некотором шаре 𝐵(0,𝑅), такая, что dist(𝑈𝑘,𝜕𝐷𝐹 ) ≥ 𝜂 > 0 для всех 𝑘 ∈ N. Тогда

следующие три равенства эквивалентны

lim
𝑘→∞

Cap
(︀
𝑈𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0, lim

𝑘→∞
cap
(︀
𝑈𝑘;𝑊

1
𝜈 (G)

)︀
= 0, lim

𝑘→∞
cap
(︀
𝑈𝑘;𝑆

1
𝜈(G)

)︀
= 0.

В частности, из предложения 1.7 получаем оценку емкости шара 𝐵(𝑥,𝑟) b 𝐷𝐹 :

Cap
(︀
𝐵(𝑥,𝑟);𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
= 𝑂

(︁(︁
ln

2

𝑟

)︁1−𝜈)︁
= 𝑜(1) при 𝑟 → 0.

В следующей лемме описано характеристическое свойство множеств нулевой емкости.

Лемма 1.15. Множество Σ ⊂ 𝐷𝐹 имеет нулевую внешнюю емкость тогда и только то-

гда, когда найдется полунепрерывная снизу функция 𝑢 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) такая, что 𝑢 = ∞ на Σ.

Норма функции 𝑢 может быть выбрана сколь угодно малой.

Доказательство. Необходимость. шаг 1. Рассмотрим в начале специальное расположе-

ние множества Σ: Σ ⊂ 𝐵Σ b 𝐷𝐹 , где 𝐵Σ — некоторый шар. Из леммы 1.14 имеем

cap
(︀
Σ;𝑆1

𝜈(G)
)︀
= 0.

Тогда найдется последовательность неотрицательных функций 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝜈(G) таких, что ‖𝑓𝑘 |

𝐿𝜈(G)‖ ≤ 2−𝑘 и

𝑓𝑘 * 𝐽1(𝑥) ≥ 1 во всех точках 𝑥 ∈ Σ.

Функция

𝑓 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘 (1.34)

неотрицательна, принадлежит 𝐿𝜈(G), и 𝑓 * 𝐽1(𝑥) = ∞ во всех точках 𝑥 ∈ Σ. Так как ядро

𝐽1(𝑧) неотрицательно на Σ и непрерывно всюду кроме одной точки: 𝑧 = 0, то свертка 𝑓 *𝐽1(𝑥)

полунепрерывна снизу (по лемме Фату).

Рассмотрим липшицеву функцию 𝜂 : 𝐷 → [0,1] такую, что

𝜂(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если 𝑥 ∈ 𝐹 ,

1, если 𝑥 ∈ 𝐵Σ.



42

Так как 𝑊 1
𝜈 (G) = 𝑆1

𝜈(G), то ограничение произведения 𝜂(𝑥) · 𝑓 * 𝐽1(𝑥) на 𝐷: 𝑢(𝑥) =

𝜂(𝑥) ·𝑓 *𝐽1(𝑥)|𝐷, очевидно принадлежит 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) и удовлетворяет всем утверждениям леммы.

Заметим еще, что норма функции 𝑢(𝑥) может быть сделана сколь угодно малой, так как

свойства функции 𝑓 *𝐽1(𝑥) не зависят от числа слагаемых в сумме (1.34). Поэтому, удаляя в

случае необходимости конечное число слагаемых в ряде (1.34) и используя его абсолютную

сходимость, можно сделать норму
⃦⃦
𝑓 * 𝐽1 | 𝑊 1

𝜈 (𝐷)
⃦⃦
= ‖𝑓 * 𝐽1 | 𝐿𝜈(𝐷)‖ +

⃦⃦
𝑓 * 𝐽1 | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
≤⃦⃦

𝑓 * 𝐽1 | 𝑊 1
𝜈 (G)

⃦⃦
сколь угодно малой. Поскольку

|∇(𝜂 · 𝑓 * 𝐽1)(𝑥)| ≤ |∇𝜂(𝑥)| · |𝑓 * 𝐽1(𝑥)|+ |𝜂(𝑥)| · |∇(𝑓 * 𝐽1)(𝑥)|,

то сколь угодно малой можно сделать также и норму
⃦⃦
𝑢𝐵 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
.

шаг 2. Пусть теперь множество Σ ⊂ 𝐷𝐹 нулевой внешней емкости имеет произвольное

расположение. Фиксируем произвольный конечнократный набор шаров {𝐵𝑘}, 𝑘 ∈ N, такой,

что 𝐷𝐹 =
∞⋃︀
𝑘=1

𝐵𝑘 и 𝐵𝑘 b 𝐷𝐹 для любого 𝑘 (существование такого набора доказано, см.

например, в [44]). Тогда пересечение Σ ∩ 𝐵𝑘 имеет нулевую внешнюю емкость и удовлетво-

ряет условиям первого шага доказательства. Следовательно, существует неотрицательная

полунепрерывная снизу функция 𝑢𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) такая, что 𝑢𝑘 = ∞ на Σ ∩ 𝐵𝑘, а ее норма⃦⃦

𝑢𝑘 | 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)

⃦⃦
≤ 𝜀

𝑀2𝑘
, где 𝜀 — произвольное наперед заданное число, а 𝑀 — кратность

покрытия {𝐵𝑘}.

Функция 𝑢(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥) — полунепрерывная снизу, принадлежит классу 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), 𝑢 = ∞

на Σ, а ее норма
⃦⃦
𝑢 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
≤ 𝜀.

Достаточность. Пусть теперь существует полунепрерывная снизу функция 𝑢 ∈

𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) такая, что 𝑢 = ∞ на некотором множестве Σ ⊂ 𝐷𝐹 . Возьмем произвольное 𝜆 > 0.

Тогда множество 𝑈𝜆 = {𝑥 ∈ 𝐷𝐹 : 𝑢(𝑥) > 𝜆} открыто и содержит Σ, а уточненная функция
𝑢(𝑥)
𝜆

входит в класс 𝐴(𝑈𝜆) допустимых функций для оценки емкости

Cap
(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ Cap

(︀
𝑈𝜆;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤
⃦⃦
𝑢 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈

𝜆𝜈

(здесь в последнем переходе мы воспользовались леммой 1.10). Так как 𝜆 — произвольное

число, Cap
(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
=0.
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Теорема 1.3 ([60, Теорема 9]). Пусть 𝐾 ⊂ G — компактное множество, ℎ(𝜌) — неубыва-

ющая непрерывная функция, для которой ℎ(0) = 0. Предположим, что

1∫︁
0

ℎ(𝜌)
1

𝜈−1
𝑑𝜌

𝜌
<∞. (1.35)

Тогда существует постоянная 𝐴 такая, что 𝐻∞
ℎ (𝐾) ≤ 𝐴 cap

(︀
𝐾;𝑆1

𝜈(G)
)︀
. Таким образом,

𝐻∞
ℎ (𝐾) = 0, если cap

(︀
𝐾;𝑆1

𝜈(G)
)︀
= 0. (Здесь 𝐻∞

ℎ (𝐾) — вместимость по Хаусдорфу.)

Следующие утверждение является аналогом леммы 7.19 из [17].

Лемма 1.16. Пусть {𝛾𝑚}𝑚∈N — последовательность континуумов содержащихся в неко-

тором замкнутом шаре 𝐵𝛾 ⊂ 𝐷𝐹 . Предел lim
𝑚→∞

Cap
(︀
𝛾𝑚;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0 тогда и только тогда,

когда lim
𝑚→∞

diam 𝛾𝑚 = 0.

Доказательство. Пусть lim
𝑚→∞

Cap
(︀
𝛾𝑚;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0. Можно считать, что dist(𝐵𝐹 ,𝐵𝛾) > 0.

Найдется последовательность непрерывных функций 𝑓𝑚 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) таких, что 𝑓𝑚 = 1 на 𝛾𝑚

и lim
𝑚→∞

⃦⃦
𝑓𝑚 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
= 0.

Выберем число 𝜆 > 1 такое, что dist(𝐵𝐹 ,𝜆𝐵𝛾) > 0 и 𝜆𝐵𝛾 ⊂ 𝐷𝐹 .

Определим срезку 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (G) такую, что 𝜂 = 1 на 𝐵𝛾 и 𝜂 = 0 на G ∖ 𝜆𝐵𝛾. Тогда функции

𝜂·𝑓𝑚 = 𝑢𝑚 ∈ 𝑊 1
𝜈 (G), и в силу неравенства Пуанкаре (лемма 1.4) имеем lim

𝑚→∞

⃦⃦
𝑓𝑚 | 𝑊 1

𝜈 (G)
⃦⃦
= 0.

Отсюда получаем

lim
𝑚→∞

cap
(︀
𝛾𝑚;𝑊

1
𝜈 (G)

)︀
= 0 и lim

𝑚→∞
cap
(︀
𝛾𝑚;𝑆

1
𝜈(G)

)︀
= 0.

Полагая в теореме 1.3 ℎ(𝜌) = 𝜌, выводим lim
𝑚→∞

𝐻∞
1 (𝛾𝑚) = 0. Остается заметить, что 𝐻∞

1 (𝐸) =

diam(𝐸).

Доказательство обратного утверждения очевидно.

1.8.3 Обобщенная емкость Тейхмюллера

Определение 1.12. Обобщенной емкостью Тейхмюллера кольца 𝐷𝑟,𝑅 = {𝑥 ∈ G : 𝑟 <

𝑑(0,𝑥) < 𝑅} назовем величину

𝐺𝑇 (𝑟,𝑅) = inf
𝑢

∫︁
𝐷𝑟,𝑅

|∇𝑢|𝜈 𝑑𝑥,

где нижняя грань берется по всем квазинепрерывным функциям 𝑢 ∈ 𝑊 1
𝜈 (𝐷𝑟,𝑅), удовлетво-

ряющим условиям min𝑢|𝑆(0,𝑡) ≤ 0 и max𝑢|𝑆(0,𝑡) ≥ 1 для почти всех 𝑡 ∈ (𝑟,𝑅).
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Квазинепрерывная функция непрерывна на почти всех сферах (см. ниже предложение

3.7), максимум и минимум в определении 1.12 относится именно к таким сферам.

Предложение 1.8 ([60, Предложение 7]). Обобщенная емкость Тейхмюллера 𝐺𝑇 (𝑟,𝑅) стро-

го положительна для любых 0 < 𝑟 < 𝑅 <∞.

Следствие 1.8 ( [60, Следствие 4]). Для обобщенной емкости Тейхмюллера справедлива

оценка снизу

𝐺𝑇 (𝑟,𝑅) ≥ 𝛾1 ln
𝑅

𝑟
. (1.36)

Предложение 1.9. Пусть 𝑈 — область в G и 𝛾0, 𝛾1 ⊂ 𝑈 — два связных множества,

диаметр каждого из которых положительный. Если 𝛾0 и 𝛾1 имеют в 𝑈 общую предельную

точку, то не существует квазинепрерывной функции 𝑣 ∈ 𝐿1
𝜈(𝑈), что 𝑣|𝛾0 = 0 и 𝑣|𝛾1 = 1.

Доказательство. Допустим, напротив, такая функция существует. Рассмотрим кольцо

𝐷𝑟,𝑅 ⊂ 𝑈 с центром в общей предельной точке 𝑥 ∈ 𝑈 такое, чтобы число 𝑅 не превосходило

максимального из диаметров 𝛾0 и 𝛾1. Тогда из определения обобщенной емкости Тейхмюл-

лера (см. определение 1.12) и следствия 1.8 получаем следующие неравенства

∫︁
𝑈

|∇𝑣|𝜈 𝑑𝑥 ≥
∫︁

𝐷𝑟,𝑅

|∇𝑣|𝜈 𝑑𝑥 ≥ 𝐺𝑇 (𝑟,𝑅) ≥ 𝛾1 ln
𝑅

𝑟
. (1.37)

Из (1.37) при 𝑟 → 0 получаем, что
⃦⃦
𝑣 | 𝐿1

𝜈(𝑈)
⃦⃦𝜈

= ∞, а это противоречит принадлежности

функции 𝑣 пространству 𝐿1
𝜈(𝑈).
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Глава 2

Операторы композиции в весовых

пространствах Соболева

Пусть 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G, 𝑢, 𝑣 — произвольные весовые функции на

𝐷,𝐷′ соответственно и 1 ≤ 𝑞 < 𝑝 ≤ ∞. Мы говорим, что измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 →

𝐷′ индуцирует ограниченный оператор в весовых пространствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣) ∩

𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷,𝑢) по правилу композиции 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘𝜙, если 𝑓 ∘𝜙 ∈ 𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢) и справедлива

оценка ⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑞(𝐷,𝑢)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′,𝑣)
⃦⃦

(2.1)

для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′), где постоянная 𝐾 не зависит от выбора 𝑓 .

Теорема 2.1 ([48, Theorem 1.2]). Предположим, что отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ порождает

ограниченный оператор

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑞(𝐷, 𝑢), 1 ≤ 𝑞 < 𝑝 ≤ ∞, 𝜙*𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜙.

Тогда

Φ(𝐴′) = sup
𝑓∈𝐿1

𝑝(𝐷
′,𝑣)∩𝐶∞

0 (𝐷′)

(︂‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢)‖

‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣)‖

)︂κ

, κ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝𝑞
𝑝−𝑞 при 𝑝 ≤ ∞,

𝑞 при 𝑝 = ∞,

— ограниченная монотонная счетно-аддитивная функция, определенная на открытых огра-

ниченных подмножествах 𝐴′ ⊂ 𝐷′.

В работе [48] теорема 3.1 доказана для отображений областей из R𝑛, доказательство для

группы Карно является почти дословным повторением рассуждений для случая евклидова

пространства.
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2.1 Свойства отображения 𝜙

Опишем некоторые свойства непрерывности и дифференцируемости отображений, по-

рождающих ограниченный оператор композиции.

2.1.1 Объемная производная

Рассмотрим измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′. Индикатриса Банаха 𝑁(𝑦,𝜙,𝐴) =

#{𝑥 ∈ 𝐴 | 𝜙(𝑥) = 𝑦} — это число прообразов 𝑦, принадлежащих 𝐴. Если число прообра-

зов бесконечно, то 𝑁(𝑦,𝜙,𝐴) = ∞. В случае 𝐴 = 𝐷, пишем 𝑁(𝑦,𝜙) всесто 𝑁(𝑦,𝜙,𝐷).

Заметим, что функция 𝑁(𝑦,𝜙) измерима (см. например [61–63]). Поэтому область 𝐷′ мож-

но представить в виде дизъюнктивного объединения измеримых множеств:

𝐷′ =
∞⋃︁
𝑖=0

𝑁−1(𝑖,𝜙).

Обозначим 𝐴𝑖 = 𝜙−1(𝑁−1(𝑖,𝜙)). Тогда

𝐷 =
∞⋃︁
𝑖=0

𝐴𝑖.

Пусть 𝑄 ⊂ 𝐷′ — ограниченное множество. Определим следующее семейство функций

множеств

𝑈 ↦→ Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄) = |𝜙(𝑈) ∩𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩𝑄|,

где 𝑖 ∈ N, а 𝑈 ⊂ 𝐷 — открытое множество. Очевидно, каждая функция Ψ𝑖 является моно-

тонной конечно 𝑖-квазиаддитивной функцией множеств. Следовательно, верхняя и нижняя

производные являются измеримыми функциями и Ψ𝑖
′(𝑥) <∞ почти всюду в 𝐷. Выполнено

неравенство

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) ≤ 𝑖Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄) (2.2)

для п. в. 𝑥 ∈ 𝐷 (см. предложение 1.5).

Обозначим символом Σ𝑖,𝑄 множество меры нуль, на котором производная Ψ𝑖
′(·;𝑄) либо

не определена, либо равна ∞.

Лемма 2.1. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷∖Σ𝑖,𝑄 — множество нулевой меры. Тогда |𝜙(𝐸)∩𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄| = 0.

Доказательство. Пусть 𝑀𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐷 ∖ Σ𝑖,𝑄 : Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) < 𝑘}. Тогда 𝐷 ∖ Σ𝑖,𝑄 =

⋃︀
𝑘

𝑀𝑘.

Пусть множество нулевой меры 𝐸𝑘 ⊂ 𝑀𝑘. Можно считать, что 𝐸𝑘 ограничено. Для любого
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𝜀 > 0 существует открытое множество 𝑈𝜀 ⊃ 𝐸𝑘 такое, что |𝑈𝜀| < 𝜀. С учетом определения

множества 𝑀𝑘 и (1.28) имеем: для каждого 𝑥 ∈ 𝐸𝑘 найдется число 𝑟𝑥 > 0 такое, что 𝐵(𝑥,𝑟) ⊂

𝑈𝜀 и |𝜙(𝐵(𝑥,𝑟)) ∩ 𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩ 𝑄| < 𝑘|𝐵(𝑥,𝑟)| для любого числа 0 < 𝑟 < 𝑟𝑥. По лемме Витали

из семейства шаров ℬ = {𝐵(𝑥,𝑟) : 𝑥 ∈ 𝐸𝑘, 𝐵(𝑥,𝑟) ⊂ 𝑈𝜀, 0 < 𝑟 < 𝑟𝑥} можно выделить счетное

дизъюнкное семейство шаров {𝐵𝑗} такое, что 𝐸𝑘 ⊂
⋃︀
𝑗

𝑐𝐵𝑗, где 𝑐 – постоянная, зависит только

от 𝜈. Кроме того, 𝑐𝐵(𝑥,𝑟) ⊂ 𝑈𝜀 и |𝜙(𝑐𝐵(𝑥,𝑟)) ∩𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩𝑄| < 𝑘|𝑐𝐵(𝑥,𝑟)|. Тогда

|𝜙(𝐸𝑘) ∩𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩𝑄| ≤
∞∑︁
𝑗=1

|𝜙(𝑐𝐵𝑗) ∩𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩𝑄| ≤ 𝑘

∞∑︁
𝑗=1

|𝑐𝐵𝑗| ≤ 𝑐𝜈𝑘|𝑈𝜀| < 𝑐𝜈𝑘𝜀, (2.3)

откуда |𝜙(𝐸𝑘) ∩𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩𝑄| = 0, так как 𝜀 > 0 произвольно.

Для любого множества меры нуль 𝐸 ⊂ 𝐷 ∖ Σ𝑖 имеем также |𝜙(𝐸) ∩ 𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩ 𝑄| = 0,

поскольку 𝐸 =
⋃︀
𝑘

𝐸 ∩𝑀𝑘.

Утверждение доказанной леммы можно сформулировать немного иначе

Следствие 2.1. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷 ∖ Σ𝑖,𝑄 — множество нулевой меры. Тогда inf{Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄) :

𝑈— открыто и 𝐸 ⊂ 𝑈} = 0.

Замечание 2.1. В силу произвольности 𝑄 выводим |𝜙(𝐸)| = 0 для множества нулевой

меры 𝐸 ⊂ 𝐷 ∖
∞⋃︀
𝑘=0

∞⋃︀
𝑖=0

Σ𝑖,𝑄𝑘
, где 𝑄𝑘 — возрастающая последовательность и

∞⋃︀
𝑘=0

𝑄𝑘 ⊃ 𝐷′.

Покажем, что для Ψ𝑖 имеет место свойство абсолютной непрерывности.

Предложение 2.1. Для любого открытого множества 𝑈 ⊂ 𝐷 ∖Σ𝑖 выполнено неравенство

∫︁
𝑈

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) 𝑑𝑥 ≥ Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄). (2.4)

Доказательство. Для всех 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ Σ𝑖 имеем следующее: для любого 𝜀 > 0 найдется число

𝛿0(𝑥) такое, что для всех 𝛿 < 𝛿0(𝑥) выполнены неравенства

Ψ𝑖(𝐵(𝑥,𝛿);𝑄)

|𝐵(𝑥,𝛿)|
≤ Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄) + 𝜀 (2.5)

и

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)− 𝜀 ≤ 1

|𝐵(𝑥,𝛿)|

∫︁
𝐵(𝑥,𝛿)

Ψ𝑖
′(𝑧;𝑄) 𝑑𝑧 ≤ Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄) + 𝜀. (2.6)

Неравенство (3.44) следует из определения производной функции множеств, а неравен-

ство (3.45) мы получаем из теоремы Лебега [31, Corollary 3].
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Далее, для всех 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ Σ𝑖 и для всех 𝛿 < 𝛿0(𝑥) имеем

Ψ𝑖(𝐵(𝑥,𝜌);𝑄) ≤ |𝐵(𝑥,𝛿)|Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) + 𝜀|𝐵(𝑥,𝛿)| ≤

∫︁
𝐵(𝑥,𝛿)

Ψ𝑖
′(𝑧;𝑄) 𝑑𝑧 + 2𝜀|𝐵(𝑥,𝛿)|. (2.7)

Пусть 𝑈 ⊂ 𝐷 ∖ Σ𝑖 — открытое множество конечной меры. Выберем покрытие Витали

множества 𝑈 семейством шаров {𝐵(𝑥,𝛿) | 𝑥 ∈ 𝑈 ∖ Σ𝑖, 0 < 𝛿 < 𝛿0(𝑥)}. Из этого семейства

можно выделить последовательность попарно непересекающихся шаров {𝐵𝑗} так, что

|𝑈 ∖
⋃︁
𝑗

𝐵𝑗| = 0 и |𝑈 | = |
⋃︁
𝑗

𝐵𝑗| =
∑︁
𝑗

|𝐵𝑗|.

В силу леммы 3.10

Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄) ≤ Ψ𝑖(
⋃︁
𝑗

𝐵𝑗;𝑄) ≤
∑︁
𝑗

Ψ𝑖(𝐵𝑗;𝑄). (2.8)

Для каждого шара из {𝐵𝑗} выполнено неравенство (3.46). Суммируя неравенство (3.46) по

шарам из {𝐵𝑗} и учитывая (2.8), получаем

Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄) ≤
∑︁
𝑗

Ψ𝑖(𝐵𝑗;𝑄) ≤
∫︁

⋃︀
𝑗
𝐵𝑗

Ψ𝑖
′(𝑧;𝑄) 𝑑𝑧 + 2𝜀

∑︁
𝑗

|𝐵𝑗| =
∫︁
𝑈

Ψ𝑖
′(𝑧;𝑄) 𝑑𝑧 + 2𝜀|𝑈 |.

В силу произвольности 𝜀

Ψ𝑖(𝑈 ;𝑄) ≤
∫︁
𝑈

Ψ𝑖
′(𝑧;𝑄) 𝑑𝑧. (2.9)

Из предложения 2.1 выводим следующее

Следствие 2.2. Для любой неотрицательной измеримой функции 𝑢 : 𝐴𝑖 → R имеет место

неравенство ∫︁
𝐴𝑖

𝑢(𝑥)Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) 𝑑𝑥 ≥ 1

𝑖

∫︁
𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄

⎛⎝ ∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

𝑢(𝑥)

⎞⎠ 𝑑𝑦. (2.10)
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Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥) = 𝜒𝑉 (𝑥) — индикатор некоторого борелевского множества 𝑉 ⊂

𝐴𝑖. Тогда

1

𝑖

∫︁
𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄

⎛⎝ ∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

𝑢(𝑥)

⎞⎠ 𝑑𝑦 =
1

𝑖

∫︁
𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄

⎛⎝ ∑︁
𝑥𝑗∈𝑉 ∩𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

1

⎞⎠ 𝑑𝑦

= |𝑁−1(𝑖,𝜙) ∩ 𝜙(𝑉 ∖ Σ𝑖) ∩𝑄| ≤ Ψ𝑖(𝑉 ;𝑄) ≤
∫︁
𝐴𝑖

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) 𝑑𝑥.

Аналогично проверяем данное неравенство для ступенчатых функций, далее стандартной

процедурой распространяем его на измеримые функции.

Обозначим 𝑍𝑖,𝑄 = {𝑥 ∈ 𝐴𝑖∩𝜙−1(𝑄) : Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) = 0}. Тогда можно показать, что |𝜙(𝑍𝑖,𝑄)| =

0, при 𝑖 <∞. Действительно,

|𝜙(𝑍𝑖,𝑄)| =
∫︁

𝜙(𝑍𝑖,𝑄)

𝑑𝑦 ≤
∫︁

𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄

⎛⎝ ∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

𝜒𝑍𝑖,𝑄
(𝑥)

⎞⎠ 𝑑𝑦 ≤ 𝑖

∫︁
𝑍𝑖,𝑄

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) 𝑑𝑥 = 0.

Нам потребуется еще одно свойство. Из пункта 𝑎) предложения 1.5 выводим

Предложение 2.2. Для любой неотрицательной измеримой функции 𝑔 : 𝐷′ → R имеет

место неравенство ∫︁
𝐴𝑖

𝑔(𝜙(𝑥))Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄) 𝑑𝑥 ≤ 𝑖

∫︁
𝑁−1(𝑖,𝜙)∩𝑄

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦. (2.11)

2.1.2 Аппроксимативная дифференцируемость 𝜙

Лемма 2.2 ([A1, Лемма 3]). Пусть отображение индуцирует ограниченный оператор ком-

позиции в пространствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢). Тогда на почти

всех интегральных кривых горизонтальных векторных полей отображение 𝜙 :
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 → 𝐷′

непрерывно вне некоторого множества нулевой 1-меры Хаусдорфа.

Здесь {̃︀𝑇𝑖} — возрастающая последовательность множеств, состоящих из точек положи-

тельной плотности, |𝐷 ∖
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖| = 0 и на каждом ̃︀𝑇𝑖 отображение 𝜙 непрерывно.

Доказательство. Фиксируем горизонтальное поле 𝑋𝑗. Предположим противное: найдется

семейство интегральных кривых Γ поля 𝑋𝑗 положительной меры такое, что на каждой кри-

вой 𝛾 ∈ Γ существует множество 𝑠𝛾 ⊂ 𝛾 положительной 1-меры, на котором отображение

𝜙 :
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 → 𝐷′ не является непрерывным.
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Пусть 𝑆 =
⋃︀
𝛾∈Γ

𝑠𝛾. Покажем, что 𝑆 — измеримо. Действительно, 𝑆 = 𝐷 ∖𝐴, где множество

𝐴 =
⋂︁
𝑛∈N

⋂︁
𝑚∈N

{︁
𝑥 ∈

⋃︁
𝑖

̃︀𝑇𝑖 | 𝑑(𝜙(𝑥 exp 𝑡𝑋𝑗), 𝜙(𝑥)) <
1

𝑛
при |𝑡| < 1

𝑚
, 𝑥 exp 𝑡𝑋𝑗 ∈

⋃︁
𝑖

̃︀𝑇𝑖}︁,
измеримо, поскольку любое множество в фигурных скобках измеримо. По теореме Фубини

|𝑆| > 0. Аналогично проверяется, что 𝑆 =
⋃︀
𝑚∈N

𝑆𝑚, где 𝑆𝑚 = {𝑥 ∈ 𝑠𝛾 | osc𝑙 𝜙(𝑥) > 1
𝑚
} —

измеримое множество. Здесь osc𝑙 𝜙(𝑥) — колебание отображения 𝜙 : 𝛾 ∩
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 → 𝐷′ в точке 𝑥.

Следовательно, можно выбрать номер 𝑚 такой, что |𝑆𝑚| > 0. Также найдется номер 𝑗 такой,

что |𝑆𝑚 ∩ ̃︀𝑇𝑗| > 0. Пусть 𝑥0 ∈ 𝑆𝑚 ∩ ̃︀𝑇𝑗 — точка плотности 1. Тогда любой шар 𝐵(𝑥0,𝑟)

будет содержать подмножество положительной меры из 𝑆𝑚 ∩ ̃︀𝑇𝑗. Обозначим это множество

символом 𝑃𝑟. В силу непрерывности отображения 𝜙 на ̃︀𝑇𝑗 можно подобрать шар 𝐵(𝑥0,𝑟𝑚)

таким образом, чтобы 𝜙(𝐵(𝑥0,𝑟𝑚) ∩ 𝑆𝑚 ∩ ̃︀𝑇𝑗) ⊂ 𝐵(𝜙(𝑥0),
1
4𝑚

).

Фиксируем функцию 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷′) такую, что 𝜂(𝑦) = 1 при 𝑦 ∈ 𝐵(𝜙(𝑥0),

1
4𝑚

) и 𝜂(𝑦) = 0 при

𝑦 ̸∈ 𝐵(𝜙(𝑥0),
1
2𝑚

). Композиция 𝜂 ∘ 𝜙 принадлежит 𝐿1
𝑞(𝐷, 𝑢). Следовательно, функцию 𝜂 ∘ 𝜙

можно изменить на множестве нулевой меры, так чтобы она была абсолютно непрерывной

на почти всех линиях (т. e. чтобы она принадлежала классу 𝐴𝐶𝐿). Заметим, что при такой

модификации отображение 𝜙 :
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 → 𝐷′ не изменяется, поэтому всегда 𝜙*𝜂(𝑥) = 𝜂 ∘ 𝜙(𝑥)

для всех 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑗.
На основании вышесказанного на каждой горизонтальной кривой, пересекающей 𝑃𝑟𝑚 по

множеству положительной 1-меры, имеем osc𝑙 𝜂 ∘ 𝜙(𝑥) = 1, где 𝑥 ∈ 𝑃𝑟𝑚 . По построению

множества 𝑃𝑟𝑚 совокупность таких кривых имеет положительную меру. Таким образом, мы

пришли к противоречию с абсолютной непрерывностью функции 𝜂 ∘𝜙 на почти всех линиях.

Следовательно, на почти всех горизонтальных кривых отображение 𝜙 :
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 → 𝐷′ непре-

рывно вне некоторого множества нулевой 1-меры.

В следующей лемме мы показываем, что при приближении к точкам разрыва соответ-

ствующие образы стремятся к границе области значений или к бесконечно удаленной точке.

Лемма 2.3. Для почти всех интегральных кривых 𝛾 горизонтальных векторных полей

множество точек разрыва замкнуто 𝜎𝛾 ⊂ 𝛾, имеет меру ноль, и отображение 𝜙 обладает

свойством: для всех 𝑎 ∈ 𝜎𝛾

lim
𝑥→𝑎

𝑥∈𝛾∖𝜎𝛾
dist(𝜙(𝑥), 𝜕𝐷′) = 0 или lim

𝑥→𝑎
𝑥∈𝛾∖𝜎𝛾

𝜌(𝜙(𝑥)) = ∞. (2.12)
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Доказательство. шаг 1. Пусть 𝛾 интегральная линия горизонтального поля, 𝜎𝛾 ⊂ 𝛾 —

множество нулевой 1-меры, на котором нет непрерывности 𝜙 и 𝑥0 ∈ 𝜎𝛾. Докажем, если для

некоторой последовательности {𝑥𝑛} ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾 существует предел

lim
𝑥𝑛→𝑥0

𝜙(𝑥𝑛) = 𝑧 ∈ 𝐷′,

то для любой последовательности {𝑥′𝑛} ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾

lim
𝑥′𝑛→𝑥0

𝜙(𝑥′𝑛) = 𝑧.

Пусть {𝑧𝑗} — счетное всюду плотное множество точек в 𝐷′. Определим счетное семейство

функций 𝜂𝑟𝑧𝑗 : 𝐷
′ → R+ класса 𝐶∞

0 (𝐷′):

𝜂𝑟𝑧𝑗(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑦 ∈ 𝐵(𝑧𝑗,𝑟),

0, 𝑦 ̸∈ 𝐵(𝑧𝑗, 2𝑟),

где 𝑟 ∈ Q+ = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 > 0}.

Для почти всех интегральных кривых 𝛾 ⊂ 𝐷 горизонтальных векторных полей отобра-

жение 𝜙 непрерывно на 𝛾 вне множества нулевой 1-меры 𝜎𝛾, а функции 𝜂𝑟𝑧𝑗 ∘ 𝜙 абсолютно

непрерывны на 𝛾 для всех 𝑗 ∈ N и 𝑟 ∈ Q+. Выберем кривую 𝛾 с указанными свойствами.

Пусть 𝑥0 ∈ 𝜎𝛾 и lim
𝑥𝑛→𝑥0

𝜙(𝑥𝑛) = 𝑧 ∈ 𝐷′ для некоторой последовательности {𝑥𝑛} ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾.

Если такой последовательности нет, то (2.12) выполнено.

Допустим нашлась другая последовательность {𝑥′𝑛} ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾, что lim
𝑥′𝑛→𝑥0

𝜙(𝑥′𝑛) = 𝑧′ ̸= 𝑧.

Подберем точку 𝑧𝑙 ∈ {𝑧𝑗} и радиус 𝑟𝑙 ∈ Q+ так, что 𝑑(𝑧,𝑧𝑙) < 𝑟𝑙, а 𝑑(𝑧′,𝑧𝑙) > 2𝑟𝑙. Тогда

lim
𝑥𝑛→𝑥0

𝜂𝑟𝑙𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥𝑛) = 1 и lim
𝑥′𝑛→𝑥0

𝜂𝑟𝑙𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥
′
𝑛) = 0,

что противоречит непрерывности 𝜂𝑟𝑙𝑧𝑙 ∘ 𝜙 на 𝛾.

Отображение 𝜙 продолжается по непрерывности: 𝜙(𝑥0) = 𝑧. Таким образом можно счи-

тать, что 𝑥0 ̸∈ 𝜎𝛾, а все элементы 𝜎𝛾 удовлетворяют (2.12).

шаг 2. Докажем замкнутость 𝜎𝛾. Пусть {𝑥𝑛} ⊂ 𝜎𝛾 — сходящаяся последовательность,

покажем, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ∈ 𝜎𝛾. Для каждого 𝑥𝑛 найдется последовательность {𝑥𝑘𝑛} ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾
такая, что lim

𝑘→∞
𝑥𝑘𝑛 = 𝑥𝑛. По доказанному выше свойству

lim
𝑘→∞

dist(𝜙(𝑥𝑘𝑛), 𝜕𝐷
′) = 0 или lim

𝑘→∞
𝜌(𝜙(𝑥𝑘𝑛)) = ∞.
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Составим последовательность {𝑥𝑘𝑙𝑛 } ⊂ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾 такую, что

dist(𝜙(𝑥𝑘𝑙𝑛 ), 𝜕𝐷
′) <

1

𝑙
или 𝜌(𝜙(𝑥𝑘𝑙𝑛 )) > 𝑙.

При этом lim
𝑙→∞

𝑥𝑘𝑙𝑛 = 𝑥0. Таким образом 𝑥0 ∈ 𝜎𝛾 и замкнутость 𝜎𝛾 доказана.

Лемма 2.4. Пусть 𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), 𝑢

1
1−𝑝 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷). Если 𝑓 ∈ Lip𝑙(𝐷

′) ∩ 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) и

‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣)‖ ≤ 1, то найдется функция 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑞, loc(𝐷) такая, что п. в. на 𝐴𝑖 ∩ 𝜙−1(𝑄)

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝑔𝑖(𝑥). (2.13)

Доказательство. шаг 1. Фиксируем точку 𝑦0 ∈ 𝐷′∩𝜙(𝐴𝑖) и шар 𝐵(𝑦0,𝑟). Рассмотрим функ-

цию 𝜂(𝑦) = 𝜉(𝛿𝑟(𝑦
−1
0 𝑦)), где 𝜉 ∈ 𝐶∞

0 (G) — такая функция, что 𝜉|𝐵(0,1) = 1 и 𝜉|G∖𝐵(0,2) = 0.

Используя теорему 2.1, выводим

(︂ ∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥
)︂ 1

𝑞

≤ Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
κ

(︂ ∫︁
𝐵(𝑦0,2𝑟)

|∇ℒ((𝑓 − 𝑓(𝑦0))𝜂)|𝑝𝑣(𝑦) 𝑑𝑦
)︂ 1

𝑝

≤ Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
κ

(︂ ∫︁
𝐵(𝑦0,2𝑟)

|∇ℒ𝑓 |𝑝𝜂𝑝(𝑦)𝑣(𝑦) 𝑑𝑦
)︂ 1

𝑝

+Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
κ

(︂ ∫︁
𝐵(𝑦0,2𝑟)

|∇ℒ𝜂|𝑝|𝑓−𝑓(𝑦0)|𝑝𝑣(𝑦) 𝑑𝑦
)︂ 1

𝑝

≤ Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
κ (𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))

1
𝑝 + (𝑐1𝑟

−1𝑐2𝑟𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
𝑝 )) = 𝐶Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))

1
κ · 𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))

1
𝑝

При этом, если 𝑝 = 𝑞, то Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
1
κ = ‖𝜙*‖.

Окончательно, приходим к оценке

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶1Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
𝑞
κ · 𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))

𝑞
𝑝 . (2.14)

шаг 2. Оценка (2.14) влечет равенство |∇ℒ(𝑓∘𝜙)|(𝑥) = 0 для п. в. 𝑥 ∈ 𝑍𝑖,𝑄. Действительно,

поскольку |𝜙(𝑍𝑖)| = 0, то для произвольного 𝜀 > 0 можно подобрать покрытие, состоящие из

счетного набора шаров {𝐵𝑙 = 𝐵(𝑦𝑙, 𝑟𝑙)} такое, что шары с удвоенными радиусами образуют

конечнократное покрытие 𝜙(𝑍𝑖) и
∞∑︀
𝑙=1

|𝐵(𝑦𝑙, 2𝑟𝑙)| < 𝜀.
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Из неравенства (2.14) при 𝑞 < 𝑝 имеем

∫︁
𝑍𝑖

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∞∑︁
𝑙=1

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦𝑙,𝑟𝑙))

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

≤ 𝐶1

∞∑︁
𝑙=1

Φ(𝐵(𝑦𝑙,2𝑟𝑙))
𝑞
κ · 𝑣(𝐵(𝑦𝑙,2𝑟𝑙))

𝑞
𝑝

≤ 𝐶1

(︃
∞∑︁
𝑙=1

Φ(𝐵(𝑦𝑙,2𝑟𝑙))

)︃ 𝑞
κ

·

(︃
∞∑︁
𝑙=1

|𝐵(𝑦𝑙,2𝑟𝑙)|

)︃ 𝑞
𝑝

≤ 𝐶2Φ(𝐷
′)

𝑞
κ · 𝜀

𝑞
𝑝 .

Если 𝑞 = 𝑝, то ∫︁
𝑍𝑖

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶3‖𝜙*‖𝑞 · 𝜀.

шаг 3. Используя соотношения (2.10), (2.14), получаем

𝐶1Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))
𝑞
κ · 𝑉 (𝐵(𝑦0,2𝑟))

𝑞
𝑝 ≥

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))∩𝐴𝑖∩𝜙−1(𝑄)

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

=

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))∩𝐴𝑖∩𝜙−1(𝑄)∖𝑍𝑖,𝑄

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)𝑢(𝑥)

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)

𝑑𝑥

≥ 1

𝑖

∫︁
𝐵(𝑦0,𝑟)∩𝜙(𝐴𝑖∖𝑍𝑖,𝑄)∩𝑄

∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖,𝑄

(︂
|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)

Ψ𝑖
′(𝑥)

)︂
𝑑𝑦,

то есть

∫︁
𝐵(𝑦0,𝑟)∩𝜙(𝐴𝑖∖𝑍𝑖,𝑄)∩𝑄

∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

(︂
|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)

)︂
𝑑𝑦 ≤ 𝑖𝐶1Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))

𝑞
κ · 𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))

𝑞
𝑝 .

(2.15)

Разделим обе части неравенства (2.15) на |𝐵(𝑦0,2𝑟)|

1

|𝐵(𝑦0,2𝑟)|

∫︁ ∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

(︂
|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)

)︂
𝑑𝑦 ≤ 𝑖𝐶1

(︂
Φ(𝐵(𝑦0,2𝑟))

|𝐵(𝑦0,2𝑟)|

)︂ 𝑞
κ
(︂
𝑣(𝐵(𝑦0,2𝑟))

|𝐵(𝑦0,2𝑟)|

)︂ 𝑞
𝑝

.

Дифференцируя по теореме Лебега, выводим

∑︁
𝑥𝑗∈𝜙−1(𝑦)∖Σ𝑖

(︂
|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)

Ψ𝑖
′(𝑥;𝑄)

)︂
≤ 𝑖𝐾Φ′(𝑦)

𝑞
κ · 𝑣

𝑞
𝑝 (𝑦)
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для почти всех 𝑦 ∈ 𝜙(𝐴𝑖 ∖ 𝑍𝑖,𝑄). Отсюда имеем

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝑔𝑖,𝑄(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝐴𝑖, (2.16)

где функция

𝑔𝑖,𝑄(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐾1
𝑞
√
𝑖Φ′(𝜙(𝑥))

1
κ (Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄))
1
𝑞𝑢−

1
𝑞 (𝑥)𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥)) при 𝑝 > 𝑞,

𝐾2
𝑞
√
𝑖𝐶(Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄))
1
𝑞𝑢−

1
𝑞 (𝑥)𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥)) при 𝑝 = 𝑞.

шаг 4. Докажем локальную интегрируемость функции 𝑔𝑖,𝑄(𝑥). Пусть 𝑝 > 𝑞 и 𝐵 ⊂ 𝐷 —

произвольный шар. Применяя два раза неравенство Гёльдера и предложение 2.2, получаем

∫︁
𝐵

𝑔𝑖,𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝐾1𝑖
1
𝑞

∫︁
𝐵

Φ′(𝜙(𝑥))
1
κ (Ψ𝑖

′(𝑥;𝑄))
1
𝑞𝑢−

1
𝑞 (𝑥)𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥

≤ 𝐾1𝑖
1
𝑞
+ 1

κ+κ′
𝑝

(︂∫︁
𝑄

Φ′(𝑦) 𝑑𝑦

)︂ 1
κ
(︂∫︁
𝑄

𝑣(𝑦) 𝑑𝑦

)︂ 1
𝑝
(︂∫︁
𝐵

𝑢(𝑥)
1

1−𝑞 𝑑𝑥

)︂ 1
κ′− 1

𝑝

,

где 1
κ′ = 1 − 1

κ . В случае 𝑞 = 𝑝 выводим аналогичное неравенство. Все величины в правой

части неравенства конечны, поэтому 𝑔𝑖,𝑄 ∈ 𝐿1,loc(𝐷).

Напомним, аппроксимативная производная вдоль вектора 𝑋 в точке 𝑥 (см. [43]) — это

величина ap𝑋𝜙(𝑥) = ap lim
𝑡→0

𝛿−1
𝑡 ((𝜙(𝑥))−1𝜙(𝑥𝛿𝑡 exp𝑋)).

Лемма 2.5. Если отображение индуцирует ограниченный оператор композиции в про-

странствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢), то 𝜙 имеет аппроксимативные

частные производные п. в. на 𝐷.

Доказательство. Так как результат носит локальный характер, можно считать, что𝐷 имеет

конечную меру. Фиксируем 𝑘 ∈ N и ограниченное множество множество 𝑄 ⊂ G.

Пусть {𝑧𝑗} — счетное всюду плотное множество точек в 𝐷′. Зададим счетное семейство

функций 𝑑𝑟𝑧𝑗 : 𝐷
′ → R+, 𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑦) = (𝑟− 𝑑𝑧𝑗(𝑦))

+, где 𝑟 ∈ Q+ = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 > 0} и 𝑑𝑧𝑗(𝑦) = 𝑑(𝑧𝑗,𝑦).

Для каждой такой функции выполняется поточечное равенство 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑥) = 𝑑𝑟𝑧𝑗 ∘𝜙(𝑥), 𝑟 ∈ Q+,

𝑗 ∈ N для всех точек 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑘. Кроме того, каждая такая функция удовлетворяет условиям

леммы 2.4. Поэтому |∇ℒ(𝑑
𝑟
𝑧𝑗
∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝐶𝑔𝑖,𝑄(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝐴𝑖.

Рассмотрим слоение Γ𝑠 области 𝐷, порожденное горизонтальным векторным полем 𝑋𝑠,

и линию 𝛾 из этого слоения. Для почти всех кривых 𝛾 из слоения Γ𝑠 выполнены следующие

условия:
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1) 𝜙 непрерывно на 𝛾 вне некоторого множества 𝜎𝛾 нулевой 1-меры (лемма 2.2);

2) выполняется поточечное неравенство для измеримых функций: |∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗

)︀
|(𝑡) ≤

𝐾𝑔𝑖,𝑄(𝑡), 𝑟 ∈ Q+, 𝑗 ∈ N, п. в. на 𝛾 ∩ 𝜙−1(𝑄), и функция 𝑔𝑖,𝑄 интегрируема на произволь-

ной компактной части 𝛾;

3) для почти всех 𝑥0 ∈ 𝛾 существует конечный предел отношения 1
𝑑(𝑥0,𝑥)

∫︀
[𝑥0,𝑥]

𝑔𝑖,𝑄(𝑡) 𝑑𝜎 при

𝑥→ 𝑥0 по кривой 𝛾, равный 𝑔𝑖,𝑄(𝑥0) (здесь [𝑥0,𝑥] ⊂ 𝛾 — отрезок интегральной линии);

4) 𝐴𝑖 ∩ ̃︀𝑇𝑘 ∩ 𝛾 является множеством полной (1-мерной) меры на 𝛾 ∩𝐷;

5) функции 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗 абсолютно непрерывны на 𝛾 для всех 𝑗 ∈ N и 𝑟 ∈ Q+.

Фиксируем кривую 𝛾 ∈ Γ𝑠, на которой выполняются все пять условий.

Пусть 𝑥0 ∈ 𝐴𝑖 ∩ 𝜙−1(𝑄) ∩ ̃︀𝑇𝑘 ∩ 𝛾 — точка положительной плотности на кривой 𝛾, точка

непрерывности ограничения 𝜙|𝛾 и точка, в которой выполняется условие 3. Положим 𝑧 =

𝜙(𝑥0). Фиксируем подпоследовательность {𝑧𝑗𝑙} точек из {𝑧𝑗}, сходящуюся к 𝑧 = 𝜙(𝑥0) (далее

будем обозначать элементы этой подпоследовательности как 𝑧𝑙). Так как отображение 𝜙

непрерывно на 𝛾 в точке 𝑥0, можно подобрать числа 𝛿, 𝑟 и 𝐿 такие, что 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥) ̸= 0 для

всех 𝑙 ≥ 𝐿, и всех точек 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 ∩ 𝜙−1(𝑄) ∩𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾.

Интегрируя функцию 𝐶𝑔𝑖,𝑄(𝑥) (где 𝐶 не зависит от 𝑟,𝑧) по части кривой 𝛾 от 𝑥0 до 𝑥, где

𝑥 ∈ 𝐴𝑖 ∩ ̃︀𝑇𝑘 ∩𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾, выводим

𝐶

∫︁
[𝑥0,𝑥]∩𝐴𝑖

𝑔𝑖,𝑄(𝑡) 𝑑𝑡 ≥
∫︁

[𝑥0,𝑥]∩𝐴𝑖

|∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑙

)︀
|(𝑡) 𝑑𝑡 ≥

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑥0,𝑥]∩𝐴𝑖

∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑙

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒

≥ |𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥0)− 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥)| = |𝑟 − 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥0))− 𝑟 + 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥))|

= | − 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥0)) + 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥))| → 𝑑𝑧(𝜙(𝑥)) = 𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥)) при 𝑙 → ∞. (2.17)

Таким образом, получаем

𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥)) ≤ 𝐶

∫︁
[𝑥0,𝑥]∩𝐴𝑖

𝑔𝑖,𝑄(𝑡) 𝑑𝜎 (2.18)

или
𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥))

𝑑(𝑥0,𝑥)
≤ 𝐶

𝑑(𝑥0,𝑥)

∫︁
[𝑥0,𝑥]∩𝐴𝑖

𝑔𝑖,𝑄(𝑡) 𝑑𝜎 (2.19)

для всех 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 ∩ 𝜙−1(𝑄) ∩ ̃︀𝑇𝑘 ∩ 𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾 ∖ 𝜎𝛾. Переходя к аппроксимативному пределу в

неравенстве (2.19), имеем

ap lim
𝑥→𝑥0,𝑥∈𝛾

𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥))

𝑑(𝑥0,𝑥)
≤ 𝐶𝑔𝑖,𝑄(𝑥0) <∞, (2.20)
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что означает аппроксимативную дифференцируемость отображения 𝜙 в точке 𝑥0 вдоль век-

торного поля 𝑋𝑠.

В силу произвольности выбора индексов 𝑘 и 𝑖, горизонтального поля 𝑋𝑠, интегральной

кривой 𝛾 ∈ Γ𝑠, множества 𝑄 и точки 𝑧0 ∈ 𝛾 отображение 𝜙 аппроксимативно дифференци-

руемо п. в. вдоль горизонтальных кривых.

Замечание 2.2. Из аппроксимативной дифференцируемости отображения 𝜙 п. в. вдоль

интегральных линий горизонтальных векторных полей вытекает полная аппроксимативная

дифференцируемость [43, Theorem 3.3].

Обозначим символом 𝐷𝜙 аппроксимативный дифференциал отображения 𝜙, а символом

𝐷ℎ𝜙 — горизонтальную часть этого дифференциала. Якобиан 𝐽(𝑥,𝜙) = det𝐷𝜙(𝑥).

2.1.3 Кусочная абсолютная непрерывность на линиях

Напомним, что отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ называется абсолютно непрерывным на кривой

𝛾(𝑡) : [0,1] → 𝐷, если кривая 𝜙(𝛾(𝑡)) : [0,1] → 𝐷′ абсолютно непрерывна. Отображение

𝜙 абсолютно непрерывно на линиях (𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿(𝐷)), если для любой области 𝑈 b 𝐷 и

любого семейства Γ𝑗 интегральных кривых базисного горизонтального векторного поля 𝑋𝑗,

𝑗 = 1, . . . ,𝑛1, образующих гладкое слоение 𝑈 , отображение 𝜙 абсолютно непрерывно на 𝛾∩𝑈

для почти всех кривых 𝛾 ∈ Γ𝑗.

Определение 2.1. Отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ кусочно абсолютно непрерывно на почти

всех линиях ( 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿part(𝐷) ), если на почти каждой интегральной линии 𝛾 горизон-

тального поля 𝑋𝑗 (𝑗 = 1, . . . ,𝑛) существует открытое множество 𝜔𝛾 ⊂ 𝛾 полной меры на

𝛾 такое, что для любого отрезка [𝛼,𝛽] ⊂ 𝜔𝛾 отображение 𝜙 абсолютно непрерывно на [𝛼,𝛽]

и

lim
𝑥→𝑎
𝑥∈𝜔𝛾

dist(𝜙(𝑥), 𝜕𝐷′) = 0 или lim
𝑥→𝑎
𝑥∈𝜔𝛾

𝜌(𝜙(𝑥)) = ∞,

для всех 𝑎 ∈ 𝛾 ∖ 𝜔𝛾.

Наличие аппроксимативных частных производных отображения 𝜙 позволит нам исполь-

зовать следующую формулу замены переменных.

Предложение 2.3 ( [43, Corollary 5.1]). Пусть отображение 𝜙 : 𝐴 → G, где 𝐴 ⊂ G —

измеримое множество, имеет аппроксимативные частные производные на 𝐴 почти всюду.

Тогда существует множество Σ𝜙 ⊂ 𝐴 меры ноль такое, что формула замены переменных
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в интеграле Лебега для любой неотрицательной измеримой функции 𝑓 : 𝐴→ R имеет вид

∫︁
𝐴

𝑓(𝑥)|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 =

∫︁
G

(︃ ∑︁
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∩(𝐴∖Σ𝜙)

𝑓(𝑥)

)︃
𝑑𝑦. (2.21)

В частности, получаем

∫︁
𝜙−1(𝐹 )

|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐹

𝑁(𝑦, 𝜙) 𝑑𝑦 (2.22)

для любого измеримого множества 𝐹 ⊂ 𝐷′. Отсюда из интегрируемости 𝑁(𝑦, 𝜙) на 𝐹 выте-

кает интегрируемость |𝐽(𝑥,𝜙)| на 𝜙−1(𝐹 ).

Рассуждая так же, как и в лемме 2.4, но используя (2.21) вместо (2.10), выводим оценку.

Лемма 2.6. Пусть 𝑓 ∈ Lip𝑙(𝐷
′) ∩ 𝐿1

𝑝(𝐷
′, 𝑣) и ||𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′, 𝑣)|| ≤ 1. Тогда

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) п. в. на 𝐷, (2.23)

где функция

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐾1Φ
′(𝜙(𝑥))

1
κ |𝐽(𝑥,𝜙)|

1
𝑞𝑢−

1
𝑞 (𝑥)𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥)) при 𝑝 > 𝑞,

𝐾2|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝑝𝑢−

1
𝑝𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥)) при 𝑝 = 𝑞.

Заметим, что в лемме 2.6 ничего не утверждается об интегрируемости функции 𝑔(𝑥). На

деле нам потребуется локальная интегрируемость на прообразе 𝜙−1(𝐵) произвольного шара

𝐵 ⊂ 𝐷′. Удается доказать локальную интегрируемость функции 𝑔 на 𝜙−1(𝐵) при следующих

предположениях:

1) 𝑢(𝑥)
1

1−𝑞 ∈ 𝐿1, loc(𝐷), 𝑣(𝑦)𝑁(𝑦,𝜙) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), если 𝑞 = 𝑝;

2) 𝑢(𝑥)
1

1−𝑞 ∈ 𝐿1, loc(𝐷), 𝑣(𝑦)𝑁(𝑦,𝜙) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), Φ′(𝑦)𝑁(𝑦,𝜙) ∈ 𝐿1, loc(𝐷

′), если 𝑞 < 𝑝.

В случае 𝑞 = 𝑝 доказываем следующее утверждение.

Лемма 2.7. Пусть отображение индуцирует ограниченный оператор композиции весовых

пространств Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷, 𝑢), функция 𝑁(𝑦,𝜙)𝑣(𝑦) локально

интегрируема, а вес 𝑢(𝑥)
1

1−𝑝 ∈ 𝐿1, loc(𝐷). Тогда 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿part(𝐷).

Доказательство. Как и в лемме 2.5 зададим счетное семейство функций 𝑑𝑟𝑧𝑗 : 𝐷′ → R+,

𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑦) = (𝑟 − 𝑑𝑧𝑗(𝑦))
+, где {𝑧𝑗} — счетное всюду плотное множество точек в 𝐷′, 𝑟 ∈ Q+ =

{𝑥 ∈ Q | 𝑥 > 0}. Для каждой такой функции выполняется поточечное равенство 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑥) =

𝑑𝑟𝑧𝑗 ∘𝜙(𝑥), 𝑟 ∈ Q+, 𝑗 ∈ N, для всех точек 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑘 (для любого 𝑘) и неравенство (2.23) п. в. в 𝐷.
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Фиксируем шар𝐵 ⊂ 𝐷′. В силу предложения 2.3 и локальной интегрируемости𝑁(𝑦,𝜙)𝑣(𝑦)

функция |𝐽(𝑥,𝜙)|𝑣(𝜙(𝑥)) интегрируема на 𝜙−1(𝐵). Пусть 𝐾 ⊂ 𝜙−1(𝐵) — произвольный ком-

пакт. Из неравенства Гёльдера получаем

∫︁
𝐾

|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝑝𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥))𝑢−

1
𝑝 (𝑥) 𝑑𝑥 ≤

(︂∫︁
𝐾

|𝐽(𝑥,𝜙)|𝑣(𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥
)︂ 1

𝑝
(︂∫︁
𝐾

(𝑢(𝑥))
1

1−𝑝 𝑑𝑥

)︂ 𝑝−1
𝑝

.

Правая часть неравенства ограничена, поскольку 𝑢 принадлежит классу 𝐴𝑝. Следовательно,

|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝑝𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥))𝑢−

1
𝑝 (𝑥) — локально интегрируемая в 𝜙−1(𝐵) функция. Обозначим 𝑔(𝑥) =

|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝑝𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥))𝑢−

1
𝑝 (𝑥).

Рассмотрим слоение Γ𝑠 области 𝐷, порожденное горизонтальным векторным полем 𝑋𝑠.

Для почти всех кривых 𝛾 из слоения Γ𝑠, имеющих пересечение 𝛾 ∩ 𝜙−1(𝐵) положительной

меры, выполнены следующие условия:

1) 𝜙 непрерывно на 𝛾 вне некоторого множества 𝜎𝛾 нулевой 1-меры (лемма 2.2);

2) функция 𝑔(𝑥) интегрируема на произвольной компактной части 𝛾;

3) выполняется поточечное неравенство для измеримых функций: |∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗

)︀
|(𝑡) ≤ 𝐾𝑔(𝑥),

𝑟 ∈ Q+, 𝑗 ∈ N, п. в. на 𝛾;

4) ̃︀𝑇𝑘 ∩ 𝛾 является множеством полной (1-мерной) меры на 𝛾 ∩ 𝜙−1(𝐵);

5) функции 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗 абсолютно непрерывны на 𝛾 для всех 𝑗 ∈ N и 𝑟 ∈ Q+.

Фиксируем кривую 𝛾 ∈ Γ𝑠, на которой выполняются все пять условий. Множество 𝛾 ∩

𝜙−1(𝐵) открыто на 𝛾, и поэтому является объединением отрезков. Выберем произвольный

отрезок [𝛼,𝛽] ⊂ 𝛾 ∩ 𝜙−1(𝐵).

Пусть 𝑥0 ∈ ̃︀𝑇𝑘 ∩ [𝛼,𝛽] — точка положительной плотности на кривой 𝛾 и точка непрерыв-

ности ограничения 𝜙|𝛾. Положим 𝑧 = 𝜙(𝑥0). Фиксируем подпоследовательность {𝑧𝑗𝑙} точек

из {𝑧𝑗}, сходящуюсю к 𝑧 = 𝜙(𝑥0) (далее будем обозначать элементы этой подпоследователь-

ности как 𝑧𝑙). Так как отображение 𝜙 непрерывно на 𝛾 в точке 𝑥0, можно подобрать числа

𝛿, 𝑟 и 𝐿 такие, что 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥) ̸= 0 для всех 𝑙 ≥ 𝐿 и всех точек 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ [𝛼,𝛽].

Интегрируя 𝐾𝑔(𝑥) по части кривой 𝛾 от 𝑥0 до 𝑥, где 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑘 ∩𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ [𝛼,𝛽], выводим

𝐾

∫︁
[𝑥0,𝑥]

𝑔(𝑥) 𝑑𝑡 ≥
∫︁

[𝑥0,𝑥]

|∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑙

)︀
|(𝑡) 𝑑𝑡 ≥

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
[𝑥0,𝑥]

∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑙

)︀
(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒

≥ |𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥0)− 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ 𝜙(𝑥)| = |𝑟 − 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥0))− 𝑟 + 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥))|

= | − 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥0)) + 𝑑𝑧𝑙(𝜙(𝑥))| → 𝑑𝑧(𝜙(𝑥)) = 𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥)) при 𝑙 → ∞.
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Последнее позволяет получить оценку

𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥)) ≤ 𝐾

∫︁
[𝑥0,𝑥]

𝑔(𝑥) 𝑑𝑡 (2.24)

для 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑘∩𝐵(𝑥0,𝛿)∩[𝛼,𝛽]. Из оценки (2.24) и абсолютной непрерывности интеграла выводим,

что отображение 𝜙 абсолютно непрерывно на [𝛼,𝛽].

В силу произвольности выбора кривой 𝛾, отрезка [𝛼,𝛽], поля 𝑋𝑠 и шара 𝐵 свойство ку-

сочной абсолютной непрерывности ( 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿part(𝐷) ) доказано.

При 𝑞 < 𝑝 аналогичное утверждение составляет

Лемма 2.8. Пусть отображение индуцирует ограниченный оператор композиции весовых

пространств Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣)∩𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢), функции 𝑁(𝑦,𝜙)𝑣(𝑦), Φ′(𝑦)𝑁(𝑦,𝜙)

локально интегрируемы, а вес 𝑢(𝑥)
1

1−𝑞 ∈ 𝐿1, loc(𝐷). Тогда 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿part(𝐷).

Функция Φ — из теоремы 2.1.

2.2 Необходимые и достаточные условия ограниченности

оператора композиции

Введем ключевые определения и докажем основные утверждения настоящей главы.

Определение 2.2. Отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ класса ACLpart(𝐷) имеет конечное (𝑢,𝑣)-

весовое искажение, если 𝐷ℎ𝜙(𝑥)𝑢(𝑥) = 0 почти всюду на множестве

𝑍𝑣 = {𝑥 ∈ 𝐷 | 𝐽(𝑥,𝜙)𝑣(𝜙(𝑥)) = 0}.

Замечание 2.3. Очевидно имеем 𝑍 ⊂ 𝑍𝑣, где 𝑍 = {𝑥 ∈ 𝐷 | 𝐽(𝑥,𝜙) = 0}. В случае, когда

𝑣 > 0 почти всюду, в частности, если 𝑣 удовлетворяет 𝐴𝑝-условию Макенхаупта, |𝑍𝑣 ∖𝑍| = 0.

Таким образом, в определении 2.2 вместо множества 𝑍𝑣 можно взять множество 𝑍. Действи-

тельно, пусть 𝑣(𝜙(𝑥)) = 0, т. е. 𝑥 ∈ 𝜙−1(𝑆), где 𝑆 = {𝑦 | 𝑣(𝑦) = 0}. Мера множества 𝑆 равна

нулю, поскольку 𝑣(𝑥) > 0 почти всюду. Из формулы замены переменных для характеристи-

ческой функции множества 𝑆 имеем

∫︁
𝐷

𝜒𝑆(𝜙(𝑥))|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 =

∫︁
G

𝜒𝑆(𝑦)𝑁(𝑦,𝜙,𝐷) 𝑑𝑦.
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Интеграл в правой части равенства равен нулю, поскольку интегрирование ведется по мно-

жеству нулевой меры. Поэтому
∫︀

𝜙−1(𝑆)

|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 = 0. Последнее влечет равенство нулю почти

всюду на множестве 𝑍 произведения 𝐽(𝑥,𝜙)𝑣(𝜙(𝑥)). В итоге, |𝑍𝑣 ∖ 𝑍| = 0.

Определение 2.3. Весовая функция искажения для 𝜙 определяется как

𝐷′ ∋ 𝑦 ↦→ 𝐻𝑢,𝑣
𝑞 (𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑣−

1
𝑝 (𝑦)

(︃ ∑︀
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∖(Σ𝜙∪𝑍𝑣)

|𝐷𝜙|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︃ 1
𝑞

,

0, если 𝜙−1(𝑦) ∖ (Σ𝜙 ∪ 𝑍𝑣) = ∅.

(2.25)

Функция искажения такого типа впервые была введена в [64].

Теорема 2.2. Пусть функция 𝑁(𝑦,𝜙)𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), а вес 𝑢

1
1−𝑝 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷), 1 ≤ 𝑝 <∞.

Если измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует ограниченный оператор композиции

в весовых пространствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷, 𝑢). Тогда отображение

𝜙 обладает следующими свойствами:

1) принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿∞(𝐷′).

При этом ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖ ≤ 𝐶‖𝜙*‖.

Доказательство. 1) Принадлежность классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷) доказана в лемме 2.7.

2) Докажем, что 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение, то есть 𝐷ℎ𝜙 = 0 почти всюду

на 𝑍𝑣. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) выполнено неравенство

‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢)‖ ≤ ‖𝜙*‖ · ‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′, 𝑣)‖. (2.26)

Выбираем срезку 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑁), равную единице на евклидовом шаре 𝐵𝐸(0,1) и нулю вне шара

𝐵𝐸(0,2). Подставляя функции ℎ𝑗(𝑧) = (𝑧 − 𝑦)𝑗𝜂(
𝑧−𝑦
𝑟
), где 𝐵𝐸(𝑦,2𝑟) ⊂ 𝐷′, в (2.26), получаем

неравенство (︃ ∫︁
𝜙−1(𝐵𝐸(𝑦,𝑟))

|𝐷ℎ𝜙|𝑝𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

)︃ 1
𝑝

≤ ‖𝜙*‖

(︃ ∫︁
𝐵𝐸(𝑦,2𝑟)

𝑣(𝑦′) 𝑑𝑦′

)︃ 1
𝑝

, (2.27)
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Покажем, что
∫︀
𝑍𝑣

|𝐷ℎ𝜙|𝑞 𝑑𝑥 = 0. По формуле замены переменных (предложение 2.3) имеем

𝑣(𝜙(𝑍𝑣 ∖ Σ𝜙)) =

∫︁
𝜙(𝑍𝑣∖Σ𝜙)

𝑣(𝑦) 𝑑𝑦 ≤
∫︁
𝐺

(︃ ∑︁
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∩(𝑍𝑣∖Σ𝜙)

𝑣(𝜙(𝑥))

)︃
𝑑𝑦

=

∫︁
𝑍𝑣

𝑣(𝜙(𝑥))|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 = 0.

Следовательно, 𝑣(𝜙(𝑍𝑣 ∖Σ𝜙)) = 0 и |𝜙(𝑍𝑣 ∖Σ𝜙)| = 0. Фиксируем 𝜀 > 0 и открытое множество

𝑈 ⊂ 𝐷′ такое, что 𝑈 ⊃ 𝜙(𝑍𝑣 ∖ Σ𝜙) и 𝑣(𝑈) < 𝜀 и |𝑈 | < 𝜀. По лемме 1.7 выбираем конечно-

кратное покрытие {𝐵𝐸(𝑦𝑗,𝑟𝑗)} открытого множества 𝑈 кратности 𝑀 ; 𝑀 не зависит от 𝑈 и∑︀
𝑗

|𝐵𝐸(𝑦𝑗,𝑟𝑗)| ≤𝑀𝜀. Используя неравенство 2.27 и лемму 1.8, получаем:

∫︁
𝑍𝑣

|𝐷𝜙|𝑝(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝑍𝑣∖Σ𝜙

|𝐷𝜙|𝑝(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 ≤
∞∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙−1(𝐵𝐸(𝑦𝑗 ,𝑟𝑗))

|𝐷𝜙|𝑝(𝑥)𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

≤ 𝐶𝑝‖𝜙*‖
∞∑︁
𝑗=1

∫︁
𝐵𝐸(𝑦𝑗 ,2𝑟𝑗)

𝑣(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝐶𝑝
2‖𝜙*‖𝑣(𝑈) < 𝐶𝑝

2‖𝜙*‖𝜀.

Так как 𝜀 > 0 — произвольное число, а весовая функция 𝑢(𝑥) почти всюду положительна,

то |𝐷𝜙| = 0 почти всюду на 𝑍𝑣. Следовательно, 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение.

3) Применяя формулу замены переменных (предложение 2.3) и неравенство (2.27), имеем

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))

|𝐷ℎ𝜙|𝑝𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))∖𝑍𝑣

|𝐷ℎ𝜙|𝑝𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

=

∫︁
𝐵(𝑦0,𝑟)

(︃ ∑︁
𝑥∈𝜙−1(𝑦′)∖(𝑍𝑣∪Σ𝜙)

|𝐷ℎ𝜙|𝑝(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︃
𝑑𝑦′ ≤ 𝐶𝑝‖𝜙*‖𝑣(𝐵(𝑦0,𝑟)). (2.28)

Из (2.28) и теоремы 1.1 выводим неравенство

(︃ ∑︁
𝑥∈𝜙−1(𝑦)∖(𝑍𝑣∪Σ𝜙)

|𝐷ℎ𝜙|𝑝(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︃ 1
𝑝

≤ 𝐶𝑣
1
𝑝 (𝑦)‖𝜙*‖,

которое позволяет получить искомую оценку ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿κ(𝐷

′)‖ ≤ 𝐶‖𝜙*‖.
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Теорема 2.3. Пусть 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 <∞. Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ обладает следующими

свойствами:

1) принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿κ(𝐷

′), где 1
κ = 1

𝑞
− 1

𝑝
,

тогда отображение 𝜙 индуцирует ограниченный оператор композиции в весовых простран-

ствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢).

При этом ‖𝜙*‖ ≤ ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿κ(𝐷

′)‖.

Доказательство. Отметим, что 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿(𝐷) для всех 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′). Действи-

тельно, в силу леммы 2.3 для любого отрезка интегральной кривой горизонтального вектор-

ного поля (𝛼,𝛽), на котором отображение 𝜙 абсолютно непрерывно, выполнено следующее

свойство: образы концов 𝜙(𝛼), 𝜙(𝛽) покидают носитель supp 𝑓 . Поэтому 𝑓 ∘ 𝜙 абсолютно

непрерывна на отрезках абсолютной непрерывности 𝜙 и обращается в ноль там, где отобра-

жение 𝜙 не абсолютно непрерывно.

Покажем, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣)∩𝐶1(𝐷′) выполняется неравенство ‖𝜙*𝑓 |

𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢)‖ ≤ 𝐻𝑢,𝑣

𝑝,𝑞 (𝐷
′)‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′,𝑣)‖.

‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢)‖ ≤

(︁ ∫︁
𝐷∖𝑍𝑣

(︁
|∇ℒ𝑓 |(𝜙(𝑥))|𝐷ℎ𝜙|(𝑥)

)︁𝑞
𝑢(𝑥) 𝑑𝑥

)︁ 1
𝑞

≤
(︁∫︁
𝐷′

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝑦)
(︁ ∑︁
𝑥∈𝜙−1∖(Σ𝜙∪𝑍𝑣)

|𝐷ℎ𝜙|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︁
𝑑𝑦
)︁ 1

𝑞

=
(︁∫︁
𝐷′

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝑦)𝑣
𝑞
𝑝 (𝑦)

(︁
𝑣−

𝑞
𝑝 (𝑦)

∑︁
𝑥∈𝜙−1∖(Σ𝜙∪𝑍𝑣)

|𝐷ℎ𝜙|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︁
𝑑𝑦
)︁ 1

𝑞
.

Используя неравенство Гёльдера при 𝑞 < 𝑝, имеем

‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷,𝑢)‖

≤

(︃∫︁
𝐷′

|∇ℒ𝑓 |𝑝(𝑦)𝑣(𝑦) 𝑑𝑦

)︃ 1
𝑝
(︃∫︁
𝐷′

(︁
𝑣−

1
𝑝 (𝑦)

(︁ ∑︁
𝑥∈𝜙−1∖(Σ𝜙∪𝑍𝑣)

|𝐷ℎ𝜙|𝑞(𝑥)𝑢(𝑥)
|𝐽(𝑥,𝜙)|

)︁ 1
𝑞
)︁κ

𝑑𝑦

)︃ 1
κ

= ‖𝐻𝑢,𝑣
𝑞 (·) | 𝐿κ(𝐷

′)‖ · ‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′,𝑣)‖. (2.29)

В итоге, ‖𝜙*‖ ≤ 𝐻𝑢,𝑣
𝑝,𝑞 (𝐷

′).

В случае 𝑞 = 𝑝 = 𝜈 и 𝑣 ∘ 𝜙 ≤ 𝑢 необходимые условия являются и достаточными:
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Теорема 2.4. Пусть 𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), 𝑢

1
1−𝜈 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷) и 𝑣 ∘ 𝜙 ≤ 𝑢 п. в. на 𝐷. Измери-

мое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует ограниченный оператор композиции в весовых

пространствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝜈(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝜈(𝐷, 𝑢) тогда и только тогда, когда

1) 𝜙 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿∞(𝐷′).

При этом 𝐶‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖ ≤ ‖𝜙*‖ ≤ ‖𝐻𝑢,𝑣

𝑝 (·) | 𝐿∞(𝐷′)‖.

Доказательство. Необходимость. Неравенства |𝐽(𝑥,𝜙)| ≤ |𝐷𝜙|𝜈(𝑥), 𝑣 ∘ 𝜙 ≤ 𝑢 и (2.27)

обеспечивают интегрируемость |𝐽(𝑥,𝜙)|𝑣(𝜙(𝑥)) на 𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟)), где 𝐵(𝑦0,𝑟) ⊂ 𝐷′ — произ-

вольный шар. Действительно,

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))

|𝐽(𝑥,𝜙)|𝑣(𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶

∫︁
𝜙−1(𝐵(𝑦0,𝑟))

|𝐷ℎ𝜙|𝜈𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶1𝑣(𝐵(𝑦0,𝑟)).

Далее применима теорема 2.2.

Достаточность следует из теоремы 2.3.

Если индикатриса Банаха 𝑁(𝑦,𝜙) ограничена, то необходимые условия совпадают с до-

статочными при 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 <∞:

Следствие 2.3. Пусть 𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′), 𝑢

1
1−𝑞 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷) и 𝑁(𝑦,𝜙) ≤ 𝑏 < ∞ п. в. на

𝐷′. Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ индуцирует ограниченный оператор композиции в

весовых пространствах Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣) ∩𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢) тогда и только тогда,

когда

1) 𝜙 принадлежит классу 𝐴𝐶𝐿part(𝐷),

2) 𝜙 имеет конечное (𝑢,𝑣)-весовое искажение,

3) функция искажения 𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) ∈ 𝐿𝜅(𝐷

′), где 1
κ = 1

𝑞
− 1

𝑝
.

При этом 𝑐‖𝐻𝑢,𝑣
𝑝 (·) | 𝐿𝜅(𝐷′)‖ ≤ ‖𝜙*‖ ≤ ‖𝐻𝑢,𝑣

𝑝 (·) | 𝐿𝜅(𝐷′)‖.

Заметим, если отображение 𝜙 является гомеоморфизмом, то в качестве следствия полу-

чаем утверждение, близкое по содержанию к [65, Theorem A].

Следствие 2.4. Пусть 𝑣(𝑦) ∈ 𝐿1, loc(𝐷
′) и 𝑢

1
1−𝑞 (𝑥) ∈ 𝐿1, loc(𝐷). Гомеоморфизм 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ ин-

дуцирует ограниченный оператор композиции весовых пространств Соболева 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′, 𝑣)∩

𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑞(𝐷, 𝑢) тогда и только тогда, когда 𝜙 ∈ 𝐴𝐶𝐿(𝐷) и весовая функция искажения

𝐾𝑢,𝑣
𝑝 (𝑥) = inf{𝐾(𝑥) : |𝐷ℎ𝜙|(𝑥)𝑢

1
𝑞 (𝑥) ≤ 𝐾(𝑥)|𝐽(𝑥,𝜙)|

1
𝑝𝑣

1
𝑝 (𝜙(𝑥))} принадлежит 𝐿κ(𝐷). Норма

оператора ‖𝜙*‖ эквивалентна величине ‖𝐾𝑢,𝑣
𝑝 (𝑥) | 𝐿κ(𝐷)‖.
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Сформулируем еще одно утверждение в котором ограниченные операторы композиции в

пространствах Соболева ассоциируются с квазиконформными отображениями:

Следствие 2.5. Пусть весовые функции 𝑢, 𝑣 принадлежат классу Макенхаупта 𝐴𝜈, отоб-

ражение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ — гомеоморфизм, и неравенство 𝑣 ∘ 𝜙(𝑥) ≤ 𝑢(𝑥) выполнено для почти

всех 𝑥 ∈ 𝐷. Отображение 𝜙 квазиконформно тогда и только тогда, когда оператор компо-

зиции 𝜙* : 𝐿1
𝜈(𝐷

′, 𝑣) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝜈(𝐷, 𝑢) ограничен.
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Глава 3

Изоморфизмы пространств Соболева на

группах Карно и метрические свойства

отображений

3.1 Оператор композиции и класс 𝐼𝐿1
𝑝

Пусть 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G. Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принад-

лежит классу 𝐼𝐿1
𝑝, если 𝜙 индуцирует оператор композиции пространств Соболева

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑝(𝐷), 𝜙*(𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) ∩ 𝐶∞(𝐷′), (3.1)

такой, что

1) для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) справедливы неравенства

𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
, (3.2)

где постоянная 𝐾 не зависит от выбора от выбора функции 𝑓 ,

2) образ 𝜙* (︀𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′)
)︀

всюду плотен в 𝐿1
𝑝(𝐷).

Отметим, что условие 2 не зависит от условия 1. Действительно, рассмотрим отображе-

ние 𝜙 : R2 → R2, действующее по правилу 𝜙(𝑥1,𝑥2) = (|𝑥1|,𝑥2). Очевидно, что условие 1

выполнено. С другой стороны, образ 𝜙*(𝐿1
𝑝(R2)∩𝐶∞(R2)) будет состоять из функций четных

относительно 𝑥2 = 0, и, следовательно не будет плотным в 𝐿1
𝑝(R2).

Всюду далее отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит 𝐼𝐿1
𝑝.
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Лемма 3.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), 𝑓𝑛 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), 𝑓𝑛 → 𝑓 в пространстве 𝐿1
𝑝(𝐷

′) при 𝑛 → ∞ и

выполнены следующие условия:

1) функция 𝑓 ∘ 𝜙 определена п. в. на 𝐷 и п. в. принимает конечные значения,

2) для всех 𝑛 ∈ N 𝑓𝑛 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и |𝑓𝑛 ∘ 𝜙| < 𝐶, где 𝐶 — некоторая постоянная,

3) 𝑓𝑛 ∘ 𝜙(𝑥) → 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) при 𝑛→ ∞ для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷,

4) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓𝑛 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓𝑛 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓𝑛 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
.

Тогда

1) 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
.

Доказательство. Обозначим 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛 ∘ 𝜙(𝑥). По теореме Лебега о мажорируемой сходи-

мости последовательность {𝑔𝑛} сходится к функции 𝑓 ∘ 𝜙 в 𝐿1(𝐵) на всяком шаре 𝐵 ⊂ 𝐷.

Кроме того, последовательность градиентов {∇ℒ𝑔𝑛} фундаментальна в 𝐿𝑝(𝐷) и поэтому име-

ет предел в 𝐿𝑝(𝐷). Перечисленные свойства обеспечивают существование обобщенных про-

изводных у локально-суммируемой функции 𝑓 ∘ 𝜙, и эти производные принадлежат 𝐿𝑝(𝐷).

Следовательно, 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷).

Лемма 3.2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), 𝑓𝑛 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′), 𝑓𝑛 → 𝑓 в пространстве 𝐿1
𝑝(𝐷

′) при

𝑛→ ∞ и выполнены следующие условия:

1) функция 𝑓 ∘ 𝜙 определена п. в. на 𝐷 и п. в. принимает конечные значения,

2) 𝑓𝑛 ∘ 𝜙(𝑥) → 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) при 𝑛→ ∞ для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷.

Тогда

1) 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
.

Доказательство. Шаг 1. Пусть, сначала, 𝑓 непрерывная и ограниченая функция (|𝑓 | < 𝐶).

Можно считать, что |𝑓𝑛| < 2𝐶 для всех 𝑛 ∈ 𝑁 . Тогда по лемме 3.1 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷).

Шаг 2. Рассмотрим случай, когда |𝑓 | < 𝐶. Применяя срезки , можно считать, что |𝑓𝑛| <

2𝐶 для всех 𝑛 ∈ 𝑁 . Из шага 𝑓𝑛 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷). По лемме 3.1 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷).

Шаг 3. Пусть теперь 𝑓 — произвольная функция в 𝐿1
𝑝(𝐷

′), которую можно считать поло-

жительной, так как 𝑓 = 𝑓+ − 𝑓−, а 𝑓+,𝑓− ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′).

Фиксируем шар 𝐵0 ⊂ 𝐷. Можно считать, что 𝑓 ∘ 𝜙 = 0 на некотором множестве 𝐹 ⊂ 𝐵0

положительной меры. Действительно, множество {𝑥 ∈ 𝐵0 : 𝑓(𝜙(𝑥)) − 𝑘0 ≤ 0} будет иметь

положительную меру при некотором 𝑘0 ∈ N. Тогда вместо 𝑓 можно рассматривать функцию
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max{𝑓(𝑦)− 𝑘0,0}, а вместо последовательности {𝑓𝑛} — функции max{𝑓𝑛(𝑦)− 𝑘0,0}. При этом

𝑓𝑛 ∘ 𝜙→ 0 п. в. на 𝐹 при 𝑛→ ∞. (3.3)

Далее рассматриваем неотрицательную функцию 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такую, что множество 𝐹 =

{𝑥 ∈ 𝐵0 : 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) = 0} имеет положительную меру.

Определим монотонную последовательность функций 𝑢𝑚 = 𝑔𝑚 ∘ 𝜙, где 𝑔𝑚 = min{𝑓,𝑚}.

Поскольку 𝑔𝑚 является ограниченной функцией, 𝑢𝑚 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) в силу шага 1. Также 𝑢𝑚 → 𝑓 ∘𝜙

п. в. при 𝑚 → ∞. Действительно, для п. в. точек 𝑥 ∈ 𝐷 найдется номер 𝑚 такой, что

𝑓(𝜙(𝑥)) < 𝑚. Тогда 𝑢𝑘(𝑥) = 𝑓(𝜙(𝑥)) для всех 𝑘 > 𝑚.

Для произвольного шара 𝐵 ⊂ 𝐷 выберем область Джона 𝑈 ⊃ 𝐵 ∪ 𝐵0 и применим к

функциям 𝑢𝑚 неравенство Пуанкаре (1.22). При 𝑞 = 𝑝 выводим

∫︁
𝑈

|𝑢𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 ≤ diam𝑈

|𝐹 |
𝐶𝑟𝑝

∫︁
𝑈

|∇ℒ𝑢𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 =
diam𝑈

|𝐹 |
𝐶𝑟𝑝

∫︁
𝑈

|∇ℒ(𝑔𝑚 ∘ 𝜙(𝑥))|𝑝 𝑑𝑥

=
diam𝑈

|𝐹 |
𝐶𝑟𝑝‖𝜙*𝑔𝑚 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖𝑝 ≤ 𝐾
diam𝑈

|𝐹 |
𝐶𝑟𝑝‖𝑔𝑚 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖𝑝 ≤ 𝐶2‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖𝑝. (3.4)

В третьем неравенстве мы воспользовались результатом шага 1. Таким образом, 𝑢𝑚 ∈ 𝐿𝑝(𝐵).

Так как функции 𝑢𝑚 = 𝑔𝑚 ∘ 𝜙 монотонно возрастая сходятся на 𝐵 к функции 𝑓 ∘ 𝜙, то по

теореме Беппо Леви 𝑓 ∘𝜙 ∈ 𝐿𝑝(𝐵). Поскольку шар 𝐵 ⊂ 𝐷 произвольный, то композиция 𝑓 ∘𝜙

локально суммируема на 𝐷. Заметим еще, что последовательность градиентов ∇ℒ𝑢𝑚 явля-

ется фундаментальной в 𝐿𝑝(𝐷), поскольку таковой является последовательность градиентов

∇ℒ𝑔𝑚. Действительно, имеем

‖∇ℒ𝑔𝑙 −∇ℒ𝑔𝑚 | 𝐿𝑝(𝐷′)‖ ≤
∫︁

{𝑥∈𝐷′:𝑓(𝑥)≥𝑚}

|∇ℒ𝑓 |𝑝 𝑑𝑥 при 𝑙 > 𝑚.

Следовательно, 𝑓∘𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷). Таким образом, лемма доказана и в случае, когда 𝑓 не является

ограниченной.

Лемма 3.3. Пусть 𝑝 > 𝜈. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)

1) 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
,

где 𝑓 – непрерывный представитель 𝑓 .

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) и 𝑓 — непрерывный представитель 𝑓 . Тогда найдется

последовательность 𝑓𝑛 ∈ 𝐶∞(𝐷′) ∩ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), 𝑛 ∈ N, такая, что 𝑓𝑛 → 𝑓 в 𝐿1
𝑝(𝐷

′) и 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥)
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для всех 𝑥 ∈ 𝐷′ (см. замечание 1.3). Заметим, что композиция непрерывной функции 𝑓 c

отображением 𝜙 определена почти всюду на 𝐷. Тогда имеем

𝑓𝑛 ∘ 𝜙(𝑥) → 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) при 𝑛→ ∞ для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷. (3.5)

Таким образом, для функции 𝑓 выполнены условия леммы 3.2.

Нам понадобится следующее

Предложение 3.1 ([30, Лемма 1]). Предположим, что отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ порож-

дает ограниченный оператор

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑞(𝐷), 1 ≤ 𝑞 < 𝑝 ≤ ∞, 𝜙*𝑓 = 𝑓 ∘ 𝜙.

Тогда

Φ(𝐴′) = sup

𝑓∈
𝑜

𝐿1
𝑝(𝐴

′)∩𝐶∞(𝐴′)

⎛⎝‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷)‖

‖𝑓 |
𝑜

𝐿1
𝑝 (𝐴

′)‖

⎞⎠κ

, где κ =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝𝑞
𝑝−𝑞 при 𝑝 ≤ ∞,

𝑞 при 𝑝 = ∞;

— ограниченная счетно-аддитивная функция, определенная на открытых ограниченных

подмножествах 𝐴′ ⊂ 𝐷′.

Из леммы 1.8 можно получить следующее

Следствие 3.1 ([30, Следствие 1]). Аддитивная функция множеств из предложения 3.1

абсолютно непрерывна.

Замечание 3.1. В [30] утверждения следствия 3.1 и предложения 3.1 доказаны в R𝑛. Подоб-

но тому, как это было сделано в [47], доказательства с очевидными изменениями переносятся

и на группу Карно.

Лемма 3.4 ( [30, Теорема 4]). Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ порождает ограниченный

мономорфизм

𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞
0 (𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷), 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝜈,

то отображение 𝜙 обладает 𝒩−1-свойством Лузина.

Доказательство. Сначала покажем, что прообраз всякого открытого множества имеет по-

ложительную меру. Пусть 𝑈 ⊂ 𝐷′ – открытое множество. Покажем, что |𝜙−1(𝑈)| > 0. Пред-

положим, что это не так, т. е. |𝜙−1(𝑈)| = 0. Поскольку 𝑈 является открытым множеством,
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можно выбрать шар 𝐵 = 𝐵(𝑦0,𝑟) так, что 2𝐵 = 𝐵(𝑦0,2𝑟) ⊂ 𝑈 . Возьмем функцию класса

𝑓 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷′) такую, что 𝑓 = 1 на 𝐵 и 𝑓 = 0 вне 2𝐵. Таким образом, 𝑓 ̸≡ 0. С другой сторо-

ны, 𝜙*𝑓 = 0 почти всюду на 𝐷. Следовательно, 𝜙*𝑓 = 0, чего быть не может, поскольку 𝜙*

является мономорфизмом. Таким образом, прообраз любого открытого множества не может

иметь нулевую меру.

Фиксируем срезку 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (G), равную единице на 𝐵(0,1) и равную нулю вне шара 𝐵(0,2).

Рассмотрим шар 𝐵 = 𝐵(𝑦0,𝑟) ⊂ 𝐷′ такой, что 𝐵 = 𝐵(𝑦0,2𝑟) ⊂ 𝐷′, и функцию 𝑓(𝑦) =

𝜂(𝛿𝑟−1(𝑦−1
0 𝑦)) ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′). Для полунормы этой функции выполнена следующая оценка

‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ ≤ 𝐶𝑟
1
𝑝
− 1

𝜈 . (3.6)

Случай 𝑝 < 𝜈. Поскольку оператор 𝜙* ограничен (‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖ ≤ ‖𝜙*‖ · ‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖) и

из оценки (3.6) , имеем

‖𝜙*𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖ ≤ ‖𝜙*‖ · ‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖ ≤ 𝐶1‖𝜙*‖ · |𝐵|

1
𝑝
− 1

𝜈 . (3.7)

Фиксируем открытое множество 𝑈 ⊂ 𝐷′. Выберем покрытие области 𝐷 счетным числом

шаров 𝑄0, 𝑄1, 𝑄2, . . . так, чтобы 𝑄𝑙 ⊂ 𝐷 и
⋃︀
𝑙

𝑄𝑙 = 𝐷. Пусть множество нулевой меры 𝐸 ⊂ 𝐷′

находится на положительном расстоянии от открытого множества 𝑈 . По теореме Лузина

найдется компактное множество 𝑇 ⊂ 𝜙−1(𝑈) положительной меры такое, что отображение 𝜙

непрерывно на 𝑇 и, следовательно, 𝜙(𝑇 ) – тоже компактное множество. Кроме того, можно

считать, что 𝑇 ⊂ 𝑄0. Рассмотрим открытое множество конечной меры 𝑉 ⊂ 𝐷′ (сколь угодно

малой меры, скажем, |𝑉 | = 𝜀) такое, что 𝑉 ⊃ 𝐸 и 𝑉 ∩𝜙(𝑇 ) = ∅. Пусть наборы {𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)} ⊂ 𝑉

и {𝐵(𝑦𝑖,2𝑟𝑖)} ⊂ 𝑉 образуют конечнократные покрытия множества 𝑉 . Для функции 𝑓𝑖(𝑦) =

𝜂(𝛿𝑟−1
𝑖
(𝑦−1
𝑖 𝑦)) имеем 𝜙*𝑓𝑖 = 1 на 𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)) и 𝜙*𝑓𝑖 = 0 вне 𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,2𝑟𝑖)), в частности,

𝜙*𝑓𝑖 = 0 на множестве 𝑇 . В этом случае оценка (3.7) имеет вид

‖𝜙*𝑓𝑖 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖ ≤ 𝐶1‖𝜙*‖ · |𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)|

1
𝑝
− 1

𝜈 . (3.8)

Кроме того, справедлива также оценка меры прообраза 𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)):

|𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖))| ≤
∫︁
𝐷

|𝜙*𝑓𝑖|𝑞 𝑑𝑥, (3.9)

где 1 ≤ 𝑞. Для произвольного шара 𝑄𝑗 из покрытия {𝑄𝑙} найдется область Джона Ω ⊂ 𝐷

(Ω ∈ 𝐽(𝛼, 𝛽)) такая, что 𝑄𝑗 ⊂ Ω и 𝑄0 ⊂ Ω (лемма 1.3). Далее мы воспользуемся неравенством
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Пуанкаре (1.22) (︁∫︁
Ω

|𝑔|𝑝* 𝑑𝑥
)︁ 1

𝑝* ≤ 𝐶2(diam(Ω))
𝜈
𝑝*
(︁∫︁
Ω

|∇ℒ𝑔|𝑝 𝑑𝑥
)︁ 1

𝑝
, (3.10)

где 𝑞 = 𝑝* = 𝑝𝜈
𝜈−𝑝 и 𝑔 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷) – произвольная функция, равная нулю на множестве 𝑇 ⊂ 𝑄0 ⊂ Ω

положительной меры, а постоянная 𝐶2 имеет следующий вид

𝐶2 =
𝐶

|𝑇 |
1
𝑝*

(︂
𝛼

𝛽

)︂𝜈
.

Подставим в неравенство (3.10) функцию 𝑔 = 𝜙*𝑓𝑖 и применим оценки (3.8) и (3.9). При-

ходим к цепочке неравенств

|𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)) ∩𝑄𝑗|
1
𝑝
− 1

𝜈 ≤
(︁∫︁
Ω

|𝜙*𝑓𝑖|𝑝
*
𝑑𝑥
)︁ 1

𝑝* ≤ 𝐶2(diam(Ω))
𝜈
𝑝*
(︁∫︁
Ω

|∇ℒ𝜙
*𝑓𝑖|𝑝 𝑑𝑥

)︁ 1
𝑝 ≤

𝐶2(diam(Ω))
𝜈
𝑝*𝐶1‖𝜙*‖ · |𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)|

1
𝑝
− 1

𝜈 ,

откуда

|𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)) ∩𝑄𝑗| ≤ 𝐶4|𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)|. (3.11)

Поскольку {𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)} образуют конечнократное покрытие 𝑉 , можно заключить, что

∑︁
𝑖

|𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)) ∩𝑄𝑗| ≤ 𝐶4

∑︁
𝑖

|𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)| ≤ 𝐶4𝜁𝜈 |𝑉 |, (3.12)

где постоянная 𝜁𝜈 – кратность покрытия. Так как множества 𝜙−1(𝐵(𝑦𝑖,𝑟𝑖)) ∩ 𝑄𝑗 покрывают

𝜙−1(𝐸)∩𝑄𝑗, а множество 𝑉 имеет сколь угодно малую меру, получаем |𝜙−1(𝐸)∩𝑄𝑗| = 0 для

произвольного шара 𝑄𝑗 из счетного набора {𝑄𝑙}. Следовательно, |𝜙−1(𝐸)| = 0.

Если множество 𝐸 ⊂ 𝐷′ ∖ 𝑈 нулевой меры такое, что dist(𝐸,𝑈) = 0, то его можно пред-

ставить в виде 𝐸 =
⋃︀
𝐸𝑘, где 𝐸𝑘 = {𝑦 ∈ 𝐸 : dist(𝑦,𝑈) ≥ 1

𝑘
}. Тогда 𝜙−1(𝐸) ⊂

⋃︀
𝜙−1(𝐸𝑘). Так

как |𝜙−1(𝐸𝑘)| = 0, то и |𝜙−1(𝐸)| = 0.

Таким образом, для всех множеств 𝐸 ⊂ 𝐷′ ∖ 𝑈 нулевой меры прообраз 𝜙−1(𝐸) имеет

нулевую меру. Другими словами, если |𝐸| = 0, то |𝜙−1(𝐸 ∖ 𝑈)| = 0.

Пусть теперь 𝑈1 — другое открытое множество, находящееся на положительном расстоя-

нии от 𝑈 . Любое множество 𝐸 ⊂ 𝐷′ может быть представлено в виде 𝐸 = (𝐸 ∖𝑈)∪ (𝐸 ∖𝑈1).

Если множество 𝐸 имеет нулевую меру, то |𝜙−1(𝐸∖𝑈)| = 0 и |𝜙−1(𝐸∖𝑈1)| = 0, следовательно,

|𝜙−1(𝐸)| ≤ |𝜙−1(𝐸 ∖ 𝑈)|+ |𝜙−1(𝐸 ∖ 𝑈1)| = 0.
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Случай 𝑝 = 𝜈. Фиксируем произвольный шар 𝐵1 ⊂ 𝐷, тогда если 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐵1), то 𝑔 ∈

𝐿1
𝑞(𝐵1), где 𝑞 < 𝜈. Рассмотрим ограниченный оператор

𝜙*
𝐵 : 𝐿1

𝜈(𝐷
′) → 𝐿1

𝑞(𝐵1),

определенный по следующему правилу 𝜙*
𝐵𝑓 = 𝜙*𝑓 |𝐵1 . В этом случае неравенство (3.7) при-

нимает вид

‖𝜙*
𝐵𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐵1)‖ ≤ 𝐶1Φ(2𝐵)
1
κ , (3.13)

где функция Φ из предложения 3.1.

Пусть 𝐸 — множество нулевой меры и 𝑉 ⊃ 𝐸 — открытое множество меры 𝜀 > 0. Вы-

берем совокупность шаров {𝐵𝑖} такую, что 2𝐵 ⊂ 𝑉 и оба набора {𝐵𝑖}, {2𝐵𝑖} образуют

конечнократные покрытия множества 𝑉 . По аналогии с рассуждениями для случая 𝑝 < 𝜈 и

используя лемму 1.8, получаем

|𝜙−1(𝐸) ∩𝐵1| ≤
∑︁
𝑖

|𝜙−1(𝐵𝑖)| ≤ 𝐶
∑︁
𝑖

Φ(2𝐵𝑖) ≤ 𝐶𝜁𝑁Φ(𝑉 ).

Используя абсолютную непрерывность функции Φ (следствие 3.1), вводим, что |𝐵1 ∩

𝜙−1(𝐸)| = 0 для любого множества нулевой меры 𝐸 ∈ 𝐷′. В силу произвольности шара

𝐵1 получаем требуемое.

В итоге прообраз любого множества нулевой меры также является множеством меры

нуль, т. е. отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ обладает 𝒩−1-свойством Лузина.

Лемма 3.5. Пусть 𝑝 ≤ 𝜈, тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)

(1) 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

(2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), и {𝑓𝑛} — последовательность функций из 𝐶∞(𝐷′) ∩

𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что ‖𝑓 − 𝑓𝑛 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ → 0 и 𝑓𝑛 → 𝑓 почти всюду на 𝐷′ (см. замечание 1.3).

Поскольку оператор (3.1) является мономорфизмом (см. замечание 3.2), то отображение 𝜙

обладает 𝒩−1-свойством Лузина (лемма 3.4). Следовательно, функция 𝑓 ∘ 𝜙 определена п.

в. на 𝐷 и

𝑓𝑛 ∘ 𝜙→ 𝑓 ∘ 𝜙 п. в. на 𝐷.

Далее, из леммы 3.2 получаем требуемые утверждения (1) и (2).

Лемма 3.6. Пусть 𝜙 ∈ 𝐼𝐿1
𝑝. Тогда оператор 𝜙* : 𝐿1

𝑝(𝐷
′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1

𝑝(𝐷) продолжается

по непрерывности до оператора ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) и обладает следующими свойствами:
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(1) значение оператора ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) на классах [𝑓 ] ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) можно найти по

формуле:

̃︁𝜙*([𝑓 ]) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 ∘ 𝜙 при 𝑝 ≤ 𝜈, где 𝑓 — произвольный представитель класса [𝑓 ],

̃︀𝑓 ∘ 𝜙 при 𝑝 > 𝜈, где ̃︀𝑓 — непрерывный представитель класса [𝑓 ];

(2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦̃︁𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
;

(3) ̃︁𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) — изоморфизм.

Доказательство. Поскольку 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) плотно в 𝐿1
𝑝(𝐷

′), оператор 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩

𝐶∞(𝐷′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) можно продолжить по непрерывности на 𝐿1

𝑝(𝐷
′): пусть 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷
′), вы-

бираем последовательность 𝑓𝑛 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′) такую, что 𝑓𝑛 → 𝑓 в 𝐿1
𝑝(𝐷

′). Тогда последо-

вательность 𝜙*𝑓𝑛 будет сходится в пространстве 𝐿1
𝑝(𝐷). С другой стороны, можно считать,

что эта же последовательность сходится поточечно. На основании леммы 3.2 естественно по-

ложить lim
𝑛→∞

𝜙*𝑓𝑛 = 𝑓 ∘ 𝜙, поскольку композиция 𝑓 ∘ 𝜙 определена п. в. при 𝑝 ≤ 𝜈 (при 𝑝 > 𝜈

следует рассматривать непрерывный представитель ̃︀𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)).

Из лемм 3.3 и 3.5 для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) имеем 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷), при 𝑝 ≤ 𝜈

и ̃︀𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷), при 𝑝 > 𝜈, откуда получаем утверждения (1), (2). Свойство (2) влечет

изоморфность оператора ̃︁𝜙*.

Далее предполагаем, что оператор 𝜙* определен на 𝐿1
𝑝(𝐷

′).
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3.2 Квазиизометрические отображения и оператор ком-

позиции

Определение 3.1. Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′ двух открытых множеств называется квази-

изометрией, если выполнены условия

lim
𝑦→𝑥
𝑦∈𝐷

𝑑(Φ(𝑦),Φ(𝑥))

𝑑(𝑦,𝑥)
≤𝑀 и lim

𝑦→𝑧
𝑦∈𝐷′

𝑑(Φ−1(𝑦),Φ−1(𝑧))

𝑑(𝑦,𝑧)
≤𝑀 (3.14)

для всех 𝑥 ∈ 𝐷 и 𝑧 ∈ 𝐷′, 𝑀 — некоторая константа, не зависящая от выбора точек 𝑥 ∈ 𝐷 и

𝑧 ∈ 𝐷′, d — метрика Карно –Каратеодори на группе G.

Приводимое ниже определение квазиизометрического гомеоморфизма эквивалентно опре-

делению 3.1.

Определение 3.2. Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′, где 𝐷,𝐷′ ⊂ G, из неголономного класса

Соболева 𝑊 1
1, loc(𝐷,G) называется квазиизометрией, если

|𝐷Φ(𝑥)| ≤𝑀 и 0 < 𝛼 ≤ | det𝐷Φ(𝑥)| (3.15)

для п. в. 𝑥 ∈ 𝐷, где постоянные 𝑀 и 𝛼 не зависят от 𝑥.

Используя неравенство Адамара (| det𝐷Φ(𝑥)| ≤ |𝐷Φ(𝑥)|𝜈 ), из условия (3.15) следует

𝐿−1 ≤ |𝐷Φ(𝑥)| ≤ 𝐿, (3.16)

где постоянная 𝐿 такая, что 𝐿−1 ≤ 𝛼
1
𝜈 и 𝐿 ≥𝑀 .

Определение 3.2 эквивалентно определению, сформулированному в работе [66]:

Определение 3.3. Пусть 𝑈 — открытое множество на группе Карно G, и пусть Φ : 𝑈 → G

— гомеоморфизм класса Соболева 𝑊 1
1, loc(𝑈,G). Отображение Φ является квазиизометрией,

если якобиан 𝐽(𝑥,Φ) сохраняет знак на 𝑈 и 𝐿−1|𝜉| ≤ |𝐷Φ(𝑥)𝜉| ≤ 𝐿|𝜉| для всех 𝜉 ∈ 𝑉1 и для

почти всех 𝑥 ∈ 𝑈 , где постоянная 𝐿 ≥ 1 .

Следующая лемма устанавливает связь между квазиизометриями и локально билипши-

цевыми отображениями (см. определение 1.5).

Лемма 3.7 ([66, Lemma 1]). Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′ является квазиизометрией тогда и

только тогда, когда отображение Φ локально-билипшицево с одной и той же постоянной

билипшицевости.
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Основной результат этой главы для случая 𝑝 ̸= 𝜈 сформулирован в следующей теореме.

Теорема 3.1. Пусть 𝑝 ≥ 1, 𝑝 ̸= 𝜈, и 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G (здесь 𝜈 —

хаусдорфова размерность G). Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу

𝐼𝐿1
𝑝 тогда и только тогда, когда 𝜙 совпадает п. в. с некоторой квазиизометрией Φ : 𝐷 →

Φ(𝐷), для которой области Φ(𝐷) и 𝐷′ (1,𝑝)-эквивалентны.

Замечание 3.2. (1) В силу двухсторонней оценки (3.2) оператор (3.1) является мономор-

физмом.

(2) В лемме 3.6 показано, что оператор (3.1) продолжается по непрерывности до изоморфиз-

ма пространств Соболева 𝐿1
𝑝, и продолженный оператор будет также оператором композиции

в определенном смысле.

Определение 3.4. Два открытых множества 𝐷1 и 𝐷2 называются (1,𝑝)-эквивалентными,

если операторы ограничения

𝑟𝑖 : 𝐿
1
𝑝(𝐷1 ∪𝐷2) → 𝐿1

𝑝(𝐷𝑖), 𝑟𝑖(𝑓) = 𝑓 |𝐷𝑖
, где 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷1 ∪𝐷2),

являются изоморфизмами.

Это определение эквивалентно определению из [67], а также определению из [A1]:

Определение 3.5 ([A1, Определение 2]). Два открытых множества 𝐷1 и 𝐷2 называются

(1,𝑝)-эквивалентными, если операторы ограничения

𝑟𝑖 : 𝐿
1
𝑝(𝐷𝑖) → 𝐿1

𝑝(𝐷1 ∩𝐷2), 𝑟𝑖(𝑓) = 𝑓 |𝐷1∩𝐷2 , где 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷𝑖),

таковы, что 𝑟−1
2 ∘ 𝑟1, 𝑟−1

1 ∘ 𝑟2 являются изоморфизмами

Далее нам понадобятся следующие очевидные свойства непрерывных функций.

Предложение 3.2. 1) Пусть 𝑓 , 𝑔 — непрерывные функции на множество 𝑇 , состоящем

из точек положительной плотности. Если 𝑓 = 𝑔 п. в. на 𝑇 , то 𝑓 = 𝑔 всюду на 𝑇 .

2) Непрерывная функция 𝑓 : 𝐷 → R определяется однозначно своими значениями на

плотном в 𝐷 множестве 𝑇 .
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3.2.1 Случай 𝑝 > 𝜈

Лемма 3.8. Пусть 𝑝 > 𝜈 и 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ — измеримое отображение (где 𝐷,𝐷′ — области в

G). Предположим, что выполнены следующие условия:

(1) отображение 𝜙 непрерывно на некотором множестве 𝑇 ⊂ 𝐷, все точки множества

𝑇 являются точками положительной плотности в G;

(2) для любой локально липшицевой функции 𝑓 с компактным носителем в 𝐷′ верно

𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и

||𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑝(𝐷)|| ≤ 𝐶||𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)||. (3.17)

Тогда для любых двух точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑇 , 𝑥0 ̸= 𝑥1, таких, что 𝐵(𝑥1, 𝑑(𝑥0, 𝑥1)) ⊂ 𝐷, справедливо

неравенство

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥0,𝑥1). (3.18)

Если вместо условия 2) выполнено условие

(2′) для любой локально липшицевой функции 𝑔 с компактным носителем в 𝐷 суще-

ствует функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜙 и

||𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)|| ≤ 𝐶 ′||𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑝(𝐷)||, (3.19)

то для любых двух точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝑇 таких, что 𝐵(𝜙(𝑥1), 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))) ⊂ 𝐷′ и 𝜙(𝑥0) ̸=

𝜙(𝑥1), выполняется неравенство

𝑑(𝑥0,𝑥1) ≤ 𝑐′𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)). (3.20)

Здесь постоянные 𝑐 и 𝑐′ зависят только от 𝜈, 𝑝, 𝐶 и 𝐶 ′.

Доказательство. Если 𝜙(𝑥0) = 𝜙(𝑥1), то неравенство (3.18) очевидно.

Пусть 𝜙(𝑥0) ̸= 𝜙(𝑥1) и выполнены условия 1) и 2). Рассмотрим функцию

𝑓(𝑦) =

(︂
1− 𝑑(𝑦,𝜙(𝑥1))

𝑑(𝜙(𝑥0),𝜙(𝑥1))

)︂+

, (3.21)

где (·)+ — положительная часть числа. Заметим, что 𝑓(𝜙(𝑥0)) = 0, 𝑓(𝜙(𝑥1)) = 1. В силу

леммы 1.1 справедливы оценки

‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ ≤ ‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(G)‖ ≤ κ

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))1−𝜈/𝑝
, (3.22)
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где постоянная κ зависит от меры единичного шара.

Носитель функции 𝑓 содержится в шаре 𝐵(𝜙(𝑥1), 𝑑(𝜙(𝑥1), 𝜙(𝑥0))). Пусть 𝑔 – непрерывный

представитель 𝑓 ∘𝜙. По лемме 3.6 непрерывная функция 𝑔 совпадает с 𝑓 ∘𝜙 п. в. на 𝐷. Однако

на множестве 𝑇 , состоящем из точек положительной плотности, отображение 𝜙 непрерывно.

Поэтому 𝑔|𝑇 (𝑥) = 𝑓 ∘ 𝜙|𝑇 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑇 . Следовательно, имеем 𝑔(𝑥0) = 0 и 𝑔(𝑥1) = 1.

По лемме 1.5 для любой непрерывной функции 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) такой, что 𝑔(𝑥0) = 0 и 𝑔(𝑥1) = 1,

справедлива оценка
1

𝑑(𝑥0, 𝑥1)1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾‖𝑔 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖. (3.23)

Возвращаясь к тому, что 𝑔 = 𝑓 ∘𝜙, где 𝑓 определена в (3.21), с учетом соотношений (3.23),

(3.22) и ‖𝑔 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖ ≤ 𝐶‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖ имеем

1

𝑑(𝑥0,𝑥1)1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾‖𝑔 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖ ≤ 𝐾𝐶 · ‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ =
𝐾𝐶𝑒

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))1−𝜈/𝑝
.

Отсюда

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥0, 𝑥1), (3.24)

где постоянная 𝑐 зависит только от 𝜈, 𝑝, и 𝐶.

Пусть выполнены условия 1) и 2′). Рассмотрим функцию

𝑔(𝑥) =

(︂
1− 𝑑(𝑥, 𝑥1)

𝑑(𝑥0, 𝑥1)

)︂+

. (3.25)

Снова отметим, что 𝑔(𝑥0) = 0, 𝑔(𝑥1) = 1, и справедлива оценка (лемма 1.1)

‖𝑔 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ ≤ 𝑒

𝑑(𝑥0, 𝑥1)1−𝜈/𝑝
. (3.26)

Пусть функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такова, что 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜙 (можно считать, что 𝑓 непрерывна).

Поскольку отображение 𝜙 непрерывно на 𝑇 , имеем 𝑓 ∘ 𝜙|𝑇 (𝑥) = 𝑔|𝑇 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑇

(предложение 3.2). Тогда 𝑓(𝜙(𝑥0)) = 0, 𝑓(𝜙(𝑥1)) = 1 и в силу леммы 1.5 получаем

1

𝑝(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾 ′‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖. (3.27)

Используя соотношения ‖𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)‖ ≤ 𝐶 ′ · ‖𝑔 | 𝐿1
𝑝(𝐷)‖, (3.26) и (3.27), выводим:

1

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))1−𝜈/𝑝
≤ 𝐾 ′‖𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)‖ ≤ 𝐾 ′𝐶 ′ · ‖𝑔 | 𝐿1

𝑝(𝐷)‖ ≤ 𝐾 ′𝐶 ′𝑒

𝑑(𝑥0, 𝑥1)1−𝜈/𝑝
. (3.28)
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Отсюда

𝑑(𝑥0, 𝑥1) ≤ 𝑐′𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)), (3.29)

где постоянная 𝑐′ зависит только от 𝜈, 𝑝, и 𝐶 ′.

Теорема 3.2. Пусть 𝑝 > 𝜈, а 𝐷,𝐷′ ⊂ G — две области. Если измеримое отображение

𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ таково, что для любой ограниченной функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) выполнены условия

(1) 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

(2) 𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
,

где 𝑓 – непрерывный представитель 𝑓 и 𝐾 — положительная константа. Тогда отобра-

жение 𝜙 совпадает п. в. с некоторой квазиизометрией.

Доказательство. По лемме 1.6 с учетом замечаний 1.6 и 1.7 найдется возрастающая после-

довательность множеств {̃︀𝑇𝑘} ⊂ 𝐷 такая, что отображение 𝜙 непрерывно на каждом ̃︀𝑇𝑘 и

|𝐷 ∖
⋃︀
𝑘

̃︀𝑇𝑘| = 0, где ̃︀𝑇𝑘 состоят только из точек ненулевой плотности. Тогда областью опреде-

ления отображения 𝜙 можно считать множество

Dom2 𝜙 =
⋃︁
𝑘

̃︀𝑇𝑘. (3.30)

Пусть 𝑥0, 𝑥1 ∈ Dom2 𝜙 – две различные точки. Тогда найдется номер 𝑘 такой, что 𝑥0, 𝑥1 ∈

𝑇𝑘. Сначала покажем, что для двух таких точек имеем 𝜙(𝑥0) ̸= 𝜙(𝑥1). Пусть, напротив,

𝜙(𝑥0) = 𝜙(𝑥1). Рассмотрим непрерывную функцию 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) такую, что 𝑓(𝑥0) ̸= 𝑓(𝑥1)

(очевидно, что такая функция найдется, так как точки 𝑥0 и 𝑥1 находятся на положительном

расстоянии). По лемме 3.6 найдется функция 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑓 = 𝜙*𝑔. В силу леммы

3.3 имеем 𝑓 = 𝜙*𝑔 = 𝑔 ∘𝜙 п. в. на ̃︀𝑇𝑘, где 𝑔 — непрерывный представитель 𝑔. Отображение 𝜙

непрерывно на ̃︀𝑇𝑘, поэтому 𝑔∘𝜙 тоже непрерывно на ̃︀𝑇𝑘 и, следовательно, 𝑓 |̃︀𝑇𝑘(𝑥) = 𝑔∘𝜙|̃︀𝑇𝑘(𝑥)
для всех 𝑥 ∈ ̃︀𝑇𝑘, так как точки множества ̃︀𝑇𝑘 имеют положительную плотность (предложение

3.2). Но тогда 𝑓(𝑥0) = 𝑔(𝜙(𝑥0)) = 𝑔(𝜙(𝑥1)) = 𝑓(𝑥1), т. е. 𝑓(𝑥0) = 𝑓(𝑥1), что противоречит

выбору функции 𝑓 . Итак, 𝜙(𝑥0) ̸= 𝜙(𝑥1) при 𝑥0 ̸= 𝑥1.

Кроме того, выполнено условие (1) леммы 3.8, если в качестве множества 𝑇 взять ̃︀𝑇𝑘.
Поскольку 𝜙* : 𝐿1

𝑝(𝐷
′) → 𝐿1

𝑝(𝐷) является ограниченным оператором, то для любой лип-

шицевой функции 𝑓 с компактным носителем верно 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и

||𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑝(𝐷)|| ≤ 𝐶||𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)||.
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Таким образом, выполнено условие (2) леммы 3.8. Следовательно,

𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥0, 𝑥1).

Получим неравенство, обратное к (3.24). Поскольку оператор 𝜙* : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(𝐷) изо-

морфен, то для любой липшицевой функции 𝑔 с компактным носителем в 𝐷 существует

функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜙 и

||𝑓 | 𝐿1
𝑝(𝐷

′)|| ≤ 𝐶 ′||𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑝(𝐷)||.

Другими словами, выполнено условие (2′) леммы 3.8. Значит,

𝑑(𝑥0, 𝑥1) ≤ 𝑐′𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) (3.31)

при условии, что 𝐵(𝜙(𝑥0), 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))) ⊂ 𝐷′. Из неравенств (3.24) и (3.31) получаем, что

для для достаточно близких точек 𝑥0, 𝑥1 ∈ Dom2 𝜙 выполнены неравенства

1

𝑐′
𝑑(𝑥0, 𝑥1) ≤ 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥0, 𝑥1). (3.32)

Действительно, левая часть этих соотношений справедлива при условии 𝑑(𝑥0, 𝑥1) <

𝑐−1𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜕𝐷
′), так как в этом случае 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥0, 𝑥1) < 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜕𝐷

′) и, сле-

довательно,

𝐵(𝜙(𝑥0), 𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜙(𝑥1))) ⊂ 𝐷′.

Заметим, что неравенства (3.32) выполняются при выполнении следующего условия:

𝑑(𝑥0, 𝑥1) < 𝑟𝑥0 = min(𝑑(𝑥0, 𝜕𝐷), 𝑐−1𝑑(𝜙(𝑥0), 𝜕𝐷
′)).

Рассмотрим произвольное положительное число 𝜌𝑥0 < 𝑟𝑥0 . Подберем его так, чтобы для

любых точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0) одновременно выполнялись два условия:

𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝜕𝐷) и 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑐−1𝑑(𝜙(𝑥), 𝜕𝐷′).
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Для выполнения первого неравенства достаточно выбрать 𝜌𝑥0 так, чтобы 0 < 𝜌𝑥0 < 𝑟𝑥0/3.

Действительно, в этом случае выводим

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥0) + 𝑑(𝑥0, 𝑦) ≤ 2𝜌𝑥0 < 𝑟𝑥0 − 𝜌𝑥0 < 𝑑(𝑥, 𝜕𝐷).

Для обеспечения второго неравенства фиксируем произвольное 0 < 𝜌𝑥0 < 𝑟𝑥0/3 так, чтобы

diam𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0)) < 𝑐−1𝑐′ dist(𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0)), 𝜕𝐷
′).

Это можно сделать, так как diam𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌)) убывает при уменьшении 𝜌, а

dist(𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌)), 𝜕𝐷
′) возрастает при уменьшении 𝜌. При таком выборе 𝜌𝑥0 получаем

𝑑(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑐𝑐′−1 diam𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌0)) < dist(𝜙(𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0)), 𝜕𝐷
′) ≤ 𝑑(𝜙(𝑥), 𝜕𝐷′).

Таким образом, для любых точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0) ⊂ 𝐷 выполняются включение

𝐵(𝜙(𝑥), 𝑑(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦))) ⊂ 𝐷′,

а значит, неравенства
1

𝑐′
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦)) ≤ 𝑐𝑑(𝑥, 𝑦).

Обозначим 𝐷1 =
⋃︀

𝑥0∈Dom2(𝜙)

𝐵(𝑥0, 𝜌𝑥0). Имеем 𝐷1 ⊂ 𝐷 и |𝐷 ∖ 𝐷1| = 0. Кроме того, 𝜙 :

Dom2(𝜙) → 𝐷′ продолжается по непрерывности до локально-билипшицего отображения Φ :

𝐷1 → 𝐷′ ⊂ G. Заметим, что Φ : 𝐷1 → 𝐷′ ⊂ G — инъективное отображение. Пусть напротив

Φ(𝑥) = Φ(𝑦) для некоторых различных точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷1. Тогда найдутся шары 𝐵(𝑥, 𝑟) и

𝐵(𝑦, 𝑟), замыкания которых дизъюнктны, а пересечение Φ(𝐵(𝑥, 𝑟)) ∩ Φ(𝐵(𝑦, 𝑟)) — открытое

множество. Очевидно, что любая функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷), равная нулю на 𝐵(𝑥, 𝑟) и единице на

𝐵(𝑦, 𝑟), не может быть получена как образ 𝜙*(𝑔) некоторой непрерывной функции 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′),

поскольку мера образа Φ(𝐷1 ∖ Dom2 𝜙) равна нулю. Следовательно, Φ : 𝐷1 → 𝐷′ ⊂ G —

гомеоморфизм.

Рассмотрим набор шаров 𝑄𝐿 = 𝐵(𝑒, 𝐿), 𝐿 ∈ N, и гладкие финитные функции

𝜂𝐿(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, 𝑦 ∈ 𝑄𝐿,

0, 𝑦 ̸∈ 𝑄𝐿+1.
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Пусть 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ 𝐷1. Предположим, что существует последовательность {𝑥𝑛 ∈ 𝐷1} такая,

что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥, а последовательность образов {Φ(𝑥𝑛)} ограничена: найдется число 𝐿 такое,

что {Φ(𝑥𝑛)} ⊂ 𝑄𝐿−1 для всех 𝑛 ∈ N. Тогда не может быть такого, чтобы для какой-нибудь

последовательности {𝑦𝑛 ∈ 𝐷1} такой, что lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑥, последовательность образов {Φ(𝑦𝑛)}

была бы неограниченной. Действительно, функция 𝜙*(𝜂𝐿) непрерывна и в точках множества

Dom2 𝜙 совпадает с композицией 𝜂𝐿∘𝜙. Так как Dom2 𝜙 плотно в𝐷1, то непрерывная функция

𝜙*(𝜂𝐿) равна композиции 𝜂𝐿 ∘Φ во всех точках множества 𝐷1. Отсюда имеем 𝜙*(𝜂𝐿)(𝑥𝑛) = 1

для всех 𝑛 ∈ N и lim
𝑛→∞

𝜙*(𝜂𝐿)(𝑦𝑛) = 0, что противоречит непрерывности функции 𝜙*(𝜂𝐿).

Рассмотрим непрерывные функции 𝑦𝑖 · 𝜂𝐿 ∈ 𝐿1
𝑝(G). Тогда 𝜙*(𝑦𝑖 · 𝜂𝐿)(𝑥) ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷) будет

непрерывной функцией, совпадающей поточечно с функцией Φ𝑖(𝑥) · 𝜂𝐿(Φ(𝑥)) на 𝐷1. Из усло-

вия Φ𝑖(𝑥𝑛) = Φ𝑖(𝑥𝑛)·𝜂𝐿(Φ(𝑥𝑛)) для Φ(𝑥𝑛) ∈ 𝑄𝐿 вытекает, что последовательность Φ(𝑥𝑛) имеет

предел. По критерию Гейне отображение Φ : 𝐷1 → G имеет предел при 𝑦 → 𝑥 по множе-

ству 𝐷1. Полагая значение Φ(𝑥) равным этому пределу, получаем непрерывное продолжение

отображения Φ в точку 𝑥.

Остается рассмотреть множествo точек

𝐹 = {𝑥 ∈ 𝐷 ∖𝐷1 : 𝑑(𝜙(𝑥𝑛)) → ∞ для любой последовательности 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑥𝑛 ∈ 𝐷1}.

Заметим, что множество 𝐹 замкнуто. Предположим 𝐹 ̸= ∅. Выберем точку 𝑥 ∈ 𝐷1 и шар

𝐵(𝑥,𝜌) ⊂ 𝐷1 так, чтобы 𝐵(𝑥,𝜌)∩𝐹 ̸= ∅. Пусть 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝜌)∩𝐹 . Найдется кривая конечной дли-

ны 𝛾 ⊂ 𝐵(𝑥,𝑑(𝑥,𝑦)) соединяющая точки 𝑥 и 𝑦. Образ этой кривой Φ(𝛾) также имеет конечную

длину (см. доказательство леммы 1 из [66]). Следовательно, существует последовательность

точек 𝑥𝑛 ∈ 𝐷1 такая, что последовательность Φ(𝑥𝑛) ограничена. Последнее противоречит

определению множества 𝐹 . Следовательно, 𝐹 = ∅.

Таким образом, мы построили отображение Φ : 𝐷 → G, которое очевидно непрерывно.

Докажем его открытость. Фиксируем точку 𝑥 ∈ 𝐷 ∖𝐷1 и полагаем 𝑧 = Φ(𝑥). Из условий

теоремы вытекает (см. детали ниже в доказательстве леммы 3.16), что отображение Φ : 𝐷 →

G принадлежит классу Соболева𝑊 1
𝜈, loc(𝐷) и индуцирует ограниченный оператор композиции

Φ* : 𝐿1
𝜈(G) → 𝐿1

𝜈(𝐷). Отсюда выводим, что прообраз Φ−1(𝑧) имеет (1, 𝜈)-емкость ноль и,

следовательно, 𝜈-меру Хаусдорфа ноль. Отсюда стандартным образом выводим, что для

некоторого шара 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝐷 имеем Φ(𝑥) /∈ Φ(𝑆(𝑥, 𝑟)).

Пусть Φ(𝑥) принадлежит ограниченной компоненте дополнения G∖Φ(𝑆(𝑥, 𝑟)). Тогда най-

дутся точки 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟)∩𝐷1, для которых образ Φ(𝑦) принадлежит той же компоненте связ-

ности, и Φ(𝑦) 𝒫-дифференцируемо в точках 𝑦, причем 𝒫-дифференциал не вырожден. Тогда
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степень отображения Φ в точке Φ(𝑦) не равна нулю. Отсюда получаем, что образ Φ(𝐵(𝑥, 𝑟)) —

окрестность точки Φ(𝑥). Таким образом, в этом случае Φ — открытое отображение.

Остается исключить возможность, когда Φ(𝑥) принадлежит неограниченной компонен-

те дополнения G ∖ Φ(𝑆(𝑥, 𝑟)). Если такое случилось, то аналогично найдутся точки 𝑦 ∈

𝐵(𝑥,𝑟)∩𝐷1, для которых образ Φ(𝑦) принадлежит неограниченной компоненте связности, и

Φ(𝑦) 𝒫-дифференцируемо в точках 𝑦, причем 𝒫-дифференциал не вырожден. Тогда степень

отображения Φ в точке Φ(𝑦) не равна нулю, чего очевидно быть не может.

Из открытости отображения Φ : 𝐷 → G аналогично тому, как выше была получена инъ-

ективность отображения Φ : 𝐷1 → G, выводим его инъективность. Следовательно, отобра-

жение Φ : 𝐷 → G — квазиизометрический гомеоморфизм в соответствии с определением 3.2.

Доказательсто теоремы 3.2 завершено.

3.2.2 Случай 𝑝 < 𝜈

Лемма 3.9. Пусть 𝐷,𝐷′ ⊂ G, 𝑝 ≤ 𝜈 и отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝.

Тогда из области определения отображения 𝜙 можно удалить множество нулевой меры

так, что на новой области определения Dom3 𝜙 будет выполнено следующее свойство: для

любых двух шаров 𝐵1,𝐵2 ⊂ 𝐷 таких, что 𝐵1 ∩𝐵2 = ∅, пересечение образов имеет нулевую

меру, т. е.

|𝜙(𝐵1 ∩Dom3 𝜙) ∩ 𝜙(𝐵2 ∩Dom3 𝜙)| = 0.

Доказательство. Разобьем доказательство леммы на несколько шагов.

шаг 1. Пусть {𝑧𝑙} — счетное всюду плотное множество в Dom1 𝜙, 𝑙 ∈ N, и {𝐵𝑚𝑙 =

𝐵(𝑧𝑙,
1
𝑚
)} ⊂ 𝐷 — набор замкнутых шаров (здесь 𝑚 ∈ N). Возьмем два произвольных непе-

ресекающихся шара 𝐵𝑚𝑙 и 𝐵𝑘𝑠 из этого набора, и локально липшицеву функцию 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷),

удовлетворяющую условиям

𝑓𝑚𝑙𝑘𝑠(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, если 𝑥 ∈ 𝐵𝑚𝑙,

1, если 𝑥 ∈ 𝐵𝑘𝑠.

(3.33)

По лемме 3.6 найдется функция 𝑔𝑚𝑙𝑘𝑠 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что равенство 𝜙*𝑔𝑚𝑙𝑘𝑠(𝑥) = 𝑓𝑚𝑙𝑘𝑠(𝑥)

справедливо всюду в 𝐷 за исключением некоторого множества Σ𝑚𝑙𝑘𝑠 нулевой меры. Объеди-

нение Σ =
⋃︀

Σ𝑚𝑙𝑘𝑠 по всем возможным индексам 𝑚, 𝑙, 𝑘 и 𝑠 имеет нулевую меру. Удалим Σ

из области определения отображения 𝜙. Суженную таким образом область определения обо-
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значим символом Dom0 𝜙. Заметим, что для всех точек 𝑥 ∈ Dom0 𝜙 справедливо равенство

𝜙*𝑔𝑚𝑙𝑘𝑠(𝑥) = 𝑓𝑚𝑙𝑘𝑠(𝑥), где 𝑚, 𝑙, 𝑘 и 𝑠 — все возможные индексы.

шаг 2. По лемме 1.6 из Dom0 𝜙 — области определения отображения 𝜙 — можно удалить

множество нулевой меры и получить суженную область Dom1 𝜙 ⊂ Dom0 𝜙 ⊂ 𝐷, обладающую

следующими свойствами:

|𝐷 ∖Dom1 𝜙| = 0 и Dom1 𝜙 =
⋃︁
𝑘

𝑇𝑘, (3.34)

где 𝑇𝑘 — возрастающая последовательность компактов из замечания 1.7.

шаг 3. Обозначим 𝐹𝑚𝑙 = 𝐵𝑚𝑙 ∩ Dom1 𝜙. Заметим, что 𝐹𝑚𝑙 являются борелевскими мно-

жествами положительной меры. Рассмотрим всевозможные пары множеств 𝐹𝑚𝑖𝑙𝑖 , 𝐹𝑚𝑗 𝑙𝑗 ⊂

Dom1 𝜙 (для краткости будем обозначать их 𝐹𝑖 и 𝐹𝑗) такие, что

(a) замкнутые шары 𝐵𝑚𝑖𝑙𝑖 и 𝐵𝑚𝑗 𝑙𝑗 не пересекаются,

(b) |𝜙(𝐹𝑖) ∩ 𝜙(𝐹𝑗)| > 0 (т. е. пересечение образов имеет положительную меру).

Заметим, что множества 𝜙(𝐹𝑖) и 𝜙(𝐹𝑗) борелевские, а потому измеримые.

Обозначим 𝐸𝑖𝑗 = 𝜙−1(𝜙(𝐹𝑖) ∩ 𝜙(𝐹𝑗)). Рассмотрим два основных случая:

(1) оба множества 𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑖 и 𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑗 имеют положительную меру;

(2) одно из множеств 𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑖 или 𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑗 имеет нулевую меру.

Покажем, что случай (1) противоречит свойствам, которыми обладает отображение 𝜙. В

силу включений 𝐹𝑖 ⊂ 𝐵𝑚𝑖𝑙𝑖 и 𝐹𝑗 ⊂ 𝐵𝑚𝑗 𝑙𝑗 имеем следующее (используемые ниже функции

определены в (3.33)):

(c) с одной стороны, 𝑔𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥) = 0 во всех точках 𝐹𝑖, поскольку 𝑔𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑦) = 𝑓𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥)

для всех 𝑦 = 𝜙(𝑥) ∈ 𝐹𝑖, и 𝑓𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐹𝑖;

(d) с другой стороны, 𝑔𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥) = 1 во всех точках 𝐹𝑗, поскольку 𝑔𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑦) = 𝑓𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥)

для почти всех 𝑦 = 𝜙(𝑥) ∈ 𝐹𝑗, и 𝑓𝑚𝑖𝑙𝑖𝑚𝑗 𝑙𝑗(𝑥) = 1 для 𝑥 ∈ 𝐹𝑗.

Таким образом, случай (1) невозможен, и поэтому для множеств 𝐹𝑖, 𝐹𝑗 ⊂ Dom1 𝜙 выпол-

нено: или |𝜙(𝐹𝑖) ∩ 𝜙(𝐹𝑗)| = 0, что противоречит (b), или имеет место случай (2).

шаг 4. Перейдем к случаю (2). Обозначим 𝐸0 =
⋃︀
(𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑗), где объединение ведется по

таким индексам 𝑖, 𝑗, для которых |𝐸𝑖𝑗 ∩ 𝐹𝑗| = 0. Имеем |𝐸0| = 0.

Если 𝐹𝑖 и 𝐹𝑗 принадлежат непересекающимся замкнутым шарам, то

|𝜙(𝐹𝑖 ∖ 𝐸0) ∩ 𝜙(𝐹𝑗 ∖ 𝐸0)| = 0.
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Из области определения отображения 𝜙 удаляем множество 𝐸0 нулевой меры и областью

определения считаем далее множество

Dom3 𝜙 = Dom1 𝜙 ∖ 𝐸0. (3.35)

Пусть 𝐵1, 𝐵2 ⊂ 𝐷 такие шары, что 𝐵1∩𝐵2 = ∅. Поскольку 𝐵1 и 𝐵2 находятся на положи-

тельно расстоянии, то можно выбрать наборы {𝐹𝑖} и {𝐹𝑗} такие, что 𝐵1∩Dom3 𝜙 =
⋃︀
𝑖

𝐹𝑖 ∖𝐸0

и 𝐵2 ∩Dom3 𝜙 =
⋃︀
𝑖

𝐹𝑗 ∖ 𝐸0. Ввиду

𝜙(𝐵1 ∩Dom3 𝜙) =
⋃︁
𝑖

𝜙(𝐹𝑖 ∖ 𝐸0) и 𝜙(𝐵2 ∩Dom3 𝜙) =
⋃︁
𝑗

𝜙(𝐹𝑗 ∖ 𝐸0),

получаем

|𝜙(𝐵1 ∩Dom3 𝜙) ∩ 𝜙(𝐵2 ∩Dom3 𝜙)| = |
⋃︁
𝑖

𝜙(𝐹𝑖 ∖ 𝐸0) ∩
⋃︁
𝑗

𝜙(𝐹𝑗 ∖ 𝐸0)| ≤

∑︁
𝑖,𝑗

|𝜙(𝐹𝑖 ∖ 𝐸0) ∩ 𝜙(𝐹𝑗 ∖ 𝐸0)|.

Все слагаемые в последней сумме равны нулю, следовательно,

|𝜙(𝐵1 ∩Dom3 𝜙) ∩ 𝜙(𝐵2 ∩Dom3 𝜙)| = 0.

Таким образом, лемма 3.9 доказана.

Фиксируем шар 𝑄 ⊂ G. Определим следующую функцию множеств:

Ψ𝑄 : 𝐵 ↦→ |𝜙(𝐵 ∩Dom3 𝜙) ∩𝑄|, (3.36)

т. е. функция Ψ𝑄 каждому шару 𝐵 ⊂ 𝐷 сопоставляет меру пересечения образа этого шара

с шаром 𝑄. В силу леммы 3.9 функция Ψ𝑄 обладает следующим свойством аддитивности:

Ψ𝑄(𝐵1 ∪ 𝐵2) = Ψ𝑄(𝐵1) + Ψ𝑄(𝐵2) для любых шаров 𝐵1,𝐵2 ⊂ 𝐷 таких, что 𝐵1 ∩ 𝐵2 = ∅.

Используя это свойство и проводя рассуждения из доказательства теоремы 3 из [47] (см.

предложение 1.5), можно показать, что для п. в. 𝑥 ∈ 𝐷 определена и конечна производная

Ψ′
𝑄(𝑥) = lim

𝑟→0

Ψ𝑄(𝐵(𝑥,𝑟))

|𝐵(𝑥,𝑟)|
(3.37)

и выполнено неравенство
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∫︁
𝑈

Ψ′
𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ Ψ𝑄(𝑈), (3.38)

где 𝑈 — это конечное объединение шаров, замыкания которых не пересекаются. Обозначим

символом ΣΨ множество меры нуль, на котором производная Ψ′
𝑄 либо не определена, либо

равна ∞. Тогда во всех точках дополнения 𝐷 ∖ ΣΨ определена конечная производная Ψ′
𝑄.

Лемма 3.10. На дополнении 𝐷 ∖ ΣΨ отображение 𝜙 обладает 𝒩 -свойством Лузина.

Доказательство. Пусть 𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐷 ∖ ΣΨ : Ψ′
𝑄(𝑥) < 𝑘}, тогда 𝐷 ∖ ΣΨ =

⋃︀
𝑘

𝐴𝑘. Пусть

множество нулевой меры 𝐸𝑘 ⊂ 𝐴𝑘. Можно считать, что 𝐸𝑘 ограничено. Для любого 𝜀 > 0

существует открытое множество 𝑈𝜀 ⊃ 𝐸𝑘 такое, что |𝑈𝜀| < 𝜀. C учетом определения множе-

ства 𝐴𝑘 и (3.37) имеем: для каждого 𝑥 ∈ 𝐸𝑘 найдется число 𝑟𝑥 > 0 такое, что 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈𝜀 и

|𝜙(𝐵(𝑥, 𝑟))| < 𝑘|𝐵(𝑥, 𝑟)| для любого числа 0 < 𝑟 < 𝑟𝑥. По лемме Витали из семейства шаров

ℬ = {𝐵(𝑥, 𝑟) : 𝑥 ∈ Σ𝑘, 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈𝜀, 0 < 𝑟 < 𝑟𝜀} можно выделить счетное семейство шаров

{𝐵𝑗} такое, что будут выполнены следующие условия: 𝐵̄𝑖∩𝐵̄𝑗 = ∅ при 𝑖 ̸= 𝑗 и 𝐸𝑘 ⊂
⋃︀
𝑗

𝑐𝐵𝑗, где

𝑐 – постоянная, зависящая только от 𝜈. Кроме того, 𝑐𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈𝜀 и |𝜙(𝑐𝐵(𝑥, 𝑟))| < 𝑘|𝑐𝐵(𝑥, 𝑟)|.

Тогда

|𝜙(𝐸𝑘)| ≤
∞∑︁
𝑗=1

|𝜙(𝑐𝐵𝑗)| < 𝑘
∞∑︁
𝑗=1

|𝑐𝐵𝑗| ≤ 𝑐𝑘
∞∑︁
𝑗=1

|𝐵𝑗| ≤ 𝑐𝑘|𝑈𝜀| < 𝑐𝑘𝜀, (3.39)

откуда |𝜙(𝐸𝑘)| = 0 так как 𝜀 > 0 произвольно. Для любого множества меры нуль 𝐸 ⊂ 𝐷 ∖ΣΨ

имеем также |𝜙(𝐸)| = 0, поскольку 𝐸 =
⋃︀
𝑘

𝐸 ∩ 𝐴𝑘.

Таким образом, отображение 𝜙 : 𝐷 ∖ ΣΨ → 𝐷′ обладает 𝒩 -свойством Лузина.

Поскольку |ΣΨ| = 0, то областью определения отображения 𝜙 можно считать множество

Dom4 𝜙 = Dom3 𝜙 ∖ ΣΨ. (3.40)

Теперь мы можем обобщить утверждение леммы 3.9.

Лемма 3.11. Пусть для отображение 𝜙 : Dom4 𝜙 → 𝐷′ выполнены условия леммы 3.9.

Если 𝐴1, 𝐴2 ⊂ Dom4 𝜙 — два непересекающихся измеримых множества положительной

меры, то |𝜙(𝐴1) ∩ 𝜙(𝐴2)| = 0.

Доказательство. Из доказательства леммы 3.9 можно вывести: если 𝐾1, 𝐾2 ⊂ 𝐷 – два ком-

пакта положительной меры и 𝐾1 ∩ 𝐾2 = ∅, то |𝜙(𝐾1 ∩ Dom4 𝜙) ∩ 𝜙(𝐾2) ∩ Dom4 𝜙| = 0.

Действительно, пусть {𝐵1
𝑖 } и {𝐵2

𝑗 } — конечные покрытия компактов 𝐾1 и 𝐾2 таке, что шары
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из покрытия 1 находятся на положительном расстоянии от шаров из покрытия 2. Тогда

|𝜙(𝐾1 ∩Dom4 𝜙) ∩ 𝜙(𝐾2 ∩Dom4 𝜙)| ≤
∑︁
𝑖,𝑗

|𝜙(𝐵1
𝑖 ∩Dom4 𝜙) ∩ 𝜙(𝐵2

𝑗 ∩Dom4 𝜙)| = 0.

Пусть теперь 𝐴1, 𝐴2 ⊂ Dom4 𝜙 — два непересекающихся множества положительной меры.

Тогда каждое из этих множеств можно исчерпать копактами: |𝐴1∖
⋃︀
𝐾1
𝑖 | = 0 и |𝐴2∖

⋃︀
𝐾2
𝑗 | = 0.

В силу того, что отображение 𝜙 обладает 𝒩 -свойством Лузина, имеем |𝜙(𝐴𝑙 ∖
⋃︀
𝐾 𝑙
𝑖)| = 0,

𝑙 = 1,2, откуда получаем |𝜙(𝐴1) ∩ 𝜙(𝐴2)| = 0.

Замечание 3.3. В силу леммы 3.11 для функции множеств Ψ𝑄 выполнено обычное свойство

аддитивности. Другими словами, для двух открытых непересекающихся множеств 𝐴1 и 𝐴2

верно

Ψ𝑄(𝐴1 ∪ 𝐴2) = |𝜙(𝐴1 ∪ 𝐴2) ∩𝑄| = |(𝜙(𝐴1) ∪ 𝜙(𝐴2)) ∩𝑄| =

|(𝜙(𝐴1)) ∩𝑄|+ |(𝜙(𝜙(𝐴2)) ∩𝑄| − |(𝜙(𝐴1) ∩ 𝜙(𝐴2)) ∩𝑄| =

|(𝜙(𝐴1)) ∩𝑄|+ |(𝜙(𝜙(𝐴2)) ∩𝑄| = Ψ𝑄(𝐴1) + Ψ𝑄(𝐴2). (3.41)

Замечание 3.4. Отображение, для которого выполнено заключение леммы 3.11, будем на-

зывать почти всюду инъективным.

Далее мы покажем, что из образа 𝜙(Dom4 𝜙) можно удалить множество нулевой меры

так, что будет определено обратное отображение 𝜙−1.

Предложение 3.3. Отображение 𝜙 инъективно вне некоторого множества нулевой меры.

Доказательство. Пусть {𝑧𝑖} — счетное всюду плотное множество в Dom4 𝜙. Рассмотрим

набор шаров {𝐵𝑖𝑗 = 𝐵(𝑧𝑖, 𝜌𝑗)} с убывающими радиусами (𝜌𝑗 → 0 при 𝑗 → ∞). Получим счет-

ный набор множеств 𝑉𝑖𝑗 = 𝐵𝑖𝑗∩Dom4 𝜙. Будем рассматривать только такие наборы индексов

𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2, что множества вида 𝑉𝑖1𝑗1 и 𝑉𝑖2𝑗2 не пересекаются (𝑉𝑖1𝑗1 ∩ 𝑉𝑖2𝑗2 = ∅). Обозначим

𝐹𝑘𝑙 = 𝜙(𝑉𝑖𝑘𝑗𝑘)∩𝜙(𝑉𝑖𝑙𝑗𝑙). Поскольку отображение 𝜙 является почти всюду инъективным, име-

ем |𝐹𝑘𝑙| = 0. Положим Σ =
⋃︀
𝑘𝑙

𝐹𝑘𝑙. Тогда |Σ| = 0 и |𝜙−1(Σ)| = 0 (последнее в силу того, что 𝜙

обладает 𝒩−1-свойством Лузина).

Положим

Dom5 𝜙 = Dom4 𝜙 ∖ 𝜙−1(Σ), (3.42)

( Dom𝜙−1 = 𝜙(Dom5 𝜙) ), тогда отображение 𝜙 : Dom5 𝜙 → Dom𝜙−1 будет взаимно одно-

значно. Действительно, предположим существование таких 𝑥1,𝑥2 ∈ Dom5 𝜙, что 𝑥1 ̸= 𝑥2,
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a 𝜙(𝑥1) = 𝜙(𝑥2). Найдутся два непересекающихся множеств положительной меры 𝑉1, 𝑉2,

содержащие 𝑥1, 𝑥2 соответственно. С другой стороны, по определению Dom5 𝜙 получаем

𝜙(𝑉1 ∩Dom5 𝜙) ∩ 𝜙(𝑉2 ∩Dom5 𝜙) = ∅. Откуда следует, что 𝜙(𝑥1) ̸= 𝜙(𝑥2).

В силу леммы 3.11 мы можем определить функцию Ψ𝑄 на открытых подмножествах 𝐷

(аналогично (3.36)). При этом будет выполнено обычное свойство аддитивности: Ψ𝑄(𝐴1 ∪

𝐴2) = Ψ𝑄(𝐴1) + Ψ𝑄(𝐴2) для таких открытых множеств 𝐴1, 𝐴2 ⊂ 𝐷, что 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅.

Предложение 3.4. Пусть отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ обладает 𝒩 -свойством Лузина и

является почти всюду инъективным. Тогда для любой суммируемой функции 𝑓 : 𝐷′∩𝑄→ R

верна следующая формула замены переменных

∫︁
𝐷

𝑓 ∘ 𝜙(𝑥)𝐽𝜙,𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷′∩𝑄

𝑓(𝑦) 𝑑𝑦, (3.43)

где 𝐽𝜙,𝑄(𝑥) = Ψ′
𝑄(𝑥).

Доказательство. Сначала докажем абсолютную непрерывность функции Ψ𝑄 (см. ниже со-

отношение (3.47)).

Для всех 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ Σ0, где Σ0 — множество нулевой меры (на котором производная Ψ′
𝑄 не

существует или не конечна), имеем следующее: для любого 𝜀 > 0 найдется число 𝜌0(𝑥) такое,

что для всех 𝜌 < 𝜌0(𝑥) выполнены неравенства

Ψ′
𝑄(𝑥)− 𝜀 ≤ Ψ𝑄(𝐵(𝑥, 𝜌))

|𝐵(𝑥, 𝜌)|
≤ Ψ′

𝑄(𝑥) + 𝜀 (3.44)

и

Ψ′
𝑄(𝑥)− 𝜀 ≤ 1

|𝐵(𝑥, 𝜌)|

∫︁
𝐵(𝑥,𝜌)

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦 ≤ Ψ′

𝑄(𝑥) + 𝜀. (3.45)

Неравенство (3.44) следует из определения производной функции множеств (предложение

1.5), a неравенство (3.45) мы получаем из теоремы Лебега (см. теорему 1.1).

Далее имеем

Ψ𝑄(𝐵(𝑥, 𝜌)) ≤ |𝐵(𝑥, 𝜌)|Ψ′
𝑄(𝑥) + 𝜀|𝐵(𝑥, 𝜌)| ≤

∫︁
𝐵(𝑥,𝜌)

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦 + 2𝜀|𝐵(𝑥, 𝜌)| (3.46)

для всех 𝑥 ∈ 𝐷 ∖ Σ0 и для всех 𝜌 < 𝜌0(𝑥).

Возьмем открытое множество 𝑈 ⊂ 𝐷 конечной меры. Пусть ℬ — покрытие Витали мно-

жества 𝑈 ∖ Σ0 семейством шаров {𝐵(𝑥, 𝜌) | 𝑥 ∈ 𝑈 ∖ Σ0, 0 < 𝜌 < 𝜌0(𝑥)}. Из семейства
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ℬ можно выделить последовательность попарно непересекающихся шаров {𝐵𝑗} так, что

|𝑈 ∖
⋃︀
𝑗

𝐵𝑗| = 0. Тогда |𝑈 | = |
⋃︀
𝑗

𝐵𝑗| =
∑︀
𝑗

|𝐵𝑗|. Применяя 𝒩 -свойство Лузина отображения

𝜙, получаем Ψ𝑄(𝑈) = Ψ𝑄(
⋃︀
𝑗

𝐵𝑗) =
∑︀
𝑗

Ψ𝑄(𝐵𝑗).

Для каждого шара из {𝐵𝑗} выполнено неравенство (3.46). Суммируя неравенство (3.46)

по шарам из {𝐵𝑗}, имеем

Ψ𝑄(𝑈) =
∑︁
𝑗

Ψ𝑄(𝐵𝑗) ≤
∫︁

⋃︀
𝑗
𝐵𝑗

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦 + 2𝜀

∑︁
𝑗

|𝐵𝑗| =
∫︁
𝑈

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦 + 2𝜀|𝑈 |.

В силу произвольности 𝜀

Ψ𝑄(𝑈) ≤
∫︁
𝑈

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦. (3.47)

Неравенство (3.47) и обратное к нему неравенство (3.38) обеспечивают равенство

Ψ𝑄(𝑈) =

∫︁
𝑈

Ψ′
𝑄(𝑦) 𝑑𝑦. (3.48)

Обозначим 𝐽𝜙,𝑄(𝑥) = Ψ′
𝑄(𝑥). Из равенства (3.48) следует формула замены переменных

для ступенчатой функции 𝑠

∫︁
𝐷

𝑠 ∘ 𝜙(𝑥)𝐽𝜙,𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷′∩𝑄

𝑠(𝑦) 𝑑𝑦. (3.49)

Далее стандартной процедурой формула распространяется на функции 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐷
′ ∩𝑄).

Замечание 3.5. Обозначим 𝑍 = {𝑥 ∈ 𝐷 ∩ 𝜙−1(𝑄) : 𝐽𝜙,𝑄(𝑥) = 0}. В соответствии с форму-

лой замены переменных (3.43) имеем |𝜙(𝑍)| = 0. Поскольку отображение 𝜙 обладает 𝒩−1-

свойством Лузина, то и |𝑍| = 0.

Следующие три леммы доказаны в главе 2 для весовых пространств (см. леммы 2.2, 2.4,

2.5). Сформулируем эти утверждения в данном случае.

Лемма 3.12. На почти всех интегральных кривых горизонтальных векторных полей отоб-

ражение 𝜙 :
⋃︀
𝑖

̃︀𝑇𝑖 ∩ Dom5 𝜙 → 𝐷′ непрерывно вне некоторого множества нулевой 1-меры

Хаусдорфа.

Лемма 3.13. Пусть 𝑢 ∈ Lip𝑙(𝐷
′) ∩ 𝐿1

𝑝(𝐷
′) и ||𝑢 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)|| ≤ 1, 𝑝 ≤ 𝜈. Тогда

|∇ℒ(𝑢 ∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝐾 · 𝐽
1
𝑝

𝜙,𝑄(𝑥) (3.50)
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п. в. на 𝐷 ∩ 𝜙−1(𝑄), где 𝐾 — некоторая постоянная, не зависящая от 𝑄.

Лемма 3.14. Пусть 𝐷,𝐷′ ⊂ G, 𝑝 ∈ [1,∞) и 𝑝 ≤ 𝜈. Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принад-

лежит классу 𝐼𝐿1
𝑝, то 𝜙 аппроксимативно дифференцируемо п. в. вдоль горизонтальных

кривых.

Замечание 3.6. Из аппроксимативной дифференцируемости отображения 𝜙 п. в. вдоль

интегральных линий горизонтальных векторных полей вытекает полная аппроксимативная

дифференцируемость [43, Theorem 3.3], следовательно, условие следующего утверждения.

Предложение 3.5 ( [68, Theorem 3], [43, Theorem 3.3]). Пусть 𝐷 ⊂ G и

ap lim
𝑥→𝑎

𝑑(𝜙(𝑎), 𝜙(𝑥))

𝑑(𝑎, 𝑥)
<∞

для всех 𝑎 ∈ 𝐷. Тогда множество 𝐷 представимо в виде счетного объединения 𝐷 =
⋃︀
𝑖

𝐸𝑖

так, что 𝜙 ∈ Lip(𝐸𝑖).

Замечание 3.7. Каждое множество 𝐸𝑖 из предложения 3.5 содержится в счетном объеди-

нение множеств 𝐹𝑘𝑖 = {𝑧 : 𝑑(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑧)) ≥ 1
𝑘
𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑥 ∈ 𝐸𝑖 ∩ 𝐵(𝑧, 1

𝑘
)}, то есть 𝐸𝑖 ⊂

⋃︀
𝑘

𝐹𝑘𝑖,

(см. [68]). Тогда множество 𝐷 можно представить в виде счетного объединения множеств

𝐷 =
⋃︀
𝑗

𝐷𝑗 так, что на каждом 𝐷𝑗 отображение 𝜙 является билипшицевым. Кроме того,

можно считать, что множества 𝐷𝑗 состоят из точек плотности 1.

С учетом замечания 3.7 можно считать, что областью определения отображения 𝜙 явля-

ется множество

Dom6 𝜙 =
⋃︁
𝑗

𝐸𝑗 ∩Dom5 𝜙, (3.51)

и отображение 𝜙 билипшицево на 𝐸𝑗 ∩Dom5 𝜙.

Обозначим символом 𝐷𝜙 аппроксимативный дифференциал отображения 𝜙, а символом

𝐷ℎ𝜙 — горизонтальную часть этого дифференциала.

Лемма 3.15. Пусть отображение 𝜙 принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝, а отображение 𝜓 = 𝜙−1 из

доказательства предложения 3.3. Тогда верны следующие оценки

|𝐷𝜙|(𝑥) < 𝐿, |𝐽(𝑥, 𝜙)| > 𝛼1 и |𝐷𝜓|(𝑦) < 𝐿′, |𝐽(𝑦, 𝜓)| > 𝛼 (3.52)

для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷 и для п. в. 𝑦 ∈ 𝜙(Dom6 𝜙), где 𝐽(𝑥, 𝜙) = det𝐷𝜙(𝑥). Заметим, что

𝐽(𝑥, 𝜙) = 𝐽𝜙(𝑥) = lim
𝑟→0

|𝜙(𝐵(𝑥,𝑟))|
|𝐵(𝑥,𝑟)| п. в. в 𝐷.
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Доказательство. Покажем, что обратное к 𝜙 отображение 𝜓 : 𝜙(Dom6 𝜙) → Dom6 𝜙 инду-

цирует по правилу композиции оператор 𝜙*−1 : 𝐿1
𝑝(𝐷) → 𝐿1

𝑝(𝐷
′). Пусть 𝑔 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷). Тогда

найдется функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑔 = 𝜙*𝑓 (лемма 3.6). С другой стороны, 𝑓 ∘𝜙 = 𝜙*𝑓

(на Dom6 𝜙) в силу леммы 3.5. Поэтому имеем 𝜓*(𝜙*(𝑓𝑛(𝑥))) = 𝑓𝑛 ∘ 𝜙 ∘ 𝜓(𝑦) = 𝑓𝑛(𝑦) п. в. на

𝐷′, т. е. 𝜓*(𝜙*𝑓) = 𝑓 и 𝜓* = 𝜙*−1.

Для липшицевой функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) имеем ∇𝜙*𝑓 = ∇(𝑓 ∘ 𝜙) = 𝐷ℎ𝜙
𝑇∇𝑓 . Подставляя в

неравенство (2.16) липшицевы функции 𝜂 такие, что |∇𝜂|(𝑦) = 1, и учитывая соотношение

𝐾𝐽
1
𝑝 (𝑥,𝜙) ≥ |∇(𝜂 ∘ 𝜙)|(𝑥) = |𝐷ℎ𝜙

𝑇∇𝜂|(𝑥),

получаем оценку нормы оператора

|𝐷ℎ𝜙|𝑝(𝑥) ≤ 𝐾1𝐽(𝑥,𝜙) п. в. на 𝐷. (3.53)

Аналогично

|𝐷ℎ𝜓|𝑝(𝑦) ≤ 𝐾2𝐽(𝑦,𝜓) почти всюду на 𝜙(Dom6 𝜙). (3.54)

Из неравенства (3.54) выводим

𝐶𝐾𝑝
2 ≥ |𝐷ℎ𝜓|𝑝

|𝐽(𝑦,𝜓)|
=

(︂
|𝐷ℎ𝜓|𝜈

|𝐽(𝑦,𝜓)|

)︂ 𝑝
𝜈 1

|𝐽(𝑦,𝜓)|1− 𝑝
𝜈

≥ 1

|𝐽(𝑦,𝜓)|1− 𝑝
𝜈

. (3.55)

Следовательно, |𝐽(𝑦,𝜓)| > 𝛼 и значит |𝐽(𝑥,𝜙)| < 𝛽. Проводя аналогичные рассуждения, из

неравенства (3.53), получаем |𝐽(𝑥,𝜙)| > 𝛼1 и |𝐽(𝑦,𝜓)| < 𝛽1. В итоге

|𝐷𝜙|(𝑥) < 𝐿, |𝐽(𝑥,𝜙)| > 𝛼1 и |𝐷𝜓|(𝑦) < 𝐿′, |𝐽(𝑦,𝜓)| > 𝛼

для п. в. 𝑥 ∈ 𝐷 и для п. в. 𝑦 ∈ 𝜙(Dom6 𝜙).

Лемма 3.16. Пусть 𝑝 < 𝜈, а отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝑝. Тогда

отображение 𝜙 совпадает с квазиизометрическим гомеоморфизмом п. в.

Доказательство. Фиксируем 𝑞 > 𝜈. Для липшицевой функции 𝑓 с компактным носителем в

𝐷′ имеем 𝑓 ∘𝜙 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) и |∇ℒ(𝑓 ∘𝜙)|(𝑥) ≤ |∇ℒ𝑓 ||𝐷ℎ𝜙|(𝑥). Отсюда с учетом (3.52) и формулы
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замены переменных (3.43) получим следующую цепочку неравенств

∫︁
𝐷

|∇ℒ𝑓 ∘ 𝜙|𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶

∫︁
𝐷

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝜙(𝑥))|𝐷𝜙|𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝐿𝑞
∫︁
𝐷

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥

≤ 𝐿𝑞𝐶

𝛼

∫︁
𝐷

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝜙(𝑥))|𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 = 𝐶

∫︁
𝜙(𝐷)

|∇ℒ𝑓 |𝑞(𝑦) 𝑑𝑦. (3.56)

Таким образом, ||𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑞(𝐷)|| ≤ 𝐶||𝑓 | 𝐿1

𝑞(𝐷
′)|| для 𝑞 > 𝜈. Следовательно, выполнено

условие 2) леммы 3.8.

Пусть 𝑔 — липшицева функция в 𝐷 с компактным носителем. По лемме 3.6 найдется

𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑔 = 𝑓 ∘𝜙. Далее, имеем ∇ℒ𝑔(𝑥) = 𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)∇ℒ𝑓(𝜙(𝑥)), и, следовательно,

∇ℒ𝑓(𝜙(𝑥)) = (𝐷ℎ𝜙
𝑇 )−1(𝑥)∇ℒ𝑔(𝑥). Поскольку |(𝐷ℎ𝜙

𝑇 )−1| = |(𝐷ℎ𝜙)
−1| < 𝐿, то 𝑓 ∈ 𝐿1

𝑞(𝐷
′) и

‖𝑓 | 𝐿1
𝑞(𝐷

′)‖ ≤ 𝐶 ′‖𝑓 ∘ 𝜙 | 𝐿1
𝑞(𝐷)‖. В силу последних неравенств выполнено условие (2′) из

леммы 3.8 (в котором вместо 𝑝 надо рассматривать 𝑞 > 𝜈).

Кроме того, выполнено условие (1) леммы 3.8, где в качестве множества 𝑇 выбираем 𝑇𝑘.

Далее из лемм 3.8 и 3.7 выводим, что отображение 𝜙 совпадает с квазиизометрическим

гомеоморфизмом п. в.

3.2.3 Доказательство теоремы 3.1

Доказательство. Достаточность. Можно считать, что отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ является

квазиизометрией. Квазиизометрия 𝜙 обладает 𝒩 -свойством и 𝒩−1-свойством Лузина и яв-

ляется локально билипшицевым отображением.

Для произвольной функций 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′) композиция 𝑓 ∘𝜙 абсолютно непрерывна

на почти всех интегральных линиях горизонтальных векторных полей, в силу того, что 𝑓 ∘𝜙

— локально липшицева функция. Более того, ∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙) = 𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)∇ℒ𝑓(𝜙(𝑥)) [48, p. 263],

где 𝐷ℎ𝜙(𝑥) = {𝑋𝑖𝜙𝑗(𝑥)}, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛1, — горизонтальная часть 𝒫-дифференциала. Отсюда

имеем

∫︁
𝐷

|∇ℒ(𝑓 ∘ 𝜙)|𝑝 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷

|𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)∇ℒ𝑓(𝜙(𝑥))|𝑝 𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐷

|𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)|𝑝 · |∇ℒ𝑓(𝜙(𝑥))|𝑝 𝑑𝑥

≤𝑀𝑝

∫︁
𝐷

|∇ℒ𝑓 |𝑝(𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥 =𝑀𝑝

∫︁
𝐷′

|∇ℒ𝑓 |𝑝(𝑦)
𝐽(𝜙−1(𝑦),𝜙)

𝑑𝑦 ≤ 𝑀𝑝

𝛼

∫︁
𝐷′

|∇ℒ𝑓 |𝑝(𝑦) 𝑑𝑦,

где во втором и третьем неравенствах мы использовали свойство квазиизометрии (3.15),

а во втором равенстве применили формулу замены переменных (3.43). В силу леммы 3.2
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полученное неравенство выполняется для всех функций 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′), т. е.

⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾1

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
. (3.57)

Отображение 𝜓 = 𝜙−1 также является квазиизометрией. Тогда для 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷)

⃦⃦
𝜓*(𝑔) | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤ 𝐾2

⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
. (3.58)

Заметим, что для 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′) верно 𝜓*(𝑓 ∘𝜙) = 𝑓 . Следовательно неравенство (3.91)

принимает вид

𝐾−1
2

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
.

Таким образом,

𝐾−1
⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
,

где постоянная 𝐾 зависит только от свойств отображения 𝜙.

Покажем, что образ 𝜙*(︀𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′)
)︀

всюду плотен в 𝐿1
𝑝(𝐷). Пусть 𝑔 ∈ 𝐿1

𝑝(𝐷). Най-

дется последовательность 𝑔𝑛 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷) такая, что

⃦⃦
𝑔 − 𝑔𝑛 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
→ 0. С другой

стороны, в силу двусторонней оценки 𝑔𝑛 ∘𝜙−1 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′). Следовательно, найдется последова-

тельность 𝑓𝑛𝑘 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) такая, что
⃦⃦
𝑔𝑛 ∘ 𝜙−1 − 𝑓𝑛𝑘 | 𝐿1

𝑝(𝐷
′)
⃦⃦
→ 0 при 𝑘 → ∞. Тогда

для некоторой последовательности натуральных чисел 𝑙𝑛 имеем 𝜙*𝑓𝑛𝑙𝑛 ∈ 𝜙*(︀𝐿1
𝑝(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′)
)︀

и
⃦⃦
𝑔 − 𝜙*𝑓𝑛𝑙𝑛 | 𝐿1

𝑝(𝐷)
⃦⃦
→ 0 при 𝑛→ ∞.

Необходимость. Существование квазиизометрии Φ доказано в теореме 3.2 (для случая 𝑝 >

𝜈) и в лемме 3.16 (для случая 𝑝 < 𝜈). На основании доказанного выше оператор композиции

Φ* : 𝐿1
𝑝(Φ(𝐷)) → 𝐿1

𝑝(𝐷) изоморфен. Отсюда имеем изоморфизм 𝜙*−1∘Φ* : 𝐿1
𝑝(Φ(𝐷)) → 𝐿1

𝑝(𝐷
′)

такой, что 𝜙*−1 ∘ Φ*(𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) для всех точек 𝑥 ∈ Φ(𝐷)) ∩ 𝐷′, где 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(Φ(𝐷)) —

произвольная функция.

Аналогично доказанному в [67, теорема 3.1] и [58, предложение 6.10] можно получить

следующие свойства:

1) |Φ(𝐷)Δ𝐷′| = 0;

2) для любого шара 𝐵 ⊂ 𝐷′ множество 𝐵 ∖ Φ(𝐷)Δ𝐷′ связное.

Докажем, что в этих условиях оператор ограничения 𝑟 : 𝐿1
𝑝(𝐷

′) → 𝐿1
𝑝(Φ(𝐷) ∩ 𝐷′) изо-

морфизм. Если это не так, то существует ненулевая функция 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑝(𝐷

′) такая, что 𝑓 ≡ 0
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на Φ(𝐷) ∩ 𝐷′. В силу свойств 1 и 2 эта функция — тождественный ноль на 𝐷′, поскольку

∇ℒ𝑓 = 0 п. в. в 𝐷′, а дополнение 𝐷′ ∖ Φ(𝐷)Δ𝐷′ — локально связное множество.
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3.3 Квазиконформные отображения и оператор компози-

ции

Определение 3.6. Гомеоморфизм Φ : 𝐷 → 𝐷′ класса 𝑊 1
𝜈, loc называется квазиконформным,

если существует постоянная 𝐾 такая, что

|𝐷Φ(𝑥)|𝜈 ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,Φ)| п. в. в 𝐷,

где 𝐷Φ(𝑥) — аппроксимативный дифференциал [43] отображения Φ, а 𝐽(𝑥,Φ) = det𝐷Φ(𝑥).

Основной результат при 𝑝 = 𝜈 составляет следующая

Теорема 3.3. Пусть 𝐷,𝐷′ — области на группе Карно G, а 𝜈 — хаусдорфова размер-

ность G. Измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝜈 тогда и толь-

ко тогда, когда 𝜙 совпадает почти всюду с некоторым квазиконформным отображением

Φ : 𝐷 ∖ {𝑥0} → G, для которого области Φ(𝐷 ∖ {𝑥0}) и 𝐷′ (1,𝜈)-эквивалентны, где 𝑥0 ∈ G —

некоторая точка (здесь G — одноточечная компактификация G).

Всюду далее мы изучаем отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ класса 𝐼𝐿1
𝜈 . Резюмируем свойства

отображений класса 𝐼𝐿1
𝑝 установленные в 3.1.

Предложение 3.6. 1) Областью определения отображения 𝜙 можно считать множе-

ство 𝑇 =
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘, |𝐷 ∖ 𝑇 | = 0, где {𝑇𝑘} — возрастающая по включению последователь-

ность ограниченных множеств положительной меры, состоящих из точек положитель-

ной плотности.

2) Отображение 𝜙 непрерывно на каждом из 𝑇𝑘.

3) На множестве 𝑇 отображения 𝜙 обладает 𝒩 -свойством и 𝒩−1-свойством Лузина.

4) Отображение 𝜙 : 𝑇 → 𝐷′ инъективно.

5) Образ 𝜙(𝑇 ) всюду плотен в 𝐷′ и |𝐷′ ∖ 𝜙(𝑇 )| = 0.

3.3.1 Пространство 𝐿1
𝜈,𝐹

Фиксируем 𝑘0 ∈ N и замкнутое множество положительной меры 𝐹 ⊂ 𝑇𝑘0 без изолирован-

ных точек. Можно считать, что 𝐹 ⊂ 𝐵𝐹 , где 𝐵𝐹 ⊂ 𝐷 — некоторый шар. В силу замечания

3.7 можно также предполагать, что отображение 𝜙 : 𝐹 → 𝜙(𝐹 ) билипшицево. Такой выбор

обеспечивает для образа 𝜙(𝐹 ) выполнение тех же самых свойств, которые имеет множество

𝐹 : образ 𝜙(𝐹 ) замкнут, не имеет изолированных точек, и его мера положительна.
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Как и в 1.8 рассмотрим совокупность функций

𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) =

{︀
𝑢 ∈ 𝐿1

𝜈(𝐷) : 𝑢(𝑥) = 0 для почти всех 𝑥 ∈ 𝐹
}︀
.

Аналогично предыдущему определим еще одно банахово пространство

𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) = {𝑣 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′) : 𝑣(𝑦) = 0 для почти всех 𝑦 ∈ 𝜙(𝐹 )}.

С помощью предложения 3.6 и леммы 3.6 можно проверить, что 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) тогда и

только тогда, когда 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷). Следовательно, оператор

𝜙*
𝐹 : 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′) → 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷), 𝜙*
𝐹 (𝑓) = 𝑓 ∘ 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)

является изоморфизмом.

Применение пространств 𝐿1
𝜈,𝐹 позволит нам установить существование квазинепрерывно-

го представителя для отображения 𝜙.

Введем обозначения 𝐷𝐹 = 𝐷 ∖ 𝐹 и 𝐷′
𝐹 = 𝐷′ ∖ 𝜙(𝐹 ).

3.3.2 Свойства отображения 𝜙

Построение квазинепрерывного представителя отображения 𝜙

В этом пункте мы построим квазинепрерывное отображение 𝜓, которое будет совпадать

с отображением 𝜙 почти всюду на 𝐷𝐹 .

Лемма 3.17. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — множество положительной меры, отображение 𝜙 непре-

рывно на 𝐸 и 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — полунепрерывная снизу функция. Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 — уточненная

функция в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), то 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) квазивсюду на 𝐸 ∩ ̃︀𝐸.

Доказательство. Поскольку отображение 𝜙 непрерывно на 𝐸, то функция 𝑓 ∘ 𝜙 полуне-

прерывна снизу на 𝐸. В силу свойств оператора 𝜙* (лемма 3.6) 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜙 п. в. на 𝐷, и, в

частности, 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) для почти всех точек 𝑥 ∈ 𝐸. По лемме 1.13 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜙(𝑥) для

квазивсех 𝑥 ∈ 𝐸 ∩ ̃︀𝐸.

Из леммы 3.17 получаем следующее

Следствие 3.2. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — множество положительной меры, состоящие из точек

положительной плотности, отображение 𝜙 непрерывно на 𝐸 и 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — полуне-
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прерывная снизу функция. Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 — уточненная функция в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), то 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓∘𝜙(𝑥)

квазивсюду на 𝐸.

Лемма 3.18. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — множество положительной меры состоящее, из точек

положительной плотности, отображение 𝜙 непрерывно на 𝐸. Если Σ ⊂ 𝐷′
𝐹 — множество

нулевой внешней емкости, то множество 𝜙−1(Σ) ∩ 𝐸 имеет нулевую емкость.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — полунепрерывная снизу функция, построенная

в лемме 1.15. По следствию 3.2 уточненная функция 𝑔 = 𝜙*𝑓 не меньше функции 𝑓 ∘ 𝜙

квазивсюду на 𝐸. В частности, для квазивсех точек 𝑥 ∈ 𝜙−1(Σ) ∩ 𝐸 имеем 𝑔(𝑥) = ∞. Из

леммы 1.10 получаем Cap(𝜙−1(Σ) ∩ 𝐸;𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)) = 0.

Из леммы 3.18 следует

Лемма 3.19. Пусть 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — последовательность уточненных функций, сходя-

щаяся квазивсюду к функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′). Тогда последовательность 𝑓𝑘 ∘ 𝜙 сходится к

функции 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) почти всюду на 𝐷 и квазивсюду на 𝑇 ∩𝐷𝐹 , где 𝑇 — множество

из предложения 3.6.

Доказательство. Напомним, что множество 𝑇 =
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘, |𝐷∖𝑇 | = 0, где {𝑇𝑘} — возрастающая

по включению последовательность ограниченных множеств положительной меры, состоящих

из точек положительной плотности. На каждом 𝑇𝑘 отображение 𝜙 непрерывно.

Пусть 𝑆 ⊂ 𝐷′
𝐹 — множество нулевой внешней емкости, на котором нет сходимости. Тогда

в силу леммы 3.18 для каждого 𝑘 множество 𝜙−1(𝑆) ∩ 𝑇𝑘 ∩ 𝐷𝐹 имеет нулевую емкость.

Следовательно, по п. 5 леммы 1.9 множество 𝜙−1(𝑆)∩𝑇 ∩𝐷𝐹 имеет нулевую емкость. Отсюда

получаем сходимость последовательности 𝑓𝑘 ∘ 𝜙 к функции 𝑓 ∘ 𝜙 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) квазивсюду на

𝑇 ∩𝐷𝐹 . Сходимость последовательность 𝑓𝑘 ∘𝜙 к функции 𝑓 ∘𝜙 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) почти всюду на 𝐷

очевидна: |𝐷 ∖ 𝑇 | = 0.

Лемма 3.20. Пусть 𝐸 ⊂ 𝐷𝐹 — множество положительной меры, состоящее из точек

положительной плотности, отображение 𝜙 непрерывно на 𝐸 и 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — уточнен-

ная функция. Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 — уточненная в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) функция, то 𝑔|𝐸 совпадает квазивсюду

с функцией 𝑓 ∘ 𝜙|𝐸.

Доказательство. Пусть 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — последовательность непрерывных функций, схо-

дящаяся к функции 𝑓 всюду за исключением множества Σ нулевой внешней емкости. С уче-

том замечания 1.9 можно считать, что последовательность уточненных функций 𝑔𝑘 = 𝜙*𝑓𝑘

сходится квазивсюду к функции 𝜙*𝑓 . Функции 𝑔𝑘 = 𝜙*𝑓𝑘, согласно следствию 1.7, совпадают
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квазивсюду на 𝐸 с функциями 𝑓𝑘 ∘𝜙|𝐸. Таким образом, функция 𝑔 совпадает квазивсюду на

𝐸 с функцией 𝑓 ∘ 𝜙.

Следствие 3.3. Пусть 𝑇 — множество из предложения 3.6, и 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — уточ-

ненная функция. Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 — уточненная в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) функция, то 𝑔|𝑇∩𝐷𝐹

совпадает

квазивсюду с функцией 𝑓 ∘ 𝜙|𝑇∩𝐷𝐹
.

Доказательство. Напомним, что множество 𝑇 =
⋃︀
𝑘

𝑇𝑘, |𝐷∖𝑇 | = 0, где {𝑇𝑘} — возрастающая

по включению последовательность ограниченных множеств положительной меры, состоящих

из точек положительной плотности. На каждом из 𝑇𝑘 отображение 𝜙 непрерывно.

Положим в лемме 3.20 𝐸 = 𝑇𝑘 ∩ 𝐷𝐹 . Тогда уточненная в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) функция 𝑔 = 𝜙*𝑓

совпадает с функцией 𝑓 ∘𝜙 квазивсюду на 𝑇𝑘∩𝐷𝐹 . Отсюда получаем утверждение следствия,

так как здесь 𝑘 — произвольное натуральное число.

Лемма 3.21. Существуют множество 𝑆𝜙 ⊂ 𝐷 нулевой емкости, и квазинепрерывное

отображение 𝜓 : 𝐷𝐹 ∖ 𝑆𝜙 → 𝐷′
𝐹 такое, что 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥) почти всюду на 𝐷𝐹 .

Доказательство. В силу следствия 1.5 достаточно для произвольного открытого шара 𝑄 b

𝐷𝐹 построить квазинепрерывное отображение 𝜙 : 𝑄 → G, совпадающее с отображением 𝜙

почти всюду на 𝑄.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) — непрерывная функция и 𝑓 ≥ 1 на 𝑄. Существует уточненная функ-

ция 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′), для которой 𝑓 = 𝜙*𝑔. По следствию 3.3 функции 𝑓 |𝑇∩𝑄 и 𝑔 ∘ 𝜙|𝑇∩𝑄 сов-

падают квазивсюду. Пусть 𝑆𝑄 ⊂ 𝑇 ∩𝑄 — множество нулевой емкости, на котором значения

функций 𝑓 |𝑇∩𝑄 и 𝑔∘𝜙|𝑇∩𝑄 не совпадают. Заметим, что для отображения 𝜙 : 𝑇∩𝑄→ G выпол-

няются условия лемм 3.17 – 3.20 и их следствий. Кроме того, для всех точек 𝑦 ∈ 𝜙(𝑇 ∩𝑄∖𝑆𝑄)

функция 𝑔(𝑦) = 𝑔(𝜙(𝑥)) = 𝑓(𝑥) ≥ 1. Таким образом, емкость множества 𝜙(𝑇 ∩𝑄 ∖𝑆𝑄) конеч-

ная. Далее мы рассматриваем отображение 𝜙 лишь на множестве 𝑇 ∩𝑄 ∖ 𝑆𝑄, считая его на

𝑄 ∖ (𝑇 ∩ 𝑄 ∖ 𝑆𝑄) не определенным. Далее под образом множества 𝑉 ⊂ 𝑄 следует понимать

𝜙(𝑉 ∩ (𝑇 ∩𝑄 ∖ 𝑆𝑄)).

Положим 𝑃𝑘 = 𝜙(𝑄) ∩𝐵(0,𝑘), 𝐶𝑃𝑘 = 𝜙(𝑄) ∖ 𝑃𝑘, 𝑘 ∈ N. Покажем, что

Cap
(︀
𝐶𝑃𝑘;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
→ 0 при 𝑘 → ∞. (3.59)

Действительно, фиксируем 𝑘0 ∈ N и 0 < 𝑟 < 𝑘0−1 так, что для 𝑘 > 𝑘0 выполнены включения

𝜙(𝐹 ) ⊂ 𝐵(0,𝑟) и 𝐶𝑃𝑘 ⊂ G ∖𝐵(0,𝑘 − 1).
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Отсюда сразу вытекает, что

Cap
(︀
𝐶𝑃𝑘;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
≤ Cap

(︀
G ∖𝐵(0,𝑘 − 1);𝐿1

𝜈,𝐵(0,𝑟)(G)
)︀
.

Емкость справа — это 𝜈-емкость кольца 𝐷𝑟,𝑘−1: в [58, Теорема 6.6, Теорема 6.9] показано, что

эта емкость эквивалентна величине
(︀
ln 𝑘−1

𝑟

)︀1−𝜈 . При 𝑘 → ∞ получаем (3.59).

Пусть 𝑔𝑘 ∈ 𝐴(𝐶𝑃𝑘) — последовательность функций такая, что

⃦⃦
𝑔𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦𝜈

= Cap
(︀
𝐶𝑃𝑘;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
.

По следствию 3.3 уточненная функция 𝑓𝑘 = 𝜙*𝑔𝑘 совпадает квазивсюду на множестве

𝑇 ∩𝐷𝐹 с функцией 𝑔𝑘 ∘ 𝜙. Таким образом, 𝑓𝑘 ∈ 𝐴(𝜙−1(𝐶𝑃𝑘)).

Обозначим через 𝐶𝐹𝑘 подмножество шара 𝑄, состоящее из точек множества 𝜙−1(𝐶𝑃𝑘) и

всех точек ненулевой плотности 𝜙−1(𝐶𝑃𝑘). По следствию 1.6 имеем

Cap
(︀
𝐶𝐹𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= Cap

(︀
𝜙−1(𝐶𝑃𝑘);𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
. (3.60)

Далее

Cap
(︀
𝜙−1(𝐶𝑃𝑘);𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤
⃦⃦
𝑓𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈

≤ 𝐾𝜈
⃦⃦
𝑔𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′))
⃦⃦𝜈

= 𝐾𝜈 Cap
(︀
𝐶𝑃𝑘;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
,

где 𝐾 — норма оператора 𝜙*. Из (3.59) и (3.60) выводим

lim
𝑘→∞

Cap
(︀
𝐶𝐹𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0. (3.61)

Обозначим 𝐹𝑘 = 𝑄 ∖𝐶𝐹𝑘. Заметим, что 𝐹𝑘 ⊃ 𝑆𝑄 и 𝐹𝑘 ⊃ (𝐷 ∖ 𝑇 )∩𝑄. Если 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 ∩ 𝑇 ∖𝑆𝑄,

то 𝜙(𝑥) ∈ 𝑃𝑘 и для всех точек 𝑥 ∈ 𝐹𝑘

lim
𝑟→0

|𝐹𝑘 ∩𝐵(𝑥, 𝑟)|
|𝐵(𝑥, 𝑟)|

= 1. (3.62)

Действительно, для достаточно малых 𝑟 (таких, что 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑄) получаем |𝐵(𝑥, 𝑟)| = |𝐹𝑘 ∩

𝐵(𝑥, 𝑟)|+ |𝐶𝐹𝑘 ∩𝐵(𝑥, 𝑟)| или

1 =
|𝐹𝑘 ∩𝐵(𝑥, 𝑟)|

|𝐵(𝑥, 𝑟)|
+

|𝐶𝐹𝑘 ∩𝐵(𝑥, 𝑟)|
|𝐵(𝑥, 𝑟)|

. (3.63)
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По построению множества 𝐶𝐹𝑘 для 𝑥 ̸∈ 𝐶𝐹𝑘 (𝑥 ∈ 𝐹𝑘) имеем |𝐶𝐹𝑘 ∩𝐵(𝑥, 𝑟)|/|𝐵(𝑥, 𝑟)| → 0 при

𝑟 → 0, то есть из (3.63) следует (3.62).

Рассмотрим срезки 𝜂𝑘 ∈ 𝐶∞
0 (G) такие, что 𝜂𝑘(𝑥) = 1, 𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝑘), и 𝜂𝑘(𝑥) = 0, 𝑥 ̸∈

𝐵(0, 𝑘+1), 𝑘 ∈ N. Пусть 𝜓𝑖,𝑘 — уточненная функция такая, что 𝜓𝑖,𝑘 = 𝜙*(𝑦𝑖 ·𝜂𝑘) (здесь 𝑦𝑖(·) —

координатные функции (в координатах первого рода [44])). Из следствия 3.3 выводим, что

𝜓𝑖,𝑘(𝑥) = (𝑦𝑖 · 𝜂𝑘)(𝜙(𝑥)) для квазивсех точек 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 ∩ 𝑇 . Поэтому имеем

(𝜙*(𝑦𝑖𝜂𝑘))(𝑥) = (𝑦𝑖 · 𝜂𝑘)(𝜙(𝑥)) = 𝑦𝑖(𝜙(𝑥)) = 𝜙𝑖(𝑥)

для квазивсех 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 ∩ 𝑇 . Таким образом, почти всюду на 𝐹𝑘 координатная функция 𝜙𝑖

совпадает с уточненной функцией 𝜓𝑖,𝑘.

Положим

𝜙𝑖,𝑘(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜓𝑖,𝑘(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 ∖ 𝑆𝑄,

𝜙𝑖(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝑄 ∖ 𝐹𝑘.

Поскольку функция 𝜙𝑖 изменяется на множестве нулевой меры, то для любого 𝑘 ∈ N

выполняется равенство 𝜙𝑖(𝑥) = 𝜙𝑖,𝑘(𝑥) п. в. на 𝑄.

Пусть 𝑘 < 𝑚. По построению множеств 𝐹𝑘 имеем 𝐹𝑘 ⊂ 𝐹𝑚, поэтому на 𝐹𝑘 ∩ 𝑇 функции

𝜙*(𝑦𝑖𝜂𝑘) и 𝜙*(𝑦𝑖𝜂𝑚) совпадают квазивсюду с функцией 𝜙𝑖.

Так как по построению все точки множеств 𝐹𝑘 имеют плотность, равную единице, то

уточненные функции 𝜓𝑖,𝑚 и 𝜓𝑖,𝑘 совпадают квазивсюду на 𝐹𝑘 (следствие 1.5). Это позволяет

корректно определить квазивсюду на 𝑄 функцию

𝜙𝑖𝑄(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓𝑖,𝑘(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝐹𝑘 ∖ 𝑆𝑄,

𝜙𝑖(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝑄 ∖
∞⋃︀
𝑘

𝐹𝑘.

Поскольку 𝑄 ∖
∞⋃︀
𝑘

𝐹𝑘 =
∞⋂︀
𝑘

𝐶𝐹𝑘, то в силу (3.61) функция 𝜙𝑖𝑄 определена квазивсюду на шаре

𝑄.

Покажем, что функция 𝜙𝑖𝑄 квазинепрерывна на шаре 𝑄. Фиксируем 𝜀 > 0. Тогда най-

дутся такие открытые множества 𝑈1, 𝑈2, 𝑈3, что

1) Существует номер 𝑘 такой, что 𝐶𝐹𝑘 ⊂ 𝑈1, и Cap(𝑈1) < 𝜀/3 (в силу (3.61) и леммы 1.9);

2) На 𝐷𝐹 ∖ 𝑈2 функция 𝜓𝑖,𝑘 непрерывна и Cap(𝑈2) < 𝜀/3 (поскольку функция 𝜓𝑖,𝑘 квази-

непрерывна);
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3) 𝑈3 содержит все точки множества 𝑄∖𝑈1 нулевой емкости, где значения функций 𝜙𝑖𝑄 и

𝜓𝑖,𝑘 не совпадают, Cap(𝑈3) < 𝜀/3 (так как 𝜙𝑖𝑄 и 𝜓𝑖,𝑘 совпадают квазивсюду на 𝐹𝑘 (вне 𝐶𝐹𝑘)).

Множество 𝑈 = 𝑈1∪𝑈2∪𝑈3 имеет емкость Cap(𝑈) < 𝜀, а на дополнении 𝑄∖𝑈 функция 𝜙𝑖𝑄

непрерывна. В силу произвольности 𝜀 > 0 функция 𝜙𝑖𝑄 квазинепрерывна. Таким образом,

построено квазинепрерывное отображение 𝜙𝑄 : 𝑄 ∖ 𝑆𝑄 → 𝐷′
𝐹 , где 𝑆𝑄 ⊂ 𝑄 — некоторое

множество нулевой емкости.

Покрывая область 𝐷𝐹 счетным конечнократным набором открытых шаров 𝑄𝑗 и повто-

ряя описанную выше процедуру на каждом из шаров 𝑄𝑗, мы построим квазинепрерывное

отображение

𝜓(𝑥) = 𝜙𝑄𝑗
(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝑄𝑗.

Корректность определения отображения 𝜓(𝑥) обеспечивается следующим свойством: для

двух шаров 𝑄𝑗 и 𝑄𝑖 с непустым пересечением имеем 𝜙𝑄𝑗
(𝑥) = 𝜙𝑄𝑖

(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑄𝑖 ∩ 𝑄𝑗

за исключением некоторого множества Σ𝑖𝑗 ⊂ 𝑄𝑖 ∩ 𝑄𝑗 нулевой емкости (см. следствие 1.5).

Удалим из 𝐷𝐹 множество

𝑆𝜙 =
⋃︁
𝑖 ̸=𝑗

Σ𝑖𝑗 ∪
⋃︁
𝑗

𝑆𝑄𝑗
, (3.64)

имеющее нулевую емкость.

Тогда на 𝐷𝐹 ∖𝑆𝜙 отображение 𝜓 опеределено корректно. При этом 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥) для почти

всех 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 .

Будем считать, что образ 𝑉 ⊂ 𝐷𝐹 это множество 𝜓(𝑉 ∖ 𝑆𝜙).

Замечание 3.8. Для построенного отображения 𝜓 выполняется следующее свойство: 𝜓(𝑥) =

𝜙(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑇 ∖ 𝑍, где 𝑍 — множество нулевой емкости.

Построение отображения 𝜙0

В этом пункте мы построим отображение 𝜙0 такое, что 𝜙0 = 𝜓 квазивсюду и выполнены

эквивалентные оценки на емкости образа и прообраза (см. ниже лемму 3.23).

В следующей лемме мы описываем свойства отображения 𝜓 и усиливаем предыдущие

леммы 3.17, 3.18, 3.20.

Лемма 3.22. 1) Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — полунепрерывная снизу функция. Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 —

уточненная функция в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), то 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 ).

2) Пусть Σ ⊂ 𝐷′
𝐹 . Если Cap

(︀
Σ;𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
)︀
= 0, то Cap

(︀
𝜓−1(Σ) ∩𝐷𝐹 ;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0.

3) Если 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)∩𝐶(𝐷′), то уточненная функция 𝜙*𝑓 совпадает с функцией 𝑓 ∘𝜓

квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).
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4) Пусть квазивсюду в 𝐷′
𝐹 выполнено 𝑓(𝑦) =

∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑦), где 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) ∩ 𝐶(𝐷′)

и
∞∑︀
𝑘=1

⃦⃦
𝑓𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦

< ∞. Тогда уточненная функция 𝜙*𝑓 совпадает с суммой
∞∑︀
𝑘=1

(𝑓 ∘ 𝜓)(𝑥) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

5) Для всякой уточненной функции 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) уточненная функция 𝑔 = 𝜙*𝑓 совпа-

дает с композицией 𝑓 ∘ 𝜓 квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

6) Для произвольных множеств 𝐴 ⊂ 𝐷𝐹 и 𝐵 ⊂ 𝐷′
𝐹 таких, что 𝜓(𝐴) ⊂ 𝐷′

𝐹 имеют

место оценки

Cap
(︀
𝜓−1(𝐵);𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ 𝐾𝜈 Cap

(︀
𝐵;𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
)︀
, (3.65)

Cap
(︀
𝐴 ∩ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 );𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤ 𝐾𝜈 Cap

(︀
𝜓(𝐴) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
, (3.66)

где 𝐾 = max(‖𝜙*‖,‖𝜙*−1‖).

Доказательство. 1) Имеем 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) для почти всех 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ) (по крайней

мере в точках 𝑥 ∈ 𝑇 ). Для произвольного 𝜀 > 0 выберем открытое множество 𝑈𝜀 ⊂ 𝐷𝐹

такое, что 𝜓 непрерывно на 𝐷𝐹 ∖ 𝑈𝜀 и Cap
(︀
𝑈𝜀;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
< 𝜀. По следствию 1.6 имеем

также Cap
(︀̃︀𝑈𝜀;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
< 𝜀. Заметим, что все точки дополнения 𝐷𝐹 ∖ ̃︀𝑈𝜀 являются точ-

ками положительной плотности, а вслед за ними таковыми будут и все точки множества

(𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 )) ∖ ̃︀𝑈𝜀, так как |𝐷𝐹 ∖ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 )| = 0.

Композиция 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) полунепрерывна снизу во всех точках множества (𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 )) ∖

𝑈𝜀. По лемме 3.17 получаем 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) квазивсюду на (𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 )) ∖ ̃︀𝑈𝜀. В силу

произвольности 𝜀 имеем 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

2) Пусть 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — полунепрерывная снизу функция, построенная в лемме 1.15.

По первому пункту этой леммы уточненная функция 𝑔 = 𝜙*𝑓 не меньше функции 𝑓 ∘ 𝜙

квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩𝜓−1(𝐷′
𝐹 ). В частности, для квазивсех точек 𝑥 ∈ 𝜙−1(Σ)∩𝐷𝐹 ∩𝜓−1(𝐷′

𝐹 ) =

𝜙−1(Σ) ∩𝐷𝐹 имеем 𝑔(𝑥) = ∞. Из леммы 1.10 получаем Cap(𝜙−1(Σ) ∩𝐷𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)) = 0.

3) Если 𝑔 = 𝜙*𝑓 — уточненная функция в 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷), то в силу первого утверждения леммы

одновременно имеем 𝑔(𝑥) ≥ 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) и −𝑔(𝑥) ≥ −𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

Отсюда получаем равенство 𝑔(𝑥) = 𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

4) Пусть 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) ∩ 𝐶(𝐷′),

𝑓(𝑦) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑦) квазивсюду на 𝐷′
𝐹 и

∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦
𝑓𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦
<∞.
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В силу второго утверждения леммы ряд

𝑓 ∘ 𝜓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘 ∘ 𝜓(𝑥) (3.67)

сходится квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ). Кроме того

∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦
𝑓𝑘 ∘ 𝜓 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦
≤ 𝐾

∞∑︁
𝑘=1

⃦⃦
𝑓𝑘 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦
<∞. (3.68)

Из (3.68) известным способом (см. например [17]) выводим, что ряд (3.67) сходится равномер-

но на 𝐷𝐹 вне некоторого открытого множества сколь угодно малой емкости. Таким образом,

функция 𝑓 ∘ 𝜓 — является уточненной и, следовательно, 𝜙*𝑓(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=1

(𝑓 ∘ 𝜓)(𝑥) квазивсюду

на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

5) Пусть 𝑓𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — последовательность непрерывных функций, сходящаяся к

функции 𝑓 всюду за исключением множества Σ нулевой внешней емкости. По утверждени-

ям 2 и 4 леммы последовательность уточненных функций 𝑔𝑘 = 𝜙*𝑓𝑘 сходится квазивсюду

к уточненной функции 𝑔 = 𝜙*𝑓 . Уточненные функции 𝑔𝑘 = 𝜙*𝑓𝑘, согласно третьему утвер-

ждению леммы, совпадают с функциями 𝑓𝑘 ∘ 𝜙|𝐷𝐹∩𝜓−1(𝐷′
𝐹 ) квазивсюду на 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 ).

Таким образом, уточненная функция 𝑔 = 𝜙*𝑓 совпадает с функцией 𝑓 ∘ 𝜓 квазивсюду на

𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ).

6) Пусть 𝑓𝐵 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — емкостная функция для множества 𝐵 (см. теорему 1.2), т. е.

Cap
(︀
𝐵;𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
)︀
=
⃦⃦
𝑓𝐵 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦𝜈 . Множество {𝑦 ∈ 𝐵 | 𝑓(𝑦) < 1} имеет нулевую

емкость (по второму утверждению леммы). Поэтому для уточненной функции 𝑔 = 𝜙*𝑓𝐵

выполнено следующее свойство: 𝑔(𝑥) ≥ 1 квазивсюду на 𝜓−1(𝐵). Из соотношения

⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓𝐵 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦

выводим цепочку неравенств

Cap
(︀
𝜓−1(𝐵);𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤
⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈

≤ 𝐾𝜈
⃦⃦
𝑓𝐵 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦𝜈

= 𝐾𝜈 Cap
(︀
𝐵;𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
)︀
,

откуда следует оценка (3.65).

Пусть 𝑓𝜓(𝐴) ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) — емкостная функция для множества 𝜓(𝐴) ∩ 𝐷′
𝐹 . Множество

{𝑦 ∈ 𝐵 | 𝑓𝜓(𝐴)(𝑦) < 1} имеет нулевую емкость (по второму утверждению леммы). Поэтому
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для уточненной функции 𝑔 = 𝜙*𝑓𝜓(𝐴) выполнено следующее свойство: 𝑔(𝑥) ≥ 1 квазивсюду

на 𝐴 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ). Из соотношения

⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷
)︀
‖ ≤ 𝐾

⃦⃦
𝑓𝜓(𝐴) | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦

выводим

Cap
(︀
𝐴 ∩ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 );𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤
⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
⃦⃦𝜈

≤ 𝐾𝜈
⃦⃦
𝑓𝜓(𝐴) | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦𝜈

= 𝐾𝜈 Cap
(︀
𝜓(𝐴) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
,

что влечет (3.66).

Далее мы фиксируем счетную систему

ℬ = {𝐵𝑗} (3.69)

шаров в 𝐷𝐹 , составляющую базу открытых множеств 𝑈 ⊂ 𝐷𝐹 . Будем считать, что шары,

входящие в систему (3.69) обладают следующими свойствами:

1) 𝐵𝑗 b 𝐷𝐹 для всех 𝑗 ∈ N;

2) вместе с каждым шаром 𝐵𝑗 = 𝐵𝑗(𝑥𝑗, 𝑟𝑗) система ℬ содержит также счетный набор

шаров с центром в точке 𝑥𝑗 и радиусами вида 2−𝑘 dist(𝑥𝑗, 𝐷𝐹 ), 𝑘 ∈ N.

Лемма 3.23. Существуют некоторое множество 𝑆𝜓 ⊂ 𝐷𝐹 нулевой емкости и отображе-

ние 𝜙0 : 𝐷𝐹 ∖ 𝑆𝜓 → 𝐷′
𝐹 такие, что 𝜙0(𝑥) совпадает с 𝜓(𝑥) для квазивсех на 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 Для

отображения 𝜙0 справедливы все утверждения леммы 3.22, а также оценка

Cap(𝜙0(𝐵𝑗) ∩𝐷′
𝐹 ;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)) ≤ 𝐾−𝜈 Cap(𝐵𝑗;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)) (3.70)

для любого шара 𝐵𝑗 системы (3.69).

Доказательство. Пусть 𝐵 ∈ ℬ — произвольный шар счетной базы окрестностей (3.69), а

𝑔𝐵 ∈ 𝐴(𝐵) — емкостная функция шара 𝐵 (см. теорему 1.2). Поскольку 𝜙* — изоморфизм (см.

лемму 3.6), то существует уточненная функция 𝑓𝐵 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′) такая, что 𝑔𝐵(𝑥) = 𝑓𝐵 ∘𝜓(𝑥)

для квазивсех 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ) по утверждению 3 леммы 3.22.

Рассмотрим множество Σ𝐵 = {𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ) : 𝑓𝐵(𝜓(𝑥)) < 1}. Тогда в силу того, что

𝑓(𝜓(𝑥)) = 𝑔(𝑥) ≥ 1 для квазивсех 𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 ) имеем

Cap
(︀
Σ𝐵;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0.
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Так как 𝜓((𝐵 ∩ 𝜓−1(𝐷′
𝐹 )) ∖ Σ𝐵) = (𝜓(𝐵) ∩ 𝐷′

𝐹 ) ∖ 𝜓(Σ𝐵) ⊂ 𝐷′
𝐹 , то функция 𝑓𝐵 является

допустимой для множества (𝜓(𝐵)∩𝐷′
𝐹 ) ∖𝜓(𝐸𝐵) ⊂ 𝐷′

𝐹 : 𝑓 ∈ 𝐴((𝜓(𝐵)∩𝐷′
𝐹 ) ∖𝜓(Σ𝐵)). Поэтому

Cap
(︀
𝜓((𝐵 ∩ 𝜓−1(𝐷′

𝐹 )) ∖ Σ𝐵);𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
≤
⃦⃦
𝑓𝐵 | 𝐿1

𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷
′)
⃦⃦𝜈

≤ 𝐾−𝜈 ⃦⃦𝑔𝐵 | 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷)

⃦⃦𝜈
= 𝐾−𝜈Cap

(︀
𝐵;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
. (3.71)

Полагаем отображение 𝜙0(𝑥) равным 𝜓(𝑥) на множестве 𝐷𝐹 ∖
⋃︀

𝐵𝑗∈ℬ
Σ𝐵𝑗

, и не определенным

на множестве
⋃︀

𝐵𝑗∈ℬ
Σ𝐵𝑗

. По лемме 1.9 (пункт 6)) имеем Cap
(︀ ⋃︀
𝐵𝑗∈ℬ

Σ𝐵;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0, поэтому

отображения 𝜙0 и 𝜓 совпадают квазивсюду в 𝐷𝐹 .

Таким образом, отображение определено теперь на 𝐷𝐹 ∖ 𝑆𝜓, где

𝑆𝜓 = 𝑆𝜙 ∪
⋃︁
𝐵𝑗∈ℬ

Σ𝐵𝑗
, (3.72)

а множество 𝑆𝜙 определено формулой (3.64). Cправедливость всех утверждений леммы 3.22

для отображения 𝜙0 проверяется непосредственно.

Теперь образом 𝜙0(𝑉 ) произвольного множества 𝑉 ⊂ 𝐷𝐹 понимается образ 𝜓
(︀
𝑉 ∖ 𝑆𝜓).

Топологические свойства отображения 𝜙0

В этом пункте мы продолжим изучения свойств квазинепрерывного отображения 𝜙0. От-

метим, что шары 𝐵(𝑥, 𝑟) и сферы 𝑆(𝑥, 𝑟) рассматриваются в метрике Карно — Каратеодори.

Предложение 3.7 ([60, Предложение 5]). 1) Отображение 𝜙0 определено и непрерывно во

всех точках сферы 𝑆(𝑥, 𝑟) для почти всех 𝑟 ∈ (0, dist(𝑥, 𝜕𝐷𝐹 )).

2) Отображение 𝜙0 непрерывно на почти всех интегральных линиях горизонтальных

векторных полей: для каждого шара 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝐷𝐹 и почти всех интегральных линиях

𝛾 ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟) горизонтального векторного поля 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛, отображение 𝜙0 определено и

непрерывно во всех точках интегральной кривой 𝛾.

Предложение 3.8. Существует множество нулевой меры Σ ⊂ 𝐷𝐹 такое, что в сколь

угодно малых окрестностях точек 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵 ∖ Σ, где 𝐵 ⊂ 𝐷𝐹 — произвольный открытый

шар, найдутся точки, которые можно соединить кривой 𝛾 ⊂ 𝐵, на которой отображение

𝜙0 непрерывно.

Доказательство. 1 шаг. По лемме 1.40 из [44] найдутся постоянные 𝐶 > 0 и 𝑁 ∈ N такие,

что любые две точки 𝑥1, 𝑥2 ∈ G можно соединить ломаной 𝜎 = 𝜎1 ∪ 𝜎2 ∪ . . . ∪ 𝜎𝑁 , состоящей
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из отрезков интегральных линий горизонтальных векторных полей. При этом длина 𝜎𝑖 не

превосходит 𝐶 · 𝑑(𝑥1, 𝑥2).

2 шаг. В качестве множества нулевой меры Σ ⊂ 𝐷𝐹 возьмем совокупность всех точек в

𝐷𝐹 , не принадлежащих объединению всех интегральных линий горизонтальных векторных

полей 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, на каждой из которых отображение 𝜙0 непрерывно (см. предложение

3.7).

3 шаг. Пусть теперь 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵 ∖Σ. Рассмотрим непрерывную кривую Γ ⊂ 𝐵, соединяю-

щую точки 𝑥1 и 𝑥2. Обозначим

𝑅Γ =
dist(Γ,𝜕𝐵)

𝑁𝐶
.

Покроем кривую Γ конечным числом шаров 𝐵𝑗 ⊂ 𝐵 с равными радиусами 𝑅Γ и выберем

точки 𝑥1 = 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑙+1 = 𝑥2 на этой кривой таким образом, чтобы две соседние точки

𝑦𝑗, 𝑦𝑗+1 принадлежали шару {𝐵𝑗} (при этом некоторые шары могут и повторяться). В силу

выбора подходящего радиуса шара {𝐵𝑗} точки 𝑦𝑗, 𝑦𝑗+1 можно соединить кривой 𝛾𝑗 ⊂ 𝐵,

построенной на первом шаге доказательство. Составная кривая 𝛾 = 𝛾1 ∪ 𝛾2 ∪ . . .∪ 𝛾𝑙 может и

не быть искомой, поскольку некоторые точки совокупности 𝑦2, . . . , 𝑦𝑙 могут принадлежать Σ.

4 шаг. Для построения искомой кривой возьмем шар 𝐵(𝑦1, 𝜀) настолько малого радиу-

са, что трубчатая окрестность
⋃︀
𝑡

𝐵(𝛾(𝑡), 𝜀) кривой 𝛾 принадлежит 𝐵. Для любого 𝜀 в этой

трубчатой окрестности найдется кривая, составленная из интегральных линий горизонталь-

ных векторных полей, на каждой их которых отображение 𝜙0 непрерывно. Начальная точка

такой кривой принадлежит шару 𝐵(𝑥1, 𝜀), а конечная — шару 𝐵(𝑥2, 𝜀).

Так как 𝜀 может быть взято произвольно малым, доказательство предложения завершено.

Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 ∩𝐷𝐹 . Введем обозначение

̂︀𝐵(𝑥, 𝑟) =
{︁ ⋃︁
𝜌∈(0,𝑟)

𝑆(𝑥, 𝜌) | отображение 𝜙0 : 𝑆(𝑥, 𝜌) → G непрерывно
}︁
⊂ 𝐷𝐹 (3.73)

Таким образом, множество ̂︀𝐵(𝑥, 𝑟) отличается от шара 𝐵(𝑥, 𝑟) лишь тем, что из шара 𝐵(𝑥, 𝑟)

удалены все сферы 𝑆(𝑥, 𝜌), 𝜌 ∈ 𝜎𝑥,𝑟 ⊂ (0, 𝑟), на которых отображение 𝜙0 разрывно, причем

совокупность 𝜎𝑥,𝑟 таких радиусов имеет нулевую меру на интервале (0, 𝑟).

Лемма 3.24. Пусть дана последовательность положительных чисел {𝑟𝑘}, сходящаяся к 0

при 𝑘 → ∞. Пусть еще 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 и существует последовательность 𝑢𝑘 ∈ ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘) ∩𝐷𝐹 , для

которой 𝜙0(𝑢𝑘) → 𝑦 ∈ 𝐷′
𝐹 при 𝑘 → ∞, где 𝑦 — некоторая точка.
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Тогда образы 𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘)) стягиваются к точке 𝑦 ⊂ 𝐷′
𝐹 при 𝑘 → ∞:

{𝑦} =
⋂︁
𝑘∈N

𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘)) ∈ 𝐷′
𝐹 . (3.74)

Доказательство. Очевидно равенство (3.74) эквивалентно следующему:

sup
𝑧∈ ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘)∩𝐷𝐹

𝑑(𝜙0(𝑧),𝑦) → 0 (3.75)

при 𝑘 → ∞. Пусть, вопреки доказываемому, (3.75) не выполняется. Тогда существуют число

𝜗 > 0, и последовательность радиусов κ𝑘 ∈ (0,𝑟𝑘) ∖ 𝜎𝑥,𝑟𝑘 , для которой

diam({𝑦} ∪ 𝜙0(𝑆(𝑥,κ𝑘)) = sup
𝑧∈𝑆(𝑥,κ𝑘)∩𝐷𝐹

𝑑(𝜙0(𝑧),𝑦) ≥ 𝜗, 𝑘 ∈ N. (3.76)

Поскольку 𝑢𝑘 ∈ ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘)) ∩𝐷𝐹 , то 𝑢𝑘 ∈ 𝑆(𝑥,𝜏𝑘), где 𝜏𝑘 ∈ (0,𝑟𝑘) ∖ 𝜎𝑥,𝑟𝑘 и 𝜏𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞.

Понятно, что каждый шар 𝐵(𝑥,𝑟𝑘) при достаточно большом 𝑘 содержится в некотором

шаре 𝐵𝑘 = 𝐵(𝑥𝑗𝑘 ,𝜌𝑗𝑘) совокупности (3.69) таком, что 𝑥𝑗𝑘 ∈ 𝐵(𝑥,𝑟𝑘) и 𝜌𝑗𝑘 > 2𝑟𝑘 (последнее

неравенство гарантирует включение 𝐵(𝑥,𝑟𝑘) ⊂ 𝐵𝑘), при этом 𝜌𝑗𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞ (т. е. с

уменьшением 𝑟𝑘 до нуля 𝜌𝑗𝑘 также уменьшается до нуля) (см. выше описание совокупности

(3.69)).

Для каждого 𝑘 ∈ N рассмотрим еще непрерывную кривую 𝛾𝑘 ⊂ 𝐵𝑘 из предложения 3.8

с концевыми точка в шаре 𝐵(𝑥,min(𝜏𝑘,κ𝑘)) и дополнении 𝐵𝑘 ∖ 𝐵(𝑥,𝑟𝑘), в точках которой

отображение 𝜙0 определено и непрерывно.

Обозначим символом 𝐾𝑘 компактное множество 𝑆(𝑥,𝜏𝑘)∪𝑆(𝑥,κ𝑘)∪ 𝛾𝑘. Имеем включение

𝐾𝑘 ⊂ 𝐵𝑘. Компакт 𝐾𝑘 связен, и отображение 𝜙0 : 𝐾𝑘 → 𝐷′
𝐹 непрерывно.

При вышеописанном выборе компакта 𝐾𝑘 и шаров 𝐵𝑘 = 𝐵(𝑥𝑗𝑘 ,𝜌𝑗𝑘) с учетом соотношения

(3.70) имеем следующую цепочку неравенств:

Cap
(︀
𝜙0(𝐾𝑘) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
≤ Cap

(︀
𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑘)) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀

≤ Cap
(︀
𝜙0(𝐵𝑘) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀

≤ 𝐾−𝜈 Cap
(︀
𝐵𝑘;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 𝑂

(︁(︁
ln

2

𝜌𝑗𝑘

)︁1−𝜈)︁
= 𝑜(1) (3.77)

при 𝑘 → ∞ (см. замечание 1.12). Из (3.77) выводим Cap(𝜙0(𝐾𝑘)∩𝐷′
𝐹 ;𝐿

1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)) → 0 при 𝑘 →

∞. Применяя теперь теорему 1.3 к компактному множеству 𝜙0(𝐾𝑘), получаем diam𝜙0(𝐾𝑘) →
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0 при 𝑘 → ∞. С учетом условия 𝜙0(𝑢𝑘) → 𝑦 ∈ 𝐷′
𝐹 при 𝑘 → ∞ имеем diam({𝑦} ∩ 𝜙0(𝐾𝑘)) → 0

при 𝑘 → ∞. Последнее противоречит (3.76), поскольку 𝑆(𝑥,κ𝑘) ⊂ 𝐾𝑘.

В следующем утверждении мы показываем, что образы концентрических сфер, на кото-

рых отображение 𝜙0 непрерывно, стягиваются в точку при стремлении радиуса к нулю.

Следствие 3.4. Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 ∩𝐷𝐹 . Тогда

sup
𝑦∈𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟))∩𝐷𝐹

𝑑(𝑦,𝜙0(𝑥)) → 0 (3.78)

при 𝑟 → 0.

Доказательство. Фиксируем 𝑘, для которого 𝑥 ∈ 𝑇𝑘 ∩𝐷𝐹 . Пусть, вопреки доказываемому,

(3.78) не выполняется. Тогда существуют число 𝜗 > 0, и последовательность 𝑟𝑙 → 0 при

𝑙 → ∞ такие, что

sup
𝑦∈𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟𝑙))∩𝐷𝐹

𝑑(𝑦,𝜙0(𝑥)) ≥ 2𝜗

для всех 𝑙 ∈ N. Отсюда извлекаем последовательность радиусов κ𝑙 ∈ (0,𝑟𝑙)∖𝜎𝑥,𝑟𝑙 , для которой

sup
𝑦∈𝜙0(𝑆(𝑥,κ𝑙))∩𝐷𝐹

𝑑(𝑦,𝜙0(𝑥)) ≥ 𝜗, 𝑙 ∈ N. (3.79)

Поскольку 𝑥 — точка положительной плотности, то для всех 𝑟𝑙 найдется 𝜏𝑙 ∈ (0,𝑟𝑙) ∖

𝜎𝑥,𝑟𝑙 такое, что 𝑆(𝑥,𝜏𝑙) ∩ 𝑇𝑘 ̸= ∅. В силу непрерывности отображения 𝜙0 на 𝑇𝑘 ∩ 𝐷𝐹 (см.

предложение 3.7) для любого выбора точек 𝑢𝑙 ∈ 𝑆(𝑥,𝜏𝑙) ∩ 𝑇𝑘 ̸= ∅ имеем

𝑢𝑙 → 𝑥 и 𝜙0(𝑢𝑙) → 𝑦 = 𝜙0(𝑥) ∈ 𝐷′
𝐹 при 𝑙 → ∞. (3.80)

Следовательно, для последовательности 𝑢𝑙 выполнены все условия леммы 3.24, из заключе-

ния которой выводим (3.78).

Из предложения 3.7 и следствия 3.4 выводим следующие свойства отображения 𝜙0.

Следствие 3.5. Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 ∩𝐷𝐹 . Для любого достаточно малого 𝜌 > 0 найдется число

𝛿𝑥,𝜌 > 0 такое, что

1) для сфер 𝑆(𝑥,𝑟) ⊂ 𝐷𝐹 радиуса 𝑟 ∈ (0,𝛿𝑥,𝜌) ∖ 𝜎𝑥,𝑟, их образы 𝜙0(𝑆(𝑥,𝑟)) содержатся в

шаре 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 , т. е.

𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌)) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 . (3.81)
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2) для почти всех интегральных линий 𝛾 горизонтальных векторных полей образы 𝜙0(𝛾∩

𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌)) содержатся в шаре 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 .

Следствие 3.6. Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 ∩ 𝐷𝐹 . Для шаров, удовлетворяющих соотношению (3.81),

справедливо следующее свойство: для любой точки 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) образы 𝜙0( ̂︀𝐵(𝑦,𝜏)) стяги-

ваются к единственной точке 𝑧 ∈ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 при 𝜏 → 0.

Доказательство. Фиксируем произвольную последовательность 𝜏𝑘 → при 𝑘 → ∞. Для 𝑘 ∈

N можно найти точку 𝑢𝑘 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∩ ̂︀𝐵(𝑦,𝜏). Имеем следующие свойства: 𝑢𝑘 → 𝑥 при

𝑘 → ∞, a 𝜙0(𝑢𝑘) ∈ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 . Переходя к подпоследоватльности, можно считать, что

𝜙0(𝑢𝑘) → 𝑦 ∈ 𝐷′
𝐹 . Следовательно, для последовательности 𝑢𝑘 выполнены все условия леммы

3.24, из заключения которой выводим утверждения следствия 3.6.

Определение 3.7. Пусть 𝑥 ∈ 𝑇 ∩𝐷𝐹 . Для достаточно малого 𝜌 > 0 найдем по следствию 3.5

число 𝛿𝑥,𝜌 > 0, для которого будет выполняться следующее включение:

𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌)) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 .

Всякая точка 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) либо принадлежит пересечению 𝑇∩𝐷𝐹 , либо ему не принадлежит.

В первом случае имеем

lim
𝑧→𝑦,𝑧∈ ̂︀𝐵(𝑦,𝛿1)

𝜙0(𝑧) = 𝜙0(𝑦),

где 𝛿1 — достаточно малое положительное число. Во втором случае значение отображения

𝜙0 в точке 𝑦 не задано, но по следствию 3.6 определен предел

lim
𝑧→𝑦,𝑧∈ ̂︀𝐵(𝑦,𝛿2)

𝜙0(𝑧) ∈ 𝐷′
𝐹 ,

который мы возьмем в качестве 𝜙0(𝑦) (здесь 𝛿2 — достаточно малое положительное число).

Следовательно, во всех точках шара 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) определено отображение, которое мы обо-

значим тем же символом 𝜙0. Это отображение имеет следующее свойство:

𝜙0(𝑦) ∈ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 для любой точки 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌), (3.82)

более этого, в этом случае

{𝜙0(𝑦)} =
⋂︁
𝑟→0

𝜙0( ̂︀𝐵(𝑦,𝑟)) ∈ 𝐷′
𝐹 .

Предложение 3.9. Отображение 𝜙0 : 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) → 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 , где 𝑥 ∈ 𝑇 ∩ 𝐷𝐹 ,

непрерывно.
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Доказательство. 1 случай: пусть 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌)∩𝑇 ∩𝐷𝐹 . В силу определения 3.7 для доста-

точно малого 𝜏 > 0 существует число 𝛿𝑦,𝜏 > 0, для которого в силу (3.82) будут выполняться

следующие включения: 𝜙0( ̂︀𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜏 )) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑦),𝜏) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) ⊂ 𝐷′
𝐹 , что и доказывает

непрерывность отображения 𝜙0 в точке 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∩ 𝑇 ∩𝐷𝐹 .

2 случай: пусть 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∖ (𝑇 ∩𝐷𝐹 ). В силу определения 3.7 для достаточно малого

𝜏 > 0 существует число 𝛿𝑦,𝜏 > 0, для которого будут выполняться следующие включения:

𝜙0( ̂︀𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜏 )) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑦),𝜏) ⊂ 𝐵(𝜙0(𝑦),𝜏) ⊂ 𝐷′
𝐹 . Так же, как и предыдущем случае, для

любой точки 𝑧 ∈ 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜏 ) имеем 𝜙0(𝑧) ∈ 𝐵(𝜙0(𝑦),𝜏) ⊂ 𝐷′
𝐹 . Откуда аналогично предыдущему

получаем непрерывность отображения 𝜙0 в точке 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∖ (𝑇 ∩𝐷𝐹 ).

Предложение 3.10. Отображения 𝜙0 : 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) → 𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌) и 𝜙0 : 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜌) →

𝐵(𝜙0(𝑦),𝜌), где 𝑥,𝑦 ∈ 𝑇 ∩ 𝐷𝐹 , совпадают на пересечении 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∩ 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜌), если оно не

пустое.

Доказательство. В соответствии с определением 3.7 значение отображения 𝜙0 в точке

𝑧 ∈ 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∩ 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜌) можно определить, исходя либо из отображения 𝜙0 : 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) →

𝐵(𝜙0(𝑥),𝜌), либо из отображения 𝜙0 : 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜌) → 𝐵(𝜙0(𝑦),𝜌). Найдется шар 𝐵(𝑧, 𝑟𝑧) ⊂

𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ∩ 𝐵(𝑦,𝛿𝑦,𝜌), на котором оба способа определения значения отображения 𝜙0 в точке

𝑧 будут совпадать.

Определение 3.8. Для точек 𝑥 ∈ 𝑇 ∩ 𝐷𝐹 рассмотрим семейство шаров 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) ⊂ 𝐷𝐹 из

определения 3.7. На открытом множестве

𝑈 =
⋃︁

𝑥∈𝑇∩𝐷𝐹

𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌)

в силу предложения 3.10 корректно определено непрерывное отображение, которое мы будем

обозначать символом ̃︀𝜙0. При этом 𝑈 ⊂ 𝐷𝐹 и |𝐷𝐹 ∖ 𝑈 | = 0.

Очевидно, отображение ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝐷′
𝐹 — продолжение отображения 𝜙0 : 𝑇 ∩𝐷𝐹 → 𝐷′

𝐹 до

непрерывного отображения на открытом множестве 𝑈 . Так как 𝑇 ∩ 𝐷𝐹 всюду плотно в 𝑈 ,

такое продолжение единственное.

Предложение 3.11. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝐷′
𝐹 — гомеоморфизм.

Доказательство. В силу предложения 3.6 отображение 𝜙 : 𝑇 ∩𝐷𝐹 → 𝐷′
𝐹

1) инъективно,

2) образ 𝜙(𝑇 ∩𝐷𝐹 ) всюду плотен в 𝐷′
𝐹 и |𝐷′

𝐹 ∖ 𝜙(𝑇 ∩𝐷𝐹 )| = 0,

3) отображение 𝜙 : 𝑇 ∩𝐷𝐹 → 𝐷′
𝐹 обладает 𝒩 -свойством и 𝒩−1-свойством Лузина.
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Следовательно, по лемме 3.6 обратное отображение 𝜙−1 : 𝑇 ′ → 𝐷𝐹 , где 𝑇 ′ = 𝜙0(𝑇 ),

порождает оператор композиции 𝜙*−1 : 𝐿1
𝑝(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷) → 𝐿1

𝑝(𝐷
′).

Применяя вышедоказанные результаты к отображению 𝜙−1 : 𝑇 ′ → 𝐷𝐹 , получаем непре-

рывное отображение ̃︂𝜙−1
0 : 𝑉 → 𝐷𝐹 , определенное на некотором открытом множестве

𝑉 ⊂ 𝐷′
𝐹 со значениями в 𝐷𝐹 , при этом |𝐷′

𝐹 ∖ 𝑉 | = 0. Можно сделать так, чтобы ̃︀𝜙0(𝑈) = 𝑉 .

Поскольку 𝜙0(𝑇 ∩𝐷𝐹 ) всюду плотно в 𝑉 из вышеустановленного выводим инъективность

отображения ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉 ⊂ 𝐷′
𝐹 и его гомеоморфность.

Квазиконформность отображения ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉

В этом разделе 𝑈 ⊂ 𝐷𝐹 — открытое множество из определения 3.8, а 𝑉 = ̃︀𝜙0(𝑈). Основной

результат настоящего раздела сформулирован в следующем утверждении.

Предложение 3.12. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉 квазиконформно.

Доказательство этого утверждения можно найти в [69]. Однако, мы приведем другие

рассуждения, имеющие более широкую область применения.

Доказательство предложения 3.12 по существу сводится к тому, чтобы установить аб-

солютную непрерывность отображения ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉 на почти всех интегральных линиях

горизонтальных векторных полей (коротко 𝜙0 ∈ ACL(𝑈)) и поточечное неравенство

|𝐷(𝑥,𝜙)| ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝜈 п. в. в 𝑈. (3.83)

Поскольку ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉 — аппроксимативно дифференцируемый гомеоморфизм, из формулы

(3.43) выводим, что якобиан 𝐽(𝑥,𝜙) локально интегрируем в 𝑈 . Более того, в силу неравенства

Гёльдера, локально интегрируемой будет также и степень якобиана 𝐽(𝑥,𝜙)
1
𝜈 .

Лемма 3.25. Пусть 𝑢 ∈ Lip𝑙(𝐷
′) ∩ 𝐿1

𝜈(𝐷
′) и ||𝑢 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)|| ≤ 1. Тогда

|∇ℒ(𝑢 ∘ 𝜙)|(𝑥) ≤ 𝐾 · 𝐽(𝑥,𝜙)
1
𝜈 п. в. на 𝐷, (3.84)

где 𝐾 — некоторая постоянная.

Лемма 3.26. Пусть 𝐷,𝐷′ ⊂ G. Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝜈,

то ̃︀𝜙0 ∈ 𝑊 1
𝜈, loc(𝑈).

Доказательство. Докажем, что ̃︀𝜙0 ∈ ACL(𝑈). Пусть {𝑧𝑗} — счетное всюду плотное множе-

ство точек в 𝑉 . Зададим счетное семейство функций 𝑑𝑟𝑧𝑗 : 𝑉 → R+, 𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑦) = (𝑟 − 𝑑𝑧𝑗(𝑦))
+,
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где 𝑟 ∈ Q+ = {𝑥 ∈ Q | 𝑥 > 0}, (𝑑𝑧𝑗(𝑦) = 𝑑(𝑧𝑗,𝑦)). Для каждой такой функции выполняется

поточечное равенство 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗(𝑥) = 𝑑𝑟𝑧𝑗 ∘ ̃︀𝜙0(𝑥), 𝑟 ∈ Q+, 𝑗 ∈ N, для всех точек 𝑥 ∈ 𝑈 .

Кроме того, каждая такая функция удовлетворяет условиям леммы 3.25. Поэтому

|∇ℒ(𝑑
𝑟
𝑧𝑗
∘ ̃︀𝜙0)|(𝑥) ≤ 𝐶𝐽(𝑥,𝜙)

1
𝜈

для почти всех 𝑥 ∈ 𝑈 .

Рассмотрим слоение Γ𝑗 открытого множества 𝑈 , порожденное горизонтальным вектор-

ным полем 𝑋𝑗, и интегральную линию 𝛾 из этого слоения. Для почти всех кривых 𝛾 из

слоения Γ𝑗 выполнены следующие условия:

1) ̃︀𝜙0 непрерывно на 𝛾 (предложение 3.7);

2) выполняется поточечное неравенство для измеримых функций: |∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗

)︀
|(𝑡) ≤

𝐾𝐽(𝑡,𝜙)
1
𝜈 , 𝑟 ∈ Q+, 𝑗 ∈ N, п. вс. на 𝛾, и функция 𝐽(𝑡,𝜙)

1
𝜈 интегрируема на произвольной

компактной части 𝛾.

3) для почти всех 𝑥0 ∈ 𝛾 существует конечный предел отношения 1
𝑑(𝑥0,𝑥)

∫︀
[𝑥0,𝑥]

𝐽(𝑡,𝜙)
1
𝜈 𝑑𝜎

при 𝑥→ 𝑥0 по кривой 𝛾, равный 𝐽(𝑥0,𝜙)
1
𝜈 (здесь [𝑥0,𝑥] ⊂ 𝛾 — отрезок интегральной линии);

4) неравенство (3.84) верно для всех функций {𝑑𝑟𝑧𝑗} одновременно п. вс. на 𝛾;

5) функции 𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗 абсолютно непрерывны на 𝛾 для всех 𝑗 ∈ N и 𝑟 ∈ Q+.

Фиксируем кривую 𝛾 ∈ Γ𝑗, на которой выполняются все 5 свойств.

Пусть 𝑥0 ∈ 𝑈 ∩ 𝛾 — точка положительной линейной плотности на кривой 𝛾 и точка, в ко-

торой выполняется условие 3. Положим 𝑧 = ̃︀𝜙0(𝑥0). Фиксируем подпоследовательность {𝑧𝑗𝑙}

точек из {𝑧𝑗}, сходящаяся к 𝑧 = ̃︀𝜙0(𝑥0) (далее будем обозначать элементы этой подпоследо-

вательности как 𝑧𝑙). Так как отображение ̃︀𝜙0 непрерывно на 𝛾 в точке 𝑥0, можно подобрать

числа 𝛿, 𝑟 и 𝐿 такие, что ̃︀𝜙0(𝐵(𝑥0,𝛿)∩ 𝛾) ⊂ 𝑉 (следствие 3.5) и 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ ̃︀𝜙0(𝑥) ̸= 0 для всех 𝑙 ≥ 𝐿,

и всех точек 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾.

Далее, интегрируя функцию 𝐶𝐽(𝑥,𝜙)
1
𝜈 (где 𝐶 не зависит от 𝑟,𝑧) по части кривой 𝛾 от 𝑥0

до 𝑥, где 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾, выводим

𝐶

∫︁
[𝑥0,𝑥]

𝐽(𝑡,𝜙)
1
𝜈 𝑑𝑡 ≥

∫︁
[𝑥0,𝑥]

|∇ℒ
(︀
𝜙*𝑑𝑟𝑧𝑗

)︀
|(𝑡) 𝑑𝑡 ≥

|𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ ̃︀𝜙0(𝑥0)− 𝑑𝑟𝑧𝑙 ∘ ̃︀𝜙0(𝑥)| = |𝑟 − 𝑑𝑧𝑙(̃︀𝜙0(𝑥0))− 𝑟 + 𝑑𝑧𝑙(̃︀𝜙0(𝑥))| =

| − 𝑑𝑧𝑙(̃︀𝜙0(𝑥0)) + 𝑑𝑧𝑙(̃︀𝜙0(𝑥))| → 𝑑𝑧(̃︀𝜙0(𝑥)) = 𝑑(̃︀𝜙0(𝑥0),̃︀𝜙0(𝑥)) при 𝑙 → ∞.
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Таким образом, получаем

𝑑(̃︀𝜙0(𝑥0),̃︀𝜙0(𝑥)) ≤ 𝐶

∫︁
[𝑥0,𝑥]

𝐽(𝑡,𝜙)
1
𝜈 𝑑𝜎 (3.85)

для всех 𝑥 ∈ 𝐵(𝑥0,𝛿)∩ 𝛾. Из оценки (3.85) и абсолютной непрерывности интеграла выводим,

что отображение ̃︀𝜙0 абсолютно непрерывно на 𝐵(𝑥0,𝛿) ∩ 𝛾.

В силу произвола в выборе горизонтального поля 𝑋𝑗, интегральной кривой 𝛾 ∈ Γ𝑗 и точки

𝑧0 ∈ 𝛾 отображение 𝜙 абсолютно непрерывно вдоль почти всех горизонтальных кривых.

Из (3.85) имеем
𝑑(̃︀𝜙0(𝑥0),̃︀𝜙0(𝑥))

𝑑(𝑥0,𝑥)
≤ 𝐶

𝑑(𝑥0,𝑥)

∫︁
[𝑥0,𝑥]

𝐽(𝑡,𝜙)
1
𝜈 𝑑𝜎. (3.86)

Переходя к пределу при 𝑥→ 𝑥0, получаем оценку

|𝑋𝑗 ̃︀𝜙0(𝑥0)| ≤ 𝐶𝐽(𝑥0,𝜙)
1
𝜈 . (3.87)

Следовательно |𝑋𝑗𝜙| ∈ 𝐿𝜈, loc(𝐷𝐹 ) для всех 𝑗, и ̃︀𝜙0 ∈ 𝑊 1
𝜈, loc(𝑈).

Другие свойства отображений классов Соболева на группе Карно, в частности, формулу

замены переменной, можно найти в [70].

Доказательство предложения 3.12. Принадлежность гомеоморфизма ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉

классу Соболева 𝑊 1
𝜈, loc(𝑈) доказана в лемме 3.26. Поточечное неравенство (3.83) вытекает

из (3.87).

Локальная связность 𝑈 и 𝑉

Обозначим 𝑆 = 𝐷𝐹 ∖ 𝑈 . Пусть 𝑥 ∈ 𝑆, тогда возможны два случая:

1) найдется 𝑟0 > 0 такое, что ̃︀𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟)) ⊂ 𝐷′
𝐹 для всех 𝑟 < 𝑟0,

2) ̃︀𝜙0(𝑆(𝑥,𝑟𝑘)) ∩ 𝜕𝐷′
𝐹 ̸= ∅ для некоторой последовательности 𝑟𝑘 → 0.

При выполнении случая 1), отображению ̃︀𝜙0 можно приписать значение в точке 𝑥: пола-

гаем ̃︀𝜙0(𝑥) =
⋂︁
𝑟→0

̃︀𝜙0( ̂︀𝐵(𝑥,𝑟)) ∈ 𝐷𝐹 .

При таком задании значения ̃︀𝜙0(𝑥) мы приходим к ситуации, аналогичной той, которая была

рассмотрена в определении 3.7. Следовательно, отображение ̃︀𝜙0(𝑥) можно задать не только в

точке 𝑥, но и в точках некоторого шара 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) способом, указанным в определении 3.7. Так
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же, как и в предложении 3.9, доказывается, что отображение ̃︀𝜙0 : 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌) → 𝐷′
𝐹 непрерывно

во всех точках шара 𝐵(𝑥,𝛿𝑥,𝜌). Тогда области 𝑈 и 𝑉 можно расширить, а множество 𝑆 сузить.

Далее считаем, что для всех точек 𝑥 ∈ 𝑆 выполнено свойство 2).

Пусть 𝑥 ∈ 𝑆. Найдется последовательность {𝑥𝑘 ∈ 𝑈}, сходящаяся к 𝑥, такая, что ̃︀𝜙0(𝑥𝑘) →

𝜕𝐷′ при 𝑘 → ∞. В этом случае справедлива

Лемма 3.27. Для любого шара 𝐵(𝑥,𝑟) ⊂ 𝐷𝐹 с центром 𝑥 ∈ 𝑆 множество 𝐵(𝑥,𝑟)∩𝑈 связно.

Доказательство. Предположим, что это не так и 𝐵(𝑥,𝑟) ∩ 𝑈 состоит из нескольких компо-

нент связности. Тогда образ ̃︀𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟)) разделяется границей 𝜕𝐷′
𝐹 на несколько компонент

связности: ̃︀𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟)) = 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ . . . . Или 𝐷′
𝐹 ∖ ̃︀𝜙0(𝑆(𝑥,𝑟)) = 𝑉0 ∪ 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ . . . .

Рассмотрим в области 𝐷𝐹 гладкую срезку

𝜂 =

⎧⎪⎨⎪⎩1 на 𝐵(𝑥,𝑟/2),

0 вне 𝐵(𝑥, 𝑟).

Можно считать, что |̃︀𝜙−1
0 (𝑉1) ∩𝐵(𝑥,𝑟/2)| > 0. Построим функцию 𝑔 : 𝐷′

𝐹 → R такую, что

𝑔(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜂 ∘ ̃︀𝜙
−1
0 (𝑦) на 𝑉1,

0 на 𝑉0 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ∪ . . . .
(3.88)

Очевидно, что 𝑔 — непрерывная функция на 𝑉 . Покажем, что 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′). Так

как отображение 𝜙0 : 𝐵(𝑥,𝑟) ∩ 𝑈 → 𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟)) ∩ 𝑉 квазиконформно, то функция 𝑔 ∈

𝐿1
𝜈(𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟))∩𝑉 ). Следовательно, 𝑔 локально интегрируема и имеет суммируемые в степени

𝜈 обобщенные производные в 𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟))∩𝑉 . В частности, функция 𝑔 абсолютно непрерывна

на почти всех интегральных линиях горизонтальных векторных полей и существуют произ-

водные 𝑣𝑗 = 𝑋𝑗𝑔 п. в. в 𝜙0(𝐵(𝑥,𝑟))∩𝑉 , 𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛. Остается показать, что 𝑣𝑗 — обобщенная

производная функции 𝑔 в 𝐷′
𝐹 , т. е. выполнено равенство

∫︁
𝐷′

𝐹

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 = −
∫︁
𝐷′

𝐹

𝑣𝑗 · 𝜓 𝑑𝑦 (3.89)

для любой тестовой функции 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷′

𝐹 ). По теореме Фубини имеем

∫︁
𝐷′

𝐹

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 =

∫︁
Pr𝑗 𝐷′

𝐹

𝑑𝑦1 . . . ̂︁𝑑𝑦𝑗 . . . 𝑑𝑦𝑁 ∫︁
Γ𝑗(𝑦)∩𝐷′

𝐹

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗,
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где Pr𝑗 𝐷
′
𝐹 — проекция 𝐷′

𝐹 на гиперповерхность, трансверсальную векторному полю 𝑋𝑗,

Γ𝑗(𝑦) — интегральная линия 𝑋𝑗, проходящая через точку 𝑦 ∈ Pr𝑗 𝐷
′
𝐹 . Поскольку 𝑔 = 0 на

𝑉0 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ∪ . . . получаем

∫︁
Γ𝑗(𝑦)∩𝐷′

𝐹

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗 =

∫︁
Γ𝑗(𝑦)∩𝑉0∪𝑉1∩𝑉2∪...

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗 =

∫︁
Γ𝑗(𝑦)∩𝑉1

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗.

Пересечение Γ𝑗(𝑦)∩𝑉1 можно представить в виде счетного объединения кривых: Γ𝑗(𝑦)∩𝑉1 =⋃︀
𝑙

𝛾𝑙. Тогда ∫︁
Γ𝑗(𝑦)∩𝑉1

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗 =
∑︁
𝑙

∫︁
𝛾𝑙

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗.

Применяя формулу интегрирования по частям, выводим

∫︁
𝛾𝑙

𝑔(𝑦) ·𝑋𝑗𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗 = 𝑔(𝑦)𝜓(𝑦)
⃒⃒⃒𝛾𝑙(𝑡𝑙1)
𝛾𝑙(𝑡

𝑙
0)
−
∫︁
𝛾𝑙

𝑋𝑗𝑔(𝑦) · 𝜓(𝑦) 𝑑𝑦𝑗.

Заметим, что 𝛾𝑙(𝑡𝑙0) ∈ 𝜕𝑉1 и возможны два случая

1) 𝛾𝑙(𝑡𝑙0) ∈ 𝐷′
𝐹 , тогда 𝑔(𝛾𝑙(𝑡𝑙0)) = 0,

2) 𝛾𝑙(𝑡𝑙0) ∈ 𝜕𝐷′
𝐹 , тогда 𝜓(𝛾𝑙(𝑡𝑙0)) = 0.

Аналогично для точки 𝛾𝑙(𝑡𝑙1). Таким образом

𝑔(𝑦)𝜓(𝑦)
⃒⃒⃒𝛾𝑙(𝑡𝑙1)
𝛾𝑙(𝑡

𝑙
0)
= 0,

и равенство (3.89) доказано. То есть 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′).

Далее 𝜙*𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈,𝐹 (𝐷) и почти всюду на 𝐵(𝑥,𝑟/2) принимает только два значения (0 и 1).

Следовательно, ∇𝜙*𝑔 = 0 почти всюду на 𝐵(𝑥,𝑟/2), и, значит, 𝜙*𝑔 = 𝑔 ∘ ̃︀𝜙0 — постоянная

функция на 𝐵(𝑥,𝑟/2). Это противоречие приводит к выводу: пересечение 𝐵(𝑥,𝑟) ∩ 𝑈 связно.

Аналогичное свойство выполняется и в образе.

Лемма 3.28. Для любого шара 𝐵(𝑦,𝑟) ⊂ 𝐷′
𝐹 с центром 𝑦 ∈ 𝜙0(𝑆) пересечение 𝐵(𝑦,𝑟) ∩ 𝑉

связное.

Продолжение отображения ̃︀𝜙0 на 𝑆 и его свойства

В этом разделе нам понадобится следующая
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Лемма 3.29. Пусть даны кривые 𝛾1, 𝛾2 : [0,1) → 𝑉 и расстояние между ними положитель-

ное. Тогда никакая точка из 𝐷𝐹 не может предельной точкой для каждого из прообразов

𝛽1 = ̃︀𝜙0
−1(𝛾1) и 𝛽2 = ̃︀𝜙0

−1(𝛾2).

Доказательство. Пусть, напротив, найдется точка 𝑦 ∈ 𝐷′, предельная для прообразов̃︀𝜙0
−1(𝛾1) и ̃︀𝜙0

−1(𝛾2): существует последовательность 𝑡𝑘 ∈ [0,1), 𝑡𝑘 → 1 (𝜏𝑘 ∈ [0,1), 𝜏𝑘 → 1)

при 𝑘 → ∞, такая, что 𝛽1(𝑡𝑘) → 𝑦 (𝛽2(𝜏𝑘) → 𝑦) при 𝑘 → ∞. Рассмотрим непрерывную функ-

цию 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′) такую, что 𝑔 = 0 на 𝛾1 и 𝑔 = 1 на 𝛾2. Тогда композиция 𝑓 = 𝑔 ∘ ̃︀𝜙0 : 𝑈 → R —

непрерывная функция, принимающая значение 0 на 𝛽1 и 1 на 𝛽2. Более того, 𝜙*(𝑔) ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷).

Существование такой функции противоречит предложению 1.9.

Покажем, что отображение можно продолжить на часть множества 𝑆 (исключая те точки,

образы которых могут переходить в бесконечно удаленную точку). Пусть 𝑥 ∈ 𝑆. Возможны

два случая.

1) Для некоторой последовательность {𝑥𝑛 ∈ 𝑈}, сходящейся к 𝑥, последовательность

образов ̃︀𝜙0(𝑥𝑛) сходится к некоторой точке 𝑧 ∈ 𝜕𝐷′
𝐹 .

2) Для любой последовательности {𝑥𝑛 ∈ 𝑈}, сходящейся к 𝑥, имеем 𝑑(̃︀𝜙0(𝑥𝑛),0) → ∞

(этот случай будет рассмотрен ниже отдельно).

Ниже мы доказываем, что в первом случае отображение ̃︀𝜙0 продолжается по непрерыв-

ности в точку 𝑥 ∈ 𝑆.

Предложение 3.13. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝑈 → 𝑉 продолжается по непрерывности во все

точки 𝑥 ∈ 𝑆, для каждой из которых существует последовательность {𝑥𝑛 ∈ 𝑈}, сходя-

щаяся к 𝑥, такая, что последовательность образов ̃︀𝜙0(𝑥𝑛) сходится к некоторой точке

𝑧 ∈ 𝜕𝐷′
𝐹 .

Продолженное отображение инъективно.

Доказательство. Покажем, что предел 𝑧 не зависит от выбора последовательности {𝑥𝑛}.

Допустим 𝑈 ∋ 𝑥′𝑛 → 𝑥 — другая последовательность, и ̃︀𝜙0(𝑥
′
𝑛) → 𝑧′ ∈ 𝜕𝐷′

𝐹 , причем 𝑧 ̸= 𝑧′.

В силу локальной связности 𝑉 можно построить две кривые 𝛾,𝛾′ ⊂ 𝑉 , находящиеся на

положительном расстоянии dist(𝛾,𝛾′) ≥ 𝛿 > 0 и проходящие через образы ̃︀𝜙0(𝑥𝑛), ̃︀𝜙0(𝑥
′
𝑛)

соответственно (начиная с некоторого 𝑛 > 𝑛0). Тогда прообразы ̃︀𝜙0
−1(𝛾) и ̃︀𝜙0

−1(𝛾′) будут

иметь предельную точку 𝑥 ∈ 𝐷𝐹 . По лемме 3.29 получаем противоречие.

Доопределим отображение ̃︀𝜙0 в точке 𝑥: ̃︀𝜙0(𝑥) = 𝑧. Таким образом, построено непрерыв-

ное продолжение отображения ̃︀𝜙0 на 𝑆, за исключением тех точек, которые отображаются в

бесконечно удаленную точку. Будем обозначать продолжение тем же символом.
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Проверим инъективность отображения ̃︀𝜙0. Допустим, что нашлась точка 𝑧 ∈ 𝑍 такая,

что 𝑧 = ̃︀𝜙0(𝑥1) = ̃︀𝜙0(𝑥2), где 𝑥1 ̸= 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆. Рассмотрим кривые 𝛾1, 𝛾2, проходящие через

точки 𝑥1,𝑥2 соответственно, и находящиеся на положительном расстоянии (𝛿 = dist(𝛾1, 𝛾2)).

Рассмотрим произвольные последовательности {𝑥1𝑛 ∈ 𝑈}, {𝑥2𝑛 ∈ 𝑈} такие, что 𝑥𝑖𝑛 → 𝑥𝑖 при

𝑛 → ∞ и 𝑥𝑖𝑛 ∈ 𝛾𝑖. Построим последовательность кривых 𝜎𝑛, соединяющих точки ̃︀𝜙0(𝑥
1
𝑛) и̃︀𝜙0(𝑥

2
𝑛), так, что diam𝜎𝑛 → 0. Тогда Cap

(︀̃︀𝜙−1
0 (𝜎𝑛);𝐿

1
𝜈(𝑈)

)︀
→ 0 и diam ̃︀𝜙−1

0 (𝜎𝑛) → 0. Приходим

к противоречию, поскольку diam ̃︀𝜙−1
0 (𝜎𝑛) ≥ 𝛿.

Таким образом, от множества 𝑆 остаются лишь точки, удовлетворяющие второму из опи-

санных перед предложением 3.13 случаев. В следующем утверждении мы доказываем, если

множество 𝑆 не пусто, то оно состоит только из одной точки.

Лемма 3.30. Может существовать самое большее одна точка 𝑥inv ∈ 𝑆 такая, что для

любой последовательности {𝑥𝑛} ⊂ 𝑈 , сходящейся к 𝑥inv, имеет место 𝑑(̃︀𝜙0(𝑥𝑛)) → ∞ при

𝑛→ ∞ (случай инверсии).

Доказательство. Сначала покажем, что множество 𝑆 имеет нулевую емкость. Выберем два

шара 𝐵(0,𝑟0), 𝐵(0,𝑅𝑘) такие, что 𝜙(𝐹 ) ⊂ 𝐵(0, 𝑟0), 𝑟0 — фиксировано, 𝑅𝑘 > 𝑟 и lim
𝑘→∞

𝑅𝑘 = ∞.

Заметим, что

𝑆 ⊂
⋂︁
𝑘

̃︀𝜙−1
0 (G ∖𝐵(0,𝑅𝑘)).

Имеем следующие неравенства

Cap
(︀
𝑆;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
≤ Cap

(︀̃︀𝜙−1
0 (G ∖𝐵(0,𝑅𝑘)) ∩𝐷𝐹 ;𝐿

1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
≤ 𝐾𝜈Cap

(︀
(G ∖𝐵(0,𝑅𝑘) ∩𝐷′

𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝜙(𝐹 )(𝐷

′)
)︀
≤ 𝐾𝜈 Cap

(︀
G ∖𝐵(0,𝑅𝑘);𝐿

1
𝜈,𝐵(0,𝑟)(G)

)︀
.

Из [58, Теорема 6.6, Теорема 6.9] получаем, что емкость Cap
(︀
G ∖ 𝐵(0,𝑅);𝐿1

𝜈,𝐵(0,𝑟)(G)
)︀

эк-

вивалентна величине
(︀
ln 𝑅

𝑟0

)︀1−𝜈 , следовательно

lim
𝑘→∞

Cap
(︀̃︀𝜙−1

0 (G ∖𝐵(0,𝑅𝑘)) ∩𝐷𝐹 ;𝐿
1
𝜈,𝐹 (𝐷)

)︀
= 0 и Cap

(︀
𝑆;𝐿1

𝜈,𝐹 (𝐷)
)︀
.

Таким образом, множество 𝑆 имеет нулевую емкость. Покажем, что 𝑆 не может состоять

более чем из одной точки.

Пусть, напротив, нашлись две различные точки 𝑥1,𝑥2 ∈ 𝑆, удовлетворяющие указанному

свойству. Рассмотрим последовательности {𝑥1𝑛}, {𝑥2𝑛} ⊂ 𝑈 , такие, что

lim
𝑛→∞

𝑥1𝑛 = 𝑥1 и lim
𝑛→∞

𝑥2𝑛 = 𝑥2.
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Выберем сферы 𝑆(𝑥1,𝑟1), 𝑆(𝑥2,𝑟2) ⊂ 𝑈 , на которых отображение ̃︀𝜙0 непрерывно (см. предло-

жение 3.7), таким образом, чтобы 𝐵(𝑥1,𝑟1) ∩𝐵(𝑥2,𝑟2) = ∅.

Поскольку ̃︀𝜙0 — непрерывное и инъективное отображение, образ ̃︀𝜙0(𝑆(𝑥1,𝑟1)) разбивает

G на две компоненты связности (ограниченную и неограниченную), при этом ̃︀𝜙0(𝐵(𝑥1,𝑟1)∖𝑆)

принадлежит неограниченной компоненте, а ̃︀𝜙0(𝑈 ∖𝐵(𝑥1,𝑟1)) — ограниченной компоненте.

С другой стороны, 𝐵(𝑥2,𝑟2) ∖ 𝑆 ⊂ 𝑈 ∖ 𝐵(𝑥1,𝑟1) и, следовательно, ̃︀𝜙0(𝐵(𝑥2,𝑟2) ∖ 𝑆) при-

надлежит ограниченной компоненте G ∖ ̃︀𝜙0(𝑆(𝑥1,𝑟1)), что противоречит предположению

𝑑(̃︀𝜙0(𝑥
2
𝑛)) → ∞ при 𝑛→ ∞.

В итоге мы получили непрерывное инъективное отображение ̃︀𝜙0 : 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} → 𝐷′
𝐹 .

Предложение 3.14. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} → G гомеоморфно.

Для доказательства достаточно проверить, что отображение ̃︀𝜙0 : 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} → 𝐺 откры-

то. Действительно, для любого шара 𝐵(𝑥,𝑟) ⊂ 𝐷𝐹 степень 𝜇(̃︀𝜙0,𝐵(𝑥,𝑟), 𝜙0(𝑥)) ̸= 0. Отсюда

выводим, что ̃︀𝜙0(𝑥) — внутренняя точка образа.

Теперь мы можем доказать, что отображение ̃︀𝜙0 принадлежит классу Соболева

𝑊 1
𝜈, loc(𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv}) (расширение леммы 3.26).

Лемма 3.31. Пусть 𝐷,𝐷′ ⊂ G. Если отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ принадлежит классу 𝐼𝐿1
𝜈,

то ̃︀𝜙0 ∈ 𝑊 1
𝜈, loc(𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv}).

Доказательство. Эта лемма — прямое следствие леммы 3.26, в условии которой в качестве

𝑈 следует взять 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv}.

Из вышесказанного выводим

Предложение 3.15. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} → G квазиконформно.

Доказательство. Из последних утверждений вытекает, что гомеоморфизм ̃︀𝜙0 принадлежит

классу 𝑊 1
𝜈 (𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv}) и п. в. в 𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} выполняется поточечное неравенство

|𝐷(𝑥,̃︀𝜙0)| ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,𝜙)|
1
𝜈 ,

поскольку |𝑆| = 0 (заметим, что 𝐽(𝑥,𝜙) = 𝐽(𝑥,̃︀𝜙0) п. в.). Следовательно, отображение ̃︀𝜙0 :

𝐷𝐹 ∖ {𝑥inv} → G квазикоформно.

Предложение 3.16. Отображениe ̃︀𝜙0 : 𝐷 ∖ {𝑥inv} → G квазикоформно.

Доказательство. Выберем другое замкнутое множество положительной меры 𝐹1 ⊂ 𝑇𝑘0 без

изолированных точек, находящееся на положительном расстоянии от 𝐹 . Повторяя вышеопи-

санную процедуру, доказываем квазиконформность ̃︀𝜙0 на открытом множестве 𝐷∖{𝑥inv}.
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3.3.3 Доказательство теоремы 3.3

Доказательство. Достаточность. Можно считать, что отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝐷′ ква-

зиконформное. По определению 3.6 этой работы квазиконформное отображение 𝜙 локально

принадлежит классу Соболева (𝜙 ∈ 𝑊 1
𝜈, loc). Кроме того, отображение 𝜙 𝒫-дифференцируемо

и обладает 𝒩 -свойством и 𝒩−1-свойством Лузина [70].

Для произвольной функций 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′) композиция 𝑓 ∘ 𝜙 абсолютно непрерыв-

на на почти всех интегральных линиях горизонтальных векторных полей, в силу того, что

отображение 𝑓 является таковым. Более того, ∇(𝑓 ∘ 𝜙) = 𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)∇𝑓(𝜙(𝑥)) [48, p. 263], где

𝐷ℎ𝜙(𝑥) = {𝑋𝑖𝜙𝑗(𝑥)}, 𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑛1, — горизонтальная часть 𝒫-дифференциала. Отсюда

∫︁
𝐷

|∇(𝑓 ∘ 𝜙)|𝜈 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷

|𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)∇𝑓(𝜙(𝑥))|𝜈 𝑑𝑥

≤
∫︁
𝐷

|𝐷ℎ𝜙
𝑇 (𝑥)|𝜈 · |∇𝑓(𝜙(𝑥))|𝜈 𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷

|∇𝑓 |𝜈(𝜙(𝑥)) · |𝐷ℎ𝜙(𝑥)|𝜈 𝑑𝑥

≤ 𝐾

∫︁
𝐷

|∇𝑓 |𝜈(𝜙(𝑥)) · |𝐽(𝑥,𝜙)| 𝑑𝑥 = 𝐾

∫︁
𝐷′

|∇𝑓 |𝜈(𝑦) 𝑑𝑦.

Здесь мы воспользовались поточечным неравенством |𝐷ℎ𝜙(𝑥)|𝜈 ≤ 𝐾|𝐽(𝑥,𝜙)| для п. в. 𝑥 ∈ 𝐷,

и формулой замены переменной (3.43).

В силу леммы 3.6 полученное неравенство верно для всех функций 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′), т. е.

⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

1
𝜈

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
. (3.90)

Отображение 𝜙−1 также квазиконформно. Тогда для 𝑔 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷) имеем

⃦⃦
𝜙−1*(𝑔) | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
≤ 𝐾

1
𝜈
1

⃦⃦
𝑔 | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
, (3.91)

где 𝐾1 — коэффициент квазиконформности обратного отображения. Заметим, что для 𝑓 ∈

𝐿1
𝜈(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) верно 𝜙−1*(𝑓 ∘ 𝜙) = 𝑓 . Следовательно неравенство (3.91) принимает вид

𝐾
− 1

𝜈
1

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
.

Таким образом,

𝐾
− 1

𝜈
1

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
≤
⃦⃦
𝜙*(𝑓) | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
≤ 𝐾

1
𝜈

⃦⃦
𝑓 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
,
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где постоянные 𝐾 и 𝐾1 зависят только от свойств отображения 𝜙.

Покажем, что образ 𝜙*(︀𝐿1
𝜈(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′)
)︀

всюду плотен в 𝐿1
𝜈(𝐷). Пусть 𝑔 ∈ 𝐿1

𝜈(𝐷). Най-

дется последовательность 𝑔𝑛 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷) ∩ 𝐶∞(𝐷) такая, что

⃦⃦
𝑔 − 𝑔𝑛 | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
→ 0. С другой

стороны, в силу двусторонней оценки 𝑔𝑛 ∘𝜙−1 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′). Следовательно, найдется последова-

тельность 𝑓𝑛𝑘 ∈ 𝐿1
𝜈(𝐷

′) ∩ 𝐶∞(𝐷′) такая, что
⃦⃦
𝑔𝑛 ∘ 𝜙−1 − 𝑓𝑛𝑘 | 𝐿1

𝜈(𝐷
′)
⃦⃦
→ 0 при 𝑘 → ∞. Тогда

для некоторой последовательности натуральных чисел 𝑙𝑛 имеем 𝜙*𝑓𝑛𝑙𝑛 ∈ 𝜙*(︀𝐿1
𝜈(𝐷

′)∩𝐶∞(𝐷′)
)︀

и
⃦⃦
𝑔 − 𝜙*𝑓𝑛𝑙𝑛 | 𝐿1

𝜈(𝐷)
⃦⃦
→ 0 при 𝑛→ ∞.

Необходимость. Существование квазиконформного отображения Φ доказано в пред-

ложении 3.15: Φ = ̃︀𝜙0 : 𝐷∖{𝑥inv} → 𝐺. На основании доказанного выше оператор композиции

Φ* : 𝐿1
𝜈(Φ(𝐷 ∖ {𝑥inv})) → 𝐿1

𝜈(𝐷 ∖ {𝑥inv}) изоморфен. Так как очевидно 𝐿1
𝜈(𝐷 ∖ {𝑥inv}) = 𝐿1

𝑝(𝐷),

отсюда имеем изоморфизм 𝜙*−1 ∘Φ* : 𝐿1
𝜈(Φ(𝐷∖{𝑥inv})) → 𝐿1

𝜈(𝐷
′) такой, что 𝜙*−1 ∘Φ*(𝑓)(𝑥) =

𝑓(𝑥) для всех точек 𝑥 ∈ Φ(𝐷∖{𝑥inv}))∩𝐷′, где 𝑓 ∈ 𝐿1
𝜈(Φ(𝐷∖{𝑥inv})) — произвольная функция.

Следовательно, пространство 𝐿1
𝜈(Φ(𝐷 ∖ {𝑥inv})∪𝐷′) изоморфно через оператор ограниче-

ния как пространству 𝐿1
𝜈(Φ(𝐷 ∖ {𝑥inv})), так и 𝐿1

𝜈(𝐷
′). Таким образом, Φ(𝐷 ∖ {𝑥inv}) и 𝐷′ —

(1,𝜈)-эквивалентные области.

Аналогично доказанному в [67, теорема 3.1] и [58, предложение 6.10] можно получить

следующие свойства:

1) |Φ(𝐷)Δ𝐷′| = 0;

2) для любого шара 𝐵 ⊂ 𝐷′ множество 𝐵 ∖ Φ(𝐷)Δ𝐷′ связное.

3.3.4 Устранимые множества для квазиконформных отображений

Напомним, что замкнутое множество 𝐸 ⊂ 𝐷 называется устранимым для квазиконформ-

ных отображений, если всякое квазиконформное отображение 𝜙 : 𝐷 ∖ 𝐸 → G продолжается

до квазиконформного отображения области 𝐷.

Следствие 3.7. Пусть 𝑈 и 𝐷 (1, 𝜈)-эквивалентны, 𝑈 ⊂ 𝐷. Тогда множество 𝐷 ∖ 𝑈 явля-

ется устранимым для квазиконформных отображений.

Доказательство. Пусть 𝜙1 : 𝑈 → G — квазиконформное отображение. Для доказательства

следствия построим квазиконформное продолжение отображения 𝜙1 на область 𝐷.

По теореме 3.3 оператор композиции 𝜙*
1 : 𝐿1

𝜈(𝜙1(𝑈)) → 𝐿1
𝜈(𝑈) является изоморфизмом.

Поскольку множества 𝑈 и 𝐷 (1,𝜈)-эквивалентны, то оператор ограничения 𝑟* : 𝐿1
𝜈(𝐷) →

𝐿1
𝜈(𝑈) также изоморфизм.

Рассмотрим измеримое отображение 𝜙 : 𝐷 → 𝜙1(𝑈) такое, что 𝜙(𝑥) = 𝜙1(𝑥) для 𝑥 ∈

𝑈 . Оператор композиции 𝜙* : 𝐿1
𝜈(𝜙1(𝑈)) ∩ 𝐶∞(𝜙1(𝑈)) → 𝐿1

𝜈(𝐷), определенный правилом
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𝜙*𝑓 = 𝑓 ∘𝜙 продолжается до изоморфизма пространств 𝐿1
𝜈(𝜙1(𝑈)) и 𝐿1

𝜈(𝐷), поскольку 𝜙*𝑓 =

𝑟*−1 ∘ 𝜙*
1𝑓 для 𝑓 ∈ 𝐿1

𝜈(𝜙1(𝑈)) ∩ 𝐶∞(𝜙1(𝑈)). В силу теоремы 3.3 найдется квазиконформное

отображение Φ : 𝐷 → G, совпадающее с 𝜙 почти всюду. При этом Φ(𝑥) = 𝜙(𝑥), если 𝑥 ∈ 𝑈 .

Таким образом Φ — искомое продолжение.
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Заключение

Изложенные результаты имеют теоретический характер и могут быть использованы спе-

циалистами, работающими в различных областях анализа, геометрии и уравнений в частных

производных. Следующие достижения наиболее важны:

1. Описаны операторы композиции весовых пространств Соболева и установлены необхо-

димые и достаточные условия, при которых измеримое отображение индуцирует огра-

ниченный оператор весовых пространств Соболева.

2. Описаны изоморфизмы пространств Соболева, порожденные измеримыми отображени-

ями. Доказано, что такие отображения можно переопределить на множестве меры нуль

так, что они будут либо квазиконформными, когда показатель суммируемости совпа-

дает с хаусдорфовой размерностью группы, либо квазиизометрическими в противном

случае.

Результаты диссертационного исследования могут быть применены в образовательном

процессе при организации спецкурсов по анализу на субримановых пространствах, предна-

значенных для студентов, магистрантов и аспирантов высших учебных заведений.
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42. Kleprĺık L. Composition operators on 𝑊 1𝑋 are necessarily induced by quasiconformal map-

pings // Cent. Eur. J. Math. — 2014. — Vol. 12, no. 8. — Pp. 1229–1238. http:

//dx.doi.org/10.2478/s11533-013-0392-8.

43. Vodopyanov S. K. 𝒫-differentiability on Carnot groups in different topologies and related

topics // Труды по анализу и геометрии / Под ред. С. К. Водопьянова. — Новосибирск:

Изд-во Ин-та математики, 2000. — С. 603–670.

44. Folland G. B. Stein E. M. Hardy spaces on homogeneous group. — Princeton: Princeton,

1982.

 http://dx.doi.org/10.1007/s10474-011-0104-4
 http://dx.doi.org/10.1007/s10474-011-0104-4
 http://dx.doi.org/10.1002/mana.201100130
 http://dx.doi.org/10.1002/mana.201100130
 http://dx.doi.org/10.4064/sm221-3-1
 http://dx.doi.org/10.4064/sm221-3-1
 http://projecteuclid.org/euclid.ijm/1391178556
 http://projecteuclid.org/euclid.ijm/1391178556
 http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2011.08.045
 http://dx.doi.org/10.1016/j.jmaa.2011.08.045
 http://dx.doi.org/10.2478/s11533-013-0392-8
 http://dx.doi.org/10.2478/s11533-013-0392-8


125

45. Решетняк Ю. Г. Соболевские классы функций со значениями в метрическом простран-

стве // Сиб. мат. журн. — 1997. — Т. 38, № 3. — С. 657–675.
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