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Àííîòàöèÿ

Èçâåñòíî, ÷òî âñå íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ðàñøèðåí-

íîì K-ïðîñòðàíñòâå, ðåãóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññìàòðèâàå-

ìîå K-ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî îäíîìåðíî. Êðîìå òîãî, ëîêàëüíàÿ îäíîìåðíîñòü
K-ïðîñòðàíñòâà ñ áàçîé B ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó R∧ = R â V (B). Äî ñèõ ïîð

áûëî ïî-âèäèìîìó íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóþò ëè íåäèñêðåòíûå ëîêàëüíî îäíîìåð-

íûå K-ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿùåé çàìåòêå äàí ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ. Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî ðåçóëüòàòà óñòàíîâëåíî, ÷òî ëîêàëüíàÿ

îäíîìåðíîñòü K-ïðîñòðàíñòâà ðàâíîñèëüíà σ-äèñòðèáóòèâíîñòè åãî áàçû.

Íà ïðîòÿæåíèå âñåãî òåêñòà E � ïðîèçâîëüíîå ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî,
E+ � ñîâîêóïíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ E, Q � ñòîóíîâñêèé êîìïàêò áàçû
E è Clop(Q) � áóëåâà àëãåáðà âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Q. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé áóëåâîé àëãåáðû ñèìâîëû 0 è 1 îáîçíà÷àþò åå íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé
ýëåìåíòû, íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî íóëåì è åäèíèöåé. Ïîäìíîæåñòâà àëãåáðû,
ñóïðåìóì êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå, ìû íàçûâàåì ïîêðûòèÿìè ýòîé àëãåáðû. Ïî-
êðûòèÿ, ñîñòîÿùèå èç ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàþòñÿ ðàçáèåíèÿìè
àëãåáðû. Ýëåìåíò e ∈ E+ íàçîâåì ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì îòíîñèòåëüíî f ∈ E+,
åñëè e =

∨
ξ∈Ξ λξπξf äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî ñåìåéñòâà (λξ)ξ∈Ξ è ñåìåéñòâà (πξ)ξ∈Ξ

ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîðÿäêîâûõ ïðîåêòîðîâ. Ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî E íà-
çûâàåòñÿ ëîêàëüíî îäíîìåðíûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâè-
âàëåíòíûõ óñëîâèé (ñì. [MW]: òåîðåìà 3.1):

(1) âñå ýëåìåíòû E+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ïîðÿäêîâîé åäèíèöû E;

(2) âñå ýëåìåíòû E+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïîðÿä-
êîâîé åäèíèöû E;

(3) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè e ∈ C∞(Q) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå (Uξ)ξ∈Ξ àëãåáðû Clop(Q)
òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ e ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Uξ.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíò 94-01-00529-à)
è Ìåæäóíàðîäíûì íàó÷íûì ôîíäîì (ãðàíò NYU000).
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Ëèíåéíûé îïåðàòîð T : E → E íàçûâàåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì èëè ñîõðàíÿþùèì

êîìïîíåíòû, åñëè äëÿ ëþáûõ e, f ∈ E èç |e| ∧ |f | = 0 ñëåäóåò |Te| ∧ |f | = 0.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáúåäèíÿåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Þ.À. Àáðàìîâè÷åì,

À.È. Âåêñëåðîì è À.Â. Êîëäóíîâûì ([ÀÂÊ]: òåîðåìà 2.1), à òàêæå Ï.Ò.Í. Ìàêïîëè-
íîì è À.Â. Âèêñòåäîì ([MW]: òåîðåìà 3.2).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü E � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî. Êàæäûé íåðàñøèðÿþ-

ùèé îïåðàòîð T : E → E ðåãóëÿðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K-ïðîñòðàíñòâî
E ëîêàëüíî îäíîìåðíî.

Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ïðè ÷òåíèè ñòàòåé [ÀÂÊ] è [MW] ñëåäóåò èìåòü â
âèäó ñëåäóþùèå äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ôîðìóëèðîâêå
òåîðåìû 2.1 èç [ÀÂÊ] ôèãóðèðóåò ïðîèçâîëüíîå íåäèñêðåòíîå K-ïðîñòðàíñòâî, äîêà-
çàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî ëèøü äëÿ ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ.
Âî-âòîðûõ, ïðèìåð íåäèñêðåòíîãî ëîêàëüíî îäíîìåðíîãî K-ïðîñòðàíñòâà, ïðèâåäåí-
íûé â [MW], ñîäåðæèò îøèáêó, î ÷åì À.Â. Âèêñòåä íåäàâíî ñîîáùèë â ñòàòüå [AW].
Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î òîì, âñÿêîå ëè ëîêàëüíî îäíîìåðíîåK-ïðîñòðàíñòâî äîëæíî
áûòü äèñêðåòíûì (ò. å. èìåòü àòîìíóþ áàçó), ïî âñåé âèäèìîñòè, äî ñèõ ïîð îñòà-
âàëñÿ îòêðûòûì.

Ïîíÿòèå ëîêàëüíî îäíîìåðíîãîK-ïðîñòðàíñòâà èìååò ñëåäóþùóþ áóëåâîçíà÷íóþ
èíòåðïðåòàöèþ. (Çà ðàçúÿñíåíèåì îñíîâíûõ ïîíÿòèé áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà ìû îò-
ñûëàåì ÷èòàòåëÿ êî âòîðîé ÷àñòè ìîíîãðàôèè [ÊÊ].) Ïóñòü B � ïîëíàÿ áóëåâà àë-
ãåáðà, R � ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âíóòðè V (B) è R∧ � êàíîíè÷åñêîå ïîãðóæåíèå
R â V (B).

Òåîðåìà 2. Ðàâåíñòâî R∧ = R èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñïóñê R ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îäíîìåðíûì K-ïðîñòðàíñòâîì.
Çíàÿ îáùåå óñòðîéñòâî ñïóñêà îáúåêòîâ âèäàX∧, ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå

ëåãêî âûâåñòè èç èçâåñòíîé òåîðåìû Å.È. Ãîðäîíà (ñì. [ÊÊ]: 3.1.1(1), 5.2.1 è 5.2.2).
Èç ëè÷íûõ áåñåä ñ êîëëåãàìè àâòîðó íàñòîÿùåé çàìåòêè èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ñïå-

öèàëèñòîâ â îáëàñòè áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà âåñüìà ïîïóëÿðíà ãèïîòåçà îá àòîìíî-
ñòè âñåõ áóëåâûõ àëãåáð B, îáåñïå÷èâàþùèõ ðàâåíñòâî R∧ = R â V (B). Òàêèì îáðà-
çîì, âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó äèñêðåòíûìè è ëîêàëüíî îäíîìåðíûìèK-ïðîñòðàíñòâàìè
èìååò äîâîëüíî øèðîêóþ îáëàñòü ïðèëîæåíèé, ïî êðàéíåé ìåðå âêëþ÷àþùóþ òåîðèþ
âåêòîðíûõ ðåøåòîê, òåîðèþ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ è áóëåâîçíà÷íûé àíàëèç.

Ïîñëå íåêîòîðîãî ïðåäâàðèòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìû ïðèâåäåì
ïðèìåð áåçàòîìíîãî ëîêàëüíî îäíîìåðíîãî K-ïðîñòðàíñòâà. Â ñèëó òåîðåìû 1 ìû
òåì ñàìûì ïîëó÷èì áåçàòîìíîå ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî E, äëÿ êîòîðîãî âñå
íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû T : E → E ðåãóëÿðíû, à â ñèëó òåîðåìû 2 ìû áóäåì
èìåòü áåçàòîìíóþ ïîëíóþ áóëåâó àëãåáðó B, äëÿ êîòîðîé R∧ = R â V (B).

Íàïîìíèì, ÷òî σ-ïîëíàÿ àëãåáðà B íàçûâàåòñÿ σ-äèñòðèáóòèâíîé, åñëè îíà óäî-
âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé (ñì. [Ñ]: 19.1):

(1)
∧
n∈N

∨
m∈N b

n
m =

∨
m∈NN

∧
n∈N b

n
m(n) äëÿ ëþáûõ bnm∈B (n,m∈N);

(2)
∨
n∈N

∧
m∈N b

n
m =

∧
m∈NN

∨
n∈N b

n
m(n) äëÿ ëþáûõ bnm∈B (n,m∈N);
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(3) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn)n∈N ýëåìåíòîâ B èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∨
σ∈{1,−1}N

∧
n∈N σ(n)bn = 1, ãäå 1bn = bn è (�1)bn = 1\bn.

Ïóñòü B � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ýëåìåíò b ∈ B íàçûâàåòñÿ âïèñàí-

íûì â ïîêðûòèå C àëãåáðû B, åñëè b 6 c äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà c ∈ C. Ãîâîðÿò,
÷òî ïîêðûòèå C0 âïèñàíî â ïîêðûòèå C, åñëè êàæäûé ýëåìåíò C0 âïèñàí â C. Åñëè
(Cn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé àëãåáðû B è ýëåìåíò b ∈ B âïèñàí â êàæäîå
èç ïîêðûòèé Cn (n ∈ N), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò b âïèñàí â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (Cn)n∈N . Ïîêðûòèå, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî âïèñàíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(Cn)n∈N , ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü âïèñàííûì â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü B � σ-ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) àëãåáðà B σ-äèñòðèáóòèâíà;
(2) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíûõ ïîêðûòèé B ìîæíî âïèñàòü (âîçìîæíî,

íåñ÷åòíîå) ïîêðûòèå;
(3) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîêðûòèéB ìîæíî âïèñàòü (âîçìîæíî,

áåñêîíå÷íîå) ïîêðûòèå;
(4) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèé B ìîæíî âïèñàòü

ïîêðûòèå.
Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè (1)⇔(2) ìîæíî íàéòè â [Ñ] (ñì. 19.3). Óòâåðæäå-

íèå (4) ÿâëÿåòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé óñëîâèÿ (3) â îïðåäåëåíèè σ-äèñòðèáóòèâíîñòè.
Èìïëèêàöèè (2)⇒(3)⇒(4) î÷åâèäíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà èìååòñÿ â [Ñ] (ñì. 20.2).
Òåîðåìà 4 (ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ). Â ëþáîå ïîêðûòèå ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû

ìîæíî âïèñàòü ðàçáèåíèå.

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü B � ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíû:

(1) àëãåáðà B σ-äèñòðèáóòèâíà;
(2) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷åòíûõ ðàçáèåíèé B ìîæíî âïèñàòü (âîçìîæíî,

íåñ÷åòíîå) ðàçáèåíèå;
(3) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ðàçáèåíèéB ìîæíî âïèñàòü (âîçìîæíî,

áåñêîíå÷íîå) ðàçáèåíèå;
(4) â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâóõýëåìåíòíûõ ðàçáèåíèé B ìîæíî âïèñàòü

ðàçáèåíèå.
Ôóíêöèþ e ∈ C∞(Q) íàçîâåì âïèñàííîé â ïîêðûòèå C áóëåâîé àëãåáðû Clop(Q),

åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê q′, q′′ ∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó e(q′) = e(q′′),
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò U ∈ C, ÷òî q′, q′′ ∈ U . Åñëè (Cn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîêðûòèé àëãåáðû Clop(Q) è ôóíêöèÿ e âïèñàíà â êàæäîå èç ïîêðûòèé Cn (n ∈ N),
òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ e âïèñàíà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Cn)n∈N .

Ëåììà 6. Â ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîêðûòèé àëãåáðû Clop(Q)
ìîæíî âïèñàòü ôóíêöèþ èç C(Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (Cn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîêðûòèé àëãå-
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áðû Clop(Q). Ìåòîäîì èíäóêöèè íåñëîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé
Pm = {Um

1 , U
m
2 , . . . , U

m
2m} àëãåáðû Clop(Q), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ íîìåð m ∈ N òàêîé, ÷òî ðàçáèåíèå Pm âïèñàíî â
ïîêðûòèå Cn;

(2) Um
n = Um+1

2j−1 ∨ Um+1
2j äëÿ âñåõ m ∈ N è j ∈ {1, 2, . . . , 2m}.

Äëÿ êàæäîãî íîìåðà m ∈ N îïðåäåëèì äâóçíà÷íóþ ôóíêöèþ χm ∈ C(Q) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

χm :=
2m−1∑
i=1

χ(Um
2i ),

ãäå χ(U) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà U ⊂ Q. Ïîñêîëüêó ðÿä∑∞
m=1

1
3m
χm ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà e ïðèíàäëåæèò C(Q). Ìû ïîêàæåì, ÷òî

ôóíêöèÿ e âïèñàíà â (Cn)n∈N . Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó (1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Pm)m∈N
íàì äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ôóíêöèÿ e âïèñàíà â (Pm)m∈N .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå ÷èñëî m ∈ N , äëÿ êîòî-
ðîãî ôóíêöèÿ e íå âïèñûâàåòñÿ â ðàçáèåíèå Pm. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþòñÿ äâå òî÷êè
q′, q′′ ∈ Q, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó e(q′) = e(q′′) è ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì
ýëåìåíòàì Pm. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ e âïèñàíà â ðàçáèåíèå Pm−1 (ïðè m > 1), èç
ñâîéñòâà (2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Pm)m∈N ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè q′ è q′′ ïðèíàäëåæàò
ñîñåäíèì ýëåìåíòàì Pm, ò. å. ýëåìåíòàì âèäà Um

j è Um
j+1, ãäå j ∈ {1, . . . , 2m − 1}.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè q′ ïðèíàäëåæèò ýëåìåíòó ñ ÷åòíûì íèæíèì èíäåêñîì, à
q′′ � ñ íå÷åòíûì, ò. å. χm(q′) = 1 è χm(q′′) = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî χi(q

′) = χi(q
′′)

äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . ,m− 1}, ìû èìååì:

e(q′)− e(q′′) =
1

3m
+

∞∑
i=m+1

1

3i
(
χi(q

′)− χi(q′′)
)
>

1

3m
−

∞∑
i=m+1

1

3i
=

1

2 · 3m
> 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó e(q′) = e(q′′). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 7. Ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî îäíîìåðíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà åãî áàçà σ-äèñòðèáóòèâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî è Q � ñòîóíîâñêèé

êîìïàêò áàçû E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K-ïðîñòðàíñòâî E ëîêàëüíî îäíîìåðíî, è ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Pn)n∈N êîíå÷íûõ ðàçáèåíèé áóëåâîé àë-
ãåáðû Clop(Q). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà σ-äèñòðèáóòèâíîñòè áàçû
E äîñòàòî÷íî âïèñàòü â (Pn)n∈N êàêîå-ëèáî ðàçáèåíèå Clop(Q). Â ñèëó ëåììû 6 â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (Pn)n∈N ìîæíî âïèñàòü ôóíêöèþ e ∈ C∞(Q). Ïîñêîëüêó K-ïðîñò-
ðàíñòâî E ëîêàëüíî îäíîìåðíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå (Uξ)ξ∈Ξ àëãåáðû Clop(Q),
÷òî ôóíêöèÿ e ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Uξ. Ïîêàæåì, ÷òî ðàçáèåíèå (Uξ)ξ∈Ξ

âïèñàíî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Pn)n∈N . Äëÿ ýòîãî ìû çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå èí-
äåêñû ξ ∈ Ξ è n ∈ N è óñòàíîâèì, ÷òî ìíîæåñòâî Uξ âïèñàíî â ðàçáèåíèå Pn. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî Uξ 6= ∅. Ïóñòü q0 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Uξ. Êîíå÷íîñòü ðàçáèåíèÿ
Pn ïîçâîëÿåò ïîäîáðàòü òàêîé åãî ýëåìåíò U , ÷òî q0 ∈ U . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
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Uξ ⊂ U . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè q ∈ Uξ, òî e(q) = e(q0), à ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ e âïèñàíà
â Pn, òî÷êè q è q0 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ýëåìåíòó ðàçáèåíèÿ Pn, ò. å. q ∈ U .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî áàçà E σ-äèñòðèáóòèâíà, è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ôóíêöèþ e ∈ C∞(Q). Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé îäíîìåðíîñòè,
íàì äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàêîå ðàçáèåíèå (Uξ)ξ∈Ξ àëãåáðû Clop(Q), ÷òî ôóíêöèÿ e
ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Uξ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n è öåëîãî m îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Un

m âíóòðåííîñòü çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê q ∈ Q, äëÿ êîòîðûõ
m
n

6 e(q) < m+1
n
, è ïîëîæèì Pn :=

{
Un
m : m ∈ Z

}
. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5 â ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (Pn)n∈N ñ÷åòíûõ ðàçáèåíèé àëãåáðû Clop(Q) ìîæíî âïèñàòü íåêîòîðîå
ðàçáèåíèå (Uξ)ξ∈Ξ. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè áåçàòîìíîãî ëîêàëüíî îäíîìåðíîãîK-ïðî-
ñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ áåçàòîìíîé σ-äèñòðèáóòèâíîé ïîëíîé áóëåâîé
àëãåáðû. Ïîñòðîåíèþ òàêîé àëãåáðû ïîñâÿùåíà îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîé çàìåòêè.

Áóëåâà àëãåáðà B íàçûâàåòñÿ σ-èíäóêòèâíîé, åñëè ëþáàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ B èìååò íåíóëåâóþ íèæíþþ ãðàíèöó. Ïîäàëãåáðà
B0 áóëåâîé àëãåáðû B íàçûâàåòñÿ ïëîòíîé èëè ìàññèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëå-
âîãî ýëåìåíòà b ∈ B ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b0 ∈ B0 òàêîé, ÷òî b0 6 b.

Ëåììà 8. Åñëè σ-ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà ñîäåðæèò σ-èíäóêòèâíóþ ïëîòíóþ

ïîäàëãåáðó, òî îíà σ-äèñòðèáóòèâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � σ-ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà è B0 � åå σ-èíäóêòèâíàÿ

ïëîòíàÿ ïîäàëãåáðà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Cn)n∈N ñ÷åò-
íûõ ïîêðûòèé àëãåáðû B, îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ B, âïèñàí-
íûõ â (Cn)n∈N , è ïðåäïîëîæèì âîïðåêè äîêàçûâàåìîìó, ÷òî C íå ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì
àëãåáðû B. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ B, äèçúþíêòíûé âñåì ýëåìåí-
òàì C.

Ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn)n∈N è (cn)n∈N ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü c1 � òàêîé ýëåìåíò C1, ÷òî b ∧ c1 6= 0. Â ñèëó ïëîòíîñòè B0 èìååòñÿ ýëåìåíò
b1 ∈ B0 òàêîé, ÷òî 0 < b1 6 b ∧ c1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû bn è cn ïîñòðîåíû.
Ïóñòü cn+1 � òàêîé ýëåìåíò Cn+1, ÷òî bn ∧ cn+1 6= 0. Â êà÷åñòâå bn+1 ìû âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò B0, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì 0 < bn+1 6 bn ∧ cn+1.

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (bn)n∈N è (cn)n∈N , ÷òî bn ∈ B0,
bn 6 cn ∈ Cn è 0 < bn+1 6 bn 6 b äëÿ âñåõ n ∈ N . Áëàãîäàðÿ σ-èíäóêòèâíîñòè
àëãåáðû B0 â íåé èìååòñÿ òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b0, ÷òî b0 6 bn äëÿ âñåõ n ∈ N . Â
ñèëó íåðàâåíñòâ b0 6 cn ýëåìåíò b0 âïèñàí â (Cn)n∈N , ò. å. ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b0 6 b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äèçúþíêòíîñòè b âñåì ýëåìåíòàì C.
Ëåììà äîêàçàíà.

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîé áóëåâîé àëãåáðû B ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà B,
ñîäåðæàùàÿ B êàê ïëîòíóþ ïîäàëãåáðó (ñì. [Ñ]: � 35). Òàêàÿ àëãåáðà B åäèíñòâåííà
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà è íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì àëãåáðû B. Î÷åâèäíî, ïî-
ïîëíåíèå áåçàòîìíîé àëãåáðû áåçàòîìíî. Êðîìå òîãî, â ñèëó ëåììû 8 ïîïîëíåíèå
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σ-èíäóêòèâíîé àëãåáðû σ-äèñòðèáóòèâíî. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâà-
íèÿ áåçàòîìíîé σ-äèñòðèáóòèâíîé ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü
ïðîèçâîëüíóþ áåçàòîìíóþ σ-èíäóêòèâíóþ áóëåâó àëãåáðó. Ïðèìåðû òàêèõ àëãåáð,
áåçóñëîâíî, èçâåñòíû. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû ïðèâåäåì çäåñü îäíó èç íàèáîëåå
ïðîñòûõ êîíñòðóêöèé.

Ïðèìåð 9. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ N , à I � èäåàë B,
ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ N . Òîãäà ôàêòîð-àëãåáðà B/I (ñì. [Ñ]:
� 10) áåçàòîìíà è σ-èíäóêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåçàòîìíîñòü àëãåáðû B/I î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà σ-èí-
äóêòèâíîñòè ýòîé àëãåáðû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ óáûâàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (bn)n∈N áåñêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâN è ïîñòðîèòü òàêîå áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî b ⊂ N , ÷òî ðàçíîñòü b\bn êîíå÷íà äëÿ âñåõ n ∈ N . Íåîáõîäèìîå ìíîæå-
ñòâî b = {mn : n ∈ N} ëåãêî ïîëó÷èòü ìåòîäîì èíäóêöèè, ïîëîæèâ m1 := min b1 è
mn+1 := min{m ∈ bn+1 : m > mn}.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ý.Þ. Åìåëüÿíîâó, Ñ.Ñ. Êóòàòåëàäçå è Ñ.À. Ìàëþãèíó çà âíè-
ìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå Þ.À. Àáðàìîâè÷ó çà ïðåäîñòàâëåííóþ èì èíôîðìàöèþ,
ñïîñîáñòâîâàâøóþ óñïåøíîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû.
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