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�®â æ¨ï

�§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥ ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ à áè¨à¥®¬
K-¯à®áâà áâ¢¥, à¥£ã«ïàë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥
K-¯à®áâà áâ¢® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®. �à®¬¥ â®£®, «®ª «ì ï ®¤®¬¥à®áâì

K-¯à®áâà áâ¢  á ¡ §®© B à ¢®á¨«ì  à ¢¥áâ¢ã R∧ = R ¢ V(B). �® á¨å ¯®à
¡ë«® ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã ¥¨§¢¥áâ®, áãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¥¤¨áªà¥âë¥ «®ª «ì® ®¤®-
¬¥àë¥ K-¯à®áâà áâ¢ . �  áâ®ïé¥© § ¬¥âª¥ ¤  ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®â¢¥â  
íâ®â ¢®¯à®á. � ª ç¥áâ¢¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì®£® à¥§ã«ìâ â  ãáâ ®¢«¥®, çâ® «®-
ª «ì ï ®¤®¬¥à®áâì K-¯à®áâà áâ¢  à ¢®á¨«ì  σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨ ¥£®
¡ §ë.

�«îç¥¢ë¥ á«®¢  ¨ äà §ë: «®ª «ì® ®¤®¬¥à®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, ¤¨áªà¥â®¥
K-¯à®áâà áâ¢®, σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , σ -¨¤ãªâ¨¢ ï ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à ,  â®¬ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á« 
¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬ ã¨¢¥àáã¬¥.

�  ¯à®âï¦¥¨¥ ¢á¥£® â¥ªáâ  E | ¯à®¨§¢®«ì®¥ à áè¨à¥®¥ K-¯à®-
áâà áâ¢®, E+ | á®¢®ªã¯®áâì ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E, Q | áâ®-
ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ §ë E ¨ Clop(Q) | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ®âªàëâ®-
§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë á¨¬¢®«ë
0 ¨ 1 ®¡®§ ç îâ ¥¥  ¨¬¥ìè¨© ¨  ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥âë,  §ë¢ ¥¬ë¥
á®®â¢¥âáâ¢¥® ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥©. �®¤¬®¦¥áâ¢   «£¥¡àë, áã¯à¥¬ã¬ ª®-
â®àëå à ¢¥ ¥¤¨¨æ¥, ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯®ªàëâ¨ï¬¨ íâ®©  «£¥¡àë. �®ªàëâ¨ï,
á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢,  §ë¢ îâáï à §¡¨¥¨ï¬¨
 «£¥¡àë. �«¥¬¥â e ∈ E+  §®¢¥¬ «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬ ®â®á¨â¥«ì®
f ∈ E+, ¥á«¨ e =

∨
ξ∈� λξπξf ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«®¢®£® á¥¬¥©áâ¢  (λξ)ξ∈�

¨ á¥¬¥©áâ¢  (πξ)ξ∈� ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢. � á-
è¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® E  §ë¢ ¥âáï «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¬, ¥á«¨ ®®
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (á¬. [2]: â¥®-
à¥¬  3.1):

(1) ¢á¥ í«¥¬¥âë E+ ï¢«ïîâáï «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬¨ ®â®á¨â¥«ì®
¥ª®â®à®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë E;

(2) ¢á¥ í«¥¬¥âë E+ ï¢«ïîâáï «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬¨ ®â®á¨â¥«ì®
«î¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë E;

(3) ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ e ∈ C∞(Q) áãé¥áâ¢ã¥â à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�
 «£¥¡àë Clop(Q) â ª®¥, çâ® äãªæ¨ï e ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ ¨§
¬®¦¥áâ¢ Uξ.

�â âìï ¯®áâã¯¨«  ¢ ®ï¡à¥ 1994
� ¡®â  ¯®¤¤¥à¦   �®áá¨©áª¨¬ ä®¤®¬ äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (£à â
94{01{00529{ ) ¨ �¥¦¤ã à®¤ë¬  ãçë¬ ä®¤®¬ (£à â NYU000).
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�¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : E → E  §ë¢ ¥âáï ¥à áè¨àïîé¨¬ ¨«¨
á®åà ïîé¨¬ ª®¬¯®¥âë, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå e, f ∈ E ¨§ |e|∧|f | = 0 á«¥¤ã¥â
|Te| ∧ |f | = 0.

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ®¡ê¥¤¨ï¥â à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ �.�.�¡à -
¬®¢¨ç¥¬, �.�.�¥ªá«¥à®¬ ¨ �.�.�®«¤ã®¢ë¬ ([1]: â¥®à¥¬  2.1),   â ª¦¥
�.�.�.� ª¯®«¨®¬ ¨ �.�.�¨ªáâ¥¤®¬ ([2]: â¥®à¥¬  3.2).

�¥®à¥¬  1. �ãáâì E | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢®. � ¦¤ë©

¥à áè¨àïîé¨© ®¯¥à â®à T : E → E à¥£ã«ïà¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  K-¯à®áâà áâ¢® E «®ª «ì® ®¤®¬¥à®.

�® ¨§¡¥¦ ¨¥ ¥¤®à §ã¬¥¨© ¯à¨ çâ¥¨¨ áâ â¥© [1] ¨ [2] á«¥¤ã¥â ¨¬¥âì
¢ ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ . �®-¯¥à¢ëå, ¥á¬®âàï   â®, çâ®
¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.1 ¨§ [1] ä¨£ãà¨àã¥â ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¥¤¨áªà¥â-
®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à¨¢¥¤¥® «¨èì ¤«ï
«®ª «ì® ®¤®¬¥àëå K-¯à®áâà áâ¢. �®-¢â®àëå, ¯à¨¬¥à ¥¤¨áªà¥â®-
£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥ë© ¢ [2], á®¤¥à¦¨â
®è¨¡ªã, ® ç¥¬ �.�.�¨ªáâ¥¤ ¥¤ ¢® á®®¡é¨« ¢ áâ âì¥ [3]. � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, ¢®¯à®á ® â®¬, ¢áïª®¥ «¨ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¤®«¦-
® ¡ëâì ¤¨áªà¥âë¬ (â.¥. ¨¬¥âì  â®¬ãî ¡ §ã), ¯® ¢á¥© ¢¨¤¨¬®áâ¨, ¤® á¨å
¯®à ®áâ ¢ «áï ®âªàëâë¬.

�®ïâ¨¥ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£®K-¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî ¡ã-
«¥¢®§ çãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î. (�  à §êïá¥¨¥¬ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© ¡ã-
«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª® ¢â®à®© ç áâ¨ ¬®®£à -
ä¨¨ [4].) �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , R | ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå

ç¨á¥« ¢ãâà¨ V(B) ¨ R∧ | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ R ¢ V(B).

�¥®à¥¬  2. � ¢¥áâ¢® R∧ = R ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  á¯ãáª R ï¢«ï¥âáï «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬.

J � ï ®¡é¥¥ ãáâà®©áâ¢® á¯ãáª  ®¡ê¥ªâ®¢ ¢¨¤  X∧, áä®à¬ã«¨à®-
¢ ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¨§¢¥áâ®© â¥®à¥¬ë �.�. �®à¤® 
(á¬. [4]: 3.1.1(1), 5.2.1 ¨ 5.2.2). I

�§ «¨çëå ¡¥á¥¤ á ª®««¥£ ¬¨  ¢â®àã  áâ®ïé¥© § ¬¥âª¨ ¨§¢¥áâ®, çâ®
áà¥¤¨ á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¢¥áì¬  ¯®¯ã«ïà 
£¨¯®â¥§  ®¡  â®¬®áâ¨ ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à B, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨å à ¢¥áâ¢®

R∧ = R ¢ V(B). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¤¨áªà¥âë¬¨ ¨ «®-
ª «ì® ®¤®¬¥àë¬¨K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨¬¥¥â ¤®¢®«ì® è¨à®ªãî ®¡« áâì
¯à¨«®¦¥¨©, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ª«îç îéãî â¥®à¨î ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª,
â¥®à¨î ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¡ã«¥¢®§ çë©   «¨§.

�®á«¥ ¥ª®â®à®£® ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®£® ®¡áã¦¤¥¨ï ®á®¢ëå ¯®ïâ¨©
¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¡¥§ â®¬®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢ .
� á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 ¬ë â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¨¬ ¡¥§ â®¬®¥ à áè¨à¥®¥ K-¯à®-
áâà áâ¢® E, ¤«ï ª®â®à®£® ¢á¥ ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë T : E → E
à¥£ã«ïàë,   ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¡¥§ â®¬ãî ¯®«ãî ¡ã«¥-

¢ã  «£¥¡àã B, ¤«ï ª®â®à®© R∧ = R ¢ V(B).
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� ¯®¬¨¬, çâ® σ-¯®« ï  «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©,
¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (á¬.
[5]: 19.1):

(1)
∧

n∈N
∨

m∈N bnm =
∨

m∈NN
∧

n∈N bnm(n) ¤«ï «î¡ëå bnm∈B (n,m∈N);
(2)

∨
n∈N

∧
m∈N bnm =

∧
m∈NN

∨
n∈N bnm(n) ¤«ï «î¡ëå bnm∈B (n,m∈N);

(3) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (bn)n∈N í«¥¬¥â®¢ B ¢ë¯®«¥®∨
σ∈{1,−1}N

∧
n∈N σ(n)bn = 1, £¤¥ 1bn = bn ¨ ({1)bn = 1\bn.

�ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¬¥â b ∈ B  §ë¢ ¥âáï
¢¯¨á ë¬ ¢ ¯®ªàëâ¨¥ C  «£¥¡àë B, ¥á«¨ b 6 c ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 
c ∈ C. �®¢®àïâ, çâ® ¯®ªàëâ¨¥ C0 ¢¯¨á ® ¢ ¯®ªàëâ¨¥ C, ¥á«¨ ª ¦¤ë©
í«¥¬¥â C0 ¢¯¨á  ¢ C. �á«¨ (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®ªàëâ¨©
 «£¥¡àë B ¨ í«¥¬¥â b ∈ B ¢¯¨á  ¢ ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®ªàëâ¨© Cn (n ∈ N), â®
¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥â b ¢¯¨á  ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N.
�®ªàëâ¨¥, ¢á¥ í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ¢¯¨á ë ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N,
¬ë â ª¦¥ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¯¨á ë¬ ¢ íâã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �ãáâì B | σ-¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¤ãîé¨¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1)  «£¥¡à  B σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ;
(2) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áç¥âëå ¯®ªàëâ¨©B ¬®¦® ¢¯¨á âì

(¢®§¬®¦®, ¥áç¥â®¥) ¯®ªàëâ¨¥;
(3) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨© B ¬®¦® ¢¯¨-

á âì (¢®§¬®¦®, ¡¥áª®¥ç®¥) ¯®ªàëâ¨¥;
(4) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦-

® ¢¯¨á âì ¯®ªàëâ¨¥.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ (1)⇔(2) ¬®¦®  ©â¨ ¢ [5] (á¬.
19.3). �â¢¥à¦¤¥¨¥ (4) ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ãá«®¢¨ï (3) ¢ ®¯à¥-
¤¥«¥¨¨ σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨. �¬¯«¨ª æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. I

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ãîé¥£® à¥§ã«ìâ â  ¨¬¥¥âáï ¢ [5] (á¬. 20.2).

�¥®à¥¬  4 (¯à¨æ¨¯ ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï). � «î¡®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ¯®«®©

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¬®¦® ¢¯¨á âì à §¡¨¥¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1)  «£¥¡à  B σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ;
(2) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áç¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨-

á âì (¢®§¬®¦®, ¥áç¥â®¥) à §¡¨¥¨¥;
(3) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨-

á âì (¢®§¬®¦®, ¡¥áª®¥ç®¥) à §¡¨¥¨¥;
(4) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦-

® ¢¯¨á âì à §¡¨¥¨¥.
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�ãªæ¨î e ∈ C∞(Q)  §®¢¥¬ ¢¯¨á ®© ¢ ¯®ªàëâ¨¥ C ¡ã«¥¢®©  «-
£¥¡àë Clop(Q), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª q′, q′′ ∈ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
à ¢¥áâ¢ã e(q′) = e(q′′), áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â U ∈ C, çâ® q′, q′′ ∈ U .
�á«¨ (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë Clop(Q) ¨ äãª-
æ¨ï e ¢¯¨á   ¢ ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®ªàëâ¨© Cn (n ∈ N), â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,
çâ® äãªæ¨ï e ¢¯¨á   ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N.

�¥¬¬  6. � «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë

Clop(Q) ¬®¦® ¢¯¨á âì äãªæ¨î ¨§ C(Q).

J �ãáâì (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡-
àë Clop(Q). �¥â®¤®¬ ¨¤ãªæ¨¨ ¥á«®¦® ¯®áâà®¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
à §¡¨¥¨© Pm = {Um

1 , Um
2 , . . . , Um

2m}  «£¥¡àë Clop(Q), ®¡« ¤ îéãî á«¥¤ã-
îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N  ©¤¥âáï ®¬¥à m ∈ N â ª®©, çâ® à §¡¨¥¨¥
Pm ¢¯¨á ® ¢ ¯®ªàëâ¨¥ Cn;

(2) Um
j = Um+1

2j−1 ∨ Um+1
2j ¤«ï ¢á¥å m ∈ N ¨ j ∈ {1, 2, . . . , 2m}.

�«ï ª ¦¤®£® ®¬¥à  m ∈ N ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤¢ã§ çãî äãªæ¨î χm ∈ C(Q)
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

χm :=
2m−1∑
i=1

χ(Um
2i ),

£¤¥ χ(U) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ Q. �®áª®«ì-

ªã àï¤
∑∞

m=1
1
3mχm à ¢®¬¥à® áå®¤¨âáï, ¥£® áã¬¬  e ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q).

�ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï e ¢¯¨á   ¢ (Cn)n∈N. �« £®¤ àï á¢®©áâ¢ã (1)
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Pm)m∈N  ¬ ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ®
äãªæ¨ï e ¢¯¨á   ¢ (Pm)m∈N.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢®¥ ¨ à áá¬®âà¨¬  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® m ∈ N, ¤«ï
ª®â®à®£® äãªæ¨ï e ¥ ¢¯¨áë¢ ¥âáï ¢ à §¡¨¥¨¥ Pm. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥-
îâáï ¤¢¥ â®çª¨ q′, q′′ ∈ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ à ¢¥áâ¢ã e(q′) = e(q′′) ¨ ¯à¨-
 ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨çë¬ í«¥¬¥â ¬ Pm. �®áª®«ìªã äãªæ¨ï e ¢¯¨á   ¢
à §¡¨¥¨¥ Pm−1 (¯à¨ m > 1), ¨§ á¢®©áâ¢  (2) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Pm)m∈N
á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª¨ q′ ¨ q′′ ¯à¨ ¤«¥¦ â á®á¥¤¨¬ í«¥¬¥â ¬ Pm, â.¥. í«¥-
¬¥â ¬ ¢¨¤  Um

j ¨ Um
j+1, £¤¥ j ∈ {1, . . . , 2m − 1}. �ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®-

áâ¨ q′ ¯à¨ ¤«¥¦¨â í«¥¬¥âã á ç¥âë¬ ¨¦¨¬ ¨¤¥ªá®¬,   q′′ | á ¥ç¥â-
ë¬, â.¥. χm(q

′) = 1 ¨ χm(q
′′) = 0. �®£¤ , ãç¨âë¢ ï, çâ® χi(q

′) = χi(q
′′)

¤«ï ¢á¥å i ∈ {1, . . . ,m− 1}, ¬ë ¨¬¥¥¬:

e(q′)− e(q′′) =
1

3m
+

∞∑
i=m+1

1

3i
(
χi(q

′)−χi(q
′′)
)
> 1

3m
−

∞∑
i=m+1

1

3i
=

1

2 · 3m
> 0,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥áâ¢ã e(q′) = e(q′′). I
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�¥®à¥¬  7. � áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® «®ª «ì® ®¤®¬¥à® â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¡ §  σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ .

J �ãáâì E | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¨ Q| áâ®ã®¢áª¨© ª®¬-
¯ ªâ ¡ §ë E. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® K-¯à®áâà áâ¢® E «®ª «ì® ®¤®¬¥à®,
¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N ª®¥çëå à §¡¨-
¥¨© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Q). �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 5 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨ ¡ §ë E ¤®áâ â®ç® ¢¯¨á âì ¢ (Pn)n∈N ª ª®¥-«¨¡® à §-
¡¨¥¨¥ Clop(Q). � á¨«ã «¥¬¬ë 6 ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N ¬®¦® ¢¯¨-
á âì äãªæ¨î e ∈ C∞(Q). �®áª®«ìªã K-¯à®áâà áâ¢® E «®ª «ì® ®¤®-
¬¥à®, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�  «£¥¡àë Clop(Q), çâ® äãªæ¨ï
e ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ Uξ. �®ª ¦¥¬, çâ® à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�
¢¯¨á ® ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N. �«ï íâ®£® ¬ë § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®-
¨§¢®«ìë¥ ¨¤¥ªáë ξ ∈ � ¨ n ∈ N ¨ ãáâ ®¢¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Uξ ¢¯¨á ®
¢ à §¡¨¥¨¥ Pn. �®¦® áç¨â âì, çâ® Uξ ̸= ∅. �ãáâì q0 | ¯à®¨§¢®«ìë©
í«¥¬¥â Uξ. �®¥ç®áâì à §¡¨¥¨ï Pn ¯®§¢®«ï¥â ¯®¤®¡à âì â ª®© ¥£® í«¥-
¬¥â U , çâ® q0 ∈ U . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® Uξ ⊂ U . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨
q ∈ Uξ, â® e(q) = e(q0),   ¯®áª®«ìªã äãªæ¨ï e ¢¯¨á   ¢ Pn, â®çª¨ q ¨ q0
¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ í«¥¬¥âã à §¡¨¥¨ï Pn, â.¥. q ∈ U .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¡ § E σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ , ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®-
¨§¢®«ìãî äãªæ¨î e ∈ C∞(Q). �®£« á® ãá«®¢¨î (3) ®¯à¥¤¥«¥¨ï «®-
ª «ì®© ®¤®¬¥à®áâ¨,  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�
 «£¥¡àë Clop(Q), çâ® äãªæ¨ï e ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ Uξ.
�«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ¨ æ¥«®£® m ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Un

m ¢ãâà¥®áâì

§ ¬ëª ¨ï ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å â®ç¥ª q ∈ Q, ¤«ï ª®â®àëå m
n 6 e(q) < m+1

n , ¨

¯®«®¦¨¬ Pn :=
{
Un
m : m ∈ Z

}
. � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 5 ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(Pn)n∈N áç¥âëå à §¡¨¥¨©  «£¥¡àë Clop(Q) ¬®¦® ¢¯¨á âì ¥ª®â®à®¥
à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¯®áâà®¥®¥ à §¡¨¥¨¥
ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. I

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¡¥§ â®¬®£® «®ª «ì® ®¤®-
¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢  á¢®¤¨âáï ª áãé¥áâ¢®¢ ¨î ¡¥§ â®¬®© σ-¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �®áâà®¥¨î â ª®©  «£¥¡àë ¯®á¢ïé¥ 
®áâ ¢è ïáï ç áâì íâ®© § ¬¥âª¨.

�ã«¥¢   «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï σ-¨¤ãªâ¨¢®©, ¥á«¨ «î¡ ï ã¡ë¢ î-
é ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ B ¨¬¥¥â ¥ã«¥¢ãî ¨¦-
îî £à ¨æã. �®¤ «£¥¡à  B0 ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B  §ë¢ ¥âáï ¯«®â®©

¨«¨ ¬ áá¨¢®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  b ∈ B áãé¥áâ¢ã¥â
¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â b0 ∈ B0 â ª®©, çâ® b0 6 b.
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�¥¬¬  8. �á«¨ σ-¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á®¤¥à¦¨â σ-¨¤ãªâ¨¢ãî
¯«®âãî ¯®¤ «£¥¡àã, â® ®  σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ .

J �ãáâì B | σ-¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ B0 | ¥¥ σ-¨¤ãªâ¨¢-
 ï ¯«®â ï ¯®¤ «£¥¡à . � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(Cn)n∈N áç¥âëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë B, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ C ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ B, ¢¯¨á ëå ¢ (Cn)n∈N, ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®-
¬ã, çâ® C ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®ªàëâ¨¥¬  «£¥¡àë B. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®©
í«¥¬¥â b ∈ B, ¤¨§êîªâë© ¢á¥¬ í«¥¬¥â ¬ C.

�®áâà®¨¬ ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (bn)n∈N ¨ (cn)n∈N á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì c1 | â ª®© í«¥¬¥â C1, çâ® b ∧ c1 ̸= 0. � á¨«ã
¯«®â®áâ¨ B0 ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â b1 ∈ B0 â ª®©, çâ® 0 < b1 6 b ∧ c1. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® í«¥¬¥âë bn ¨ cn ¯®áâà®¥ë. �ãáâì cn+1 | â ª®© í«¥¬¥â
Cn+1, çâ® bn∧cn+1 ̸= 0. � ª ç¥áâ¢¥ bn+1 ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
B0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 < bn+1 6 bn ∧ cn+1.

�â ª, ¬ë ¯®áâà®¨«¨ â ª¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (bn)n∈N ¨ (cn)n∈N, çâ®
bn ∈ B0, bn 6 cn ∈ Cn ¨ 0 < bn+1 6 bn 6 b ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �« £®¤ àï
σ-¨¤ãªâ¨¢®áâ¨  «£¥¡àë B0 ¢ ¥© ¨¬¥¥âáï â ª®© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â b0,
çâ® b0 6 bn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. � á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢ b0 6 cn í«¥¬¥â b0 ¢¯¨á 
¢ (Cn)n∈N, â.¥. ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã C. � ¤àã£®© áâ®à®ë, b0 6 b, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¤¨§êîªâ®áâ¨ b ¢á¥¬ í«¥¬¥â ¬ C. I

� ª ¨§¢¥áâ®, ¤«ï «î¡®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â ¯®« ï ¡ã«¥-
¢   «£¥¡à  B, á®¤¥à¦ é ï B ª ª ¯«®âãî ¯®¤ «£¥¡àã (á¬. [5]: § 35). � ª ï
 «£¥¡à  B ¥¤¨áâ¢¥  á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ¨  §ë¢ ¥âáï ¯®¯®«-
¥¨¥¬  «£¥¡àë B. �ç¥¢¨¤®, ¯®¯®«¥¨¥ ¡¥§ â®¬®©  «£¥¡àë ¡¥§ â®¬®.
�à®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 8 ¯®¯®«¥¨¥ σ-¨¤ãªâ¨¢®©  «£¥¡àë σ-¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢®. �®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¡¥§ â®¬®© σ-¤¨á-
âà¨¡ãâ¨¢®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¤®áâ â®ç® ¯à¥¤êï¢¨âì ¯à®¨§¢®«ì-
ãî ¡¥§ â®¬ãî σ-¨¤ãªâ¨¢ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �à¨¬¥àë â ª¨å  «£¥¡à,
¡¥§ãá«®¢®, ¨§¢¥áâë. �«ï ¯®«®âë ª àâ¨ë ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ®¤ã ¨§
 ¨¡®«¥¥ ¯à®áâëå ª®áâàãªæ¨©.

�à ¨¬ ¥ à 9. �ãáâì B | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ N,   I |
¨¤¥ « B, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¢á¥å ª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ N. �®£¤  ä ªâ®à-
 «£¥¡à  B/I (á¬. [5]: § 10) ¡¥§ â®¬  ¨ σ-¨¤ãªâ¨¢ .

J �¥§ â®¬®áâì  «£¥¡àë B/I ®ç¥¢¨¤ . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  σ-¨-
¤ãªâ¨¢®áâ¨ íâ®©  «£¥¡àë ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¯à®¨§¢®«ìãî ã¡ë¢ î-
éãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (bn)n∈N ¡¥áª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ N ¨ ¯®áâà®¨âì
â ª®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® b ⊂ N, çâ® à §®áâì b\bn ª®¥ç  ¤«ï ¢á¥å
n ∈ N. �¥®¡å®¤¨¬®¥ ¬®¦¥áâ¢® b = {mn : n ∈ N} «¥£ª® ¯®«ãç¨âì ¬¥â®¤®¬
¨¤ãªæ¨¨, ¯®«®¦¨¢ m1 := min b1 ¨ mn+1 := min{m ∈ bn+1 : m > mn}. I

�¢â®à ¡« £®¤ à¥ �.�.�¬¥«ìï®¢ã, �.�.�ãâ â¥« ¤§¥ ¨ �.�.� «î-
£¨ã §  ¢¨¬ ¨¥ ª à ¡®â¥,   â ª¦¥�.�.�¡à ¬®¢¨çã §  ¯à¥¤®áâ ¢«¥ãî
¨¬ ¨ä®à¬ æ¨î, á¯®á®¡áâ¢®¢ ¢èãî ãá¯¥è®¬ã à¥è¥¨î ¯à®¡«¥¬ë.
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