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�¤¨¬ ¨§ âà ¤¨æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ï¢«ï¥âáï ¯®áâà®¥¨¥   «¨â¨ç¥áª¨å
¯à¥¤áâ ¢«¥¨© à §«¨çëå  ¡áâà ªâëå ¯à®áâà áâ¢ (¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª, ®à¬¨à®¢ ëå  «£¥¡à ¨ ¤à.)
¨ ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¨å ®¯¥à â®à®¢ («¨¥©ëå, ¬®®â®ëå, ¥¯à¥àë¢ëå ¨ â. ¯.). �â® ®¡ãá«®¢«¥® ¯à¥¦¤¥
¢á¥£® â¥¬, çâ®  «¨ç¨¥ ã ®¡ê¥ªâ  â®£® ¨«¨ ¨®£®   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï § ç¨â¥«ì® ®¡«¥£ç ¥â
à ¡®âã á ¨¬. � ¯à¨¬¥à, ¢¬¥áâ® á¯¨áª   ¡áâà ªâëå á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à  ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¥£® ¢ëà ¦¥¨¥ ¢
¢¨¤¥ ª®ªà¥â®© ä®à¬ã«ë, ¢ ª®â®àãî  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ § «®¦¥ë ¢á¥ íâ¨ á¢®©áâ¢ . (� ª®© ä®à¬ã«®© ¬®¦¥â
¡ëâì ¬ âà¨æ , ¨â¥£à « á ï¤à®¬, ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ â. ¤.) � «®£¨ç®¥ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢® ¯¥à¥¤
 ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¯¨á ¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¨¬¥¥â ¨å ª®ªà¥â ï à¥ «¨§ æ¨ï,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¢¨¤¥
ª ª®£®-«¨¡® ¯à®áâà áâ¢  äãªæ¨©. � â®¬ã ¦¥, ¢¥áâ¨ à¥çì ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à 
¬®¦® «¨èì ¯®á«¥ â®£®, ª ª ®¡ê¥ªâë, ¢ ª®â®àëå ® ¤¥©áâ¢ã¥â, ¯®«ãç â  ¤«¥¦ éãî à¥ «¨§ æ¨î.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥ áâà¥¬«¥¨¥ |  ©â¨ á¯¨á®ª  ¡áâà ªâ-
ëå á¢®©áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  ¨«¨ ®¯¥à â®à , íª¢¨¢ «¥âë©  «¨ç¨î ã ¥£® ª®ªà¥â®£®   «¨â¨ç¥áª®£®
¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. � ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì, â ª®© á¯¨á®ª ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à®¢¥à¨âì, ¨¬¥¥â «¨ ¤ -
ë© ®¡ê¥ªâ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥. �à®¬¥ â®£®,  ¡áâà ªâ®¥ ®¯¨á ¨¥ á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¥â ¢ á¥¡¥
á¢®©áâ¢  ¬®£¨å ¨§ãç ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®§¢®«ï¥â áíª®®¬¨âì ¢à¥¬ï, § âà ç¨¢ ¥¬®¥   ¨áá«¥-
¤®¢ ¨¥ ª ¦¤®£® ¨§ ¨å ¢ ®â¤¥«ì®áâ¨, áª®æ¥âà¨à®¢ ¢ ãá¨«¨ï   à §¢¨â¨¨ ®¡é¥© â¥®à¨¨.

�¯¨á ë¥ âà ¤¨æ¨¨ ¢ ¯®«®© ¬¥à¥ á¢®©áâ¢¥ë â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¨ (¢ ç áâ®áâ¨) K-¯à®-
áâà áâ¢. �®ïâ¨¥ K-¯à®áâà áâ¢ , ¢¢¥¤¥®¥ �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1935 £., ¥á®¬¥® ï¢¨«®áì à¥-
§ã«ìâ â®¬  ¡áâà ªâ®£® ®¡®¡é¥¨ï ¨§¢¥áâëå ª â®¬ã ¢à¥¬¥¨ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå
¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©,   â ª¦¥ «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢   íâ¨å ¯à®áâà áâ¢ å. �®á«¥¤®¢ ¢è¥¥ § -
â¥¬ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¯à¨¢¥«® ª â®¬ã, çâ® ¢ 40-¥ £®¤ë �. �.�ã«¨å®¬ ¨ ¥§ ¢¨á¨¬®
�.�£ á ¢ à®© ¡ë«® ¯®«ãç¥® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ äã¤ ¬¥â  ¢¥ªâ®à-
®© à¥è¥âª¨ C∞(Q) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q. � ª¨¬
®¡à §®¬, â¥®à¨ï K-¯à®áâà áâ¢ § ¢¥àè¨«  ≪¯®«ë© æ¨ª«≫:

ª®ªà¥âë¥ ¯à¨¬¥àë →  ¡áâà ªâ®¥ ¯®ïâ¨¥ → ã¨¢¥àá «ì ï à¥ «¨§ æ¨ï (∗)

| ¨ ¤ «   ç «® ®¢®¬ã íâ ¯ã â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨©: ¯®¨áªã   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¤«ï
à §«¨çëå ª« áá®¢ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢  ¡áâà ªâëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å.

�á«¨ à áá¬®âà¥âì â¥®à¨î à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ (���), á®áà¥¤®â®ç¨¢ ï ¢¨¬ ¨¥
  ¨å   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨, â® ¬®¦® ¯à¨©â¨ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ¨áâ®à¨ï ��� ¢ ®¡é¨å ç¥àâ å ¯®-
¢â®àï¥â áå¥¬ã à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®ïâ¨¥ ��� ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì
ª ª  ¡áâà ªâ®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©, ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨ï
¢ ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. (�¯à®ç¥¬, �.�.� â®à®¢¨ç, ¢¢®¤ï ¯®ïâ¨¥ ��� ¢á¥ ¢ â®¬ ¦¥ 1935 £.,
¥¤¢  «¨ àãª®¢®¤áâ¢®¢ «áï ¨¬¥® íâ¨¬ á®®¡à ¦¥¨¥¬: á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©
¢ â® ¢à¥¬ï â®¦¥  å®¤¨«®áì ¢ áâ ¤¨¨ § à®¦¤¥¨ï.) �á«¨   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ K-¯à®áâà áâ¢
¡ë«® ¯®«ãç¥® áà ¢¨â¥«ì® ç¥à¥§ ª®à®âª®¥ ¢à¥¬ï ¯®á«¥ ¨å ¢¢¥¤¥¨ï, â® ��� ¤®«£®¥ ¢à¥¬ï ®áâ ¢ «¨áì
¡¥§ ã¨¢¥àá «ì®© äãªæ¨® «ì®© à¥ «¨§ æ¨¨. �¨èì ¢ 1987 £. �. �.�ãáà ¥¢ ¨ �. �.�âà¨¦¥¢áª¨© ¯®-
«ãç¨«¨ ¯¥à¢ë© à¥§ã«ìâ â ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨: ¢áïª®¥ ��� ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© ¥ª®â®à®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï [95].

�¥ «¨§ æ¨® ï â¥®à¥¬  �ãáà ¥¢  | �âà¨¦¥¢áª®£®, § ¢¥àè ï æ¨ª« (∗) ¯à¨¬¥¨â¥«ì® ª â¥®à¨¨
��� ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¨¬¥ï ¥á®¬¥ãî ¬¥â®¤®«®£¨ç¥áªãî æ¥®áâì, ®¡« ¤ ¥â â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¤¢ã¬ï ®ç¥¢¨¤-
ë¬¨ â¥å¨ç¥áª¨¬¨ ¥¤®áâ âª ¬¨. �®-¯¥à¢ëå, ¢ ¥© ã¯®¬¨ îâáï ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¥ á¢®©áâ¢¥-
ë¥ ¯à®áâà áâ¢ ¬ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©. �®-¢â®àëå, ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ ¢ ¯à¨¢¥¤¥®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥
¥ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨). �. �.�ãáà ¥¢ á ¬ ¯®áâ ¢¨« § ¤ çã ¨á¯à ¢«¥¨ï
ãª § ëå ¥¤®áâ âª®¢, ª®â®à ï ï¢¨« áì ¨áâ®ª®¬ â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¨§¬¥à¨-
¬ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© á «¨äâ¨£®¬. �¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¬ã ¨§«®¦¥¨î íâ®© â¥®à¨¨ £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ ¨
¯®á¢ïé¥  ¤  ï ¤¨áá¥àâ æ¨ï.

� â¥à¨ « ¤¨áá¥àâ æ¨¨ à §¡¨â   á¥¬ì £« ¢, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, á®¤¥à¦¨â ¥áª®«ì-
ª® ¯ à £à ä®¢. �« ¢  0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢, ¨§«®¦¥ëå ¢ ®áâ «ìëå è¥áâ¨ £« ¢ å.
�« ¢  1 á®¤¥à¦¨â ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ®¡ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ å, ä¨£ãà¨àãîé¨å ¢ ¤¨á-
á¥àâ æ¨¨. � ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¬ á¢¥¤¥¨ï¬ ¬®¦® ®â¥áâ¨ ¨ ¥áª®«ìª® ¯ à £à ä®¢ £« ¢ë 2, ¢ª«îç îé¥©
¨ä®à¬ æ¨î ®¡é¥£® å à ªâ¥à  ® ¥¯à¥àë¢ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå. �« ¢  3 ï¢«ï¥âáï æ¥âà «ì®© ª ª
¯® à á¯®«®¦¥¨î, â ª ¨ ¯® á®¤¥à¦ ¨î: ¢ ¥© á®áà¥¤®â®ç¥ ¬ â¥à¨ «, ª á îé¨©áï ¯à®áâ®àëå ¡  å®-
¢ëå à áá«®¥¨© ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ ��� ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨©. � £« ¢¥ 4 à §¢¨¢ ¥âáï â¥®à¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå
¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥®á  áå¥¬ë �.� ¨í«ï   á«ãç © á¥ç¥¨©. � ¬¥â¨¬, çâ® íâ  ¨¤¥ï ¥
®¢  (�.�¨ªã«¥ ã ¢ëáª §ë¢ « ¥¥ ¥é¥ ¢ 1966 £.), ®¤ ª®  ¬ ¥ ¨§¢¥áâë ¯ã¡«¨ª æ¨¨, à¥ «¨§ãîé¨¥
ã¯®¬ïãâë© ¯®¤å®¤ á ¤®áâ â®ç®© á¨áâ¥¬ â¨ç®áâìî. � íâ®© ¦¥ £« ¢¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®ïâ¨¥
«¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©,   â ª¦¥ ¯à¨¢®¤ïâáï à¥§ã«ìâ âë ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï â¥®à¨¨ ¯à®-
áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå à áá«®¥¨©. �« ¢  5 á®¤¥à¦¨â ¯à¨«®¦¥¨ï
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à¥§ã«ìâ â®¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å £« ¢ ª à §®®¡à §ë¬ ¯à®áâà áâ¢ ¬ ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãª-
æ¨©. � ª®¥æ, £« ¢  6 ¯®á¢ïé¥  ¨áá«¥¤®¢ ¨î á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¯®áâà®¥¨î
¨å   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©.

� ¤® áª § âì, çâ® ®¡®¡é¥¨¥ ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ëå à¥§ã«ìâ â®¢   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®àëå à¥-
è¥â®ª ¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¥ ¢å®¤¨â ¢  è¨ ¯« ë, ¨ ¬ë, ª ª ¯à ¢¨«®, ®£à ¨ç¨-
¢ ¥¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ K-¯à®áâà áâ¢ ¨ ¯à®áâà áâ¢ �  å  | � â®à®¢¨ç .

�ë áâà¥¬¨«¨áì ®â¢¥â¨âì   ¢á¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë¥ ¢®¯à®áë, ¢®§¨ª îé¨¥ ¯® ¯®¢®¤ã ¢¢®¤¨¬ëå ¯®ïâ¨© ¨
ä®à¬ã«¨àã¥¬ëå à¥§ã«ìâ â®¢. � ª, ¢á«¥¤ §  ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ â¥®à¥¬ë ç áâ® á«¥¤ã¥â ¥¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥
àï¤  ¯à¨¬¥à®¢ ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨©, ®¡®á®¢ë¢ îé¨å â®ç®áâì ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ( ¯à¨¬¥à, ¥ãáâà ¨¬®áâì â¥å
¨«¨ ¨ëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨©). �á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¢ª«îç îé¨¥ ¥áª®«ìª® ãá«®¢¨©,
á ¡¦ îâáï ®¡®á®¢ ¨¥¬ ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ íâ¨å ãá«®¢¨© ¤àã£ ®â ¤àã£ ,   áå®¦¨¥ ¯®ïâ¨ï ãâ®çïîâáï
¯à¨¬¥à ¬¨, ®¡êïáïîé¨¬¨ à §«¨ç¨ï ¬¥¦¤ã ¨¬¨.

�¢â®à £«ã¡®ª® ¡« £®¤ à¥ �. �.�ãáà ¥¢ã, ª®â®àë© ¯®§ ª®¬¨« ¥£® á â¥®à¨¥© ��� ¨ ¯à¥¤«®¦¨«
¨â¥à¥áë¥ § ¤ ç¨. �¢â®à â ª¦¥ ¢ëà ¦ ¥â á¢®î ¯à¨§ â¥«ì®áâì �.�.�¡à ¬®¢¨çã, �.�.�®¤®¯ìï®¢ã,
�.�.�¬¥«ìï®¢ã, �. �.� çãà®¢áª®¬ã, �.�.�®«¥á¨ª®¢ã, �.�.�ãâ â¥« ¤§¥, �.�.� «î£¨ã, �.�.� «ì-
çã®¢ã, �.�. �ã¡ ã ¨ �. �.�à®¨æª®¬ã §  ¯«®¤®â¢®àë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï ¥ª®â®àëå ¢®¯à®á®¢, ¢®§¨ªè¨å ¢
å®¤¥ à ¡®âë  ¤ ¬ â¥à¨ «®¬ ¤¨áá¥àâ æ¨¨.
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�®«ãç¨âì ¤®áâ â®ç® â®ç®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® áâàãªâãà¥ ®á®¢®£® â¥ªáâ  ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¬®¦® á
¯®¬®éìî ¯à¨¢¥¤¥®£® ¢ëè¥ ®£« ¢«¥¨ï. � íâ®© ¦¥ £« ¢¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ®¡§®à ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢,
¯à¨§¢ ë© ®¡®§ ç¨âì ¨å ¬¥áâ® ¢ à ¬ª å ®¡é¥© â¥®à¨¨.

�¡§®à à §¡¨â   ¤¢¥ ç áâ¨. � ¯¥à¢®© ç áâ¨ ®¡áã¦¤ îâáï à¥§ã«ìâ âë ® äãªæ¨® «ì®¬ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¨ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. �â®à ï ç áâì ¯®á¢ïé¥ 
à¥ «¨§ æ¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ íâ¨å ®¡ê¥ªâ å.

�âàãªâãà  ¯¥à¢®© ç áâ¨ ®¡§®à  (§ 0.1{0.6) ¢ æ¥«®¬ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áâàãªâãà¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨. �¡§®à
¢ § 0.1  ç¨ ¥âáï á ®¯¨á ¨ï ®á®¢ëå à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¡ê¥ªâ®¢: ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ¢¥ª-
â®àëå à¥è¥â®ª, à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¤à. � â¥¬ ¢ § 0.2 ¬ë ®¡à é ¥¬áï ª à¥ «¨§ æ¨-
®ë¬ ä ªâ ¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à  | ª ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ á ¯®¬®éìî â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢, ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©. �¡áã¦¤¥¨î ¨§¬¥à¨¬ëå à¥ «¨§ æ¨©
¯®á¢ïé¥ § 0.3, ¢ ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¡ê¥ªâ®¢ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢ á ¬¥à®©, ¨§-
¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. �¨äâ¨£, ª ª ®¤¨ ¨§ ®á®¢ëå ¨áâàã¬¥â®¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï
¨§¬¥à¨¬ëå à¥ «¨§ æ¨©, ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ § 0.4. �à¨¬¥¥¨¥ íâ®£® ¨áâàã¬¥â  ª ãáâ ®¢«¥¨î á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã
¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ ª®áâàãªæ¨ï¬¨ ¤¥¬®áâà¨àã¥âáï ¢ § 0.5. � § 0.6 ¨¤¥â à¥çì ®¡ ¨â¥à¯à¥-
â æ¨¨ ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â¥à¬¨ å ¨å à¥ «¨§ æ¨©.

�á«¨ áâàãªâãà  ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¢ æ¥«®¬ (  ãà®¢¥ ¯ à £à ä®¢) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áâàãªâãà¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨,
â® áâàãªâãà  ª ¦¤®£® ¨§ ¯ à £à ä®¢ ¢ ®â¤¥«ì®áâ¨ ¥ ¨¬¥¥â â ª®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï. �®àï¤®ª ®¯à¥¤¥«¥¨© ¨
ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¢ â¥ªáâ¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¡ãá«®¢«¥, ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì, á®®¡à ¦¥¨ï¬¨ «®£¨ç¥áª®£® å à ªâ¥à 
(¨á¯®«ì§ã¥¬ ï ¨ä®à¬ æ¨ï ¤®«¦  ¡ëâì ¨§«®¦¥  ¤® ¬®¬¥â  ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï). �«ï ®¡§®à  ¦¥ ¬ë á®ç«¨
¡®«¥¥ ¯à¨¥¬«¥¬ë¬ ¯®àï¤®ª ¢®§à áâ ¨ï á«®¦®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢. �¬¥® íâ®â ¯®àï¤®ª
®âà ¦¥ ¢  §¢ ¨ïå à §¤¥«®¢ ª ¦¤®£® ¨§ ¯ à £à ä®¢ 0.1{0.6: ¬ë  ç¨ ¥¬ á ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à (0.1.1,
0.2.1, 0.3.1, 0.4.1, 0.5.1, 0.6.1), ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¢¥ªâ®àë¬ à¥è¥âª ¬ (0.1.2, 0.2.3, 0.2.4, 0.3.2, 0.4.2, 0.5.2, 0.6.2),
§ â¥¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¯à®áâà áâ¢  ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (0.1.3, 0.2.5, 0.3.3, 0.4.3, 0.5.3) ¨,  ª®¥æ, à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  (0.1.4, 0.2.6, 0.2.7, 0.2.8, 0.2.9, 0.3.4, 0.4.4, 0.5.4, 0.6.3).

�®àï¤®ª ≪®â ¯à®áâ®£® ª á«®¦®¬ã≫ á®åà ï¥âáï ¨ ¢® ¢â®à®© ç áâ¨ ®¡§®à  (§ 0.8{0.11), ¯®á¢ïé¥®©
®¯¥à â®à ¬, á®åà ïîé¨¬ ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ ¨å äãªæ¨® «ìë¬ à¥ «¨§ æ¨ï¬. � ç «  à áá¬ âà¨¢ -
îâáï ¡ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë (§ 0.8), § â¥¬ ®àâ®¬®àä¨§¬ë (§ 0.9), á«¥¤®¬ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  (§ 0.10), ¨,
 ª®¥æ, ®¯¥à â®àë ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  (§ 0.11).

� ª ¦¤®¬ ¯ à £à ä¥  àï¤ã á   «¨§®¬ ®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¯à¨¢¥¤¥ ªà âª¨© ®¡§®à «¨â¥à âãàë ¯®
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¢®¯à®áã. (�áâ¥áâ¢¥®, ¯® ¬¥à¥ ¯¥à¥å®¤  ®â ¯à®áâëå ª« áá¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ª ¡®«¥¥
á«®¦ë¬ á®¢à¥¬¥ë¬, ®¡áã¦¤¥¨¥ ®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢  ç¨ ¥â ¯à¥®¡« ¤ âì  ¤ ®¡§®à ¬¨ áâ àëå.)
�®áª®«ìªã ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë  ¢â®à  ¯® â¥¬¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ë áà ¢¨â¥«ì® ¥¤ ¢® (á¬. [47{53,
152{155]) ¨, ªà®¬¥ â®£®, ï¢® ¢ª«îç¥ë ¢ â¥ªáâ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¢¬¥áâ¥ á ¯®¤à®¡ë¬¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨, ¬ë
¯®áç¨â «¨ ¨§«¨è¨¬ ã¯®¬¨ âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯ã¡«¨ª æ¨¨ ¢ ®¡§®à å «¨â¥à âãàë.
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����� 1. ���������� ��������

�à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ äãªæ¨© ï¢«ï¥âáï ¬®éë¬ áà¥¤áâ¢®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¢¥ªâ®àëå
à¥è¥â®ª ¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢,   â ª¦¥ ¨áâ®ç¨ª®¬ à §®®¡à §ëå á¢ï§¥© á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© â¥®à¨¨ á â¥®à¨¥© ¬®¦¥áâ¢, â®¯®«®£¨¥© ¨ â¥®à¨¥© ¬¥àë. �¥®áâì äãªæ¨® «ìëå à¥ «¨§ æ¨©
¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª áâ «  ®ç¥¢¨¤  ã¦¥ ¢ 30-¥ £®¤ë ¨ ¡ë«  ¯à®¤¥¬®áâà¨à®¢     ¯à¨¬¥à¥ ¡  å®¢ëå
 «£¥¡à ¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª �.�â®ã®¬ ¨ ¤à. �¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ äã¤ ¬¥â «ìëå ä ªâ®¢ â¥®à¨¨
K-¯à®áâà áâ¢ ï¢¨« áì â¥®à¥¬  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¢ ¢¨¤¥ à¥è¥âª¨ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   íªáâà¥¬ «ì-
® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥. �¥§ãá«®¢® ¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â â ª¦¥ à¥ «¨§ æ¨ï ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¢ ¢¨¤¥
¯à®áâà áâ¢ ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. �ç¥¢¨¤ë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ª â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå
¯à®áâà áâ¢ ¨¬¥¥â â¥®à¨ï ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯®«ãç¨¢è ï ¢ ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï
¬®é®¥ à §¢¨â¨¥. �à ¤¨æ¨®ë¥ à¥ «¨§ æ¨¨ ¬®£¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ¢¨¤¥ ¯ãçª®¢ ¨«¨ á¥ç¥¨©
à áá«®¥¨© â ª¦¥  å®¤ïâ ¯à¨¬¥¥¨ï ¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¯à®áâà áâ¢ á ¢¥ªâ®à®© ®à¬®©.

�â¨ ¨ ¤àã£¨¥ ¯®¤å®¤ë ª äãªæ¨® «ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª
¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤ ®£® ®¡§®à .
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§ 0.1. �á®¢ë¥ ®¡ê¥ªâë

�á®¢ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬¨ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ï¢«ïîâáï ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ¢¥ªâ®àë¥
à¥è¥âª¨, ¯à®áâà áâ¢  ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¨å
«¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë. � ¦¤ë© ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥ãî ¡®£ âãî à¥§ã«ìâ â ¬¨
â¥®à¨î. �¥ ¢¤ ¢ ïáì ¢ ¤¥â «¨ ¨ ¥ áâà¥¬ïáì ª ¯®«®â¥, ¬ë «¨èì ®å à ªâ¥à¨§ã¥¬ â¥ äà £¬¥âë íâ¨å
â¥®à¨©, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ®â®è¥¨¥ ª à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã  ¬¨ ªàã£ã ¢®¯à®á®¢.

0.1.1. �ã«¥¢ë  «£¥¡àë

� ¦¤ë© ¨§ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢, ¨§ãç ¥¬ëå ¢ ¤ ®© à ¡®â¥, â ª ¨«¨ ¨ ç¥ á¢ï§  á ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡-
à ¬¨. �¥çì ¨¤¥â ® ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ª®¬¯®¥â ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨, ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢
¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ®áª®«ª®¢ ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£®
®¯¥à â®à  ¨ ¤à.

� ª ¨ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ¢á¥ ã¯®¬ïãâë¥ ®¡ê¥ªâë ¨¬¥îâ ¯àï¬®¥ ®â®è¥¨¥ ª â¥®à¨¨ à¥è¥â®ª (¨ ª
¡®«¥¥ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¬®¦¥áâ¢), ª®â®à ï, ¡¥§ãá«®¢®, ¥ ®£à ¨ç¨¢ ¥âáï à áá¬®âà¥¨¥¬
â®«ìª® íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �¬¥¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ¤àã£¨å  ªâ¨¢® à §¢¨¢ îé¨åáï ¢¥â¢¥© íâ®© ®¡« áâ¨ ¬ â¥¬ -
â¨ª¨, ¨áá«¥¤ãîé¨å â ª¨¥ ®¡ê¥ªâë, ª ª ¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ë¥ à¥è¥âª¨, ¯®«ãà¥è¥âª¨ á ¯á¥¢¤®¤®¯®«¥¨ï¬¨,
p- «£¥¡àë, à¥è¥âª¨ á ®àâ®¤®¯®«¥¨ï¬¨, æ¨«¨¤à¨ç¥áª¨¥ ¨ ¯®«¨ ¤¨ç¥áª¨¥  «£¥¡àë,  «£¥¡àë �®áâ  ¨
�ãª á¥¢¨ç ,  «£¥¡àë �¥©â¨£ ,  «£¥¡àë ¤¥�®à£  , ª¢ â®¢ë¥ «®£¨ª¨,  «£¥¡àë �¥£¥à , ¬®¤ã«ïàë¥ ¨
®àâ®¬®¤ã«ïàë¥ à¥è¥âª¨, ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¥ à¥è¥âª¨, ¯®«ãà¥è¥âª¨ ¨ ¤àã£¨¥ ®¡®¡é¥¨ï à¥è¥â®ª.

�¥áì¬  ®¡ê¥¬ë© ¨ ¯®«ë© ®¡§®à ¯ã¡«¨ª æ¨©, ª á îé¨åáï â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨
à¥è¥â®ª, ¨¬¥¥âáï ¢ ª¨£ å [68, 69]. �¬. â ª¦¥ [9, 46]. �á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ª« áá¨ç¥áª¨å ¯®ïâ¨ïå
â¥®à¨¨ ã¯®àï¤®ç¥ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¨å ®¡®¡é¥¨ïå ¯à¥ªà á® ¨§«®¦¥ë ¢ [5{7]. �áï ¥®¡å®¤¨¬ ï  ¬
¨ä®à¬ æ¨ï ®¡  ¡áâà ªâëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å ¨¬¥¥âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [29, 100, 156]. �¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥¨ï
¨§ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¯à¨¢¥¤¥ë â ª¦¥ ¢ [7, 33, 60, 83, 91, 233].

�¥®¡å®¤¨¬ë¥  ¬ á¢¥¤¥¨ï ® ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ § 1.2 ¤ ®© à ¡®âë. � §¤¥«ë 1.2.1{
1.2.7 á®¤¥à¦ â á¢¥¤¥¨ï  ¡áâà ªâ®£® å à ªâ¥à , ®áâ «ì ï ç áâì ¯ à £à ä  ¯®á¢ïé¥  à¥ «¨§ æ¨®ë¬
¢®¯à®á ¬.

0.1.2. �¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨

�¥®à¨ï ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå  ¯à ¢«¥¨© á®¢à¥¬¥®£® äãªæ¨® «ì-
®£®   «¨§ . � §®®¡à §ë¥  á¯¥ªâë íâ®© â¥®à¨¨ ®âà ¦¥ë ¢ ¬®£®ç¨á«¥ëå ¬®®£à ä¨ïå, á¬. [7, 24,
33, 59, 60, 72, 83, 90, 112, 113, 130, 142, 168, 187, 189, 190, 194, 214, 219, 225, 226, 255, 257]. �¥áì¬  ®¡è¨à-
 ï ¡¨¡«¨®£à ä¨ï ¨¬¥¥âáï ¢ ®¡§®à å �.�.�ãå¢ «®¢  [20{23]. �áâ®à¨ï ¢®§¨ª®¢¥¨ï ¨ à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨
¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¯à¥ªà á® ¨§«®¦¥  ¢® ¢¢¥¤¥¨¨ ®¡§®à  [21]. �¤¥© ï ¨ ¬¥â®¤®«®£¨ç¥áª ï æ¥®áâì
¢¢¥¤¥®£® �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¯®ïâ¨ï K -¯à®áâà áâ¢  ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ [89].

�á¥ ®á®¢ë¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥  ¬ á¢¥¤¥¨ï ® ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¨ K-¯à®áâà áâ¢ å ª®á¯¥ªâ¨¢®
¨§«®¦¥ë ¢ 1.3.1{1.3.4.

0.1.3. �à®áâà áâ¢  ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©

� à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå, á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå, ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡®
¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. �¥¤ ¢¥¥ áãé¥áâ¢¥®¥ ¯à®¤¢¨¦¥¨¥ ¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ â ª¨å ¯à®áâà áâ¢
á¢ï§ ® £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ á à ¡®â ¬¨ �.�.�ãå¢ «®¢  [10, 11, 15{21, 24] ¨ �. �.�ãáà ¥¢  [24, 83, 84, 87, 93{95,
183{186]. �à®¬¥ â®£®, ¢ à ¬ª å ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© § ç¨â¥«ì®¥ ¬¥áâ® § ¨¬ ¥â
â ª  §ë¢ ¥¬ ï â¥®à¨ï ¢§¢¥è¥®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ®á®¢  ï ¢ 1960-å £®¤ å �.� å¡¨®¬ ¨ ¯®«ãç¨¢è ï
§ â¥¬ ¬®é®¥ à §¢¨â¨¥ ¢ à ¡®â å �.�.�¨¥àáâ¥¤â , �.�à¥©¬ , �.�.� ãàá¥ , �.�.�¥¤¥àá¥ , �.�.� ª ,
�.�.�®â¥®â , �.� ç ¤®, �¦.�.�à®««ë, �.�.� ¬¬¥àá  ¨ ¤à. [121, 123, 124, 140, 195, 196, 202{204,
220{223, 245].

�®áª®«ìªã ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¥ à §à ¡®â   á¯¥æ¨ «ì ï  ªá¨®¬ â¨ç¥áª ï â¥®à¨ï,
¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¨å ª ª à¥ «¨§ æ¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ®¡áã¦¤ ¥¬ ¨¦¥ ¢ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å à §¤¥« å ®¡§®à  (á¬. 0.2.5, 0.3.3, 0.4.3 ¨ 0.5.3).

0.1.4. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ 

� ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¢¯¥à¢ë¥ ¢®§¨ª«¨ ¢ à ¡®â¥ �.�.� â®à®-
¢¨ç  [57], £¤¥ ®¨ ¡ë«¨  §¢ ë ≪¯à®áâà áâ¢ ¬¨, ®à¬¨à®¢ ë¬¨ á ¯®¬®éìî í«¥¬¥â®¢ ¯®«ãã¯®-
àï¤®ç¥®£® ¯à®áâà áâ¢ ≫. �®â¨¢ æ¨¥© ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï â ª¨å ¯à®áâà áâ¢ ¯®á«ã¦¨«® ¯®áâà®¥¨¥
®¡®¡é¥®£® ¬¥â®¤  ¬ ¦®à â �®è¨ ¤«ï à¥è¥¨ï äãªæ¨® «ìëå ãà ¢¥¨©. �.�.�ãå¢ «®¢ ¢¯¥à¢ë¥
¨á¯®«ì§®¢ « à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¤«ï ¢ëà ¡®âª¨ ®¡é¥£® ¯®¤å®¤  ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î à §-
®à®¤ëå ®¡ê¥ªâ®¢ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ , â ª ¨«¨ ¨ ç¥ á¢ï§ ëå á ¢¥ªâ®àë¬¨ ®à¬ ¬¨. �®§¦¥
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�.�.�ãáà ¥¢ ¨ ¥£® ãç¥¨ª¨ ¯®áâà®¨«¨ à §¢¨âãî â¥®à¨î à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ª«î-
ç îéãî £«ã¡®ªãî à §à ¡®âªã ¯®ïâ¨ï ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  [67, 76{78, 80{84, 87{91, 93{95, 183{186].

�®¢à¥¬¥ë© á¯¨á®ª ¯à¨¬¥à®¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢¥áì¬  ®¡è¨à¥ ¨ ¢ª«îç -
¥â â ª¨¥ ®¡ê¥ªâë, ª ª ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¨ á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯à®áâà áâ¢ 
¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯à®áâà áâ¢® áã¬¬¨àã¥¬ëå ¯® �®å¥àã ¢¥ªâ®à-äãª-
æ¨©, ¯à®áâà áâ¢® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå à¥è¥â®ç®§ çëå äãªæ¨©, ¯à®áâà áâ¢® ¢¥ªâ®àëå ¬¥à
®£à ¨ç¥®© ¢ à¨ æ¨¨, ¯à®áâà áâ¢® à¥è¥â®ç®§ çëå ¬¥à, ¯à®áâà áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ á  ¡áâà ªâ®©
®à¬®©, ¯à®áâà áâ¢  ¤®¬¨¨à®¢ ëå ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ (á¬. [83: 4.1.6]). �¥è¥â®çë¥ ®à¬ë
¢ áªàëâ®¬ ¢¨¤¥ ¯à¨áãâáâ¢ãîâ â ª¦¥ ¢ ®¡®¡é¥ëå ¯à®áâà áâ¢ å �à«¨ç  [180] ¨ â¥§®àëå ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨ïå ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª [97]. � ¬¥  ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢  �®¡®«¥-
¢  ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨©   ¢¥ªâ®à®§ çë¥ ¯à¨¢®¤¨â ª à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà -
áâ¢ ¬. � «®£¨çë¥ ¯à®áâà áâ¢  á¢ï§ ë á äãªæ¨® «ìë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ �¨¯è¨æ , �¨ã¢¨««ï,
�®¡®«¥¢  | �à«¨ç , �¨ª®«ìáª®£®, �¥á®¢ , �¨§®àª¨  | �à¨¡¥«ï ¨ â. ¤. �â¥à¥áë¥ ¨ ¢ ¦ë¥ ª« ááë
à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ á¢ï§ ë á á¥ç¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (á¬. 0.2.9, 0.3.4).

�¥®à¨ï à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à®¤®«¦ ¥â  ªâ¨¢® à §¢¨¢ âìáï. �¤¨¬ ¨§ ¯®-
á«¥¤¨å ¤®áâ¨¦¥¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢¨«®áì á®§¤ ¨¥ �. �.�ãáà ¥¢ë¬ â¥®à¨¨ ¯à®áâà áâ¢ á® á¬¥è ®©
®à¬®© (á¬. ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢ , ªà¨â¥à¨¨ äãªæ¨® «ì®© ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¢ [84: § 4]). �¬
¦¥ ¯®«®¦¥®  ç «® â¥®à¨¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å á® á¬¥è ®© ®à¬®© [84: § 5].

�®«ãç¨âì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® á®¢à¥¬¥®¬ á®áâ®ï¨¨ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨
¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¬®¦®, ®¡à â¨¢è¨áì ª à ¡®â ¬ [24, 67, 83, 84, 87, 90, 95, 183{186].

�¥®¡å®¤¨¬ë¥  ¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á ¯®ïâ¨¥¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£®
¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ § 1.4 ¤¨áá¥àâ æ¨¨.

0.1.5. �®æ¥¯æ¨ï ¯®àï¤ª®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨

�áâ¥áâ¢¥®, çâ® ¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â ¯®ïâ¨¥
¯®àï¤ª®¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨«¨ o-áå®¤¨¬®áâ¨. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¥ª®â®àë¥ ª«îç¥¢ë¥ ¯à®¡«¥¬ë, á¢ï§ ë¥ á
íâ¨¬ ¯®ïâ¨¥¬, ¤® á¨å ¯®à ¥ ¡ë«¨ à¥è¥ë.

�®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå o-¯à¥¤¥«®¢ á¥â¥©, á®áâ ¢«¥ëå ¨§ í«¥¬¥â®¢ ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ ,  §ë¢ ¥âáï o-§ ¬ëª ¨¥¬ íâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ . �®§¨ª ¥â
¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á: ï¢«ï¥âáï «¨ o-§ ¬ëª ¨¥ o-§ ¬ªãâë¬, â. ¥. ¢¥à® «¨, çâ® ¯®¢â®à®¥ o-§ ¬ëª ¨¥
¥ ¤®¡ ¢«ï¥â ®¢ëå í«¥¬¥â®¢?

�®áª®«ìªã o-áå®¤¨¬®áâì ¥ â®¯®«®£¨ç , íâ®â ¢®¯à®á ¤ «¥ª® ¥ âà¨¢¨ «¥ ¨ ¤® á¨å ¯®à ¥ ¡ë«
à¥è¥ ¤ ¦¥ ¤«ï ª®¥ç®-æ¨ª«¨çëå ¬®¦¥áâ¢, ª®â®àë¥ ç é¥ ¢á¥£® à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ ¢®¯à®á å ¯®¯®«-
¥¨ï ¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï. �à¨ ¯®áâà®¥¨¨ o-§ ¬ªãâ®© ®¡®«®çª¨  ¢â®àë ¡ë«¨ ¢ëã¦¤¥ë à áá¬ âà¨¢ âì
�®à¥«¥¢áª¨¥  ¤áâà®©ª¨, â. ¥. ¯à¨á®¥¤¨ïâì ª ¤ ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã o-¯à¥¤¥«ë ¥£® í«¥¬¥â®¢, § â¥¬ o-¯à¥-
¤¥«ë o-¯à¥¤¥«®¢ ¨ â. ¤. (á¬. [60]). �ëã¦¤¥ ï ¨¤ãªæ¨ï (¨ ¤ ¦¥ âà áä¨¨â ï ¨¤ãªæ¨ï) ¤¥« «  ¢á¥
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ ¯®áâà®¥¨ï ¤®¢®«ì® £à®¬®§¤ª¨¬¨. � ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  ®¡ o-¯®¯®«¥¨¨ à¥è¥â®ç® ®à-
¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥«  ¢¥áì¬  ¥ã¤®¡ãî ¤«ï ¯à¨«®¦¥¨© ä®à¬ã«¨à®¢ªã [83: â¥®à¥¬  1.4.11],
  ¯®áâà®¥¨¥ o-¯®¯®«¥¨ï á®áâ®ï«® ¨§ ¥áª®«ìª¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå à áè¨à¥¨© (ç áâì ª®â®àëå, ª ª
¢ëïá¨«®áì, ¡ë«  ¥ã¦ ): ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï, r-¯®¯®«¥¨ï ¨ ¯®¢â®à®£® ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï [95: 3.6{3.11].

�à¨ ¤®¢®«ì® ®¡é¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå ¢ à ¡®â¥ ¤®ª § ®, çâ® ¯®¢â®à®¥ o-§ ¬ëª ¨¥ ¥ ¤®¡ ¢«ï-
¥â ®¢ëå í«¥¬¥â®¢, â. ¥. ¯¥à¢®¥ o-§ ¬ëª ¨¥ ã¦¥ ï¢«ï¥âáï o-§ ¬ªãâë¬ (á¬. 1.5.3,   â ª¦¥ [24: á«¥¤-
áâ¢¨¥ 1.6.7 (3)]). �¥è¨âì ¯à®¡«¥¬ã o-§ ¬ëª ¨ï ã¤ «®áì á ¯®¬®éìî ®¢®© ª®æ¥¯æ¨¨ ¯®àï¤ª®¢®©  ¯-
¯à®ªá¨¬ æ¨¨, à §à ¡®âª¥ ª®â®à®© ¯®á¢ïé¥ § 1.5 ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨. �®á«¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®á®¢®©
«¥¬¬ë (1.5.1) ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï í«¥¬¥â àëå á¢®©áâ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ (1.5.2) ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ª«îç¥¢®©
à¥§ã«ìâ â (1.5.3): ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë¥ í«¥¬¥âë ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ª ª ¯à¥¤¥«ë á¥â¥© í«¥-
¬¥â®¢  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¬®¦¥áâ¢ . � ª ã¦¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, íâ®â ä ªâ ¥ ¡ë« ¨§¢¥áâ¥. �
«¨â¥à âãà¥ ¯®ï¢«ï«¨áì «¨èì ¥£® ¥¤¨¨çë¥ ¯à®ï¢«¥¨ï ¢ ¢¥áì¬  ç áâëå á«ãç ïå (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [83:
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.1.8 (¡)]). � «¥¥ ®¯¨á ë á¯®á®¡ë ¯à¨¡«¨¦¥¨ï  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ëå í«¥¬¥â®¢ à §®£® à®¤ 
¯à¥¤¥« ¬¨: ¢ â¥à¬¨ å o-áå®¤¨¬®áâ¨ (1.5.4), à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ (1.5.5{1.5.7), r-áå®¤¨¬®áâ¨ (1.5.8,
1.5.9).

� ç áâ®áâ¨, ¯®«ãç¥  ¡®«¥¥ ã¤®¡ ï ä®à¬ã«¨à®¢ª  â¥®à¥¬ë ®¡ o-¯®¯®«¥¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®-
¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  [52: 2.8], ¯®ª § ®, çâ® ®¤® ¨§ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨© ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯®¯®«¥¨ï [95: 3.6{3.11]
ï¢«ï¥âáï «¨è¨¬, ¨ ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¯®¯®«¥¨¥ ®áãé¥áâ¢¨¬® §  ®¤¨ è £ | ®¤®ªà âë¬ ¯à¨á®¥¤¨¥-
¨¥¬ o-¯à¥¤¥«®¢.

0.1.6. �®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë

� ®á®¢¥ ¯®ïâ¨ï ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  «¥¦¨â ¯à®áâ ï ¨¤¥ï, ¢®áå®¤ïé ï, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ª
¬¥â®¤ã ¬ ¦®à â �®è¨. � ®¡é¨å ç¥àâ å ¥¥ ¬®¦® ¢ëà §¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë©
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®¯¥à â®à ¬ ¦®à¨àã¥âáï ¤àã£¨¬ ®¯¥à â®à®¬,  §ë¢ ¥¬ë¬ ¬ ¦®à â®©, â® á¢®©áâ¢  ¯®á«¥¤¥£® áãé¥áâ¢¥-
® ¢«¨ïîâ   á¢®©áâ¢  ¯¥à¢®£®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à, ¨¬¥îé¨© ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ á¬ëá«¥ ª¢ «¨ä¨æ¨à®-
¢ ãî ¬ ¦®à âã, á ¬ ¤®«¦¥ ¡ëâì ª¢ «¨ä¨æ¨à®¢ ë¬. � â¥¬ â¨ç¥áª¨©  ¯¯ à â, ¢ à ¬ª å ª®â®à®£®
¨¤¥ï ¬ ¦®à æ¨¨ ¯à¨¨¬ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ãî ¨ § ª®ç¥ãî ä®à¬ã, ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥ �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢
1935{36 £. (á¬. [57, 60]).

� ¯®á«¥¤ãîé¨¥ £®¤ë ¬®£¨¥  ¢â®àë ¨§ãç «¨ à §«¨çë¥ ç áâë¥ á«ãç ¨ à¥è¥â®ç®-®à¬¨à®¢ ëå
¯à®áâà áâ¢ ¨ ¨ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢. �¤ ª® íâ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¯à®¢®¤¨«¨áì ¢ à ¬ª å ¨ ¢ ¤ãå¥ â¥®à¨¨
¢¥ªâ®àëå ¨ ®à¬¨à®¢ ëå à¥è¥â®ª, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¢ ¦¥©è¨¥ áâàãªâãàë¥ á¢®©áâ¢  ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå
®¯¥à â®à®¢ ¡ë«¨ ¨§ãç¥ë «¨èì ¢ ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï. �¥¤ ¢¥¥ áãé¥áâ¢¥®¥ ¯à®¤¢¨¦¥¨¥ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨
á¢ï§ ® £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ á à ¡®â ¬¨ �. �.�ãáà ¥¢  ¨ ¥£® ãç¥¨ª®¢ (á¬. [67, 83, 84, 87, 90, 95, 183{186]).
�¥®¡å®¤¨¬ë¥  ¬ á¢¥¤¥¨ï ® à¥£ã«ïàëå ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à å ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ à §¤¥« å 1.6.7{1.6.10
¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨.

� ¯®ïâ¨¥¬ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  â¥á® á¢ï§ ë â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥
®¯¥à â®àë, â. ¥. ®¯¥à â®àë, ¯¥à¥¢®¤ïé¨¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥.
�® ¬®£¨å á«ãç ïå íâ¨ ¤¢  ª« áá  ®¯¥à â®à®¢ á®¢¯ ¤ îâ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, 6.1.12).

�§ â¥®à¨¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ å®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® â  ¨«¨ ¨ ï ¥¯à¥àë¢®áâì
«¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ç áâ® íª¢¨¢ «¥â  ª ª®©-«¨¡® ¥£® ®£à ¨ç¥®áâ¨, â. ¥. ¥£® á¢®©áâ¢ã ¯¥à¥¢®¤¨âì
®£à ¨ç¥ë¥ (¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥) ¬®¦¥áâ¢  ¢ ®£à ¨ç¥ë¥. �âà¥¬«¥¨¥ á¢¥áâ¨ ¢®¯à®áë ¥¯à¥-
àë¢®áâ¨ ª ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®â¨¢¨à®¢ ë â¥¬, çâ® ®£à ¨ç¥®áâì ®¯¥à â®à  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© â¥å¨-
ç¥áª¨ ¬¥¥¥ ¥¬ª®¥ ¨ ¡®«¥¥ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬®¥ á¢®©áâ¢®. �á«¨ íâ  ¨¤¥ï ¯à®¨§ë¢ ¥â ¢áî â¥®à¨î ®¯¥à â®à®¢
¢ ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å, â® ¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ®  ®áâ « áì ¡¥§
¢¨¬ ¨ï. �âç áâ¨ íâ¨¬ ®¡êïáï¥âáï ¨ â®â ä ªâ, çâ® á¢ï§ì ¬¥¦¤ã à §ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à -
â®à®¢ ¢ ��� â®¦¥ ®áâ « áì ¯®-áãé¥áâ¢ã ¥ ¨áá«¥¤®¢ ®©. � ®¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¢ëà ¦ ¥âáï,  ¯à¨¬¥à,
¢® ¢á¥®¡é¥¬ § ¡«ã¦¤¥¨¨ ¯® ¯®¢®¤ã á¥ª¢¥æ¨ «ì®áâ¨ r-¥¯à¥àë¢®áâ¨ (®¯à¥¤¥«¥¨¥ o-¥¯à¥àë¢®áâ¨
¤ îâ ¢ â¥à¬¨ å á¥â¥©,   r-¥¯à¥àë¢®áâ¨ | ¢á¥£¤  ¢ â¥à¬¨ å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©). � ¯à¨¬¥à, ¢ [257:
â¥®à¥¬  85.3] ¡¥§ãá¯¥è ï ¯®¯ëâª  ¢ë¢¥áâ¨ ®£à ¨ç¥®áâì ¨§ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© r-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯à¨¢¥« 
ª áãé¥áâ¢¥®¬ã ®£à ¨ç¥¨î à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨âã æ¨¨ (â¥®à¥¬  áä®à¬ã«¨à®¢   «¨èì ¤«ï äãªæ¨®-
 « ).

�¥«® ¢ â®¬, çâ® r-áå®¤¨¬®áâì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® á¥ª¢¥æ¨ «ì , ® â ª®¢®© ¥ ï¢«ï¥âáï r-¥¯à¥àë¢®áâì.
� ¤ ®© à ¡®â¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¤®ª § ®, çâ® r-¥¯à¥àë¢®áâì ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï r-¥¯à¥àë¢®áâì |
áãé¥áâ¢¥® à §ë¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à . �®«¥¥ â®£®, áç¥â ï r-¥¯à¥àë¢®áâì ®â«¨ç ¥âáï ®â ª ¦¤®£®
¨§ íâ¨å ¤¢ãå á¢®©áâ¢ ¨ § ¨¬ ¥â áâà®£® ¯à®¬¥¦ãâ®ç®¥ ¯®«®¦¥¨¥ ¬¥¦¤ã ¨¬¨.

�â¨ à¥§ã«ìâ âë (ª ª ¨ ¥áª®«ìª® ¤àã£¨å à¥§ã«ìâ â®¢ â®£® ¦¥ å à ªâ¥à ) ¯®«ãç¥ë ¢® ¬®£®¬
¡« £®¤ àï ãáâ ®¢«¥¨î â¥áëå á¢ï§¥© ¬¥¦¤ã ¯®ïâ¨ï¬¨ r-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨. � ç « 
¬ë ¢¢¥«¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ 12 ¢¨¤®¢ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ (á¬. 1.6.1). � «ì¥©è¥¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥
¯®ª § «®, çâ® ¥ª®â®àë¥ ¨§ ¨å íª¢¨¢ «¥âë. � ç áâ®áâ¨, ª« áá¨ç¥áª ï ¯®àï¤ª®¢ ï ®£à ¨ç¥®áâì
®ª § « áì íª¢¨¢ «¥â  â ª  §ë¢ ¥¬®© ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®áâ¨, o- ã«¨àã¥¬®áâ¨ ¨ ¤ ¦¥ r- ã«¨àã¥¬®áâ¨.
� ª®æ¥ ª®æ®¢ ¢á¥ 12 ®¯à¥¤¥«¥¨© à á¯ «¨áì   ç¥âëà¥ £àã¯¯ë (â¥®à¥¬  1.6.1), ®¯¨áë¢ îé¨¥ ã¦¥
¯®¯ à® à §«¨çë¥ ¯®ïâ¨ï (¨¬¥îâáï ¢á¥ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¯à¨¬¥àë, á¬. 1.6.2).

� â¥¬ ¬ë à áá¬®âà¥«¨ 21 â¨¯ ®£à ¨ç¥®áâ¨ (= ¥¯à¥àë¢®áâ¨) ®¯¥à â®à , ª®â®àë¥, ª ª ¨ á«¥¤®-
¢ «® ®¦¨¤ âì, à á¯ «¨áì   ç¥âëà¥ £àã¯¯ë íª¢¨¢ «¥âëå á¢®©áâ¢ (â¥®à¥¬  1.6.3). �«®¦¥¥ ¯à®¢¥à¨âì,
çâ® ¢á¥ ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à  ¯®¯ à® à §«¨çë. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¯à¨¬¥àë
¡ë«¨ ¯®áâà®¥ë (á¬. 1.6.4{1.6.6).

0.1.7. �à¨â¥à¨¨ ¯®àï¤ª®¢®© ®£à ¨ç¥®áâ¨

� áâ âì¥ [84] �. �.�ãáà ¥¢ áä®à¬ã«¨à®¢ « àï¤ ¯à®¡«¥¬, à¥è¥¨¥ ª®â®àëå, á ¥£® â®çª¨ §à¥¨ï, á¯®-
á®¡áâ¢®¢ «® ¡ë ¤ «ì¥©è¥¬ã à §¢¨â¨î â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå
®¯¥à â®à®¢. �¤  ¨§ íâ¨å ¯à®¡«¥¬ | ¯à®¡«¥¬  6 | §¢ãç¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:  ©â¨ «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥-
¬ë¥   ¯à ªâ¨ª¥ ®¡é¨¥ ªà¨â¥à¨¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ è¨à®ª¨å ª« áá®¢ ®¯¥à â®à®¢. � ª ç¥áâ¢¥ á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥£® ¯à¨¬¥à  ¢ [84: 6.4] ¯à¨¢¥¤¥ ªà¨â¥à¨© ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ à §«®¦¨¬®£® ®¯¥à â®à  á® § ç¥¨ï¬¨
¢ K+ -¯à®áâà áâ¢¥, ãâ¢¥à¦¤ îé¨©, çâ® ¤«ï ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ â ª®£® ®¯¥à â®à  ¤®áâ â®ç  á¥ª¢¥æ¨-
 «ì ï r-o-¥¯à¥àë¢®áâì. �®áª®«ìªã ¤«ï ¤®áâ â®ç® è¨à®ª®£® ª« áá  ®¯¥à â®à®¢ ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâì ¨
®£à ¨ç¥®áâì íª¢¨¢ «¥âë (á¬.,  ¯à¨¬¥à, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.12),  è¨ ªà¨â¥à¨¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨, áä®à-
¬ã«¨à®¢ ë¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 1.6.3 (á¬. â ª¦¥ 0.1.6), à ¡®â îâ ¢  ¯à ¢«¥¨¨ à¥è¥¨ï ãª § ®© ¯à®¡«¥¬ë.

�à®¡«¥¬  7 ¨§ [84: 6.5] áâ ¢¨â ¢®¯à®á ¡®«¥¥ ã§ª® ¨ á®¤¥à¦¨â § ¤ çã ®  å®¦¤¥¨¨ ¤®áâ â®çëå
ãá«®¢¨© ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ ¤«ï á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ à¥è¥â®ç® ®à-
¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å. �á«®¢¨¥ �.�.�¡à ¬®¢¨ç  (R), ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë A
¨§ [108], ï¢¨«®áì ¨áâ®à¨ç¥áª¨ ¯¥à¢ë¬ íª¢¨¢ «¥â®¬ ®£à ¨ç¥®áâ¨ á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥-
à â®à , ¡®«¥¥ á« ¡ë¬, ç¥¬ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï r-o-¥¯à¥àë¢®áâì. �®§¦¥ ¨ íâ® ãá«®¢¨¥ ¡ë«® ®á« ¡«¥®.
�.�.�� ª�®«¨ ¨ �.�.�¨ªáâ¥¤ ¯®ª § «¨ [199: â¥®à¥¬  2.1], çâ® ¤«ï ®£à ¨ç¥®áâ¨ á®åà ïîé¥£®
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¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¤®áâ â®ç® r-¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâ¨ (íâ®â â¥à¬¨ ¢¢¥¤¥
¢ à §¤¥«¥ 1.6.3).

�®¯ëâª¨ ®¡®¡é¨âì ªà¨â¥à¨© �¡à ¬®¢¨ç  | � ª�®«¨  | �¨ªáâ¥¤    á«ãç © ®¯¥à â®à®¢ ¢ à¥-
è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¥ ¬®£ãâ ¯à¨¢¥áâ¨ ª ãá¯¥åã, â ª ª ª ¢á¥ à áá¬®âà¥ë¥ ¢ 1.6.3
ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯®¯ à® à §«¨çë ¤ ¦¥ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì (á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥àë ¨¬¥îâáï ¢ 1.6.4{1.6.6). �¤ ª®, ¥á«¨ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  | ¢¥ªâ®à ï
à¥è¥âª ,   ¥ ¯à®¨§¢®«ì®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® ¢á¥ ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨
á®¢¯ ¤ îâ (â¥®à¥¬  6.1.10). �à®¬¥ â®£®, ¢ à ¡®â¥ ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¢á¥ â¨¯ë ®£à ¨ç¥®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ
¤«ï ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å
(â¥®à¥¬  6.2.11).



§ 0.2. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨ 11

§ 0.2. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¥¬ ¢¨¬ ¨¥   à¥ «¨§ æ¨ïå ®¯¨á ëå ¢ § 0.1 ®á®¢ëå ®¡ê-
¥ªâ®¢ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà áâ¢, ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢, ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå
äãªæ¨©, ¥¯à¥àë¢ëå ¨ á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®-
¥¨©.

0.2.1. �âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¬®¦¥áâ¢ 

�ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ª ª ¨ ¢á¥ ®á®¢ë¥ ®¡ê¥ªâë, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ á à¥ «¨§ æ¨®-
®© â®çª¨ §à¥¨ï. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤¢¥ à¥ «¨§ æ¨¨ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ç é¥ ¢á¥£® ®ª §ë¢ îâáï ¢ æ¥âà¥
¢¨¬ ¨ï | â®¯®«®£¨ç¥áª ï ¨ ¨§¬¥à¨¬ ï. �¥à¢ ï ¨ £« ¢ ï ¨§ ¨å | â®¯®«®£¨ç¥áª ï | § ª«îç ¥â-
áï ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë Clop(Q) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¢¯®«¥
¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q. �« áá¨ç¥áª ï â¥®à¥¬  �â®ã  [244] ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® Clop(Q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-
¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. (�®à¬ã«¨à®¢ª  íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¯à¨¢¥¤¥  ¢ 1.2.8.) �®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë �â®ã  ¨¬¥îâáï â ª¦¥ ¢ [33: â¥®à¥¬  II.9.1, 233: â¥®à¥¬  16.2.3, 194: â¥®à¥¬  6.6].

�¡é¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ëå (¨, ¢ ®á®¡¥®áâ¨, íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ëå) ª®¬-
¯ ªâ®¢ ¯®¤à®¡® ®¡áã¦¤ îâáï ¢ [233]. �¢¥¤¥¨ï ®¡  «£¥¡à¥ Clop(Q) ¬®¦®  ©â¨ ¢ ¬®®£à ä¨ïå [33, 100,
233].

�ã«¥¢   «£¥¡à  Clop(Q) ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¥é¥ ®¤®£® â¨¯¨ç®£® ¯à¨¬¥à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡-
àë |  «£¥¡àë Rop(X) à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ à¥£ã«ïà®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ 
X (á¬. 1.2.9). �á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ®¡ íâ®©  «£¥¡à¥ ¨¬¥îâáï ¢ [233]. �§¢¥áâ®, çâ® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Rop(X)
ï¢«ï¥âáï ¯®«®© (á¬. [233: 16.1]).

�®£« á® â¥®à¥¬¥ �â®ã   «£¥¡à  Rop(X) ¨§®¬®àä  Clop(Q) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ¢¯®«¥ ¥á¢ï§®£®
ª®¬¯ ªâ  Q. �®¯à®á ® á¢ï§¨ ª®¬¯ ªâ  Q á ¯à®áâà áâ¢®¬ X à¥è ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Q ï¢«ï¥âáï
ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¥© ¯® �â®ãã | �¥åã  ¡á®«îâ  X,   ¥á«¨ ¯à®áâà áâ¢® X ª®¬¯ ªâ®, â® Q ï¢«ï¥âáï
 ¡á®«îâ®¬ X. �á®¢ë¥ ä ªâë ®¡  ¡á®«îâ å ¨ ¨¤¥¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬®¦®  ©â¨ ¢ [8: £«.VI, § 6].
� ¬ ¦¥ ¨¬¥¥âáï ¯®¤à®¡ ï ¨ä®à¬ æ¨ï ®¡  ¡á®«îâëå (= á®¢¥àè¥ëå ¥¯à¨¢®¤¨¬ëå) ®â®¡à ¦¥¨ïå,
  â ª¦¥ ® ¤àã£¨å â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ å, á¢ï§ ëå á  ¡á®«îâ ¬¨. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®ïâ¨¥  ¡á®«îâ 
®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ à §¤¥« å 1.1.7, 1.2.9{1.2.11.

�¡á®«îâ ãç áâ¢ã¥â â ª¦¥ ¨ ¢ à¥ «¨§ æ¨¨ ¯®¯®«¥¨ï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �á«¨ X | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë©
ª®¬¯ ªâ, â® ¯®¯®«¥¨¥ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(X) ¨§®¬®àä® Clop(Q), £¤¥ Q |  ¡á®«îâ X (á¬. 1.2.11).

�« áá¨ç¥áª ï ª®áâàãªæ¨ï  ¡á®«îâ  (á¬. [8: £«.VI]) ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  £à®¬®§¤ª®© ¨ âàã¤® ®¡®§à¨¬®©
á ¡ã«¥¢®- «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¯®§¨æ¨¨. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯à¨¢¥«® ª â®¬ã, çâ®  ¡á®«îâ ¯®¯à®áâã ¢ë¯ « ¨§
¯®«ï §à¥¨ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¯® à¥ «¨§ æ¨ï¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � ¯à¨¬¥à, â ª®© ª« áá¨ª ¢ ®¡« áâ¨ à¥ «¨-
§ æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢, ª ª �.�¨ª®àáª¨©, à áá¬ âà¨¢ ï ¯®¯®«¥¨¥  «£¥¡àë Clop(X), ®âå®¤¨â ®â âà ¤¨æ¨¨
¨ áâà®¨â ¯®¯®«¥¨¥ ¥ ¨§ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¡á®«îâ  X,   ¨§ à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå
¯®¤¬®¦¥áâ¢ X [100: § 22, ¯à¨¬¥à �; § 35, ¯à¨¬¥à �] ¨«¨ ¤ ¦¥ ¨§ ª« áá®¢ ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X
¯® ¨¤¥ «ã â®é¨å ¬®¦¥áâ¢ [100: § 35].

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à¥¤«®¦¥  ª®áâàãªæ¨ï  ¡á®«îâ , ¡®«¥¥ ¯®¤å®¤ïé ï ¤«ï à¥ «¨§ æ¨®ëå æ¥«¥©

¨, á  è¥© â®çª¨ §à¥¨ï, ¡®«¥¥ ¯à®áâ ï. �¡á®«îâ
•

X ¯à®áâà áâ¢  X à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ¢áî¤ã ¯«®â®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® áâ®ã®¢áª®£® ª®¬¯ ªâ  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(X). �áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª îé¥¥ ®â®¡à ¦¥¨¥

α :
•

X → X ®ª §ë¢ ¥âáï ã¤®¡ë¬ ¬®áâ¨ª®¬ ¬¥¦¤ã â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¨ ¥£®  ¡á®«îâ®¬.
�¥®¡å®¤¨¬ë¥  ¬ ª â¥£®àë¥ á¢®©áâ¢  ®â®¡à ¦¥¨ï α ãáâ ®¢«¥ë ¢ 1.2.10.

0.2.2. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ σ-¨§®«¨à®¢ ëå â®ç¥ª

�®ïâ¨¥ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¨ ¨«¨ P -â®çª¨ (á¬. 1.1.8) ¨£à ¥â ª«îç¥¢ãî à®«ì ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå
à¥è¥â®ª ¨ ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ â¥å ¢®¯à®á å, £¤¥ áâ ®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥ë¬ à §«¨ç¨¥ ¬¥¦¤ã
á¢®©áâ¢ ¬¨ ¯®«®âë ¨ áç¥â®© ¯®«®âë ¨«¨ ¬¥¦¤ã á¢®©áâ¢ ¬¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¥¯à¥-
àë¢®áâ¨. �â® ¯®ïâ¨¥ ¯à¨¢«¥ª«®  è¥ ¢¨¬ ¨¥ ¨ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¥ª®â®àëå  á¯¥ªâ®¢ â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå
à áá«®¥¨© (á¬. 0.9.5, 3.3.5). � ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¢®§¨ª ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ σ -¨§®«¨à®¢ ®©, ® ¥
¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¨ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ . � â¥à¬¨ å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à íâ®â ¢®¯à®á §¢ãç¨â
â ª: ¬®¦¥â «¨ ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á®¤¥à¦ âì ¥£« ¢ë© σ -¯®«ë© ã«ìâà ä¨«ìâà?

� à ¡®â¥ ãáâ ®¢«¥®, çâ® ®âà¨æ â¥«ìë© ®â¢¥â   ¯®áâ ¢«¥ë© ¢®¯à®á ¥ § ¢¨á¨â ®â  ªá¨®¬ ZFC
¨ íª¢¨¢ «¥â¥ ®âáãâáâ¢¨î ¨§¬¥à¨¬ëå ª à¤¨ «®¢ (á¬. 1.1.9).

� ª ¨§¢¥áâ®, ¯¥à¢ë© ¥¨§¬¥à¨¬ë© ª à¤¨ « á¨«ì® ¥¤®áâ¨¦¨¬ [74: £«. 9, § 3], â. ¥. ¢ ≪®¡®§à¨¬®©≫

ç áâ¨ ã¨¢¥àáã¬  ¨§¬¥à¨¬ëå ª à¤¨ «®¢ ¥â. �®«¥¥ â®£®, ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¯®«®¬ ®âáãâáâ¢¨¨ ¨§¬¥-
à¨¬ëå ª à¤¨ «®¢ ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  ªá¨®¬ ¬ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ZFC [56: § 13]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦®
áç¨â âì, çâ® ¯®ïâ¨ï ¨§®«¨à®¢ ®© ¨ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®ç¥ª á®¢¯ ¤ îâ.
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�¥§ã«ìâ âë, ¡«¨§ª¨¥ 1.1.9, ¨¬¥îâáï ¢ [257: § 87] ¨ ¨¤¥©® ¢®áå®¤ïâ ª à §¬ëè«¥¨ï¬ �îªá¥¬¡ãà£ 
¯® ¯®¢®¤ã á¥ª¢¥æ¨ «ì® à §àë¢ëå ¨â¥£à «®¢ [192].

0.2.3. �¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨   íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥

�à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ äãªæ¨© ï¢«ï¥âáï ¬®éë¬ áà¥¤áâ¢®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï K-¯à®-
áâà áâ¢ ¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª,   â ª¦¥ ¨áâ®ç¨ª®¬ ¬®£®ç¨á«¥ëå á¢ï§¥© â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª á
â®¯®«®£¨¥© ¨ â¥®à¨¥© ¬®¦¥áâ¢ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [253]). �¥ «¨§ æ¨®ë¥ ¬¥â®¤ë ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥-
â®ª à §¢¨¢ îâáï ã¦¥ ¤ ¢®. �é¥ ¢ 30-¥ £®¤ë ¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ª¨ (�.�â®ã ¨ ¤à.) ¢ë¤¢¨ã«¨ ¨¤¥î ®
â®¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢  ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ë ¢ ¢¨¤¥ C(Q), £¤¥ Q| ª®¬¯ ªâ. �
¯®á«¥¤ãîé¨¥ £®¤ë íâ  ¨¤¥ï ¯à¨®¡à¥«   ªá¨®¬ â¨ç¥áª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥. �ë«® ¯®ª § ®, çâ® «î¡ ï ¡  å®-
¢  à¥è¥âª , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ãá«®¢¨ï¬, ª ®¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä  ¯à®áâà áâ¢ã C(Q,R),  
«î¡ ï ª®¬¯«¥ªá ï ¡  å®¢   «£¥¡à , â ª¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ¥ª®â®àë¬ ãá«®¢¨ï¬, ¨§®¬®àä  C(Q,C).

� ¯à¨¬¥à, ªà¨â¥à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª ¢ ¢¨¤¥ C(Q) ¨¬¥îâáï ¢ [233: § 13; 189:
â¥®à¥¬  II.2.2; 225: £« ¢  II, â¥®à¥¬  7.4; £« ¢  III, â¥®à¥¬  5.3]. � [194] ¯à¨¢¥¤¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® à¥-
 «¨§ æ¨®®© â¥®à¥¬ë �®á¨¤ë ¤«ï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ á á¨«ì®© ¥¤¨¨æ¥© (§ 45) ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®©
( àå¨¬¥¤®¢®©) ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ (â¥®à¥¬  46.1), ¤®ª §   â¥®à¥¬  �£ á ¢ àë | � ¥¤ë ® à¥ «¨§ æ¨¨
¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ á® (á« ¡®©) ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥© ¨«¨ á ¤¨§êîªâë¬ ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ (§ 50),  
â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤¥  à¥ «¨§ æ¨® ï â¥®à¥¬  � ª ® ¨ ¯à®¢¥¤¥   «¨§ ª®áâàãªæ¨¨ � ª ® ¢ ¥£® áà ¢-
¥¨¨ á ¤àã£¨¬¨ ¯®¤å®¤ ¬¨ (§ 51). � áâ âì¥ [170] ®¡áã¦¤ îâáï à §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë ª äãªæ¨® «ì®©
à¥ «¨§ æ¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¨ ¨å ¢§ ¨¬®á¢ï§ì (á¬. â ª¦¥ [194: â¥®à¥¬  44.4]). �®¢¬¥áâ ï à¥ «¨§ -
æ¨ï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ¨ à¥£ã«ïàëå äãªæ¨® «®¢   ¥© ¯®áâà®¥  ¢ [254: â¥®à¥¬  2.3]. �â âìï [257]
¢ª«îç ¥â à¥ «¨§ æ¨î AM -¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤à¥è¥âª¨ C(Q) (â¥®à¥¬  121.1).

�. �¥¬ ¤¥¨ ¢ á¢®¥© ¢¥«¨ª®«¥¯®© ¬®®£à ä¨¨ [233] ®ç¥ì ¯®¤à®¡® ¨ ®á®¢ â¥«ì® ¨§«®¦¨« â¥®à¨î
äãªæ¨® «ìëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©.

�¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ äã¤ ¬¥â «ìëå ä ªâ®¢ â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥-
¨¨ «î¡®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ äã¤ ¬¥â  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãª-
æ¨©   íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q. �â®â ¤®¢®«ì® à ¨© à¥§ã«ìâ â ¨¬¥¥âáï ã¦¥ ¢ ®á®¢®¯®« -
£ îé¥© ¬®®£à ä¨¨ [60: £« ¢  XIII] (á¬. â ª¦¥ [33: £« ¢  V]). � ¬ ¦¥ ¨¬¥¥âáï ¯à¥ªà á ï ¤¥¬®áâà æ¨ï
ã¯à®é¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ á ¯®¬®éìî à¥ «¨§ æ¨®®© â¥å¨ª¨ (£« ¢  XIII, à §¤¥« 3.2).

� ª ¨§¢¥áâ®, K-¯à®áâà áâ¢® ®£à ¨ç¥ëå í«¥¬¥â®¢ à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ C(Q) [33: â¥®à¥¬  V.3.1].
�á«¨ Q| ���, â® C∞(Q) | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® [60: £« ¢  XIII, â¥®à¥¬  2.23; 33: â¥®à¥¬ë V.2.1
¨ V.2.2; 194: â¥®à¥¬  47.4]. �ä®à¬ æ¨ï ® K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ¢ [24, 83]. �à®¨§¢®«ì-
®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ äã¤ ¬¥â  C∞(Q) [60: £« ¢  XIII, â¥®à¥¬  3.11; 33: â¥®à¥-
¬  V.3.1; 233: â¥®à¥¬  26.2.8; 7: â¥®à¥¬  9(4.I)]. � áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ C∞(Q)
[33: â¥®à¥¬  V.5.1 ¨ ¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥]. �¥ «¨§ æ¨®ë© ª®¬¯ ªâ K-¯à®áâà áâ¢  ¥¤¨áâ¢¥ [60: £« ¢  XIII,
â¥®à¥¬  3.14]. �î¡ ï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  à¥ «¨§ã¥âáï ª ª ¯®àï¤ª®¢® ¯«®â ï ¯®¤à¥è¥âª  C∞(Q) [33:
â¥®à¥¬  V.7.1].

� à §¤¥« å 1.3.5{1.3.8 ¤¨áá¥àâ æ¨¨ á®¡à ë ®á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ® K-¯à®áâà áâ¢ å ¥¯à¥àë¢ëå
äãªæ¨©. �¨¬ ¨¥ á®áà¥¤®â®ç¥®   ®¯¨á ¨¨ â®çëå £à ¨æ, ¯®àï¤ª®¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨ ¯®àï¤ª®¢ëå
¯à®¥ªâ®à®¢. �á®¢ ï à¥ «¨§ æ¨® ï â¥®à¥¬  �ã«¨å  | �£ á ¢ àë ¯à¨¢¥¤¥  ¢ 1.3.7.

0.2.4. �¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨   ¡íà®¢áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥

�ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥ à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®¦¥áâ¢® C(X) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-
¡®© ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã, ª®â®à ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬. � ®â¢¥âã   ¥áâ¥áâ¢¥ë©
¢®¯à®á ®¡ ãáâà®©áâ¢¥ o-¯®¯®«¥¨ï à¥è¥âª¨ C(X) ¬®¦® ¯®¤®©â¨ á à §ëå ¯®§¨æ¨©. �¤¨ ¨§ ¢®§¬®¦ëå
®â¢¥â®¢ ¤ ¥â â¥®à¥¬  ® â®¯®«®£¨ç¥áª®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ [33: â¥®à¥¬  V.7.1]. � íâ®© â®çª¨
§à¥¨ï ¯®¯®«¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ C(X) ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢® C(Q) ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©  
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ áâ®ã®¢áª®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q. �® áãâ¨ ¤¥«  â®â ¦¥ ®â¢¥â ¤ ¥â ª®áâàãªæ¨ï  ¡á®«îâ : ¢¥ª-

â®à ï à¥è¥âª  C(
•

X) ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©    ¡á®«îâ¥
•

X â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  X ¨§®¬®àä 
o-¯®¯®«¥¨î C(X).

�¡¥ ã¯®¬ïãâë¥ à¥ «¨§ æ¨¨ ¯®¯®«¥¨ï ¨¬¥îâ ®¡é¨© ¥¤®áâ â®ª: â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®,  
ª®â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥ë äãªæ¨¨, à¥ «¨§ãîé¨¥ ¯®¯®«¥¨¥, ®â«¨ç ¥âáï ®â ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨áå®¤ëå
äãªæ¨©. �â® áãé¥áâ¢¥ë© ¥¤®áâ â®ª. �§¢¥áâ®,  ¯à¨¬¥à, çâ® ¢ ¦¥©è¨¬ ¤®áâ¨¦¥¨¥¬ â¥®à¨¨
�¥¡¥£  ï¢«ï¥âáï äãªæ¨® «ì ï à¥ «¨§ æ¨ï ¯®¯®«¥¨ï L1(
) ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¯à®áâëå
äãªæ¨© ¢ ¢¨¤¥ äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   ¯à¥¦¥¬ ¡ §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ 
.

�âà¥¬«¥¨¥ á®åà ¨âì ¡ §ã ¯à¨ ¯®¯®«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ C(X) ¯à¨¢®¤¨â ¥ª®â®àëå  ¢â®-
à®¢ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [83, 100]) ª ¥¥áâ¥áâ¢¥®© ª®áâàãªæ¨¨ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢  ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨©
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Bo(X) ¯® ¨¤¥ «ã äãªæ¨© á â®é¨¬¨ ®á¨â¥«ï¬¨. (�â® ®â®á¨âáï ¨ ª ¯à®áâà áâ¢ ¬ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨
á¥ç¥¨©.)

�à¨æ¨¯¨ «ì® ®¢®¥ à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë à¥ «¨§ æ¨¨ ¯®¯®«¥¨ï C(X) ¤ ¥â â¥®à¥¬  1.1.1, ãâ¢¥à-
¦¤ îé ï, çâ® «î¡ ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f , ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ X, ¨¬¥¥â
 ¨¡®«ìè¥¥ (¢ á¬ëá«¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï) ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ext(f),  §ë¢ ¥¬®¥ ¬ ªá¨¬ «ìë¬
à áè¨à¥¨¥¬ f .

�¤¥ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¤«ï «î¡®£® ¡íà®¢áª®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ 
X ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ K-¯à®áâà áâ¢® C∞(X) à áè¨à¥ëå äãªæ¨©, â. ¥. äãªæ¨©, á®¢¯ ¤ îé¨å á®
á¢®¨¬¨ ¬ ªá¨¬ «ìë¬¨ à áè¨à¥¨ï¬¨ (á¬. 1.1.2, 1.3.5). �® á¨å ¯®à íâ®â ª« áá K-¯à®áâà áâ¢ ¥á«¨ ¨ ¥
¨£®à¨àã¥âáï á¯¥æ¨ «¨áâ ¬¨ ¢ ®¡« áâ¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª, â®, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ®áâ ¥âáï ¡¥§ ª ª®©-«¨¡®
§ ¬¥â®© íªá¯«ã â æ¨¨.

�áâ¥áâ¢¥®, ¥á«¨ Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ à¥è¥âª¨ C(X), â® K-¯à®áâà áâ¢  C∞(X) ¨ C∞(Q)
¨§®¬®àäë. �§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¨¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥ ï¢® á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨  ¡á®«îâ¨§ æ¨¨ αX

(á¬. 1.1.7, 1.2.9, 1.2.10). � ª, «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã C∞(X) ¨ C∞(
•

X) ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï
¢¥áì¬  ¯à®áâ®: f 7→ ext(f ◦ α) (á¬. 1.3.8).

0.2.5. �¥¯à¥àë¢ë¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨

�à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ï¢«ïîâáï ®¤¨¬ ¨§ ª« áá¨ç¥áª¨å ¯à¨¬¥à®¢ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. �¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïï á®¡®© à¥ «¨§ æ¨î ª ª®£®-«¨¡® ¨§¢¥áâ®£®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨
®¯à¥¤¥«¥®£® ª« áá  ¯à®áâà áâ¢ (¥á«¨ ¥ áç¨â âì â ª®¢ë¬ ª« áá â¥§®àëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨© ¢¥ªâ®àëå
à¥è¥â®ª ¨ ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¨å ¯®àï¤ª®¢ëå ¯®¯®«¥¨©), ®¨ § ¨¬ îâ ¯à®¬¥¦ãâ®ç®¥
¯®«®¦¥¨¥ ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨© (0.2.3, 0.2.4) ¨ ¯à®áâà -
áâ¢ ¬¨ ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (0.2.9).

� ®â«¨ç¨¥ ®â ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (á¬. 0.3.3) ¨¤¥ «ìë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨© ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥ë ¢ à áá¬®âà¥¨¥ á®¢á¥¬ ¥¤ ¢®. �¤®© ¨§ ¯¥à¢ëå à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå íâ¨¬ ¯à®-
áâà áâ¢ ¬ ï¢«ï¥âáï áâ âìï �. �.�ãáà ¥¢  ¨ �. �.�âà¨¦¥¢áª®£® [93], ¢ ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨¤¥ «ìë¥
¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¨ á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¨áá«¥¤ãîâáï ¢®¯à®áë ¨å ¯®àï¤ª®¢®©
¯®«®âë ¨ á¢ï§¨ á â¥§®àë¬¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï¬¨ (¬®£¨¥ à¥§ã«ìâ âë íâ®© áâ âì¨ ¯à®¤ã¡«¨à®¢ ë ¢ [95]).
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¥¤è¥áâ¢¥¨ª ¬¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©
ï¢¨«¨áì â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯à®áâà áâ¢  äãªæ¨© á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¬ ¯à®áâà -
áâ¢¥, à áá¬®âà¥ë¥ à ¥¥ �.�.�ãå¢ «®¢ë¬ [10].

�® á¨å ¯®à ¨¤¥ «ìë¥ ¯à®áâà áâ¢  C∞(Q,X) ª®áâàã¨à®¢ «¨áì ¥ ¨§ ®â¤¥«ìëå äãªæ¨©, ª ª
¢ á«ãç ¥ C∞(Q),   ¨§ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ X-§ çëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå  
ª®â®é¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å Q (¯®¤ íª¢¨¢ «¥â®áâìî äãªæ¨© ¯®¨¬ ¥âáï ¨å á®¢¯ ¤¥¨¥   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨
®¡« áâ¥© ®¯à¥¤¥«¥¨ï). �¬¥® â ª ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¢ ®á®¢®-
¯®« £ îé¨å à ¡®â å [93: à §¤¥« 2; 83: 1.1.12, ¯à¨¬¥à 4.1.6 (¤); 24: ¯à¨¬¥à 1.6.4 (5)]. �á«¨ ª®áâàãªæ¨ï
ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢  ®¡ëç  ¤«ï ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©, â® ¢ á«ãç ¥ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ®  ¯à¥¤áâ ¢-
«ï¥âáï  ¬ ¥¥áâ¥áâ¢¥®©. �à¥¨¬ãé¥áâ¢  ¯à®áâà áâ¢, á®áâ®ïé¨å ¨§ ®â¤¥«ìëå äãªæ¨©, ®ç¥¢¨¤ë.
�à¥ªà áë¬  à£ã¬¥â®¬ ¢ ¯®«ì§ã â ª¨å ¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï¥âáï á ¬ ä ªâ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â¥®à¨¨ «¨äâ¨£ 
(á¬. 0.4). �« £®à®¤®© æ¥«ìî íâ®© ¬®é®© ¨ ªà á¨¢®© â¥®à¨¨ ï¢«ï¥âáï ¥ çâ® ¨®¥, ª ª ¯à¥¢à é¥¨¥
ä ªâ®à¨§®¢ ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¢ á¨áâ¥¬ë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ®â¤¥«ìëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

�¥à®ïâ®© ¯à¨ç¨®© ¢®§¨ª®¢¥¨ï ®¯¨á ®£® ¢ëè¥ ¯®¤å®¤  ª ¯®áâà®¥¨î ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥-
àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ï¢¨«®áì ¥§ ¨¥ ¨«¨ ¨£®à¨à®¢ ¨¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï ¥¯à¥àë¢®©
¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨    ¨¡®«ìèãî ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï. � â ª®© ¢®§¬®¦®áâ¨ ¬ë ã¦¥ £®¢®à¨«¨ ¢ à §-
¤¥«¥ 0.2.4. �¤¥ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï äãªæ¨© à á¯à®áâà ï¥âáï ¨   á«ãç © ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©
(á¬. 5.1.1): «î¡ ï ¥¯à¥àë¢ ï ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï u, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ ¡ -
§®¢®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¨¬¥¥â  ¨¡®«ìè¥¥ (¢ á¬ëá«¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï) ¥¯à¥àë¢®¥
¯à®¤®«¦¥¨¥ ext(u), ¯à¨ç¥¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ext(u) ï¢«ï¥âáï ª®â®é¥©.

� ª ç¥áâ¢¥  «ìâ¥à â¨¢ë ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã à áè¨à¥¨î �.�¥â¨««¥á ¨á¯®«ì§®¢ « ¢ [235] ¯à®¤®«¦¥-
¨¥ ®£à ¨ç¥®© ¥¯à¥àë¢®© ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨   ¢á¥ ¡ §®¢®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¤® á« ¡®∗

¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢® ¢â®à®¬ á®¯àï¦¥®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.
�®§¬®¦®áâì ¯à®¤®«¦¥¨ï    ¨¡®«ìèãî ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï á®åà ï¥âáï ¨ ¤«ï á« ¡® ¥¯à¥àë¢-

ëå ¢¥ªâ®à äãªæ¨© (á¬. 5.1.4). �¤ ª® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â á¨«ì® ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï
¬ ªá¨¬ «ì®£® á« ¡® ¥¯à¥àë¢®£® à áè¨à¥¨ï ¬®¦¥â ¥ ¡ëâì ª®â®é¥© ¨ ¤ ¦¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï â®é¥©.
�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯à¨¢¥¤¥ ¢ 5.1.5. �®íâ®¬ã ¤«ï â®£®, çâ®¡ë   ª ª®¬-«¨¡® ¬®¦¥áâ¢¥ á« ¡®
¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ¬®¦® ¡ë«® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã å®âï ¡ë ¢¥ªâ®à®£® ¯à®-
áâà áâ¢ , ¬ë ¢ëã¦¤¥ë  ª« ¤ë¢ âì ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ®£à ¨ç¥¨ï   ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨©
¨§ íâ®£® ¬®¦¥áâ¢ . �áïª®¥ ®£à ¨ç¥¨¥ â ª®£® à®¤  ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ¨áªãááâ¢¥®. �®§¬®¦®,
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¡®«¥¥ ¯à¥¤¯®çâ¨â¥«ìë¬ ¡ë«® ¡ë  «®¦¥¨¥ ãá«®¢¨ï   ¯ àã (X,Y ), ¯à¨ á®¡«î¤¥¨¨ ª®â®à®£® ¬ ª-
á¨¬ «ìë¥ Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ë¥ X-§ çë¥ à áè¨à¥¨ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨¬¥«¨ ¡ë ¤®áâ â®ç® è¨à®ª¨¥
®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¤ ª® ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¢ë¡à  ¯¥à¢ë© ¯®¤å®¤, ª ª ¡®«¥¥ ®¡é¨©: à áá¬®âà¥¨¥
®£à ¨ç¨¢ ¥âáï äãªæ¨ï¬¨ á ª®â®é¨¬¨ ®¡« áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

0.2.6. � áá«®¥¨¥ | âà ¤¨æ¨®ë© à¥ «¨§ æ¨®ë© ¨áâàã¬¥â   «¨§ 

� áá«®¥¨ï âà ¤¨æ¨®® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬   «¨§¥ ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨ à §®®¡à §ëå
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �®«ë© á¯¨á®ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¨¬¥à®¢ ¢¥áì¬  ®¡ê¥¬¥ ¨ ¥ à § ¯®á«ã¦¨«
¯®¢®¤®¬ ¤«ï  ¯¨á ¨ï ®¡§®à®¢ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [141, 159]). �¥ «¨§ æ¨® ï â¥å¨ª  à áá«®¥¨© ¯à¨-
¬¥ï« áì ¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ â ª¨å  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ª ª ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , ¡  å®¢ë à¥è¥âª¨,
C∗ - «£¥¡àë, ¡  å®¢ë ¬®¤ã«¨, ¯à®áâà áâ¢   ää¨ëå äãªæ¨©, ª®«ìæ , £àã¯¯®¨¤ë ¨ â. ¤.

�¥ «¨§ æ¨¨ ¥ª®â®àëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¢ ¢¨¤¥ á¥ç¥¨© ¯®á«ã¦¨«¨ ®á®¢®© ¤«ï á ¬®áâ®ï-
â¥«ìëå â¥®à¨©. � ª,  ¯à¨¬¥à, ¢®§¨ª«  â¥®à¨ï Lp -áâàãªâãàë ¨ M -áâàãªâãàë ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢ ,
æ¥âà «ìë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ 
á¥ç¥¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® Lp -¯à®¥ªâ®àë áâ ®¢ïâáï ¯®àï¤ª®¢ë¬¨ ¯à®¥ªâ®à ¬¨
¢ à¥ «¨§ æ¨¨ [119: ¯¥à¢ ï ç áâì £« ¢ë 3],   í«¥¬¥âë æ¥âà «¨§ â®à  | ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨ [118: £« -
¢  4]. �  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¬®¦® à áá«®¨âì â ª, çâ® á«®¨ ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¡®«¥¥ ¯à®áâãî áâàãªâãàã
æ¥âà  [162: 7.3, 7.8] ¨«¨ ¦¥ â ª, çâ® ¢ ¡ §ã à áá«®¥¨ï ¡ã¤ãâ ¢ëâ¥á¥ë ¯à¨¬¨â¨¢ë¥ M -¨¤¥ «ë [144:
§ 13{14]. �®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï ¡  å®¢  à¥è¥âª   ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© à¥ «¨§ã¥âáï
¢ ¢¨¤¥ à¥è¥âª¨ á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª [144: â¥®à¥¬  7.28],   ¨ê¥ªâ¨¢ ï ¡  å®¢  à¥-
è¥âª  | ¢ ¢¨¤¥ à¥è¥âª¨ á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï  ¡áâà ªâëå L1 -¯à®áâà áâ¢ [162: 7.9]. �  å®¢ã  «£¥¡àã
¨ C∗ - «£¥¡àã ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï C∗ - «£¥¡à á ¡®«¥¥ ¯à®áâë¬
æ¥âà®¬ [125: â¥®à¥¬  3.4; 162: 7.5{7.7; 144: 7.26, 14.10{14.12], á¬. â ª¦¥ [208]. � ã¯à®é¥¨î æ¥âà 
¯à¨¢®¤¨â ¨ à¥ «¨§ æ¨ï ¯à®áâà áâ¢   ää¨ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   ¢ë¯ãª«®¬ ª®¬¯ ªâ¥ ¢ ¢¨¤¥
¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï  ää¨ëå äãªæ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢ [162: â¥®à¥¬  7.4]. �¨à®ª¨©
ª« áá ¡  å®¢ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ ¡  å®¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå
à áá«®¥¨© [177; 144: â¥®à¥¬  7.19 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 10.11]. �®«¥¥ ®¡é¨© à¥§ã«ìâ â ¤«ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå
¬®¤ã«¥©  ¤ ª®«ìæ®¬ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ¨¬¥¥âáï ¢ [144: â¥®à¥¬  7.16]. �à¥¤áâ ¢«¥¨¥ £¨«ì¡¥àâ®¢ëå
¬®¤ã«¥© ¨ AW ∗ -¬®¤ã«¥© ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨© ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ [210, 211, 246]. �à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¢ ¢¨¤¥
á¨áâ¥¬ á¥ç¥¨© ¨¬¥îâ â ª¦¥ ª®«ìæ  à §®© ª¢ «¨ä¨ª æ¨¨ [129; 201: â¥®à¥¬ë 4.1{4.6], â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥
£àã¯¯®¨¤ë [229] ¨ ¤àã£¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë.

� àï¤ã á à áá«®¥¨ï¬¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ à¥ «¨§ æ¨®ëå ¨áâàã¬¥â®¢ ¯à¨¬¥ïîâáï ¨ ¤àã£¨¥ ¨¤¥©®
¡«¨§ª¨¥ ®¡ê¥ªâë: ¯ãçª¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢ â®¯®á¥ ¯ãçª®¢  ¤ â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¬®¤ã«¨  ¤ ª®«ìæ®¬ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ¨ â. ¯. �¤ ª® á ª â¥£®à®© â®çª¨
§à¥¨ï ¢á¥ íâ¨ ¨áâàã¬¥âë à ¢®æ¥ë. � ¯à¨¬¥à, ¨§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª®¬¯ ªâ  Q íª¢¨¢ «¥âë
á«¥¤ãîé¨¥ ª â¥£®à¨¨ (á¬. [162: à §¤¥« 6.7; 125: â¥®à¥¬ë 2.1, 2.3 ¨ 3.3]):

(1) ª â¥£®à¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©  ¤ Q;
(2) ª â¥£®à¨ï ¡  å®¢ëå ¯ãçª®¢  ¤ Q;
(3) ª â¥£®à¨ï ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ â®¯®á¥ ¯ãçª®¢  ¤ Q;
(4) ª â¥£®à¨ï C(Q)-®à¬¨à®¢ ëå r-¯®«ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ C(Q);
(5) ª â¥£®à¨ï ¯ãçª®¢ ¡  å®¢ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ ¯ãçª®¬  «£¥¡à «®ª «ìëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©

  Q;
(6) ª â¥£®à¨ï ¢¯®«¥ ®¡®á®¢ ëå ¯ãçª®¢ ¬®¤ã«¥©  ¤ C(Q);
(7) ª â¥£®à¨ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¡  å®¢ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ C(Q).

0.2.7. �®ïâ¨¥ ¥¯à¥àë¢®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï

�¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ìë¬ íª-
¢¨¢ «¥â®¬ ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ® á¥¬¥©áâ¢¥ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ (Xq)q∈Q, ¥¯à¥àë¢® ¨§¬¥-
ïîé¨åáï ®â â®çª¨ ª â®çª¥ ¯à®áâà áâ¢  Q. �§®¡à¥â¥¨¥ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯à¨ïâ® á¢ï§ë¢ âì á
¨¬¥¥¬ �¦.ä®�¥©¬  , ª®â®àë© ¢ 1937{1938 ££. ¢ëáª § « ¥ª®â®àë¥ ¨¤¥¨, ª á îé¨¥áï ¯¥à¥¬¥ëå
¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ (à¥çì ¨¤¥â ® ª®æ¥¯æ¨¨ ¯àï¬®£® ¨â¥£à «  [206]). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä®à¬ «ì-
ë¥ ®¯¨á ¨ï ¢®§¨ª«¨ ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì® ¢ 1950 £. ¢ à ¡®â å �. �®¤¥¬   [145, 146], �.� ¯« áª®£® [176],
�.�. �¥«ìä ¤  ¨ �.�.� ©¬ àª  [99] (á¬. â ª¦¥ [55]). �¥£®¤ï â¥®à¨ï ¥¯à¥àë¢ëå ¡  å®¢ëå à á-
á«®¥¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢¥áì¬  ®¡è¨àãî ®¡« áâì ¨áá«¥¤®¢ ¨© (á¬. ¯à¨¬¥àë ¢ § 0.2.6). �¤¥ª¢ â®¥
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® á®¢à¥¬¥®¬ á®áâ®ï¨¨ íâ®© â¥®à¨¨ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì, ®¡à â¨¢è¨áì ª «¨â¥à âãàë¬ ®¡-
§®à ¬ ¨ ááë«ª ¬, ¨¬¥îé¨¬áï ¢ [141]. �®®£à ä¨ï [144] á®¤¥à¦¨â ¯®¤à®¡ë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï ¡®«ìè¨áâ¢ 
¥®¡å®¤¨¬ëå  ¬ ¯®ïâ¨©, á¢ï§ ëå á ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨.

�áâ®à¨ç¥áª¨ ¯¥à¢ ï ä®à¬ «¨§ æ¨ï ª®æ¥¯æ¨¨ ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯à¨ ¤«¥¦¨â �. �®¤¥¬ ã [145,
146]. � ®á®¢¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à áá«®¥¨ï ¯® �®¤¥¬ ã «¥¦¨â ¯®ïâ¨¥ ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë | ¢¥ª-
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â®à®£® ¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨©, ¨¬¥îé¨å ¥¯à¥àë¢ë¥ ¯®â®ç¥çë¥ ®à¬ë ¨ ¢ëá¥ª îé¨¥ ¢ ª ¦¤®¬ á«®¥
¢áî¤ã ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  (á¬. â ª¦¥ [227: 1.1, 1.4{1.12]). �®§¦¥ ¯®ï¢¨«¨áì  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¯¨-
á ¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â ª  §ë¢ ¥¬ë¬ à áá«®¥ë¬ ¯à®áâà áâ¢ ¬, ¢ ª®â®àëå
¯¥à¢¨çë¬ ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ®¡ê¥¤¨ïîé¥¥ ¢á¥ á«®¨, ¢ ¯ à¥ á ®¯¥à æ¨¥© ¯à®¥ª-
â¨à®¢ ¨ï   ¡ §ã [129, 134, 160, 161]. �§«®¦¥¨¥ ®¡®¨å ã¯®¬ïãâëå ¬¥â®¤®¢,   â ª¦¥ ®¡®á®¢ ¨¥ ¨å
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¬®¦®  ©â¨ ¢ ¬®®£à ä¨¨ [144].

�â®à®© (¡®«¥¥ á®¢à¥¬¥ë©) ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ã¤®¡¥ á â®¯®«®£¨ç¥áª®©
â®çª¨ §à¥¨ï, ® á®¢¥àè¥® ¥  ¤¥ª¢ â¥  è¨¬ § ¬ëá« ¬. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ®¤®© ¨§  è¨å ®á®¢-
ëå § ¤ ç ï¢«ï¥âáï ¯®áâà®¥¨¥ à áá«®¥¨ï, ¤«ï ª®â®à®£® ¯à®áâà áâ¢® ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© ®¡« ¤ ¥â
 ¯¥à¥¤ § ¤ ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. � á®¢à¥¬¥®¬ ¦¥ ¯®¤å®¤¥ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î à áá«®¥¨ï á¥ç¥¨ï § ¨¬ îâ
¥ã¤®¡®¥ ¯à®¬¥¦ãâ®ç®¥ ¯®«®¦¥¨¥: ¯¥à¢¨ç®© ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ï   ®¡ê¥¤¨¥¨¨ á«®¥¢, ®  § â¥¬
¯®à®¦¤ ¥â ¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï, âàã¡ª¨ ¢®ªàã£ ª®â®àëå, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®¡ï§ ë ¯®à®¦¤ âì ¨áå®¤ãî
â®¯®«®£¨î. �®íâ®¬ã ¬ë à¥è¨«¨ ¢ë¡à âì ¯®¤å®¤ �®¤¥¬  , ¢ ª®â®à®¬ á¥ç¥¨ï ¨£à îâ ç¥âª® ¢ë¤¥«¥-
ãî ®¯à¥¤¥«ïîéãî à®«ì (á¬. 2.1.1{2.1.2). �®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ¢  ªá¨®¬ â¨ç¥áª®© ä®à¬¥ ¥ ¯à¨¢¥¤¥,
®¤ ª® ãª §  ¬¥å ¨§¬ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¥£® ®ç¥¢¨¤ëå ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ (á¬. 2.1.3{2.1.7).

�¥§ãá«®¢®, à §ë¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ áâàãªâãàë �®¤¥¬   ¬®£ãâ ¤ ¢ âì ®¤¨ ¨ â®â ¦¥  ¡®à ¥¯à¥àë¢-
ëå á¥ç¥¨©. � ª¨¥ áâàãªâãàë  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ¨, ¯® áãâ¨ ¤¥« , ¥ à §«¨ç îâáï (á¬. 2.1.9).
� ¬¨ ãáâ ®¢«¥ ®¤¨ «î¡®¯ëâë© ä ªâ: ¨ ®¤  ¨§ ¥¯à¥àë¢ëå áâàãªâãà ¥ ¬®¦¥â ¤ âì ¡®«ìè¥ ¥¯à¥-
àë¢ëå á¥ç¥¨©, ç¥¬ ¤àã£ ï (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.1.8). �¥á¬®âàï   ¯à®áâ®âã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , íâ®â ä ªâ, ¯®
¢á¥© ¢¨¤¨¬®áâ¨, ¥ âà¨¢¨ «¥. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¬®®£à ä¨¨ �.�®ª¥â¬   [227: ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.21] ¢¢®¤¨âáï
(ª ª â¥¯¥àì áâ «® ïá®, ¡¥áá®¤¥à¦ â¥«ì®¥) ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª    ¥¯à¥àë¢ëå áâàãªâãà å ¢ § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ ®â ª®«¨ç¥áâ¢  ¯®à®¦¤ ¥¬ëå ¨¬¨ ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©, ¯à¨ç¥¬   «®£  è¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.1.8
¤®ª §ë¢ ¥âáï «¨èì ¤«ï ¯®áâ®ïëå à áá«®¥¨©.

�á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ § 1.7, 2.1, 2.2. �®ïâ¨¥ ¥¯à¥àë¢®£®
á¥ç¥¨ï ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ § 2.3.

0.2.8. �à®áâ®àë¥ ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï

�¥¯à¥àë¢ë¥ ¢¥é¥áâ¢¥®§ çë¥ äãªæ¨¨   íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ ®¡« ¤ îâ ®¤¨¬
§ ¬¥ç â¥«ìë¬ á¢®©áâ¢®¬: ¢áïª ï ®£à ¨ç¥ ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬
¬®¦¥áâ¢¥, ¯à®¤®«¦ ¥âáï   ¢¥áì ª®¬¯ ªâ á á®åà ¥¨¥¬ ¥¯à¥àë¢®áâ¨. �¨ ¥¯à¥àë¢ë¥ ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨¨, ¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ®¡« ¤ îâ íâ¨¬
á¢®©áâ¢®¬. �¡ëçë¥ ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¤®áâ â®çë© ¯à®áâ®à ¤«ï ¯à®¤®«¦¥¨© á¢®¨å
á¥ç¥¨©. �¤ ª® áà¥¤¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¥áâì ¨ â ª¨¥, ª®â®àë¥ íâ®â ¯à®áâ®à ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ. �ë
 §¢ «¨ íâ¨ à áá«®¥¨ï ¯à®áâ®àë¬¨ (á¬. 3.1.1). �¯à¥¤¥«¥¨¥, íª¢¨¢ «¥âë¥ ®¯¨á ¨ï ¨ ®¡áã¦¤¥¨¥
®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ¯à®áâ®àëå à áá«®¥¨© ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ à §¤¥« å 3.1.1{3.1.4.

�à®áâ®à®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ ¯®å®¦¥   íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ â¥¬, çâ® ®® ï¢«ï¥âáï
¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¯® �â®ãã | �¥åã «î¡®£® á¢®¥£® áã¦¥¨ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¡ §ë. (�®-
ïâ¨¥ ¯à®¤®«¦¥¨ï ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯® �â®ãã | �¥åã ¢¢¥¤¥® ¢ 2.5.10. � ¬ ¦¥ ¤®ª § ® ¨ ¥£®
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥.)

� áª®«ìª® ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï ¯à®áâ®àë¥ à áá«®¥¨ï? �®áâ®ï®¥ à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®àë¬
ªà ©¥ à¥¤ª® | â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¥£® á«®¨ ª®¥ç®¬¥àë ¨«¨ ¡ §®¢ë© ª®¬¯ ªâ ª®¥ç¥ (â¥®à¥-
¬  5.1.3). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¢áïª®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ X ¬®¦® à áè¨à¨âì ¤® ¯à®áâ®à®£® à áá«®¥¨ï X ,
á®¤¥à¦ é¥£® X ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢áî¤ã ¯«®â®£® ¯®¤à áá«®¥¨ï (â¥®à¥¬  3.1.5; ¯®ïâ¨¥ ¯«®â®£® ¯®¤à áá«®¥¨ï
®¯¨á ® ¢ 2.5.8). � ª®¥ à áá«®¥¨¥ X ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª®© X .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  ¯®áâ®ï®£® à áá«®¥¨ï ï¢«ï¥âáï â¥¬ ¨áâàã¬¥â®¬, á ¯®¬®éìî
ª®â®à®£® ã¤ ¥âáï ¯à¨«®¦¨âì ®á®¢ë¥ ä ªâë à §¢¨â®©  ¬¨ â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå à áá«®¥¨© ª ¯à®áâà -
áâ¢ ¬ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (á¬. § 5.1).

�à®áâ®à®áâì ¨£à ¥â ¢ ª« áá¥ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì® âã ¦¥ à®«ì, çâ® ¨ ¯®«®â  ¢
ª« áá¥ ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. �®ïâ¨¥ ¦¥ ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¨ áà®¤¨ ¯®¯®«¥¨î ®à¬¨à®¢ ®-
£® ¯à®áâà áâ¢ . � ¯à¨¬¥à, ¯®¤à áá«®¥¨¥ ¯à®áâ®à®£® à áá«®¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®àë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ®® § ¬ªãâ®,   ¥á«¨ ¯®¤à áá«®¥¨¥ ¥ § ¬ªãâ®, â® § ¬ëª ¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥£® ¯à®áâ®à®©
®¡®«®çª®© (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3.1.6). �áïª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¥¤¨áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® £®¬®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã ¨å ¯à®áâ®àë¬¨ ®¡®«®çª ¬¨, ¯à¨ç¥¬, ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬
á¬ëá«¥, á á®åà ¥¨¥¬ ®à¬ë (â¥®à¥¬  3.1.8). �â® ¦¥ ®â®á¨âáï ¨ ª ¨§®¬¥âà¨ï¬ (á«¥¤áâ¢¨¥ 3.1.10).

�¥®áâì ¯à®áâ®àëå à áá«®¥¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥ â®«ìª® § ç¨â¥«ìë¬ ã¯à®é¥¨¥¬ â¥å¨ª¨ ¯®
áà ¢¥¨î á ®¡ëçë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨. �¬¥® ¯à®áâ®àë¥ à áá«®¥¨ï ®¡à §ãîâ ª« áá ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨
¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ (á¬. § 0.2.9). �à®¬¥ â®£®, ¯à®áâ®à®áâì à áá«®¥-
¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï ¥®¡å®¤¨¬®© ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯à®áâà áâ¢ ®¯¥à â®à®¢ (á¬. 0.9.4)
¨ á®¯àï¦¥®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï (á¬. 0.9.5), ª®â®àë¥ ¨ª®£¤  à ¥¥ ¥ à áá¬ âà¨¢ «¨áì.
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0.2.9. �¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï

�á®¢ë¬ ¬¥å ¨§¬®¬ ¯®áâà®¥¨ï ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ï ¬ ªá¨-
¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï äãªæ¨© (á¬. 0.2.4), ª®â®à ï à á¯à®áâà ï¥âáï ¥ â®«ìª®   á«ãç © ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©
(á¬. 0.2.5), ® ¨   á«ãç © á¥ç¥¨©: «î¡®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ u, ®¯à¥¤¥«¥®¥   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢¥ ¡ §®¢®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¨¬¥¥â  ¨¡®«ìè¥¥ (¢ á¬ëá«¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï)
¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ext(u), ¯à¨ç¥¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ext(u) ï¢«ï¥âáï ª®â®é¥© («¥¬¬  2.5.1 ¨
á«¥¤áâ¢¨¥ 2.5.2).

�¤¥ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®-
áâà áâ¢® C∞(Q,X ) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X , â. ¥. á¥ç¥¨©, á®¢¯ ¤ îé¨å á®
á¢®¨¬¨ ¬ ªá¨¬ «ìë¬¨ à áè¨à¥¨ï¬¨ (á¬. 2.5.2). � ª ¢ëïá¨«®áì, ¨¬¥® â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢® (â®ç¥¥,
¥£® ¨¤¥ «) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ .

�. �.�ãáà ¥¢ ¨ �. �.�âà¨¦¥¢áª¨© ¡ë«¨ ¯¥à¢ë¬¨, ªâ® ¯®«ãç¨« ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® à¥è¥-
â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï [95: â¥®à¥¬  5.5].
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¥¤«®¦¥ ï ¢ [95] à¥ «¨§ æ¨ï ¨¤¥©® ¡«¨§ª    «®£¨ç®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î C(Q)-¢ë¯ãª-
«ëå ¬®¤ã«¥© (á¬. 0.2.6) ¨, ª ª ¢¨¤® ¨§ ¯à¨¢¥¤¥®£® â ¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥    ®á®¢¥
íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �®   «®£¨¨ á ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï¬¨ �. �.�ãáà ¥¢ ¨ �. �.�âà¨¦¥¢áª¨© ¯®áâà®¨«¨ á¢®¥
à¥ «¨§ æ¨®®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¥ ¨§ ®â¤¥«ìëå á¥ç¥¨©,   ¨§ ¨å ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ (áà. [93: à §-
¤¥« 2; 83: 1.1.12, ¯à¨¬¥à 4.1.6 (¤); 24: ¯à¨¬¥à 1.6.4 (5)]). � è ¯®¤å®¤ ª ¯®áâà®¥¨î à¥ «¨§ æ¨¨ ¤ ¥â | á
â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  | â®â ¦¥ à¥§ã«ìâ â ¨ ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬ à¥ «¨§ æ¨¨ �ãáà ¥-
¢  | �âà¨¦¥¢áª®£®, â. ¥. § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¤¥«¥¨¨ ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î
á  ¨¡®«ìè¥© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï (áà. 0.2.5, á¬. â ª¦¥ 2.5.5 ¨ 2.5.6).

�¥à¥å®¤ï ª ®¡áã¦¤¥¨î ª®ªà¥âëå à¥ «¨§ æ¨®ëå ä ªâ®¢, § ¬¥â¨¬ ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® à¥è¥-
â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® C∞(Q,X ) à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© ï¢«ï¥âáï o-¯®«ë¬ (â¥®à¥¬  2.5.3).
�áâ¥áâ¢¥®, â ª®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï ¨ «î¡®© ¥£® ¨¤¥ « E(X ) (á¬. 2.5.4). �«ï â®£®, çâ®¡ë â¥å¨ç¥áª¨ à §£àã-
§¨âì à¥ «¨§ æ¨î ¯à®¨§¢®«ì®£® o-¯®«®£® à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ E(X ), ¡ë«
¯à¥¤«®¦¥ ¯à®áâ®© ¬¥å ¨§¬ ª®áâàã¨à®¢ ¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© á ¯®¬®éìî ¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ëå
¯à®áâà áâ¢: ¢áïª®¥ ¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¥¯à¥àë¢®© ¬ã«ìâ¨®à¬®© ¯®à®¦¤ ¥â ¥ª®-
â®à®¥ (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨) ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ (á¬. 2.2.7 ¨ 2.4.13). � ¯®¬®éìî íâ®£®
¬¥å ¨§¬  ¨ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥ë ®á®¢ë¥ à¥ «¨§ æ¨®ë¥ â¥®à¥¬ë 3.4.2{3.4.4.

�®¯à®á ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨®®£® à áá«®¥¨ï ¢ ¥ ¡ë« § âà®ãâ [93]. �â® ®¡êïáï¥âáï â¥¬,
çâ® ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ X , ¤ îé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ E -®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ E(X ), ¢®®¡é¥
£®¢®àï ¥ ¥¤¨áâ¢¥®. � ¤ ®© à ¡®â¥ ãáâ ®¢«¥® (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3.4.1), çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å à¥ «¨§ æ¨®ëå
¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¤ ®£® à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥âáï à®¢® ®¤® ¯à®áâ®à®¥.

�â¥à¥á® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à®áâà áâ¢® á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© C∞(Q,X|Y ) ï¢«ï¥âáï o-¯®«ë¬
à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¨ ¯®íâ®¬ã â®¦¥ à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ C∞(Q,Z) ¤«ï ¥ª®â®à®£®
¯à®áâ®à®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï Z. �âàãªâãà  â ª®£® à áá«®¥¨ï Z ®¯¨á   ¢ 5.1.8 ¨ 5.1.9.

� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¯à®¡«¥¬ã ¨§ãç¥¨ï áâàãªâãàë à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©, áä®à¬ã«¨à®¢ ãî �. �.�ãáà ¥¢ë¬ ¢ [84: 6.12, ¯à®¡«¥¬  22],    è
¢§£«ï¤, ¬®¦® â¥¯¥àì áç¨â âì à¥è¥®©. �® ªà ©¥© ¬¥à¥, ¯®¤£®â®¢«¥ë©  ¬¨  àá¥ « áà¥¤áâ¢,
¢¯®«¥ ¤®áâ â®ç¥ ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å (á¬. ¢â®àãî ç áâì ¤ ®£® ®¡§®à ).
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§ 0.3. �§¬¥à¨¬ë¥ à¥ «¨§ æ¨¨

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¥¬ ¢¨¬ ¨¥   à¥ «¨§ æ¨ïå ®¯¨á ëå ¢ § 0.1 ®á®¢ëå ®¡ê¥ª-
â®¢ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢ á ¬¥à®©, ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢, ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨©,
¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©.

0.3.1. �§¬¥à¨¬ë¥ ¬®¦¥áâ¢ 

�â®ã®¢áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ 1.2.8 ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ï¢«ï¥âáï ã¨¢¥àá «ì®©, ® ¥ ¥¤¨áâ¢¥®© ¨å
à¥ «¨§ æ¨¥©, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¢ â¥®à¨¨ äãªæ¨® «ìëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª. �®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à¨«®-
¦¥¨ï ¨¬¥¥â â ª¦¥ à¥ «¨§ æ¨ï �î¬¨á  | �¨ª®àáª®£® [191, 238] (á¬. â ª¦¥ [100: § 8, 24, 29, 35; 233:
â¥®à¥¬  16.6.4]). �§¬¥à¨¬ë© ¢ à¨ â íâ®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¢â®à®© ®á®¢®© à¥ «¨§ æ¨¥© ¡ã«¥-
¢ëå  «£¥¡à, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¢ ¤ ®© à ¡®â¥. �¥çì ¨¤¥â ® ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨
¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© 
.

� §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬¥àë ¨ ¨â¥£à «  ¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥ë ¢ [169]. � [59] ¯à®áâà áâ¢ 
á ¬¥à®© à áá¬®âà¥ë, ¯®¦ «ã©, á  ¨¡®«¥¥ ¡«¨§ª®©  ¬ â®çª¨ §à¥¨ï. �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡àë B(
) à áá¬®âà¥ë â ª¦¥ ¢ [166].

�á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á ¬¥à®©, ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ 1.1.11{1.1.12. � §¤¥« 1.2.12
¢ª«îç ¥â ¨ä®à¬ æ¨î ® ¯®«®â¥  «£¥¡àë B(
) ¨ ¯à ¢¨« å ¢ëç¨á«¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çëå £à ¨æ.

0.3.2. �§¬¥à¨¬ë¥ äãªæ¨¨

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ã¨¢¥àá «ì ï â®¯®«®£¨ç¥áª ï à¥ «¨§ æ¨ï 1.3.7 ¥ ï¢«ï¥âáï ¥¤¨-
áâ¢¥ë¬ äãªæ¨® «ìë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ K-¯à®áâà áâ¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬ ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥-
â®ª. �¥ ¬¥¥¥ ¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â à¥ «¨§ æ¨ï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  M(
) ª« áá®¢
¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   ¯à®áâà áâ¢¥ á ¬¥à®© 
. �à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå
äãªæ¨© (ª®â®àë¥, ¯®¦ «ã©, ¤ ¦¥ ¡®«¥¥ ¯®¯ã«ïàë ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ äãªæ¨® «ì®¬   «¨§¥, ç¥¬ ¯à®-
áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©) ®«¨æ¥â¢®àïîâ ¢â®àãî ¨§ ¤¢ãå ®á®¢ëå à¥ «¨§ æ¨© K-¯à®áâà áâ¢.

� ª ¨§¢¥áâ®, ¥ ª ¦¤®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¨¤¥ «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥-
à¨¬ëå äãªæ¨© (â. ¥. ¢ ¢¨¤¥ ¨¤¥ «  M(
)). �§ à¥§ã«ìâ â®¢ [60] (à §¤¥« 1.3 £« ¢ë XI ¨ § 4 £« ¢ë XIII)
¢ëâ¥ª ¥â ¢®§¬®¦®áâì â ª®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® K -¯à®áâà áâ¢ , á®¤¥à¦ é¥£® äã¤ ¬¥â á
¤®áâ â®çë¬ ç¨á«®¬ o-¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨® «®¢ (¯®§¦¥ â ª¨¥ K-¯à®áâà áâ¢  áâ «¨  §ë¢ âì ¯à®-
áâà áâ¢ ¬¨ � â®à®¢¨ç  | �¨áª¥à ). �®§¨ª îé¥¥ ¯à¨ íâ®¬ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë (á¬. 1.1.14). �¥®à¥¬  ®¡ ¨§¬¥à¨¬®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¯à®áâà áâ¢  � â®à®¢¨ç  | �¨-
áª¥à  ¯à¨¢¥¤¥  ¢ 1.3.12.

�ãé¥áâ¢ãîâ à §®®¡à §ë¥ ªà¨â¥à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®àëå ¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª ¢ ¢¨¤¥ ¨¤¥-
 «ìëå ¯à®áâà áâ¢. �à¥¤¨ ¨å ¨¬¥îâáï ªà¨â¥à¨¨ à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ ¡  å®¢®© à¥è¥âª¨ ¢ ¢¨¤¥ Lp(
),
1 6 p 6 ∞ [189: â¥®à¥¬  II.2.1; 225: £« ¢  II, â¥®à¥¬  8.5], ¢ â®¬ ç¨á«¥ ªà¨â¥à¨© �¨¤¥èâà ãáá  |
� äà¨à¨ [189: â¥®à¥¬ë II.2.3′ ¨ II.2.4′], ªà¨â¥à¨¨ �®¥¡«îáâ  ¨ �¤® ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¢ ¢¨¤¥ Lp(
)
¨«¨ c0(�) [189: â¥®à¥¬ë II.2.3 ¨ II.2.4]. � íâ¨å ¨ ¤àã£¨å à ¡®â å ä¨£ãà¨àãîâ ¯®ïâ¨ï  ¡áâà ªâ®£®
Lp -¯à®áâà áâ¢  ¨  ¡áâà ªâ®£® M -¯à®áâà áâ¢  ¨ ¯à¨¢®¤ïâáï ªà¨â¥à¨¨ à¥ «¨§ã¥¬®áâ¨ à¥è¥â®ª ¢ ¢¨-
¤¥ à §®£® à®¤  ¯à®áâà áâ¢ äãªæ¨© ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© [190: £« ¢  1, § 1.b; 233: à §¤¥« 26.3; 257:
â¥®à¥¬ë 120.8, 120.10, 120.11].

� à §¤¥« å 1.3.9{1.3.12 ¤¨áá¥àâ æ¨¨ á®¡à ë ®á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ® Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
) ª« áá®¢
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   ¯à®áâà áâ¢¥ á ¬¥à®© 
. �¬. â ª¦¥ [59, 166, 169].

0.3.3. �§¬¥à¨¬ë¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨

�à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ï¢«ïîâáï ª« áá¨ç¥áª¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®-
¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. � ª ¨ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ®¨ ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© à¥-
 «¨§ æ¨î ª ª®£®-«¨¡® ¨§¢¥áâ®£®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨ ®¯à¥¤¥«¥®£® ª« áá  ¯à®áâà áâ¢ (¥á«¨ ¥ ¯à¨¨¬ âì
¢® ¢¨¬ ¨¥ â ª¨¥ ä ªâë, ª ª,  ¯à¨¬¥à, ªà¨â¥à¨© �. �.�ãáà ¥¢  [84: â¥®à¥¬  4.10] ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ ¡  -
å®¢  ¯à®áâà áâ¢  Lp -¯à®áâà áâ¢ã ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©) ¨ § ¨¬ îâ ¯à®¬¥¦ãâ®ç®¥ ¯®«®¦¥¨¥
¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨© (0.3.2) ¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (0.3.4).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  M(
, X) ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®å¥àã X-§ çëå
äãªæ¨© ¨ ¯à®áâà áâ¢  M(
, X|Y ) ª« áá®¢ Y -á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå X-§ çëå äãªæ¨© ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ à §-
¤¥« å 5.2.1, 5.2.5{5.2.7 ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ (§¤¥áì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©,   X ¨ Y | ¯à¨¢¥¤¥ë¥
¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ ). �ãè¨â¥«ì®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® ä ªâ®¢, á¢ï§ ëå á ¯®ïâ¨ï¬¨
¨§¬¥à¨¬®© ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬®© ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨, ¬®¦®  ©â¨ ¢ [131: £« ¢  II ¨ ¤ «¥¥]. �¬. â ª¦¥ [132].

�  å®¢ë Lp -¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®å¥àã ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ã¦¥ ¤ ¢® ï¢«ïîâáï ª« áá¨ç¥-
áª¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¢ äãªæ¨® «ì®¬   «¨§¥ (á¬. [54, 107, 131, 133]). �¥¤ ¢¨¥ áãé¥áâ¢¥ë¥
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¯à®¤¢¨¦¥¨ï ¢ ¨§ãç¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢ á¨«ì® ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© á â®çª¨ §à¥¨ï ¨-
â¥à¥áãîé¥©  á â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ ë á à ¡®â ¬¨
�.�.�ãå¢ «®¢  [10, 11, 15{21, 24] ¨ �. �.�ãáà ¥¢  [24, 83, 84, 93{95].

� ®âáãâáâ¢¨¨ ®¯ëâ  à ¡®âë á ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï¬¨ ¢®¯à®á ®¡ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¢¥ªâ®à-
®© ®à¬ë   ¯à®áâà áâ¢¥ M(
, X|Y ) ¤ «¥ª® ¥ âà¨¢¨ «¥. � «¨§ â¥å¨ç¥áª¨å ¯à¨¥¬®¢, ¨á¯®«ì§ã-
¥¬ëå ¨§¢¥áâë¬¨ ¨áá«¥¤®¢ â¥«ï¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (â ª¨å, ª ª �¦.�¨áâ¥«ì,
�¦.�¦.�«ì, �.�¥â¨««¥á ¨ ¤à.), ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®  «¨ç¨¥ ¢ ¨å  àá¥ «¥ ¯®¤å®¤ïé¥© ¢¥ªâ®à®© ®à-
¬ë   ¯à®áâà áâ¢¥ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¬®£«® ¡ë ¯à¨¢¥áâ¨ ª áãé¥áâ¢¥®¬ã ã¯à®é¥¨î
¬®£¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¨ ª®áâàãªæ¨©.

� ª ¨§¢¥áâ®, ¢¥ªâ®à ï ®à¬  ª« áá  u ∈ M(
, X|Y ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: sup
{
⟨u|y⟩ :

y ∈ Y , ∥y∥ 6 1
}
. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ íâ®£® áã¯à¥¬ã¬  (â. ¥. ®¡ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®-

¦¥áâ¢  ª« áá®¢ ⟨u|y⟩) ¥á¬®âàï   á¢®î ¯à®áâ®âã ª ª¨¬-â® ®¡à §®¬ ¢ë¯ « ¨§ ¯®«ï §à¥¨ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢.
� ¯à¨¬¥à, ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ªâ®à®© ®à¬ë á« ¡® ¨§¬¥à¨¬®© ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨ ¢ [24: ¯à¨¬¥à 1.6.4 (4)] ¡¥§
ª ª®©-«¨¡®  à£ã¬¥â æ¨¨ á ¡¦ ¥âáï ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ âà¥¡®¢ ¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï áã¯à¥¬ã¬  ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥© ä®à¬ã«¥. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¦¥ íâ®â áã¯à¥¬ã¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¢á¥£¤  (á¬. 5.2.6).

�â¥à¥á® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¥à ¢¥áâ¢®¬
u6 |||u||| (¯®çâ¨ ¢áî¤ã   
) ¯®«®áâìî ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï

á¢ï§ì ¬¥¦¤ã äãªæ¨ï¬¨
u¨ |||u||| : äãªæ¨ï |||u||| ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¨§¬¥à¨¬®© ¨ ¢®§¬®¦  á¨âã æ¨ï, ¯à¨

ª®â®à®©
u∼ 0, ® |||u||| ≡ 1. �®¤®¡ë¬¨ ¯ â®«®£¨ï¬¨, ¢®§¬®¦®, ®¡êïáï¥âáï â®â ä ªâ, çâ® ¥áâ¥áâ¢¥ ï

¢¥ªâ®à ï ®à¬  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ M(
, X|Y ) ¡ë«  ®¡ àã¦¥  «¨èì ¥¤ ¢®.
�ç¥¢¨¤®¥ ¢ª«îç¥¨¥M(
, X) ⊂ M(
, X|Y ) ¥é¥ ¥ ¤ ¥â ®á®¢ ¨ï ¢«®¦¨âìM(
, X) ¢M(
, X|Y ),

¯®áª®«ìªã á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë¥ äãªæ¨¨ ¥ ®¡ï§ ë á®¢¯ ¤ âì ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¨ ¯®íâ®¬ã à §ë¥ ª« ááë
¨§ M(
, X) ¢ ¯à¨æ¨¯¥ ¬®£ãâ áª«¥¨âìáï ¢ ®¤¨ ª« áá ¨§ M(
, X|Y ). �§¢¥áâ®, çâ® ¢ á«ãç ¥ Y = X ′

â ª ï áª«¥©ª  ¥ ¯à®¨áå®¤¨â. �â ¤ àâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¨á¯®«ì§ã¥â â¥®à¥¬ã �¨««¥ ®
¯¥à¥áâ ®¢®ç®áâ¨ ¨â¥£à «  �®å¥à  ¨ ®£à ¨ç¥®£® ®¯¥à â®à  ¨ áãé¥áâ¢¥® ®¯¨à ¥âáï   à ¢¥áâ¢®
Y = X ′. � ¯®¬®éìî «¨äâ¨£  ã¤ ¥âáï «¥£ª® ãáâ ®¢¨âì ¡®«¥¥ á¨«ìë© à¥§ã«ìâ â, ®¡®¡é¨¢ á¨âã æ¨î  
á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  Y («¥¬¬  5.2.5).

0.3.4. �§¬¥à¨¬ë¥ á¥ç¥¨ï

�ãáâì X | ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ «®ª «ì® ª®¬¯ ªâë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ 
 á ¬¥à®©
� ¤® . �¥ç¥¨¥ u ∈ S(
,X )  §ë¢ ¥âáï ¨§¬¥à¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ª®¬¯ ªâ  K ⊂ 
 áãé¥áâ¢ã¥â
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© un ∈ C(
,X ), áå®¤ïé ïáï ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K. � ª®©
¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© ¤® á¨å ¯®à ï¢«ï«áï ¥á«¨ ¥ ¥¤¨áâ¢¥ë¬, â®, ¢® ¢áïª®¬
á«ãç ¥, £®á¯®¤áâ¢ãîé¨¬ ¢ «¨â¥à âãà¥ ® ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [227: § 3]).

�¤ ª® ¢  è¥© á¨âã æ¨¨ ®ª § «áï ã¬¥áâë¬ ¥áª®«ìª® ¨®© ¯®¤å®¤. �ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¨§¬¥à¨¬ë¥
á¥ç¥¨ï ª ª ¯à¥¤¥«ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å ª®¥ç®© ¬¥àë) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© í«¥¬¥â®¢
¥ª®â®à®£®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ë¤¥«¥®£® ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨©,  §ë¢ ¥¬®£® ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®©. � ª®©
á¯®á®¡ ¢¢¥¤¥¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©   «®£¨ç¥ ª®áâàãªæ¨¨ � ¨í«ï ¨ ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ì® ¡®«¥¥ ®¡é¨¬
¯® áà ¢¥¨î á âà ¤¨æ¨®ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯®¤å®¤®¬. � ¤® áª § âì, çâ® ¨¤¥ï ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë
¡ë«  ¢ëáª §   �.�¨ªã«¥ ã ¥é¥ ¢ 1966 £. (á¬. [133: à §¤¥« ≪Notes and remarks≫, § ¬¥ç ¨¥ 8]),  
ª®æ¥¯âã «ì® ¡«¨§ª ï ¥© ¨¤¥ï ¯àï¬®£® ¨â¥£à «  �¦.ä®�¥©¬   ¤ â¨àã¥âáï 1937{1938 ££. (á¬. [206]).
�¤ ª® á â¥å ¯®à ª®æ¥¯æ¨ï ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¢ ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ â ª ¨ ¥ ¡ë«  ¯®¤¢¥à£ãâ 
¤®áâ â®ç® ¤¥â «ì®¬ã à áá¬®âà¥¨î.

� ä®à¬ «ì®© â®çª¨ §à¥¨ï ¢á¥ ¢®§¨ª îé¨¥ ¢ § 4.1 ¯®ïâ¨ï ¨ ä ªâë ï¢«ïîâáï ®¢ë¬¨, å®âï
¯à¨æ¨¯¨ «ì®© ®¢¨§ë §¤¥áì ¥â: ¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯à¨¢¥¤¥ëå §¤¥áì ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥-
¨© â ª ¨«¨ ¨ ç¥ ¨§¢¥áâë ¨§ â¥®à¨¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©  ¤ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ á ¬¥à®©
� ¤® . �®á«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®ïâ¨ï ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë (4.1.1) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯®ïâ¨ï ¨§¬¥à¨¬®-
£® á¥ç¥¨ï (4.1.2), ¬ë ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¨ à §®®¡à §ë¥ ªà¨â¥à¨¨
¨§¬¥à¨¬®áâ¨ (4.1.3{4.1.8). �à¨â¥à¨© 4.1.9 ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®£® á¥ç¥¨ï ï¢«ï¥â-
áï ®¢ë¬ ¥ â®«ìª® ¤«ï á¥ç¥¨©, ® ¨ ¤«ï ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ¤ ¦¥ ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨©.
� ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¯®«ãç ¥âáï «î¡®¯ëâë© ¯®àï¤ª®¢ë© ªà¨â¥à¨© ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© 4.1.10. �®   «®£¨¨
á ¥¯à¥àë¢ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ íª¢¨¢ «¥âëå ¨§¬¥à¨¬ëå áâàãªâãà (4.1.11). � â¥®à¥-
¬¥ 4.1.12 ¤ ® ¢ãâà¥¥¥ ®¯¨á ¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©: ãª § ë á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨©,
íª¢¨¢ «¥âë¥ â®¬ã, çâ® ®® ï¢«ï¥âáï ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® ¨§-
¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë. �®¦® áç¨â âì, çâ® â¥®à¥¬  4.1.12 ¯à¥¤« £ ¥â ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§¬¥à¨¬®áâ¨,
¨áª«îç îé¨© ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã ª ª ¯®ïâ¨¥, | ¯®¤å®¤, § ª«îç îé¨©áï ¢ ï¢®¬ ãª § ¨¨ ¬®¦¥-
áâ¢  ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©. � § 4.2 ¯à¨¢¥¤¥ë ¯à¨¬¥àë ¨§¬¥à¨¬ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¥ª®â®àëå
®¯¥à æ¨©, ¯®§¢®«ïîé¨å ¯®«ãç âì ®¢ë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ à áá«®¥¨ï.

�¯¨á®ª ¯à¨«®¦¥¨© à §¢¨â®©  ¬¨ â¥®à¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ª â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢  ç¨ ¥âáï á ¯®áâà®¥¨ï ¯à®áâà áâ¢  M(
,X ) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨
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¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X (á¬. 4.1.13), ª®â®à®¥ ®ª §ë¢ ¥âáï o-¯®«ë¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¬
¯à®áâà áâ¢®¬ (â¥®à¥¬  4.1.14), ª ª ¨ ¥£® ¨¤¥ «ë E(X ) (á¬. 4.1.15). �á®¢ ï â¥®à¥¬  4.4.8 ®¡ ¨§¬¥à¨¬®©
à¥ «¨§ æ¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®à®© ®¡ê¥¤¨¥® áà §ã ¯ïâì à¥ «¨§ æ¨®ëå
ä ªâ®¢, ¯®«ãç¥   ¬¨ ¡« £®¤ àï á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨
(á¬. 0.5.4).

� § ª«îç¥¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¯à®¡«¥¬ã ¨§ãç¥¨ï áâàãªâãàë à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (á¬. [84: 6.12, ¯à®¡«¥¬  22]),    è ¢§£«ï¤, ¬®¦® áç¨â âì à¥è¥®©
ª ª ¤«ï ¥¯à¥àë¢ëå, â ª ¨ ¤«ï ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©. �® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¯à¥¤¯à¨ïâ ï  ¬¨ à §à ¡®âª 
¯®ïâ¨ï ¨§¬¥à¨¬®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯à¨¢¥«  ª á®§¤ ¨î â¥å¨ç¥áª®© ¡ §ë, ¤®áâ â®ç® à §¢¨â®©
¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ ®¡ ¨â¥£à «ì®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (á¬. [84: 6.12, ¯à®¡«¥¬  23]).



20 �« ¢  0. ����� �����������

§ 0.4. �¨äâ¨£

�¨äâ¨£ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ á ¬¥à®© ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§ â¥å áãé¥áâ¢¥® ¥ª®áâàãªâ¨¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢,
¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  ã¤®¡ë¬ ¨ ¯«®¤®â¢®àë¬. � íâ®¬ á¬ëá«¥ «¨äâ¨£ áà®¤¨ ¡ §¨áã
� ¬¥«ï. �£®à¨à®¢ ¨¥ «¨äâ¨£  § ç áâãî ¯à¨¢®¤¨â ª ¥®¯à ¢¤ ® £à®¬®§¤ª¨¬ ª®áâàãªæ¨ï¬, à¥§ª®¬ã
ãá«®¦¥¨î ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¨ ¯®â¥à¥ ¨âã¨â¨¢®© ïá®áâ¨.

�¤¥ï «¨äâ¨£  ¤®áâ â®ç® ¯à®áâ  ¨ ¥áâ¥áâ¢¥® ¢®§¨ª ¥â ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ä ªâ®à¨§®¢ ëå  «£¥¡à -
¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �¨äâ¨£ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¢ë¡®à ¢ ª ¦¤®¬ ä ªâ®à-ª« áá¥ ¯® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î, ¯à¨ç¥¬ â ª,
çâ® íâ®â ¢ë¡®à á®£« áã¥âáï á ®¯¥à æ¨ï¬¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.

0.4.1. �¨äâ¨£ ¢  «£¥¡à¥ ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢

�®¢®àï ® «¨äâ¨£¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ á ¬¥à®©, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã ¢ë¡®à ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥âëå
¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ¯® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î á á®åà ¥¨¥¬ ¢á¥å ®¯¥à æ¨© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë (á¬. 1.1.13).

�à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£    ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®© á ¬¥à®© �¥¡¥£  ¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ ¢ë¤¢¨-
ãâ  �. �  à®¬ ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì® à¥è¥  ¢ 1931 £. �¦.ä®�¥©¬ ®¬ [205]. � ¯®á«¥¤ãîé¨å § â¥¬ à ¡®â å
�¦.ä®�¥©¬  , �.�â®ã  ¨ �¦.�ì¥¤®¥ ®¡áã¦¤ «¨áì à §«¨çë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥  á¯¥ªâë ¨ ®¡®¡é¥-
¨ï ¯à®¡«¥¬ë «¨äâ¨£ . �®¯ëâª¨ à¥è¨âì íâã ¯à®¡«¥¬ã ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ¤®«£®
®áâ ¢ «¨áì ¡¥§ãá¯¥èë¬¨, ¥á¬®âàï   £«ã¡®ª¨¥ á¢ï§¨ á ¤àã£¨¬¨ ®âà á«ï¬¨ ¬ â¥¬ â¨ª¨. � ª®¥æ, ¢
1958 £. �.� £ à ¬ ãáâ ®¢¨«  á ¯®¬®éìî ¢¥áì¬  ¨§®éà¥®© â¥å¨ª¨, çâ® «¨äâ¨£ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ «î¡®¬
¯à®áâà áâ¢¥ á σ -ª®¥ç®© ¬¥à®© (á¬. [197: â¥®à¥¬  3]). �àã£®¥ ¬¥¥¥ £à®¬®§¤ª®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áã-
é¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£  ¡ë«® § â¥¬ ¯®«ãç¥® �. ¨�.�®¥áªã �ã«ç  [165]. � à¨ â íâ®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¯à¨¢¥¤¥ ¢ [166: £« ¢  IV, â¥®à¥¬  3]. �®á«¥¤¨¬ ¨ ®ª®ç â¥«ìë¬ ¤®áâ¨¦¥¨¥¬   ¯ãâ¨ à¥è¥¨ï ¯à®-
¡«¥¬ë «¨äâ¨£  ï¢«ï¥âáï ªà¨â¥à¨© ¥£® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï, ¢ëà ¦¥ë© ¢ â ª  §ë¢ ¥¬®¬ á¢®©áâ¢¥ ¯àï¬®©
áã¬¬ë ¨«¨ áâà®£®© «®ª «¨§ã¥¬®áâ¨ (á¬. 1.1.14).

�ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨äâ¨£  ¨¬¥¥â ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï | ¢ â®¬ ç¨á«¥, ª ¨â¥£à «ì®¬ã ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨î «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ª ¯à®¡«¥¬¥ ¤¥§ëâ¥£à¨à®¢ ¨ï ¬¥à ¨ íà£®¤¨ç¥áª®© â¥®à¨¨, ª áâ®å áâ¨-
ç¥áª¨¬ ¯à®æ¥áá ¬ ¨ ª   «¨â¨ç¥áª®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î ¨§®¬®àä¨§¬®¢ Lp -¯à®áâà áâ¢.

�¥®à¨ï «¨äâ¨£  ¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥  ¢ ¬®®£à ä¨¨ [166]. �¨äâ¨£ã ¯®á¢ïé¥ § 11 ª¨£¨ [133], £¤¥
â ª¦¥ ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢®£® ªà¨â¥à¨ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£  (â¥®à¥¬ë 1 ¨ 2). �§
á¡®à¨ª  [181] ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® ¤ «ì¥©è¥¬ à §¢¨â¨¨ â¥®à¨¨ «¨äâ¨£  (áâà. 220{260).

0.4.2. �¨äâ¨£ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©

�¤¥ï «¨äâ¨£ , ¡¥§ãá«®¢®, ¯à¨¬¥¨¬  ª ¯à®áâà áâ¢ã ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. �®«¥¥ â®£®,
à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ «¨äâ¨£  ¯à®¨áå®¤¨«® ¨¬¥® á æ¥«ìî ¯®á«¥¤ãîé¥£® ¯à¨«®¦¥¨ï ª äãªæ¨® «ìë¬
ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢ ¬. �®¢®àï ® «¨äâ¨£¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ äãªæ¨©, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤ã ¢ë¡®à ¢ ª ¦¤®¬
ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥âëå ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¯® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î á á®åà ¥¨¥¬ ¢á¥å ®¯¥à æ¨© à¥è¥â®ç®
ã¯®àï¤®ç¥®©  «£¥¡àë (á¬. 1.1.13). � ª ¨ «¨äâ¨£ ¢ ä ªâ®à- «£¥¡à¥ ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢, äãªæ¨®-
 «ìë© «¨äâ¨£ ¯®¤à®¡® à áá¬®âà¥ ¢ ¬®®£à ä¨¨ [166] (á¬. â ª¦¥ [133: § 11;181: áâà. 220{260]).

�â¬¥â¨¬, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å ª« áá¨ç¥áª¨å Lp -¯à®áâà áâ¢ «¨äâ¨£ ¨¬¥¥â â®«ìª® ¯à®áâà áâ¢® L∞

( [166: £« ¢  IV, â¥®à¥¬  6]). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, «¨äâ¨£ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  á ãá¯¥å®¬ à ¡®â ¥â ¨ ¢ ¤àã£¨å
¨¤¥ «ìëå ¯à®áâà áâ¢ å. � ¯à¨¬¥à, ¢ 1.3.10 ¯®ª § ®, ª ª ãç áâ¢ã¥â «¨äâ¨£ ¢ ¢ëç¨á«¥¨¨ â®çëå
£à ¨æ ¯à®¨§¢®«ìëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ M(
).

0.4.3. �¨äâ¨£ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©

�áâ¥áâ¢¥ ï à¥ «¨§ æ¨ï ¨¤¥¨ «¨äâ¨£  ¯à¨¬¥¨â¥«ì® ª ¯à®áâà áâ¢ã L∞(
, X) ª« áá®¢ áãé¥-
áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®å¥àã X-§ çëå äãªæ¨© § ª«îç ¥âáï ¢ â ª®¬ ¢ë¡®à¥ ¯à¥¤áâ -
¢¨â¥«¥© ª« áá®¢, ª®â®àë© á®åà ï¥â ª®áâ âë ¨ á®£« áã¥âáï á ®¯¥à æ¨ï¬¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£®
¬®¤ã«ï, â. ¥. á®åà ï¥â à¥è¥â®çãî ®à¬ã, áã¬¬ã ¨ ã¬®¦¥¨¥   áª «ïàë¥ ª« ááë (á¬. 5.2.2). �¤ ª®
¯®¯ëâª  à §¢¨âì â¥®à¨î â ª®£® ≪á¨«ì®£®≫ «¨äâ¨£  ¯à¨¢®¤¨â ª ¥ã¤ ç¥: á¨«ìë© «¨äâ¨£ ¢ L∞(
, X)
áãé¥áâ¢ã¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
  â®¬® ¨«¨ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X
ª®¥ç®¬¥à® (â¥®à¥¬  5.2.2). �®íâ®¬ã ¬ë ¢ëã¦¤¥ë ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬ á« ¡ëå «¨äâ¨£®¢
(á¬. 5.3.11).

�¤¥ï á« ¡®£® «¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¤ «¥ª® ¥ ®¢ . �« áá¨-
ç¥áª ï ¬®®£à ä¨ï �. ¨�.�®¥áªã �ã«ç  [166] ã¦¥ á®¤¥à¦¨â ¥áª®«ìª® à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨.
� ¤ ®¬ á«ãç ¥ à¥çì ¨¤¥â ® á« ¡®¬ «¨äâ¨£¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ áª «ïà® ¨§¬¥à¨¬ëå  ¡áâà ªâ®§ çëå
äãªæ¨© á ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨ [166: £« ¢  IV, â¥®à¥¬  7] ¨ ® á« ¡®¬ «¨äâ¨£¥ ¢ ¯à®-
áâà áâ¢¥ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© á ®â®á¨â¥«ì® á« ¡® ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨ [166: £« ¢  VI,
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1]. �¬. â ª¦¥ [166: VI, § 4{7]. �§ ª¨£¨ [181] ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® ¤ «ì¥©è¥¬
à §¢¨â¨¨ â¥®à¨¨ «¨äâ¨£  (áâà. 220{260).
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� è  ®á®¢ ï â¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ á« ¡ëå «¨äâ¨£®¢ (â¥®à¥¬  5.3.12) ¡ë«  ¯®«ãç¥  á ¯®¬®-
éìî á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï¬¨ (á¬. 0.5.3). �§ íâ®© â¥®à¥¬ë ¬®¦®
¢ë¢¥áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨äâ¨£®¢ à §®© á¨«ë ¢ à §®®¡à §ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. � à §-
¤¥«¥ 5.3.13 ¯à¨¢¥¤¥® 7 ¯®¤®¡ëå á«¥¤áâ¢¨©: «¨äâ¨£ â®£® ¨«¨ ¨®£® ¢¨¤  ¨¬¥¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢ å
Lc(
, X), Lc

Y (
, X), L∞(
, X ′), Lc(
, X|Y ), L∞(
, X|Y ), L∞(
, X ′|X) ¨ L∞(
, X|X ′).

0.4.4. �¨äâ¨£ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©

�¨äâ¨£ ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï | ®¢ ï ª®æ¥¯æ¨ï. �®
á¨å ¯®à á ¬®© ®¡é¥© á¨âã æ¨¥©, ¢ ª®â®à®© à áá¬ âà¨¢ «áï «¨äâ¨£, ¡ë«® ¯à®áâà áâ¢® ¨§¬¥à¨¬ëå
¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯à¨ç¥¬ à¥çì è«  ® â ª  §ë¢ ¥¬ëå á« ¡ëå «¨äâ¨£ å | «¨äâ¨£ å, á®£« á®¢ ëå á®
áª «ïàë¬ «¨äâ¨£®¬ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ (á¬. 0.4.3).

� áá¬®âà¥¨¥ «¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ®¡ãá«®¢«¥® ¥ â®«ìª® ®ç¥¢¨¤ë¬ ã¤®¡-
áâ¢®¬ ¨ ¯à¨ª« ¤®© ¬®éìî íâ®£® ¯®ïâ¨ï. �¥«® ¢ â®¬, çâ®  «¨ç¨¥ «¨äâ¨£  ï¢«ï¥âáï â¥¬  ¤¥ª¢ âë¬
ä¨«ìâà®¬, ª®â®àë© ®âá¥¨¢ ¥â ¢á¥¢®§¬®¦ë¥ ¯ â®«®£¨ç¥áª¨¥ á«ãç ¨ | â ª¨¥, ª ª,  ¯à¨¬¥à, ¨§¬¥à¨¬®¥
¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ á ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®©, á®áâ®ïé¥© ¨§ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã § ã«ïîé¨åáï á¥ç¥¨© (ïá®, çâ®
à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬
¢¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â á«®¥¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® à áá«®¥¨ï).

�áâ¥áâ¢¥ ï à¥ «¨§ æ¨ï ¨¤¥¨ «¨äâ¨£  ¯à¨¬¥¨â¥«ì® ª ¯à®áâà áâ¢ã L∞(
,X ) ª« áá®¢ áãé¥-
áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¡®à¥ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥-
«ï ρX (u) ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ u â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë á®åà ¨«¨áì ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£®
¬®¤ã«ï, â. ¥. à¥è¥â®çãî ®à¬ã, áã¬¬ã ¨ ã¬®¦¥¨¥   áª «ïàë¥ ª« ááë (á¬. 4.3.1):

( ) ρX (u) ∈ u ¨ dom ρX (u) = 
;
(¡) |||ρX (u)||| = ρ(

u);
(¢) ρX (u+ v) = ρX (u) + ρX (v);
(£) ρX (eu) = ρ(e)ρX (u).

�¤ ª® ã¦¥ ¯®¢¥àå®áâë©   «¨§ â ª®£® ¯®ïâ¨ï ¯®ª § «, çâ® ®® ¥ à ¡®â®á¯®á®¡®: ãá«®¢¨ï ( ){(£) ¥
£ à â¨àãîâ ¤®áâ â®ç® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ìë© ¤«ï ¯à¨«®¦¥¨© ®¡à § «¨äâ¨£ . �á«¨ ¢ á«ãç ¥ áª «ïàëå ¨
¢¥ªâ®à®§ çëå äãªæ¨© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì®áâì ®¡à §  «¨äâ¨£  £ à â¨à®¢    «¨ç¨¥¬ ¢ íâ®¬ ®¡à §¥
¯®áâ®ïëå äãªæ¨©, â® ¢ á«ãç ¥ á¥ç¥¨© ¯®¤®¡®© £ à â¨¨ ¥â, ¯®áª®«ìªã á ¬® ¯®ïâ¨¥ ≪¯®áâ®ï®¥
á¥ç¥¨¥≫ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¡¥áá¬ëá«¥®. � «¨§ ¯à¨«®¦¥¨© «¨äâ¨£  ¯®§¢®«¨« ¢ë¤¥«¨âì ¥¤®áâ îé¥¥
ãá«®¢¨¥:

(¤) ¬®¦¥áâ¢® {ρX (u) : u ∈ L∞(
,X )} ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .
�âà¨æ â¥«ìë© ®â¢¥â   ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ® â®¬, ¥ á«¥¤ã¥â «¨ ãá«®¢¨¥ (¤) ¨§ ( ){(£), ¤ ¥âáï âà¨¢¨-
 «ìë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã § ã«ïîé¨åáï á¥ç¥¨© ¨ ã«¥¢®£® ≪«¨äâ¨£ ≫).
�¤ ª® íâ®â ¯à¨¬¥à ¤¥¬®áâà¨àã¥â ¥ áâ®«ìª® ãé¥à¡®áâì «¨äâ¨£ , áª®«ìª® ¥¤®áâ â®ª á ¬®£® à á-
á«®¥¨ï: ¢ â ª®¬ ¨§¬¥à¨¬®¬ à áá«®¥¨¨ ¢®®¡é¥ ¥â ¨ ®¤®£® «¨äâ¨£ , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬
( ){(¤). �®«¥¥ £à®¬®§¤ª¨© ¯à¨¬¥à 4.3.2 (2) ãª §ë¢ ¥â   ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ãá«®¢¨ï (¤) ¤ ¦¥ ¢ â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  à áá«®¥¨¥ ¨¬¥¥â ¤àã£®© | ≪¯à ¢¨«ìë©≫ | «¨äâ¨£. � íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ãá«®¢¨¥ (¤)  àãè ¥âáï ¢
®¤®© ¢ë¤¥«¥®© â®çª¥. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨  á á¯ á«® ¡ë ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ ®¡à § 
«¨äâ¨£  ¥ ¢áî¤ã,   å®âï ¡ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �® ¥é¥ ¡®«¥¥ á«®¦ë© ¯à¨¬¥à 4.4.9 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãá«®¢¨ï
( ){(£) á®¢¬¥áâ¨¬ë á ¯®á«®©ë¬ ®âà¨æ ¨¥¬ (¤), ¨ â®¦¥ ¯à¨  «¨ç¨¨ ¢â®à®£® ≪¯à ¢¨«ì®£®≫ «¨äâ¨-
£ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥ (¤) ®¡ï§ ® ¯à¨áãâáâ¢®¢ âì ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨äâ¨£ . �®£¤ , ªáâ â¨ £®¢®àï,
®®  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¡ã¤¥â ¢ë¯®«¥® ¢ ¡®«¥¥ á¨«ì®© ä®à¬¥: ®¡à § «¨äâ¨£  {ρX (u) : u ∈ L∞(
,X )}
¯®«®áâìî § ¯®«ï¥â ¢á¥ á«®¨ à áá«®¥¨ï X (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.4.1).

� áª®«ìª® ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï à áá«®¥¨ï á «¨äâ¨£®¬? �®áâ®ï®¥ à áá«®¥¨¥ ®¡« ¤ ¥â «¨äâ¨-
£®¬ ªà ©¥ à¥¤ª® | â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¥£® á«®¨ ª®¥ç®¬¥àë ¨«¨ ¡ §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©
 â®¬® (â¥®à¥¬  5.2.2). �á«¨ ¢ à áá«®¥¨¨ X ¬®¦® ¢ë¡à âì ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã, á®áâ®ïéãî ¨§ á¥ç¥¨©
á ¯®â®ç¥çë¬¨ ®à¬ ¬¨ ¢ ®¡à §¥ áª «ïà®£® «¨äâ¨£  (  íâ® ¢®§¬®¦®,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¯®áâ®ï®¬ à áá«®-
¥¨¨), â® X ¬®¦® à áè¨à¨âì ¤® à áá«®¥¨ï á «¨äâ¨£®¬, á®¤¥à¦ é¥£® X ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢áî¤ã ¯«®â®£®
¯®¤à áá«®¥¨ï (â¥®à¥¬  4.4.5; ¯®ïâ¨¥ ¯«®â®£® ¯®¤à áá«®¥¨ï ®¯¨á ® ¢ 4.2.3). � ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯à®¢ «
¯à¨ ¯®¯ëâª¥ ¢¢¥áâ¨ «¨äâ¨£ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© L∞(
, X) (á¬. 5.2.2) ¥áª®«ìª® ª®¬¯¥á¨-
àã¥âáï: ¥ª®â®à®¥ à áè¨à¥¨¥ á«®¥¢, ¥ ¤®¡ ¢«ïîé¥¥ ®¢ëå ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â
¤®áâ â®çë© ¯à®áâ®à ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£  (â¥®à¥¬  5.2.3).
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§ 0.5. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ à¥ «¨§ æ¨ï¬¨

�¤¥ï «¨äâ¨£  ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¨¬¥¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ ®â®è¥¨¥ ª
ãáâ ®¢«¥¨î á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨. � ®¤®© áâ®à®ë,  «¨ç¨¥ «¨ä-
â¨£  ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   ¯à®áâà áâ¢® ¥¯à¥àë¢-
ëå. �à¨ç¥¬ §¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ® á ¬®¬ æ¥®¬ ¨§ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ | ¨§®¬®àä¨§¬¥, ¯®à®¦¤¥®¬ § ¬¥®©
¯¥à¥¬¥®©. � ¤àã£®© áâ®à®ë, § ¬¥  ¯¥à¥¬¥®©, ¨§®¬®àä® ¯¥à¥¢®¤ïé ï ¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨¨ ¢
¨§¬¥à¨¬ë¥, ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì «¨äâ¨£ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. �¡¥
áâ®à®ë ãª § ëå ¢§ ¨¬®®â®è¥¨© ¨¬¥îâ á¢®¨ ¯à¨«®¦¥¨ï ¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®-
áâà áâ¢. �¡ íâ¨å ¯à¨«®¦¥¨ïå ¨ ¯®©¤¥â à¥çì ¢ ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥.

0.5.1. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨

�®£« á® â¥®à¥¬¥ �â®ã  1.2.8, ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Clop(Q) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¢¯®«¥
¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. � ç áâ®áâ¨,  «£¥¡à  B(
)
ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© 
 ¨§®¬®àä  Clop(Q) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ª®¬¯ ªâ 
Q. � «¨ç¨¥ «¨äâ¨£  ¢ B(
) ¯®§¢®«ï¥â ¢ëà §¨âì á¢ï§ì ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B(
) ¨ Clop(Q) ¡®«¥¥ ï¢® |
¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª ®¨ç¥áª®£® ¯®£àã¦¥¨ï τ : 
 → Q (á¬. [166: £«.V, § 3]). �¤¥ï â ª®© á¢ï§¨ ¢®§¨ª«  ¯®
ªà ©¥© ¬¥à¥ 30 «¥â  § ¤, ® á â¥å ¯®à â ª ¨ ¥ ¡ë«  ®æ¥¥  ¯® ¤®áâ®¨áâ¢ã. �ë ¥é¥ § âà®¥¬ íâ®â
¢®¯à®á ¯à¨ ®¡áã¦¤¥¨¨ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨.

�®áâà®¥¨¥ ª ®¨ç¥áª®£® ¯®£àã¦¥¨ï τ : 
 → Q ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥® ¢ à §¤¥«¥ 1.2.13 ¤¨áá¥àâ æ¨¨. � ¬
¦¥ ãáâ ®¢«¥ë ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  íâ®© äãªæ¨¨. � §®®¡à §ë¥ ¯®£à ¨çë¥ ¢®¯à®áë, § âà £¨¢ îé¨¥
¬¥àã ¨ â®¯®«®£¨î, à áá¬®âà¥ë ¢ ª¨£¥ [215] (á¬.,  ¯à¨¬¥à, § 22).

0.5.2. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨

�ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë (á¬. 1.1.14). �®£« á®
â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  | �£ á ¢ àë C∞(Q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ (à áè¨à¥®£®) K-¯à®áâà áâ¢ .
�®íâ®¬ã ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª M(
) ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   
 ¨§®¬®àä  C∞(Q) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£®
íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q.

� ª ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¨§¢¥áâ  ¤ ¢®, á¬. [133: § 18, â¥®-
à¥¬  2; 100: § 44; 147]. �¡à § ¨§¬¥à¨¬®© äãªæ¨¨ ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ M(
)   C∞(Q)  §ë¢ ¥âáï ¥¥
áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬. �â®â â¥à¬¨ ¡ë« ¢¢¥¤¥ �.�¥â¨««¥á®¬, ¯®á¢ïâ¨¢è¨¬ ¬®£¨¥ á¢®¨ à -
¡®âë ¨áá«¥¤®¢ ¨î á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ª®áâàãªæ¨ï¬¨ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [147,
234{237]).

�® áãâ¨ ¤¥« , áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥ áâ®«ìª® á¢ï§ì ¬¥¦¤ã äãªæ¨ï¬¨,
áª®«ìª® á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ íâ¨å äãªæ¨©. �¥¬ ¡®«¥¥ §¤¥áì ¥ ¨¤¥â à¥çì ® ª ª®©-«¨¡® ¯à®áâ®©
  «¨â¨ç¥áª®© ä®à¬ã«¥ â¨¯  § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©. � ¬ �.�¥â¨««¥á § ¬¥â¨« ¢ [235], çâ® áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥-
®¡à §®¢ ¨¥ ¥ ¨¬¥¥â ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ â®ç¥ç®£® ®â®¡à ¦¥¨ï 
 ¢ Q, â ª ª ª â®çª¨ 
 â¥àïîâáï
¢ Q. �¤ ª® ¨¤¥ï ¨¬¥® â ª®© á¢ï§¨ § à®¤¨« áì ¢ â¥®à¨¨ «¨äâ¨£ . �¦¥ ¢ ª« áá¨ç¥áª®© ¬®®£à -
ä¨¨ [166]  ¬¥ç¥ ¯®¤å®¤ ª à¥ «¨§ æ¨¨ á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¯®áà¥¤-
áâ¢®¬ § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©, ¯®à®¦¤¥®© «¨äâ¨£®¬ (á¬. [166: £« ¢  V, § 3]). �®áª®«ìªã �.�¥â¨««¥á ¥
¨á¯®«ì§®¢ « «¨äâ¨£ ¢ á¢®¨å ¯®áâà®¥¨ïå, ¥£® áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨¬¥¥â £®à §¤® ¬¥¥¥ ï¢ë©
å à ªâ¥à. �à®¬¥ â®£® | ¨ íâ® £« ¢®¥ | ¨£®à¨à®¢ ¨¥ �.�¥â¨««¥á®¬ â ª®£® ¬®é®£® ¨áâàã¬¥â ,
ª ª «¨äâ¨£, ¯à¨¢¥«® ª à¥§ª®¬ã ãá«®¦¥¨î ¢á¥å ¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢.

� ¤® áª § âì, çâ® �.�¥â¨««¥á ¯à¥ªà á® § « ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ «¨äâ¨£ . � ª, ¢ [235: § 3], ¯ëâ ïáì
à¥è¨âì ¯à®¡«¥¬ã â®ç¥ç®© £¥¥à æ¨¨ áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¤«ï ç áâ®£® á«ãç ï 
 = [−1, 1],
® ¨á¯®«ì§®¢ « ¨¤¥î «¨äâ¨£ . �¤ ª® ¢¬¥áâ® ¯®«®æ¥®£® «¨äâ¨£  ¡ë«  ¢§ïâ  «¨èì �¥¡¥£®¢áª ï
¯«®â®áâì. � à¥§ã«ìâ â¥ ¥ ¢®§¨ª«® ¨ ¯®«®æ¥®¥ â®ç¥ç®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ 
 ¢ Q. �¬¥áâ® ¥£®
¯®ï¢¨«®áì á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ω 7→ Cω (£¤¥ Cω | § ¬ªãâë¥ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Q),   ¢¬¥áâ¥ á
¨¬ ¨ ¬®¦¥áâ¢® â¥å¨ç¥áª¨å ¯à®¡«¥¬. �¤¥ï ¯®áâà®¥¨ï áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¢ ¢¨¤¥ § ¬¥ë
¯¥à¥¬¥®©, ¯®à®¦¤¥®© «¨äâ¨£®¬, ¯à®¬¥«ìªã«  ¨ ¢ áâ âì¥ [236: á¬. à §¤¥« III], ® «¨èì ¢ ª ç¥áâ¢¥
¨««îáâà æ¨¨.

� à §¤¥«¥ 1.3.13 ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¨¢¥¤¥® ï¢®¥ ®¯¨á ¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã M(
) ¨ C∞(Q) ¢
â¥à¬¨ å ª ®¨ç¥áª®£® ¯®£àã¦¥¨ï τ : 
 → Q, ®¯à¥¤¥«¥®£® ¢ 1.2.13 á ¯®¬®éìî «¨äâ¨£ .

0.5.3. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï¬¨

�â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥, ®¡®£ â¨¢è¥¥  àá¥ « äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ¡« £®¤ àï �.�¥â¨«-
«¥áã [147, 234{237], ¨¬¥¥â á¢®¨ ®á®¢ë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ¢ ®¡« áâ¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. �¤¥ï ãáâ ®¢«¥¨ï
á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨  ¡áâà ªâ®§ çë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¡ë«  ¨§¢¥áâ  ¤®¢®«ì®
¤ ¢®. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¬®®£à ä¨¨ [166: £« ¢  V, â¥®à¥¬  4] ¨¬¥îâáï à¥§ã«ìâ âë ® â¥á®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã
¥¯à¥àë¢ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ á ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâë¬¨ ®¡à § ¬¨. �¤ ª®
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¨¬¥® �.�¥â¨««¥á ¢®§¢¥« áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¢ à £ ¬®é®£® ¨áâàã¬¥â  ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï
¨§¬¥à¨¬ëå ¨ | £« ¢ë¬ ®¡à §®¬ | á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©.

�¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ [234, 235] áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨§¬¥à¨¬®© ¯® �®å¥àã ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨, ¯®§-
¢®«ï¥â ãáâ ®¢¨âì à¥è¥â®ç®-¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ M(
, X) ¨ C∞(Q,X)
(á¬. [235: â¥®à¥¬  2.9; 75: â¥®à¥¬  4.1.15]).

� [236] �.�¥â¨««¥á®¬ ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨§¬¥à¨¬®© ¯® �íàã äãªæ¨¨
á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � ç¥¨ï áâ®ã®¢áª®£®
¯à¥®¡à §®¢ ¨ï äãªæ¨¨ «¥¦ â ¢ ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à®áâà áâ¢  ®¡à §®¢ ¨áå®¤®© äãªæ¨¨. �à¨¬¥¨-
â¥«ì® ª á« ¡® ¨§¬¥à¨¬®© ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨ áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¤ ¥â äãªæ¨î á® § ç¥¨ï¬¨ ¢®
¢â®à®¬ á®¯àï¦¥®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. (�.�¥â¨««¥á ¨áá«¥¤ã¥â â®«ìª® X|X ′ -¨§¬¥à¨¬ë¥ äãªæ¨¨, ¨§¬¥à¨-
¬®áâì ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® ¤àã£®© ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¢ ¥£® à ¡®â å ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï.)

� ç¥¨ï áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨§¬¥à¨¬®© äãªæ¨¨ (ª ª ¨ § ç¥¨ï ¥¥ «¨äâ¨£ ) ï¢«ïîâáï
¢ ¨âã¨â¨¢®¬ á¬ëá«¥ ≪¨áâ¨ë¬¨≫ § ç¥¨ï¬¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© äãªæ¨¨. � ¯à¨¬¥à, ≪¨á¯®àç¥ ï≫

  ¬®¦¥áâ¢¥ ã«¥¢®© ¬¥àë ¯®áâ®ï ï äãªæ¨ï ¯®á«¥ ¯à¨¬¥¥¨ï áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï (¨«¨
«¨äâ¨£ ) ¢®¢ì áâ ®¢¨âáï ¯®áâ®ï®©. �ãªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®àç¥   áâ®«ìª®, çâ® ®  ¥ ¡ã¤¥â
¯à¨¨¬ âì ¨ ®¤®£® á¢®¥£® ¨áâ¨®£® § ç¥¨ï. �¥§ ¤¥¦® ¨á¯®àç¥ë¬¨ ï¢«ïîâáï äãªæ¨¨, ¢á¥ ¨á-
â¨ë¥ § ç¥¨ï ª®â®àëå ¢®®¡é¥ ¥ «¥¦ â ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ®¡à § ,    å®¤ïâáï «¨èì ¢ ¥£® ¤®¯®«¥¨¨
¤® ¢â®à®£® á®¯àï¦¥®£®. �.�¥â¨««¥á  §ë¢ ¥â â ª¨¥ äãªæ¨¨ ç¨áâ® á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ [236: ®¯à¥¤¥-
«¥¨¥ 2.3]. � ¦¤ ï á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ ï ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï à §« £ ¥âáï ¢ á« ¡® ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã á¨«ì®
¨§¬¥à¨¬®© ¨ ç¨áâ® á« ¡® ¨§¬¥à¨¬®© äãªæ¨© [236: â¥®à¥¬  2.5]. �â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ § ç áâãî
¯®§¢®«ï¥â ®¯¨á âì â¥ ¨«¨ ¨ë¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¢ ¡®«¥¥ ¯à®áâëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å
â¥à¬¨ å. � ¯à¨¬¥à, á«¥¤ã¥â ®¦¨¤ âì, çâ® äãªæ¨¨, ¨áâ¨ë¥ § ç¥¨ï ª®â®àëå ¯®çâ¨ ¢® ¢á¥å â®ç-
ª å ¥ ¢ëå®¤ïâ §  à ¬ª¨ ¯à®áâà áâ¢  ®¡à § , ¥ ï¢«ïîâáï ®ç¥ì ¨á¯®àç¥ë¬¨. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨
®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® íâ® ¢ â®ç®áâ¨ â¥ äãªæ¨¨, ª®â®àë¥ á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë á¨«ì® ¨§¬¥à¨¬ë¬ [236: â¥®-
à¥¬  2.2]. �â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯®¬®£ ¥â â ª¦¥ ¢ëïá¨âì, ï¢«ï¥âáï «¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ ï ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬®© ¯® �¥ââ¨áã (á¬. [237]).

�á¥ ¢¨¤ë áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ë¥ �.�¥â¨««¥á®¬, ¥ ¯®à®¦¤ îâáï ¯®â®ç¥çë¬
®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¡ §®¢ëå ¯à®áâà áâ¢,   ¨¤ãæ¨àã¥âáï  ¡áâà ªâë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¬¥¦¤ã L∞(
) ¨ C(Q).
�á¯®«ì§®¢ ¢ â¥®à¨î ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ª ¨§¬¥à¨¬ë¬ à áá«®¥¨ï¬, ¬®¦-
® à¥ «¨§®¢ âì áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ®â®¡à ¦¥¨ï § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©. � ª ï à¥ «¨§ æ¨ï
®áãé¥áâ¢¨¬  ¤«ï ¨§®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã á«¥¤ãîé¨¬¨ ¯ à ¬¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢:

• M(
, X) ¨ C∞(Q,X) (â¥®à¥¬  5.3.2);
• Lc(
, X) ¨ C(Q,X) (á«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.4 (1));
• Lc

Y (
, X) ¨ C∞(Q,X) ∩ C(Q,X|Y ) (á«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.4 (2));
• Lc

X′(
, X) ¨ C(Q,X|X ′) (á«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.6);
• M(
, X ′|X) ¨ C∞(Q,X ′|X) (â¥®à¥¬  5.3.7);
• Lc(
, X|Y ) ¨ C(Q,X|Y ) (á«¥¤áâ¢¨¥ 5.3.9);
• L∞(
, X ′|X) ¨ C(Q,X ′|X) (¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.3.9).

�¥®áâì ¨§®¬®àä¨§¬ , ¯®à®¦¤¥®£® § ¬¥®© ¯¥à¥¬¥®©, § ª«îç ¥âáï ¥ â®«ìª® ¢ ¥£® ï¢®¬ ¨
ã¤®¡®¬   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨. � ª ã¦¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥, â ª ï à¥ «¨§ æ¨ï ¨§®¬®àä¨§¬ 
¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© «¨ä-
â¨£. �¬¥® íâ®â ¯à¨¥¬ ¡ë« ¨á¯®«ì§®¢   ¬¨ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢á¥å â¥®à¥¬ â¥®à¥¬ ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨
«¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (á¬. 0.4.3, 5.3.11{5.3.13).

0.5.4. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨

�§¬¥à¨¬ë¥ à áá«®¥¨ï á «¨äâ¨£®¬ ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© § ¨¬ îâ â®
¦¥ ¬¥áâ®, çâ® ¨ ¯à®áâ®àë¥ à áá«®¥¨ï ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©. �â®â â¥§¨á
 å®¤¨â ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ ¬®£®ç¨á«¥ëå   «®£¨ïå, ¢®§¨ª îé¨å ¢ à¥§ã«ìâ â¥ áà ¢¥¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå
¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å à¥ «¨§ æ¨®ëå ä ªâ®¢. � ª¨¥   «®£¨¨ ¥ á«ãç ©ë, ¯®áª®«ìªã ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨
à áá«®¥¨ï¬¨ á «¨äâ¨£®¬ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¯à®áâ®àë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¨¬¥¥âáï ï¢® ¢ëà ¦¥ ï á¢ï§ì.

� ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 4.3.4 ¯à¨¢¥¤¥ ª®ªà¥âë© á¯®á®¡ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯à®áâ®à®£® ¥¯à¥àë¢-
®£® à áá«®¥¨ï ¢ ¨§¬¥à¨¬®¥ à áá«®¥¨¥ á «¨äâ¨£®¬. �¥ ¢¤ ¢ ïáì ¢ ¯®¤à®¡®áâ¨, ¬®¦® áª § âì, çâ®
íâ® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á ¯®¬®éìî § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©. �¥®à¥¬  4.3.5 ãá¨«¨¢ ¥â á¢ï§ì ¬¥¦¤ã
¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨, ãâ¢¥à¦¤ ï, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ á
«¨äâ¨£®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥® ®¯¨á ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 4.3.4 á¯®á®¡®¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ á «¨äâ¨£®¬  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®© 
 ¨ ¯à®-
áâ®àë¬¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨  ¤ áâ®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬  «£¥¡àë B(
) ¨¬¥¥âáï ª®ªà¥â ï
ª®áâàãªâ¨¢ ï ¡¨¥ªæ¨ï. � ¯®¬®éìî íâ®© ¡¨¥ªæ¨¨ ¢¥áì ¡ £ ¦ à¥§ã«ìâ â®¢,  ª®¯«¥ë© ¤«ï ¯à®áâ®àëå
¥¯à¥àë¢ëå à áá«®¥¨©, á «¥£ª®áâìî ¯¥à¥®á¨âáï   ¨§¬¥à¨¬ë¥ à áá«®¥¨ï á «¨äâ¨£®¬ (á¬. § 4.4).
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§ 0.6. �â¥à¯à¥â æ¨ï á¢®©áâ¢ ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â¥à¬¨ å ¨å à¥ «¨§ æ¨©

�§¬¥à¨¬ ï ¨«¨ â®¯®«®£¨ç¥áª ï à¥ «¨§ æ¨ï ®¡ê¥ªâ  (á¬. § 0.2, 0.3) ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â ¢®§¬®¦®áâì ¨-
â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¥£® á¢®©áâ¢ , ¢ëà ¦¥ë¥   ï§ëª¥  ¡áâà ªâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¢ â¥à¬¨ å
ª®ªà¥â®£® äãªæ¨® «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �®¤®¡ãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î ¨¬¥îâ â ª¦¥ ¨ à §®®¡à §ë¥
®¯¥à æ¨¨  ¤ à¥ «¨§ã¥¬ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨ ¨å í«¥¬¥â ¬¨. �¯ëâ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â  ¨«¨ ¨ ï ª®æ¥¯æ¨ï
¢ á¢®¥© à¥ «¨§ æ¨®®© ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ § ç áâãî ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¨«¨ å®à®è® ¨§ãç¥®©.

0.6.1. �â¥à¯à¥â æ¨ï á¢®©áâ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

�¥ «¨§ æ¨ï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¨«¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ¯®§¢®«ï-
¥â ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì â¥ ¨«¨ ¨ë¥ ¥¥ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¢ â¥à¬¨ å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
¢¯®«¥ ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  ¨«¨ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©. � ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ®© ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ï¢«ï¥âáï ¨â¥à-
¯à¥â æ¨ï ¯®àï¤ª®¢®© ¯®«®âë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, ¯®«ãç¥ ï �.�£ á ¢ à®© [214]: ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï
¯®«®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥¥ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥ (á¬. 1.2.8,   â ª¦¥ [60:
£« ¢  XIII, â¥®à¥¬  1.35; 33: â¥®à¥¬  II.9.2]).

�ã«¥¢   «£¥¡à  B(
) ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¯®«®© ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¯à®áâà áâ¢®
á ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë (á¬. 1.2.12 ¨ [166: £« ¢  I, § 8]).

�¯¨á ¨¥ ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨ ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  ¢ â¥à¬¨ å ¨å à¥ «¨§ æ¨©
¨¬¥¥âáï ¢ [100: § 11, 22, 25].

0.6.2. �â¥à¯à¥â æ¨ï á¢®©áâ¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨

�®£®ç¨á«¥ë© á¯¨á®ª à¥ «¨§ æ¨®ëå ¨â¥à¯à¥â æ¨© á¢®©áâ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¬ë ¯à®¨««î-
áâà¨àã¥¬ «¨èì ¥áª®«ìª¨¬¨ ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨. �â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®«®âë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, ¯®«ã-
ç¥ ï �.�£ á ¢ à®©, ¨¬¥¥â á¢®¥ äãªæ¨® «ì®¥ ¢ëà ¦¥¨¥: ãá«®¢ ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¯®«®â  ¢¥ªâ®à®©
à¥è¥âª¨ C(Q) à ¢®á¨«ì  íªáâà¥¬ «ì®© ¥á¢ï§®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q (á¬. [60: £« ¢  XIII, â¥®à¥¬  2.18]).
�à®¬¥ â®£®, ¨§ íªáâà¥¬ «ì®© (ª¢ §¨íªáâà¥¬ «ì®©) ¥á¢ï§®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q á«¥¤ã¥â, çâ® à¥è¥âª  C∞(Q)
ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬ (Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬) (á¬. [60: £« ¢  XIII, â¥®à¥¬  2.23; 33: â¥®-
à¥¬ë V.2.1 ¨ V.2.2]). �¢®©áâ¢® ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â o-¯®«®âã á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¨å ¨¤¥ «ìëå ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© [166]. �ãªæ¨® «ì ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï o-áå®¤¨¬®áâ¨
¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ ¤   ¢ [60: £« ¢  XIII, à §¤¥« 2.3]. �â âìï [25] ¯®á¢ïé¥  ®¯¨á ¨î ¢¥ªâ®àëå à¥è¥-
â®ª á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¨ á £« ¢ë¬¨ ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¢ â¥à¬¨ å ¨å äãªæ¨® «ìëå à¥ «¨§ æ¨©. �¥ «¨§ æ¨®®¥
®¯¨á ¨¥ à §®®¡à §ëå á¢®©áâ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¨¬¥¥âáï ¢ [194: § 43; 7: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ III à §¤¥«  I.4.2,
â¥®à¥¬  7 (4.I)]. �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª ¯à®¨â¥à¯à¥â¨à®¢ ë ¢ [225: £« ¢  II, ¯à¥¤«®-
¦¥¨ï 7.5 ¨ 7.7, â¥®à¥¬  9.3; £« ¢  III, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.6; 190: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.a.4].

0.6.3. �â¥à¯à¥â æ¨ï á¢®©áâ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ 

� §ã ¤«ï ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ á¢®©áâ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ á¢ï§ ëå á ¨¬¨ ª®-
æ¥¯æ¨© ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâ à¥ «¨§ æ¨¨ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå (á¬. § 0.2.9) ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå (á¬. § 0.3.4)
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©.

�á«¨ Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ §ë K-¯à®áâà áâ¢  E, â®, ª ª ¨§¢¥áâ®, C∞(Q) ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨-
¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ E. � «®£¨ç® à¥ «¨§ã¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£®
¯à®áâà áâ¢  U : ¥á«¨ Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ U ,   X | ¥£® à¥ «¨§ æ¨®®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥, â®
C∞(Q,X ) | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ U (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3.4.6).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.4.7 ®¯¨áë¢ ¥â à¥ «¨§ æ¨î o-¯®«ëå à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¢
â¥à¬¨ å ¯à®áâ®àëå ¯®¤à áá«®¥¨©.

� ª ¨ á«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ âì, á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ (á¬. 0.9.5) à¥ «¨§ã¥â á®¯àï¦¥®¥ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® (â¥®à¥¬  3.4.8).

�®àï¤ª®¢ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî ¨â¥à¯à¥-
â æ¨î: ¬®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© U ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¢ C∞(Q,X ) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¬®¦¥áâ¢® § ç¥¨© í«¥¬¥â®¢ U ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ ®¡ê¥¤¨¥¨¨ á«®¥¢ X (â¥®à¥¬  2.5.7). (�®®â-
¢¥âáâ¢ãîé ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¢ â¥à¬¨ å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¤ ¥âáï â¥®à¥¬®© 4.4.4.) �¤¨¢¨â¥«ì®, çâ®
â¨¯¨ç® ¯®àï¤ª®¢ ï ª®æ¥¯æ¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨¬¥¥â â ª®© ¯à®áâ®© ç¨áâ® â®¯®«®£¨ç¥áª¨©   «®£. �
íâ®¬ á¬ëá«¥ ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â áå®¦ á â¥®à¥¬®© �â®ã  | �¥©¥àèâà áá , ã¯à®é¥ë©   «®£ ª®â®à®©
¤«ï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®© ¡ §ë ¯à¨¢¥¤¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 2.5.9 (áà. [144: 4.2]).

0.6.4. � ¬¥ç ¨¥ ® ¡ã«¥¢®§ çëå à¥ «¨§ æ¨ïå

� ¯®á«¥¤¥¬ à §¤¥«¥ ¯¥à¢®© ç áâ¨, ¯®á¢ïé¥®© à¥ «¨§ æ¨ï¬ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢, ¬ë ®¡áã¤¨¬ ¥é¥ ®¤¨ ¢¥áì¬  ¢ ¦ë© ¢¨¤ à¥ «¨§ æ¨¨. � ç¨â¥«ìë©
¯à®£à¥áá ¢ â¥®à¨¨ K-¯à®áâà áâ¢ á¢ï§  á ¡ã«¥¢®§ çë¬   «¨§®¬. � ª  §ë¢ îâ à §¤¥«   «¨§ ,
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¨á¯®«ì§ãîé¨© á¯¥æ¨ «ìãî â¥®à¥â¨ª®-¬®¤¥«ìãî â¥å¨ªã | ¡ã«¥¢®§ çë¥ ¬®¤¥«¨ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢, |
®á®¢ë ª®â®à®© ¡ë«¨ § «®¦¥ë ¢ á¥à¥¤¨¥ 1960-å £®¤®¢ �.�®¯¥ª®©, �.�ª®ââ®¬ ¨ �.�®«®¢¥¥¬ (á¬. [56,
120, 247, 252]). �  à §êïá¥¨¥¬ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª®
¢â®à®© ç áâ¨ ¬®®£à ä¨¨ [91].

�  ¢®§¬®¦®áâì ¯à¨«®¦¥¨© ¡ã«¥¢®§ çëå ¬®¤¥«¥© ¢   «¨§¥ ¢¯¥à¢ë¥ ®¡à â¨« ¢¨¬ ¨¥ �.�ª®ââ
(á¬. [228, 247]). �á«¥¤ §  ¨¬ �.� ª¥ãâ¨  ç « á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§ãç¥¨¥ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¨ á -
¬®á®¯àï¦¥ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ¨á¯®«ì§ãï ¡ã«¥¢®§ çë¥ ¬®¤¥«¨ á ¯®«®©
¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© ¯à®¥ªâ®à®¢ ¨«¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ (á¬. [247{252]). � â¥¬ ¯®á«¥¤®¢ «¨ à ¡®âë
�.�. �®à¤®  [34{45], �. �.�ãáà ¥¢  [76{78, 80, 83, 88, 91], �.�§ ¢ë [216, 217], �.�¨è¨¬ãàë [207{213]
¨ ¤à.

�á«¨ á¯ãáª í«¥¬¥â  X ¡ã«¥¢®§ ç®© ¬®¤¥«¨ ¨§®¬®àä¥ ¥ª®â®à®¬ã ®¡ê¥ªâã X, â® X  §ë¢ ¥âáï
¡ã«¥¢®§ ç®© à¥ «¨§ æ¨¥© X. �® ¬®£¨å á«ãç ïå ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¡ã«¥¢®§ ç ï à¥ «¨§ æ¨ï ¨¬¥¥â
§ ç¨â¥«ì® ¡®«¥¥ ¯à®áâ®¥ ãáâà®©áâ¢®,   § ç áâãî ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© å®à®è® ¨§ãç¥ë© ®¡ê¥ªâ. �¥à-
¢ ï à¥ «¨§ æ¨® ï â¥®à¥¬  ãª § ®£® â¨¯  ¡ë«  ¯®«ãç¥  �.�®«®¢¥¥¬ ¨ �.�¥¥¡ ã¬®¬ [240] ¤«ï
¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � â¥¬ à¥§ã«ìâ âë ® ¡ã«¥¢®§ ç®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¡ë«¨ ãáâ ®¢«¥ë �.�. �®à¤®®¬ ¤«ï
à áè¨à¥ëå K-¯à®áâà áâ¢, ¯®«ã¯¥à¢¨çëå ª®«¥æ, ¨ê¥ªâ¨¢ëå ¬®¤ã«¥© [34, 37, 39, 41], �.�. �®à¤®®¬
¨ �.�.�î¡¥æª¨¬ ¤«ï à §«¨çëå ª« áá®¢ à ¢®¬¥àëå áâàãªâãà [43, 44], �. � ª¥ãâ¨ ¤«ï  «£¥¡à ä® �¥©-
¬   ¨ ¥ª®â®àëå â¨¯®¢ C∗ - «£¥¡à [250, 251], �.�§ ¢®© ¨ �.�¨è¨¬ãà®© ¤«ï £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¬®¤ã«¥© ¨
AW ∗ -¬®¤ã«¥© [208, 210, 211, 216, 217].

�á®¡® ®â¬¥â¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¢ ¦®¥  ¡«î¤¥¨¥, ¯à¨ ¤«¥¦ é¥¥ �.�. �®à¤®ã: ¡ã«¥¢®§ ç ï à¥ -
«¨§ æ¨ï à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« [34: â¥®à¥¬  2]. �®-
ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ¯à¨¢¥¤¥® â ª¦¥ ¢ [83: â¥®à¥¬  3.3.2; 24: â¥®à¥¬  1.3.2]. � §¢¨â¨¥ â¥®à¥¬ë
�®à¤®  ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¡ã«¥¢®§ çãî à¥ «¨§ æ¨î ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª [24: â¥®à¥¬  1.3.6].

�ï¤ § ¤ ç ¢¥ªâ®à®© ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ (¯à®¡«¥¬ë ¢ãâà¥¥© å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ®¯®àëå ¬®¦¥áâ¢,
¤¥§ëâ¥£à¨à®¢ ¨ï ¨ ¤à.), ª®â®àë¥ ¥ ¯®¤¤ ¢ «¨áì à¥è¥¨î âà ¤¨æ¨®ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨, ¡ë« à¥è¥
�. �.�ãáà ¥¢ë¬ [83]. �¬ ¡ë«  à §à ¡®â   ®¡é ï áå¥¬  à¥ «¨§ æ¨®®£® ¬¥â®¤  ¨ ¡ã«¥¢®§ ç ï à¥-
 «¨§ æ¨ï àï¤  ¢ ¦ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  | ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯à®áâà áâ¢ � -
 å  | � â®à®¢¨ç  ¨ à¥è¥â®ª �  å  | � â®à®¢¨ç  (á¬. [83: â¥®à¥¬  3.4.4; 24: â¥®à¥¬  1.6.5; 83:
â¥®à¥¬  3.4.6]).

�¥â®¤ ¡ã«¥¢®§ çëå à¥ «¨§ æ¨© ¯®«¥§¥ â ª¦¥ ¨ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå
à¥è¥âª å. �«ã¡®ª¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ¨¬¥îâáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [35, 36, 38, 42, 79, 83, 92].
� «®£¨çë¥ ¯à¨¥¬ë ¨á¯®«ì§ãîâáï ¨ ¯à¨   «¨§¥ ¥«¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ (á¬. [83, 90]).
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�¯¥à â®àë, á®åà ïîé¨¥ ¤¨§êîªâ®áâì, ¨¬¥îâ á®¡áâ¢¥ãî ¡®£ âãî à¥§ã«ìâ â ¬¨ â¥®à¨î, ¢ª«î-
ç îéãî â ª¨¥ ¢®¯à®áë, ª ª ®£à ¨ç¥®áâì, ¥¯à¥àë¢®áâì, á¯¥ªâà «ìë¥ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ ,
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì, ª®¬¯ ªâ®áâì ¨ ¤à. �¯¨á®ª à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå ¨áá«¥¤®¢ ¨î á®åà ïîé¨å ¤¨§ê-
îªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢,  áâ®«ìª® ¢¥«¨ª, çâ® ¬®£ ¡ë ¯®á«ã¦¨âì ¯®¢®¤®¬ ¤«ï ®â¤¥«ì®£® ®¡§®à . �áâ -
¢¨¢ ¡¥§ à áá¬®âà¥¨ï ¬®£¨¥ ¢¥áì¬  ¨â¥à¥áë¥  ¯à ¢«¥¨ï ¨áá«¥¤®¢ ¨©, ¬ë á®áà¥¤®â®ç¨¬ ¢¨¬ -
¨¥ «¨èì   ¯®¨áª¥   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �¤¨¬ ¨§ ¯¥à¢ëå § ¨â¥à¥á®¢ «áï íâ¨¬ ¢®¯à®á®¬
�. �.�ã«¨å ([30{32]). � ¤ «ì¥©è¥¬ ª íâ®© ¯à®¡«¥¬ â¨ª¥ ¯®¤ª«îç¨«¨áì �.�.�¡à ¬®¢¨ç, �.�.�à¥á®,
�.�.�¥ªá«¥à, �.�.�¨ªáâ¥¤, �.�. �  ¥, �.�.�¨â®¢¥à, �.�.�®«¤ã®¢, �.�.�.� ª¯®«¨, �.�.� àâ ¨
¬®£¨¥ ¤àã£¨¥ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [1{4, 61{64, 108{111, 158, 163, 164, 178, 179, 194, 199, 254, 256, 257]). �â¬¥â¨¬
â ª¦¥, çâ® ª ¢®¯à®áã ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ®â®-
á¨âáï â ª®¥ ¬®é®¥  ¯à ¢«¥¨¥, ª ª ®¯¨á ¨¥ ¨§®¬¥âà¨© ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (â ª
 §ë¢ ¥¬ë¥ â¥®à¥¬ë �  å  | �â®ã ) [1, 65, 109, 118, 126, 127, 139, 148{151, 167, 188, 241].

�áâ®à¨ï ¨áá«¥¤®¢ ¨© ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ¯à®áâ¨à ¥âáï ®â ¯¥à¢®£® ¨å à á-
á¬®âà¥¨ï �. �. �ã«¨å®¬ [32: 33◦] ¤® à ¡®â �.�.�¡à ¬®¢¨ç , �.�.�à¥á®  ¨ �.�.�¨â®¢¥à , ¢ ª®â®àëå
¨áá«¥¤ã¥âáï   «®£ á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  ¢ ¡  å®¢ëå C(Q)-¬®¤ã«ïå (á¬. [2: â¥®à¥-
¬  4; 109: ®¯à¥¤¥«¥¨ï 4.4 ¨ 4.5]). � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®ïâ¨¥ ¡  å®¢  C(Q)-¬®¤ã«ï ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ ®¡é¨¬,
ç¥¬ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¤ ª® ¤®áâ â®ç® ¤®¡ ¢¨âì ª ¥¬ã ãá«®¢¨¥ «®ª «ì®© ¢ë-
¯ãª«®áâ¨ ¨ ¬ë ã¦¥ ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¤¥«® á ¯à®áâà áâ¢®¬ á¥ç¥¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï,   § ç¨â á à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ (íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ [125: â¥®à¥¬ë 2.1, 2.3 ¨ 3.3; 162: 6.7], á¬. 0.2.6).

� §£®¢®à ®¡ ®¯¥à â®à å, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ¬ë ¢®§®¡®¢¨¬ ¢ § 0.8,   á«¥¤ãîé¨© ¤ «¥¥
¢áâã¯¨â¥«ìë© ¯ à £à ä ¢â®à®© ç áâ¨ ¯®á¢ïé¥ ®¡§®àã à¥§ã«ìâ â®¢ ®¡   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ïå
¯à®¨§¢®«ìëå «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å, ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å.
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§ 0.7. � «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢

� «¨â¨ç¥áª®¥ ®¯¨á ¨¥ à §«¨çëå ª« áá®¢ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ï¢«ï¥âáï ®¤®© ¨§ ¤ ¢¨å ¨ âà -
¤¨æ¨®ëå § ¤ ç äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ . �¥ ¢¤ ¢ ïáì ¢ ¤¥â «¨ ¨ ¥ áâà¥¬ïáì ª ¯®«®â¥, ¬ë «¨èì
¯à®¨««îáâà¨àã¥¬ íâ®â â¥§¨á ¥áª®«ìª¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨. �§¢¥áâë¥ à¥ «¨§ æ¨®ë¥ ¤®áâ¨¦¥¨ï ¬®¦®
ãá«®¢® à §¤¥«¨âì   âà¨ £àã¯¯ë: ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å (¢ ¯à®áâà áâ¢ å
¢¥é¥áâ¢¥® § çëå äãªæ¨©), ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®-
áâà áâ¢ å (¯à®áâà áâ¢ å á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©).

0.7.1. �¯¥à â®àë ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å

� §£®¢®à ® à¥ «¨§ æ¨ïå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¥áâ¥áâ¢¥®  ç âì á ®¡áã¦¤¥¨ï à¥-
§ã«ìâ â®¢ �.�.� â®à®¢¨ç . �¥®áâì ¥£® ¤®áâ¨¦¥¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ¢ëá®ª  ¥é¥ ¨ ¯®â®¬ã, çâ® ®¨
¡ë«¨ á¤¥« ® ¢ â® ¢à¥¬ï, ª®£¤  § ¯ á ª®ªà¥âëå ä ªâ®¢ ® áâà®¥¨¨ «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢ ¨ ®¯¥-
à â®à®¢ ¢ â¨¯¨çëå ª« áá å ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå äãªæ¨© ¡ë« ªà ©¥ áªã¤¥. �  ç «ã
1930-å £®¤®¢ ®¡é ï ä®à¬  «¨¥©®£® äãªæ¨® «  ¡ë«   ©¤¥  «¨èì ¤«ï ª« áá¨ç¥áª¨å ¡  å®¢ëå
¯à®áâà áâ¢ (§  ¨áª«îç¥¨¥¬ L∞),   ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ¨¬¥îé¨¥áï á¢¥¤¥¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¨áç¥à¯ë¢ «¨áì
à¥§ã«ìâ â ¬¨ �.� ¤®  ®¡ ®¡é¨å ä®à¬ å ®£à ¨ç¥ëå ¨ ª®¬¯ ªâëå í¤®¬®àä¨§¬®¢ ¯à®áâà áâ¢ 
¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©. �à®¡«¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ áâ «  ®¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå  ¯à ¢-
«¥¨©   «¨â¨ç¥áª®£® â¢®àç¥áâ¢  �.�.� â®à®¢¨ç . �â «¨ ª« áá¨ç¥áª¨¬¨ ¥£® á®¢¬¥áâë¥ à¥§ã«ìâ âë á
�.�.�¨åâ¥£®«ìæ®¬ ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¨§ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥-
àë¢ëå äãªæ¨© ¢ L∞. �. �.� â®à®¢¨ç¥¬ ¡ë«¨ ¢ë¤¥«¥ë ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ª« ááë ¥¯à¥àë¢ëå (¢ â®¬
¨«¨ ¨®¬ ¯®àï¤ª®¢®¬ á¬ëá«¥) à¥£ã«ïàëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å ¨  ©¤¥ë ¤«ï ¨å ª®ªà¥âë¥
  «¨â¨ç¥áª¨¥ ®¯¨á ¨ï. �â¨ ¨ ¤àã£¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®âà ¦¥ë ¢ à ¡®â å [58, 60, 173{175, 219].

�à¨¬¥à® ¢ â¥ ¦¥ £®¤ë ¢ ¦ë¥ à¥§ã«ìâ âë ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢
  ®á®¢¥ â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯®«ãç «¨ �.�.�¥«ìä ¤ [143], �.� ä®à¤ ¨ �.�¥ââ¨á [135] ¨
¤à. � ãª § ëå à ¡®â å ª«îç¥¢ãî à®«ì ¨£à ¥â ª®æ¥¯æ¨ï ¨â¥£à « . �áá«¥¤®¢ ¨¥ ãá«®¢¨© ¯à¥¤-
áâ ¢¨¬®áâ¨ ¢ ¨â¥£à «ì®© ä®à¬¥ ¤«ï «¨¥©®£® ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨-
¬ëå äãªæ¨©, § â¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ «®áì ¢ ¬®éãî ¢¥â¢ì äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ . � «ì¥©è¥¥ à §¢¨-
â¨¥ â¥®à¨ï ¨â¥£à «ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¯®«ãç¨«  ¢ à ¡®â å �.�.�ãå¢ «®¢  [12{14], �.�.�« ¤¨¬¨à®¢  [28],
�. �.�®à®âª®¢  [70, 71], �.�.�â¥¯ ®¢  [101, 102] ¨ ¤à., á¬. [71, 73, 157].

�¥®à¨ï ¨â¥£à «ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¢ª«îç ¥â â ª¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ª ª ¨â¥£à «ì-
®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢®£® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®£® ®¯¥à â®à  [30: â¥®à¥¬  8; 32: 47◦,
48◦], ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ o-¥¯à¥àë¢®£® ¨ ®£à ¨ç¥®£® äãªæ¨® «    L∞ [33; 257: â¥®à¥-
¬  86.3; 24: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.2.20], ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ à¥£ã«ïà®£® ®¯¥à â®à  ¨§ C(Q) ¢ K-¯à®-
áâà áâ¢® [83: â¥®à¥¬  4.1.17 (1)], ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ Lp -¯à®áâà -
áâ¢ å [24: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4.13], äãªæ¨® «ì ï à¥ «¨§ æ¨ï ¯®çâ¨ ¨â¥£à «ì®£® ®¯¥à â®à  [83: â¥®à¥-
¬  4.2.19], ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ o-¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¯á¥¢¤®¨â¥£à «ì®¬ ¢¨¤¥ [242, 243], äãªæ¨® «ì-
 ï à¥ «¨§ æ¨ï «¥¡¥£®¢  à áè¨à¥¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ®¯¥à â®à  ¨ ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ í«¥¬¥â®¢
¯®à®¦¤¥®© ¨¬ ª®¬¯®¥âë [66, 83, 193, 198]. �á®¡® ®â¬¥â¨¬, çâ® �.�.�ãå¢ «®¢ë¬ ¡ë«  à¥è¥  § ¤ -
ç  ®¡ ¨â¥£à «ì®© ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à , ¯®áâ ¢«¥ ï �¦.ä®�¥©¬ ®¬ ¥é¥ ¢ 1935 £.
(á¬. [12{14]). �®¤à®¡®¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ªà¨â¥à¨ï �.�.�ãå¢ «®¢  ¯à¨¢¥¤¥® ¢ [24: â¥®à¥-
¬  4.2.1], á¬. â ª¦¥ [21; 84: § 3; 257: â¥®à¥¬  96.8; 24: 4.2.12, § 4.3].

0.7.2. �¯¥à â®àë ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©

�®¢ë¥ ¢®§¬®¦®áâ¨ ¤«ï   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢®§¨ª«¨ ¢ á¢ï§¨ á ¯®-
áâà®¥¨¥¬ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¢ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¨ à §¢¨â¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© â¥®à¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå
äãªæ¨© (á¬. 0.3.3). �¥çì ¨¤¥â ®¡   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ïå «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å
¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. � íâ®¬ã  ¯à ¢«¥¨î ¯à¨¬ëª îâ à §®®¡à §ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®¯¥-
à â®à®¢ ¯à¨ ¯®¬®é¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© [11, 17, 19, 21], à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  á  ¡áâà ªâ®©
®à¬®©, ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¢ K-¯à®áâà áâ¢® [93: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.4], äãªæ¨® «ì-
 ï à¥ «¨§ æ¨ï ¯à ¢¨«ìëå ®¯¥à â®à®¢ [83: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1.14], ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¡¨«¨¥©®£® ®¯¥à â®à 
á  ¡áâà ªâ®© ®à¬®© [84: â¥®à¥¬  2.3 ( )],   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  ¨§
¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¡  å®¢® ¨¤¥ «ì®¥ ¯à®áâà áâ¢® [24: â¥®à¥¬ë 2.4.7 ¨ 2.4.8].

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å, ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ª-
â®à-äãªæ¨© ®á®¢ë¥ ãá¨«¨ï ¯à¨« £ îâáï ª ¯®¨áªã ¨â¥£à «ìëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨©. �¥£®¤ï íâ®  ¯à ¢-
«¥¨¥ ¢ª«îç ¥â â ª¨¥ à¥§ã«ìâ âë, ª ª ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  ¨§ L1 ¢ ¡  å®¢® ¯à®-
áâà áâ¢® [24: â¥®à¥¬ë 2.4.9 ¨ 1.4.11],   â ª¦¥ ¨§ ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¢
¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® [98], à¥ «¨§ æ¨ï ª®¬¯ ªâ®£® ®¯¥à â®à    ¯à®áâà áâ¢¥ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® �®å¥-
àã äãªæ¨© [114], ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¥¯à¥àë¢ëå
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¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ®à¬  ª®â®à®£® ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª®¬¯®¥â¥ ®¯¥à â®à  � £ à ¬ [84: â¥®à¥¬  2.5], à¥ «¨-
§ æ¨ï ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ¢¥ªâ®à®§ ç®£® L1 -¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¥ªâ®à®§ ç®¥
L∞ -¯à®áâà áâ¢® [84: â¥®à¥¬  3.5], ®¡®¡é¥¨¥ ªà¨â¥à¨ï �.�.�ãå¢ «®¢  ®¡ ¨â¥£à «ì®© ¯à¥¤áâ ¢¨¬®-
áâ¨   á«ãç © ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ¨¤¥ «ìëå ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© [83{86], ®¡®¡é¥¨¥
â¥®à¥¬ë � ¢®¤®¢  ®¡ ¨â¥£à «ì®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨   á«ãç © ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ¨¤¥ «ìëå ¯à®-
áâà áâ¢ å ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© [84: â¥®à¥¬  3.10], ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  ¨§
C
(
[0, 1]

)
¢ ¯à®áâà áâ¢® �  å  | � â®à®¢¨ç  [104: â¥®à¥¬  4], ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ o-¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à 

¢ ¯á¥¢¤®¨â¥£à «ì®¬ ¢¨¤¥ [242, 243], ¯á¥¢¤®¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  [105].

0.7.3. �¯¥à â®àë ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å

�â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯®á«®©®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® äãªæ¨® «    à áá«®¥¨¨ äãªæ¨® «ì-
ëå ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª ¯®«ãç¥® ¢ [230]. �¥¯à¥àë¢ë¥ äãªæ¨® «ë   ¯à®áâà áâ¢¥ á¥ç¥¨© ¡  å®¢ 
à áá«®¥¨ï ¨§ãç «¨áì á â®çª¨ §à¥¨ï ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¢ [144: â¥®à¥¬ë 21.20 ¨ 21.21]). �â¥-
£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ®£à ¨ç¥®£® äãªæ¨® «    ¯à®áâà áâ¢¥ ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥-
¨© ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯®«ãç¥® ¢ [232]. �â¥£à «ìë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ã-
îé¨å ¨§ ¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®
¨§ãç «¨áì �.�¨ªã«¥ ã, �.�®ïè¥¬, �. ¨�.�®¥áªã �ã«ç  (á¬. [133]). � ª®¥æ, á«ãç ©, ª®£¤  ®¡« áâì
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡« áâì § ç¥¨© ®¯¥à â®à  ï¢«ïîâáï ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© à áá¬®âà¥«¨
�.�îä«®, �.�.�®â¥® ¨ �.�.�®ª¥â¬  (á¬. [227]).

� ¤® áª § âì, çâ® ¯à®¡«¥¬  ¨â¥£à «ì®© ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å
¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯®ª  ®áâ ¥âáï ®âªàëâ®© (á¬. [84: 6.12, ¯à®¡«¥¬  23]), ® ¥®¡-
å®¤¨¬ ï â¥å¨ç¥áª ï ¡ §  ¤«ï ¥¥ à¥è¥¨ï ã¦¥ ¯®¤£®â®¢«¥  (£« ¢  4, 0.3.4, 0.4.4).
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§ 0.8. �ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë

�®«ìæ¥¢ë¥ ¨ ¡ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨¬¥îâ ¢¥áì¬  â¥áãî á¢ï§ì á ®¯¥à â®à ¬¨, á®åà ïîé¨¬¨
¤¨§êîªâ®áâì. �à ªâ¨ç¥áª¨ ¢á¥  á¯¥ªâë â¥®à¨¨ íâ®£® ª« áá  ®¯¥à â®à®¢ â ª ¨«¨ ¨ ç¥ ¨¬¥îâ ¢ëå®¤
  ª®«ìæ¥¢ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë (§  ¨áª«îç¥¨¥¬, à §¢¥ çâ®, â¥®à¨¨ ®àâ®¬®àä¨§¬®¢),   ¬®£¨¥ ¢®¯à®áë
¯®«®áâìî á¢®¤ïâáï ª à ¡®â¥ á ®â®¡à ¦¥¨ï¬¨ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨,
®¡áã¤¨¬ ãª § ãî ¢§ ¨¬®á¢ï§ì.

0.8.1. �¥ì ®¯¥à â®à 

� è¨¬ ®á®¢ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à â®à  T : U → V, ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ à¥è¥â®ç® ®à-
¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å U ¨ V, ï¢«ï¥âáï ¥£® â¥ì | ®â®¡à ¦¥¨¥ h ¨§ ¡ §ë U ¢ ¡ §ã V, á¢ï§ ®¥ á
®¯¥à â®à®¬ T á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®© h(π) = supu∈U ⟨Tπu⟩ (á¬. 6.1.2). �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®¯¥à â®à á®åà ï-
¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® â¥ì ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ (¯à¥¤«®¦¥-
¨¥ 6.1.2). �¬¥® ª®æ¥¯æ¨ï â¥¨ ¯®§¢®«ï¥â á¢¥áâ¨ ¬®£¨¥ ¢®¯à®áë ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïî-
é¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ª à ¡®â¥ á ª®«ìæ¥¢ë¬¨ ¨ ¡ã«¥¢ë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨. �à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.3 ¯à¥¤« £ ¥â
¥áª®«ìª® íª¢¨¢ «¥âëå ®¯¨á ¨© â¥¨ ®¯¥à â®à . �®¢¯ ¤¥¨¥ â¥¥© ®¯¥à â®à  ¨ ¥£®  ¨¬¥ìè¥© ¬ -
¦®à âë (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.4) ¯®§¢®«ï¥â ®áãé¥áâ¢«ïâì à¥¤ãªæ¨î ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ≪â¥¥¢ëå≫ ¢®¯à®á®¢
®â ®¯¥à â®à®¢ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å ª ®¯¥à â®à ¬ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å.

�â¬¥â¨¬, çâ® â¥ì ®¯¥à â®à  ¢ ¢¨¤¥ ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  (¡¥§ ¢¢¥¤¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â¥à¬¨ )
¡ë«  ¢¯¥à¢ë¥ à áá¬®âà¥  ¢ [84: â¥®à¥¬ë 1.� ¨ 1.6] ¤«ï à¥è¥â®çëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨ á®åà ïîé¨å
¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å.

�®«ì áª®à® ¡ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë ¢®§¨ª îâ ã  á, £« ¢ë¬ ®¡à §®¬, ª ª â¥¨ ª ª¨å-«¨¡® ®¯¥à -
â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ã¤®¡® ¨¬¥âì ®¯¨á ¨¥ ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  ¢ â¥à¬¨ å á®åà ¥-
¨ï ¨¬ ¤¨§êîªâ®áâ¨. �¤ ª® ¯à®áâ®£® á®åà ¥¨ï ¤¨§êîªâ®áâ¨ §¤¥áì ¬ «®. �à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë
¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¤ ¦¥ á®åà ¥¨ï ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à §¡¨¥¨© ¥¤¨¨æë ¥é¥ ¥ ¤®áâ â®ç®. �à¥åí«¥-
¬¥âë¥ ¦¥ à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë ã¦¥ ¤ îâ ã¦ë© ªà¨â¥à¨©: ¡ã«¥¢ë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ï¢«ïîâáï ¢
â®ç®áâ¨ â¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ª®â®àë¥ á®åà ïîâ âà¥åí«¥¬¥âë¥ à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë (¯à¥¤-
«®¦¥¨¥ 1.2.4). � áª®«ìª®  ¬ ¨§¢¥áâ®, íâ® ®¯¨á ¨¥ ¡ã«¥¢ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ï¢«ï¥âáï ®¢ë¬.

0.8.2. �¥â®¤ r-d-à áé¥¯«¥¨ï

�¥á¬®âàï   á¢®¨ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¯à®ï¢«¥¨ï, ¬¥â®¤ ¢¥àâ¨ª «ì®-£®à¨§®â «ì®£® à áé¥¯«¥¨ï
¨«¨ r-d-à áé¥¯«¥¨ï ¤® á¨å ¯®à ¥ ¡ë« ¢ë¤¥«¥ ¢ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ª ª á ¬®áâ®ïâ¥«ì ï ¨¤¥ï.
�® ¯à ¢¤¥ £®¢®àï,  è  ¨¨æ¨ â¨¢  ¢ëç«¥¨âì ¥£® ¨§ ®¡é¥£®  àá¥ «  ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à¨¥¬®¢ â®¦¥ ¥é¥
¥ ¨¬¥¥â ç¥âª®£® ®¡®á®¢ ¨ï. �¥ ¨áª«îç¥®, çâ® â ª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¤¥« ® ¯à¨ ¯®¬®é¨
¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§ .

�  ¨âã¨â¨¢®¬ ãà®¢¥ ¨¤¥ï r-d-à áé¥¯«¥¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á     ¯à¨¬¥à¥   «¨§  ¯®àï¤ª®¢®©
áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥. �à¨¬¥à®¬ ç¨áâ® ≪¢¥àâ¨ª «ì®©≫ áå®¤¨¬®áâ¨ ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥à ï
áå®¤¨¬®áâì ¨«¨ áå®¤¨¬®áâì á à¥£ã«ïâ®à®¬. �¨áâ® ≪£®à¨§®â «ì®©≫ ï¢«ï¥âáï,  ¯à¨¬¥à, áå®¤¨¬®áâì
àï¤ , á®áâ ¢«¥®£® ¨§ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ (ªáâ â¨, â ª ï áå®¤¨¬®áâì ¨®£¤   §ë¢ ¥âáï
áå®¤¨¬®áâìî ≪¢¡®ª≫). �®àï¤ª®¢ ï áå®¤¨¬®áâì «î¡®© á¥â¨ ¨¬¥¥â ¢ á¥¡¥ ç¥àâë ª ª ¢¥àâ¨ª «ì®©, â ª ¨
£®à¨§®â «ì®© áå®¤¨¬®áâ¨.

�à¨¬¥à®¬ à¥§ã«ìâ â , ª®â®àë© ¬®¦¥â ¡ëâì ª¢ «¨ä¨æ¨à®¢  ª ª ®¤  ¨§ à¥ «¨§ æ¨© ¨¤¥¨ r-d-à á-
é¥¯«¥¨ï, ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  �.�.�¥ªá«¥à  ¨ �.�. �¥©«¥à  ® à áé¥¯«¥¨¨ o-¯®«®âë ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨:
¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  o-¯®«  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ï¢«ï¥âáï r-¯®«®© ¨ d-¯®«®© [27: â¥®à¥¬ë 3,
4 ¨ 6] (á¬. â ª¦¥ [93: á«¥¤áâ¢¨¥ 1.2]). �. �.�ãáà ¥¢ã ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡®¡é¥¨¥ íâ®£® à¥§ã«ìâ â    á«ã-
ç © à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  [93: â¥®à¥¬  1.1; 24: á«¥¤áâ¢¨¥ 1.6.7 (5)]. �é¥ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥
á«ãç ¨ à áá¬®âà¥ë ¢ [83: â¥®à¥¬  1.4.8; 67: â¥®à¥¬  2.2].

�® áãâ¨ ¤¥« , ¯à®¡«¥¬  ¯®¨áª  ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¤«ï á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ-
®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å, ¢á¥ ¥é¥ ®áâ ¥âáï ®âªàëâ®©
(á¬. [84: 6.5, ¯à®¡«¥¬  7]). �à¨¡«¨§¨âìáï ª ¥¥ à¥è¥¨î ¯®§¢®«¨«  ¯à¥¤¯à¨ïâ ï  ¬¨ ¯®¯ëâª  r-d-à á-
é¥¯«¥¨ï o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ â ª¨å ®¯¥à â®à®¢. �áïª¨© ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à r-¥¯à¥àë¢¥.
� ¤ ®¬ á«ãç ¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ r-¥¯à¥àë¢®áâì ª ª ¢¥àâ¨ª «ìãî á®áâ ¢«ïîéãî o-¥¯à¥àë¢®áâ¨.
�î¡ ï ¡®«¥¥ á¨«ì ï ¥¯à¥àë¢®áâì ¬®¦¥â ¯®ï¢¨âìáï â®«ìª® §  áç¥â £®à¨§®â «ì®© á®áâ ¢«ïîé¥©.

�â® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £®à¨§®â «ì ï á®áâ ¢«ïîé ï ®¯¥à â®à ? �®  è¥¬ã ¬¥¨î, ®â¢¥â  
íâ®â ¢®¯à®á §¢ãç¨â â ª: â¥ì. � â ª®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ á¥âì í«¥¬¥â®¢ uα ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  T
áå®¤¨âáï á â®çª¨ §à¥¨ï ¥£® â¥¨, â® á¥âì ®¡à §®¢ Tuα ¤®«¦  áå®¤¨âìáï ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ £®à¨§®â «ì®.
�á«¨ ¦¥ ãç¥áâì  ¢â®¬ â¨ç¥áªãî r-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  T , â® á¥âì Tuα ¤®«¦  ¨¬¥âì ¯®«®æ¥ë©
o-¯à¥¤¥«. �®¯ãáâ¨¬,  ¬ ã¤ «®áì ¯®ïâì, çâ® ®§ ç ¥â áå®¤¨¬®áâì á¥â¨ ®â®á¨â¥«ì® â¥¨ h ®¯¥à â®-
à  T , â. ¥. ¤ âì áâà®£®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ h-áå®¤¨¬®áâ¨ ¨ h-¯à¥¤¥« . �®£¤  ®¯¥à â®à T ¤®«¦¥ ¯¥à¥¢®¤¨âì
h-áå®¤ïé¨¥áï á¥â¨ ¢ o-áå®¤ïé¨¥áï á á®åà ¥¨¥¬ ¯à¥¤¥« , â. ¥. ¡ëâì h-o-¥¯à¥àë¢ë¬.
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�«ï áâà®£®© ¯à®¢¥àª¨ íâ®© £¨¯®â¥§ë ¥®¡å®¤¨¬® ¯®ïâ¨¥ h-áå®¤¨¬®áâ¨. �®£ ¤ âìáï, ª ª ¢¢¥áâ¨
íâ® ¯®ïâ¨¥, ¬®¦® á ¯®¬®éìî r-d-à áé¥¯«¥¨¥ o-áå®¤¨¬®áâ¨. � ª®¥ à áé¥¯«¥¨¥ ¢ á«ãç ¥ K-¯à®áâà -
áâ¢  á ¥¤¨¨æ¥© ã¦¥ ¡ë«® ®áãé¥áâ¢«¥® �. �.�ãáà ¥¢ë¬ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [24: â¥®à¥¬  1.3.9 (3), (4)],  
â ª¦¥ â¥®à¥¬ã 1.3.3 (1) ¢ â¥ªáâ¥ ¤¨áá¥àâ æ¨¨). �®¤¨ä¨ª æ¨ï íâ®£® à¥§ã«ìâ â , ¤ îé ï r-d-à áé¥¯«¥¨¥
o-áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥, ¯à¨¢¥¤¥  ¢ «¥¬¬¥ 1.5.10. � K-¯à®áâà áâ¢¥ á ¥¤¨¨æ¥©
à áé¥¯«¥ ï o-áå®¤¨¬®áâì ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ¢¨¤ (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 1.5.10):

o-lim
α

⟨
|eα − e| > 1/n

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N

¨ ®ç¥ì ¯®å®¦    áå®¤¨¬®áâì ¯® ¬¥à¥, ¢ ª®â®à®© áå®¤¨¬®áâì ¢ ¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå
¬®¦¥áâ¢ § ¬¥¥    ¯®àï¤ª®¢ãî áå®¤¨¬®áâì ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ª®¬¯®¥â K-¯à®áâà áâ¢ . (�âáî¤ 
¢¨¤®, çâ® r-d-à áé¥¯«¥¨¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¡«¨§¨âìáï ª áãâ¨ à §«¨ç¨ï ¬¥¦¤ã áå®¤¨¬®áâìî
¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¯® ¬¥à¥ ¨ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.) � «¥¬¬¥ ¨ á«¥¤áâ¢¨¨ 1.5.11 ¯à®¨§¢¥¤¥® r-d-à áé¥¯«¥¨¥
â®çëå £à ¨æ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥.

�®á«¥ r-d-à áé¥¯«¥¨ï o-áå®¤¨¬®áâ¨ áâ ®¢¨âáï ïá®, çâ® á«¥¤ã¥â  §ë¢ âì h-áå®¤¨¬®áâìî. �
K-¯à®áâà áâ¢¥ á ¥¤¨¨æ¥© íâ® ¯®ïâ¨¥ ¢¢®¤¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: h-áå®¤¨¬®áâì eα ª e ®§ ç ¥â,
çâ® ¤«ï ¢á¥å n ∈ N
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α

⟨
|eα − e| > 1/n

⟩
= 0 ¨ o-lim

α
h
(⟨

|eα − e| > 1/n
⟩)

= 0.

�®ïâ¨¥ h-áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥ ¢¢®¤¨âáï çãâì ¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª® (á¬. 1.5.12).
�®æ¥¯æ¨ï ¯®àï¤ª®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, å®à®è® § à¥ª®¬¥¤®¢ ¢è ï á¥¡ï ¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à-

¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¢®¯à®á®¢ § ¬ëª ¨ï ¨ ¯®¯®«¥¨ï, ¬®¦¥â ¡ëâì à §¢¨â  ¨ ¯à¨¬¥-
¨â¥«ì® ª h-áå®¤¨¬®áâ¨. � §¤¥«ë 1.5.14{1.5.19 ¯®á¢ïé¥ë à §à ¡®âª¥ â ª®© ª®æ¥¯æ¨¨ (âà §¨â¨¢®áâì
h- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ¥¥ ®¯¨á ¨¥ ¢ â¥à¬¨ å h-¯à¥¤¥«®¢, á¢ï§ì ¬¥¦¤ã h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬¨ ¨ h-¯«®âë¬¨
¬®¦¥áâ¢ ¬¨ ¨ â. ¤.). � ¨¤¥©®© â®çª¨ §à¥¨ï h- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ®ç¥ì ¡«¨§ª  ¯®àï¤ª®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨,
® â¥å¨ç¥áª ï áâ®à®  ¥¥ à¥ «¨§ æ¨¨ ¥áª®«ìª® á«®¦¥¥. � ¤® áª § âì, çâ® ª®æ¥¯æ¨ï h- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨
¡ë«  à §à ¡®â   ¥ ¨§ áâà¥¬«¥¨ï ª ®¡®¡é¥¨î,   á æ¥«ìî ¤ «ì¥©è¥£® ¯à¨«®¦¥¨ï ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î
®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì.

�®à¬ «¨§ æ¨ï ¯®ïâ¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® â¥¨ ¤ ¥â  ¬ ¢®§¬®¦®áâì ¯¥à¥©â¨ ª ¯à®¢¥àª¥
£¨¯®â¥§ë ®¡ h-o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ «î¡®£® ®¯¥à â®à  á â¥ìî h. �¨¯®â¥§  ®ª § « áì á¯à ¢¥¤«¨¢®©: á®£« á®
â¥®à¥¬¥ 6.1.5, ®¯¥à â®à ¯¥à¥¢®¤¨â h-áå®¤ïé¨¥áï á¥â¨ ¢ o-áå®¤ïé¨¥áï á á®åà ¥¨¥¬ ¯à¥¤¥« .

�¥¯¥àì ¯®ïâ®, çâ® «î¡ ï ¥¯à¥àë¢®áâì â¥¨ ¤®«¦  ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ª ªãî-â® ¡®«¥¥ á¨«ìãî ¥¯à¥-
àë¢®áâì ®¯¥à â®à  (¡®«¥¥ á¨«ìãî, ç¥¬ r-¥¯à¥àë¢®áâì), ¨  ®¡®à®â | «î¡ ï ¡®«¥¥ á¨«ì ï ¥¯à¥-
àë¢®áâì ®¯¥à â®à  ¬®¦¥â ¯®ï¢¨âìáï â®«ìª® §  áç¥â ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¥£® â¥¨. � ¯à¨¬¥à, (á¥ª¢¥æ¨-
 «ì ï) o-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  íª¢¨¢ «¥â  (á®®â¢¥âáâ¢¥® á¥ª¢¥æ¨ «ì®©) o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¥£®
â¥¨ (á«¥¤áâ¢¨¥ 6.1.6). (�¤¥©® ¡«¨§ª¨© à¥§ã«ìâ â ¤®ª §  ¤«ï ç áâ®£® á«ãç ï ¢ [158: â¥®à¥¬  2.4].)

�¥®à¥¬  ®¡ h-o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¤®ª § âì   «®£ â¥®à¥¬ë �   | �  å  | � â®à®¢¨-
ç  ® ¬ ¦®à¨àã¥¬®¬ ¯à®¤®«¦¥¨¨ ®¯¥à â®à  á h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï (¯à¥¤«®¦¥-
¨¥ 6.1.8). �¬¥îâáï â ª¦¥ ¯à¨§ ª¨ á®¢¯ ¤¥¨ï ¨ à áè¨à¥¨ï ®¡« áâ¨ á®¢¯ ¤¥¨ï ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ á
®¡é¥© ¬ ¦®à â®© â¥¥© (á¬. 6.1.7, 6.1.9).

0.8.3. �¥ «¨§ æ¨ï ¡ã«¥¢ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢

�§¬¥à¨¬ ï ¨«¨ â®¯®«®£¨ç¥áª ï à¥ «¨§ æ¨ï ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à (á¬. 0.2.1, 0.3.1) ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â ¢®§¬®¦-
®áâì ¤«ï ¯®¨áª    «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ª®«ìæ¥¢ëå ¨ ¡ã«¥¢ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢. �¤®© ¨§ ¯¥à¢ëå
à ¡®â, ¢ ª®â®à®© ¨áá«¥¤®¢  ¢®¯à®á ®¡ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  ¢ ¢¨¤¥ äãªæ¨¨ ¯à®®¡à § ,
ï¢«ï¥âáï áâ âìï �.�¨ª®àáª®£® [239] (á¬. â ª¦¥ [100: § 11, 15, 32] ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.5.2).

�àã£ ï à¥ «¨§ æ¨ï | ¡®«¥¥ ¯à®áâ ï ¨, áª®à¥¥ ¢á¥£®, â®¦¥ ¨§¢¥áâ ï | ¤ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 6.5.3:
¢áïª¨© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ®¯¥à æ¨î ¯¥à¥á¥ç¥¨ï
á ä¨ªá¨à®¢ ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬.

�¥ «¨§ æ¨ï ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  ¯®§¢®«ï¥â ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¥£® á¢®©áâ¢ , ¢ëà ¦¥ë¥   ï§ëª¥
 ¡áâà ªâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¢ â¥à¬¨ å ª®ªà¥â®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¨«¨ ¨§¬¥à¨¬®£® ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨ï. �« áá¨ç¥áª¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®¤®¡ëå ¨â¥à¯à¥â æ¨© ¨¬¥îâáï ¢ [100: § 11, 22, 25]. � â¥ªáâ¥ ¤ ®©
à ¡®âë ¯à¨¢¥¤¥ë ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ â ª¨å á¢®©áâ¢ ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬ , ª ª o-¥¯à¥àë¢®áâì (¯à¥¤-
«®¦¥¨¥ 6.6.2), ¨ê¥ªâ¨¢®áâì (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.6.4) ¨ ¨¤¥ «ì®áâì ®¡à §  (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.6.7).
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�à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì, ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à ã¬®¦¥¨ï,
â. ¥. ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ¢ ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ ¨ á®¯®áâ ¢«ïîé¨©
ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥âã ¥£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥   ¥ª®â®àë© ä¨ªá¨à®¢ ë© í«¥¬¥â ¬ ªá¨¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï.

�âà¥¬«¥¨¥ ¤ âì ®¯¨á ¨¥ ®¯¥à â®à  ã¬®¦¥¨ï ¢  ¡áâà ªâëå â¥à¬¨ å ¯à¨¢®¤¨â ª á¨«ì®¬ã ¢ -
à¨ âã á®åà ¥¨ï ¤¨§êîªâ®áâ¨: f ⊥ g ⇒ Tf ⊥ g. � ª®© ®¯¥à â®à T  §ë¢ ¥âáï ¥à áè¨àïîé¨¬.
�¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à    á«ãç © à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à¨-
¢¥¤¥® ¢ 6.2.10. �áïª¨© ¥à áè¨àïîé¨© ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ¨¬¥ã¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬
¨«¨ ¢¥á®¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬.

�¥á¬®âàï   ¯à®áâ®âã ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¯®ïâ¨¥ ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  á¢ï§ ® á àï¤®¬ ¤®¢®«ì®
á«®¦ëå ¯à®¡«¥¬, ¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¡ã¤ãâ § âà®ãâë ¨¦¥. �¥ ¨«¨ ¨ë¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á
¥à áè¨àïîé¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨, à áá¬®âà¥ë ¢ [3, 4, 108, 111, 199, 254, 256, 257]. �¥áì-
¬  à §®áâ®à®¨© ®¡§®à �.�.�ãå¢ «®¢  [21] ¢ª«îç ¥â ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ ¯à¥ªà á®¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢
®¡ ®àâ®¬®àä¨§¬ å, á®¤¥à¦ é¥¥ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ¡¨¡«¨®£à ä¨ç¥áª¨¥ ááë«ª¨ (á¬. à §¤¥« 2.2.1 ãª § ®©
áâ âì¨).

0.9.1. �£à ¨ç¥®áâì ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢

�â ª, ®àâ®¬®àä¨§¬ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å | íâ® ¥à áè¨àïîé¨© ®¯¥à â®à,
ï¢«ïîé¨©áï, ªà®¬¥ â®£®, ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¬. �à®¡«¥¬  ¯®¨áª  ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© ¯®àï¤ª®-
¢®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, [84: 6.5, ¯à®¡«¥¬  7], ¥ á¬®âàï   á¢®¥
ä ªâ¨ç¥áª®¥ à §à¥è¥¨¥ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å (á¬. [108: â¥®à¥¬  A; 199: â¥®à¥¬  2.1]),
á®åà ï¥â  ªâã «ì®áâì ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å. �â   ªâã «ì®áâì
¯®¤ç¥àª¨¢ ¥âáï â¥¬ ä ªâ®¬, çâ® ¢á¥ à áá¬®âà¥ë¥ ¢ 1.6.3 ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯®¯ à® à §-
«¨çë ¤«ï íâ®£® ª« áá  ®¯¥à â®à®¢ (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥àë ¨¬¥îâáï ¢ 1.6.4{1.6.6). �¤ ª® ¢ à ¡®â¥
ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¤«ï ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ -
ëå ¯à®áâà áâ¢ å, ¢á¥ â¨¯ë ®£à ¨ç¥®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ (â¥®à¥¬  6.2.11).

�¥¬ ¥ ¬¥¥¥, íâ®â à¥§ã«ìâ â ¥ á¨¬ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ® â®¬, ï¢«ï¥âáï «¨ ª ¦¤ë© ¥à á-
è¨àïîé¨© ®¯¥à â®à  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ë¬. �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á, ¢¯¥à¢ë¥ ¯®áâ ¢«¥ë©
�.�.�¨ªáâ¥¤®¬ ¢ [254], § ¢¨á¨â ®â â®£®, ¢ ª ª¨å ¯à®áâà áâ¢ å ¤¥©áâ¢ã¥â à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ®¯¥à â®à.

�¬¥¥âáï àï¤ à¥§ã«ìâ â®¢, £ à â¨àãîé¨å  ¢â®¬ â¨ç¥áªãî ®£à ¨ç¥®áâì ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à -
â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ â¥å ¨«¨ ¨ëå ª®ªà¥âëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å. �¥à¢ ï â¥®à¥¬ , ®¯¨áë¢ îé ï á
íâ®© â®çª¨ §à¥¨ï ¢¥áì¬  è¨à®ª¨© ª« áá ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª,  ®á¨à®¢   ¢ [3: â¥®à¥¬  2] ¨ ¤®ª §  
¢ [4: â¥®à¥¬  3.2]. �®£« á® íâ®© â¥®à¥¬¥, «î¡®© ¥à áè¨àïîé¨© ®¯¥à â®à ¨§ ¡  å®¢®© à¥è¥âª¨ ¢ ®à-
¬¨à®¢ ãî ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥. � [4: â¥®à¥¬  3.3] íâ®â ä ªâ ®¡®¡é¥   á«ãç © ®¯¥à â®à  ¨§ r-¯®«®©
¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ¢ ®à¬¨à®¢ ãî. �¡®¡é¥¨¥   á«ãç © ®¯¥à â®à  ¢ ¯à®¨§¢®«ì®© r-¯®«®© ¢¥ªâ®à-
®© à¥è¥âª¥, á ¡¦¥®© «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®© «®ª «ì® â¥«¥á®© å ãá¤®àä®¢®© â®¯®«®£¨¥©, ãáâ ®¢«¥®
¢ [199: á«¥¤áâ¢¨¥ 2.3].

�¯¥à¢ë¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¥®£à ¨ç¥®£® ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  ¡ë«® ®¡êï¢«¥® ¢ [3: â¥®à¥-
¬  1]. �®§¦¥ ¢ëïá¨«®áì, çâ® íâ  á¨âã æ¨ï ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ â¨¯¨ç®©. � ¨¬¥®, ¡ë«®
ãáâ ®¢«¥® (á¬. [4: â¥®à¥¬  2.1; 199: â¥®à¥¬  3.2]), çâ® ¢á¥ ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë ¢ à áè¨à¥®¬
K-¯à®áâà áâ¢¥  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íâ® K-¯à®áâà áâ¢® «®ª «ì®
®¤®¬¥à®. (�¯à¥¤¥«¥¨¥ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥âáï ¢ [199: 3.1]. � ¬ ¦¥ ¯à®¢¥¤¥
¯¥à¢® ç «ìë©   «¨§ íâ®£® ¯®ïâ¨ï. �¬. â ª¦¥ à §¤¥«ë 6.2.1 ¨ 6.2.2 ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨.)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á �.�.�¨ªáâ¥¤  ®¡ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  ¯®«ãç¨« ¨á-
ç¥à¯ë¢ îé¨© ®â¢¥â. �¤ ª® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ªã ®â¢¥â  ¯à®¨ª«® ®¢®¥ ¯®ïâ¨¥ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£®
K-¯à®áâà áâ¢ . �¥®¡ëç®áâì íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¯à¨¢¥«  ª ¢ë¤¢¨¦¥¨î £¨¯®â¥§ë ® ¥£® á®¢¯ ¤¥¨¨ á ¯®ï-
â¨¥¬ ¤¨áªà¥â®£® (¨«¨  â®¬®£®,  â®¬¨ç¥áª®£®) K-¯à®áâà áâ¢ . �®ªàã£ íâ®© £¨¯®â¥§ë áâ «¨ ¯à®¨áå®-
¤¨âì «î¡®¯ëâë¥ á®¡ëâ¨ï. � 1981 £. �.�.�¡à ¬®¢¨ç, �.�.�¥ªá«¥à ¨ �.�.�®«¤ã®¢ [4: â¥®à¥¬  2.1],
¯à¨¢¥«¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¥®£à ¨ç¥®£® ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  ¢ «î¡®¬ ¥¤¨áªà¥â-
®¬ à áè¨à¥®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥, â¥¬ á ¬ë¬ ¯®¤â¢¥à¤¨¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì £¨¯®â¥§ë ® á®¢¯ ¤¥¨¨ ¯®-
ïâ¨© «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® ¨ ¤¨áªà¥â®£® K-¯à®áâà áâ¢  (æ¨â â  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¨¬¥¥âáï â ª¦¥
¢ [108: à §¤¥« 5]). �¤ ª® ¯®§¦¥ ¢ëïá¨«®áì, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ë«® ®è¨¡®çë¬. � â¥¬ ¢ 1985 £.
�.�.�.� ª�®«¨ ¨ �.�.�¨ªáâ¥¤ [199: à §¤¥« 3] ¯à¨¢¥«¨ ¯à¨¬¥à ¥¤¨áªà¥â®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£®
K-¯à®áâà áâ¢ , ®¯à®¢¥à£ã¢   íâ®â à § ®¡áã¦¤ ¥¬ãî £¨¯®â¥§ã. �¤ ª® ç¥à¥§ ¥ª®â®à®¥ ¢à¥¬ï ¢®¢ì
¢ëïá¨«®áì, çâ® ¯à¨¬¥à á®¤¥à¦ « ®è¨¡ªã. � ª®¥æ, ¢ 1993 £. ¢ áâ âì¥ [111] �.�.�¨ªáâ¥¤ § ä¨ªá¨à®¢ «
£¨¯®â¥§ã ® á®¢¯ ¤¥¨¨ ¯®ïâ¨© «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® ¨ ¤¨áªà¥â®£® K-¯à®áâà áâ¢  ª ª ®âªàëâãî.

�â¥à¥á®, çâ® ¢ â®ç®áâ¨ íâ  ¦¥ £¨¯®â¥§  (¢ëà ¦¥ ï, ¥áâ¥áâ¢¥®, ¢ ¤àã£¨å â¥à¬¨ å) ¢¥áì¬ 
¯®¯ã«ïà  áà¥¤¨ á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§ . �¥«® ¢ â®¬, çâ® «®ª «ì ï ®¤®¬¥à-
®áâìK-¯à®áâà áâ¢  á ¡ §®© B íª¢¨¢ «¥â  à ¢¥áâ¢ã R = R∧ ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬ ã¨¢¥àáã¬¥ V(B) (â¥®à¥-
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¬  6.2.3). �¯®áà¥¤®¢ ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ¢ [24: ª®¬¬¥â à¨¨ ª £« ¢¥ 1, à §¤¥«
1.1 (4)], £¤¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢áªàëâ  á¢ï§ì ¬¥¦¤ã à ¢¥áâ¢®¬ R∧ = R ¢ V(B) ¨ ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¥®£à ¨ç¥ëå
¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ á ¡ §®© B. �®¯ã«ïà ï ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬   «¨§¥ £¨¯®â¥§ ,
íª¢¨¢ «¥â ï ¯®á«¥¤¥© £¨¯®â¥§¥ �.�.�¨ªáâ¥¤ , §¢ãç¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: à ¢¥áâ¢® R∧ = R ¢ V(B)

¢®§¬®¦® â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ ¤¨áªà¥â®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B. �¢¥à¥®áâì ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ íâ®© £¨¯®â¥§ë
 è«  ¤®ªã¬¥â «ì®¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥,  ¯à¨¬¥à, ¢ [42: § ¬¥ç ¨ï ¯¥à¥¤ «¥¬¬®© III.2.2   áâà. 231].

� ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¨¢¥¤¥® ®¯à®¢¥à¦¥¨¥ ®¡áã¦¤ ¥¬®© £¨¯®â¥§ë. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®á«¥ ¯à¥¤¢ -
à¨â¥«ì®£®   «¨§  ¯®ïâ¨ï σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë (á¬. 6.2.4{6.2.6) ¯®ª § ®, çâ® «®ª «ì ï
®¤®¬¥à®áâì K-¯à®áâà áâ¢  íª¢¨¢ «¥â  σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨ ¥£® ¡ §ë (â¥®à¥¬  6.2.7). � «¥¥ ãáâ ®¢-
«¥®, çâ® ¯®¯®«¥¨¥ σ -¨¤ãªâ¨¢®© ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢® («¥¬¬  6.2.8), ¨   ®á®¢¥ íâ®£®
ä ªâ  ¯à¨¢¥¤¥ ¯à¨¬¥à ¡¥§ â®¬®© σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯à¨¬¥à
¡¥§ â®¬®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢  (¯à¨¬¥à 6.2.9).

0.9.2. �¥ «¨§ æ¨ï ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å

�  ç «¥ ¯ à £à ä  ¡ë«® ®â¬¥ç¥®, çâ® ®¯¥à â®à ã¬®¦¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥à®¬ ®àâ®¬®àä¨§¬ .
�ª §ë¢ ¥âáï, íâ®â ¯à¨¬¥à â¨¯¨ç¥ ¨ ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ®àâ®¬®àä¨§¬ë ï¢«ïîâáï ®¯¥à â®à ¬¨ ã¬®-
¦¥¨ï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ á¬ëá«¥. �®£¨¥ à ¡®âë ®¡ ®¯¥à â®à å, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, á®¤¥à¦ â
à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ (á¬,  ¯à¨¬¥à, [2{4, 21, 122, 128, 254, 256, 257]). � ç áâ®áâ¨, ¢ [254: â¥®-
à¥¬  2.4] ®áãé¥áâ¢«¥  à¥ «¨§ æ¨ï ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  ã¬®¦¥¨ï ¤«ï ®àâ®¬®àä¨§¬     àå¨¬¥¤®¢®© ¢¥ª-
â®à®© à¥è¥âª¥, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢¥áì¬  è¨à®ª®£® ª« áá  à¥ «¨§ æ¨© à¥è¥âª¨. �à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£®
¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  ¢ C(Q) ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  ã¬®¦¥¨ï ¨¬¥¥âáï ¢ [3: á«¥¤áâ¢¨¥ 1 â¥®à¥¬ë 2].
� «®£¨ç®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¤«ï ¥à áè¨àïîé¥£® ¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à  ¢ ®à¬¨à®¢ ëå à¥è¥âª å
ãáâ ®¢«¥® ¢ [4: â¥®à¥¬  3.1]. � [254: § ¬¥ç ¨¥ 5] ¯à¨¢¥¤¥® ®¯¨á ¨¥ ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ®àâ®¬®àä¨§¬ 
¢ â¥à¬¨ å ¥£® à¥ «¨§ æ¨¨. � [256: â¥®à¥¬  3] ®áãé¥áâ¢«¥  à¥ «¨§ æ¨ï ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  ã¬®¦¥¨ï
¤«ï ®àâ®¬®àä¨§¬ , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢  àå¨¬¥¤®¢®© f - «£¥¡à¥ á ¥¤¨¨æ¥©,   â ª¦¥ ¤ ®   «®£¨ç®¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥ ¤«ï ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ¢ C0(Q), £¤¥ Q | «®ª «ì® ª®¬¯ ªâ®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¨ ¢ Lp(
), £¤¥
0 < p < ∞ ¨ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á σ -ª®¥ç®© ¬¥à®©. �¥ «¨§ æ¨ï ®àâ®¬®àä¨§¬  ¢ Lp(
) ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à 
ã¬®¦¥¨ï ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ¢ [257: â¥®à¥¬  142.11]. � ¬¥â¨¬, çâ® à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ä ªâ ¬ ¢ ª¨£¥ [257]
®â¢¥¤¥  ¢¥áì¬  ¥§ ç¨â¥«ì ï à®«ì. �£®à¨à®¢ ¨¥ äãªæ¨® «ìëå ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã,
çâ® ¬®£¨¥ ä ªâë, í«¥¬¥â à® ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ à¥ «¨§ æ¨®ëå â¥®à¥¬, á ¡¦ îâáï ¢¥áì¬  £à®¬®§¤ª¨¬¨
¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨, ¢¥¤ãé¨¬¨áï   ï§ëª¥  ¡áâà ªâëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª (á¬.,  ¯à¨¬¥à, ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
â¥®à¥¬ë 146.1).

�¥®à¥¬ë ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ª« áá¨ç¥áª¨å à¥ «¨§ æ¨-
ïå K-¯à®áâà áâ¢ (á¬. �¥¯���), ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥ë ¢ à §¤¥« å 6.2.12 ¨ 6.5.4 ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨.

0.9.3. �®¬®¬®àä¨§¬ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ª ª ®¯¥à â®à ¢ ¯à®áâà áâ¢ å á¥ç¥¨©

� ª« áá¨ç¥áª®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬  ¡  å®¢ë à áá«®¥¨© ¥ ä¨£ãà¨àã¥â ¯®ïâ¨¥ á¥ç¥¨ï:
£®¬®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¥¯à¥àë¢®¥ ¯®á«®©® «¨¥©®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥. � á¢ï§¨ ¦¥ á  è¨¬¨
§ ¬ëá« ¬¨ ¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á  è¨¬ ¯®¤å®¤®¬ ª ¯®ïâ¨î ¥¯à¥àë¢®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï, ¡®«¥¥
¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ï¢«ï¥âáï ®¯¨á ¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  à áá«®¥¨© ¢ â¥à¬¨ å ¥£® ¤¥©áâ¢¨ï   ¥¯à¥àë¢ëå
á¥ç¥¨ïå. �¤¥ª¢ â®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  H ¨§ X ¢ Y ¬®£«® ¡ë ¢ë£«ï¤¥âì â ª:

H ⊗ u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ), (C)

£¤¥ (H ⊗ u) : q 7→ H(q)u(q). �¥à¢ë© ¨§ ¢®§¨ª îé¨å §¤¥áì ¢®¯à®á®¢ | íª¢¨¢ «¥â® «¨ íâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥
ª« áá¨ç¥áª®¬ã | ¨¬¥¥â ®âà¨æ â¥«ìë© ®â¢¥â: ®¦¨¤ ¥¬®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¥â (á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¨¬¥à
¯à¨¢¥¤¥ ¢ 2.4.8). �á«®¢¨¥ (C) áâ ®¢¨âáï à ¢®á¨«ìë¬ ª« áá¨ç¥áª®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î £®¬®¬®àä¨§¬ 
â®«ìª® ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨:

äãªæ¨ï q 7→ ∥H(q)∥ «®ª «ì® ®£à ¨ç¥  (L)

(â¥®à¥¬  2.4.4; á¬. â ª¦¥ [231: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1]).
� «ì¥©è¨¥  è¨ ãá¨«¨ï ¡ë«¨  ¯à ¢«¥ë   ¢®§¬®¦ë¥ ®á« ¡«¥¨ï ãá«®¢¨© (C) ¨ (L) ª ª ¢

®¡é¥© á¨âã æ¨¨, â ª ¨ ¢ ç áâëå á«ãç ïå. � ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ® ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ á«®¥¢ ãá«®¢¨¥ (L)
¬®¦® § ç¨â¥«ì® ®á« ¡¨âì: ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®á«®©® ¯«®â®£® ¢ X à ¢®¬¥à® § ¬ªãâ®£® ¢¥ªâ®à®£®
¯®¤¯à®áâà áâ¢  U ⊂ Cb(Q,X ) ¬®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© {H ⊗ u : u ∈ U} à ¢®áâ¥¯¥® «®ª «ì® ®£à ¨ç¥®
(â¥®à¥¬  2.4.5). (�ãé¥áâ¢¥®áâì âà¥¡®¢ ¨ï ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ á«®¥¢ ®¡®á®¢   ¯à¨¬¥à®¬ 2.4.6.)

�®âï ®á« ¡«¥ë© ¢ à¨ â ãá«®¢¨ï (L) ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¡®«¥¥ £à®¬®§¤ª®, ¥£® § ç¨â¥«ì® «¥£ç¥ ¯à®-
¢¥àïâì. � ª, á ¯®¬®éìî ®¢®£® ªà¨â¥à¨ï ã¤ «®áì ¤®ª § âì, çâ® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ãá«®¢¨¥ (L) ¢®®¡é¥ ¬®-
¦¥â ¡ëâì áïâ® ¢ á«ãç ¥ «®ª «ì® ª®¬¯ ªâ®© (¨ ¤ ¦¥ «®ª «ì® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ®©) ¡ §ë (â¥®à¥¬  2.4.7).
(�ãé¥áâ¢¥®áâì âà¥¡®¢ ¨ï «®ª «ì®© ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ®¡®á®¢   ¯à¨¬¥à®¬ 2.4.8.)
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�â® ¦¥ ª á ¥âáï ãá«®¢¨ï (C), â® ¨ ¥£® ¬®¦® ®á« ¡¨âì: H ⊗ v ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ v
¥ª®â®à®£® ¯®á«®©® ¯«®â®£® ¢ X ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C(Q,X ) (â¥®à¥¬  2.4.9). �à¨ç¥¬, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â
¯à¨¬¥à 2.4.10, ¡¥§ ¯®¤¤¥à¦ª¨ (L) íâ® ®á« ¡«¥¨¥ ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬. (� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â [231:
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1], ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.4.9 ®âáãâáâ¢ã¥â âà¥¡®¢ ¨¥ «¨¥©®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨© v.)

0.9.4. � áá«®¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ®¯¥à â®à®¢

�®¬®¬®àä¨§¬ H ¬¥¦¤ã ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ X ¨ Y  ¤ Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¯¥à â®à®§ ç-
ãî äãªæ¨î, ¯à¨ç¥¬ § ç¥¨ï íâ®© äãªæ¨¨ ¢ à §«¨çëå â®çª å q ∈ Q ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¯¥à â®àë
H(q) : X (q) → Y(q), ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ à §«¨çëå ¯ à å ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. �áâ¥áâ¢¥ë¬ ï¢«ï¥âáï
¦¥« ¨¥ ¯®áâà®¨âì ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ B(X ,Y), á«®ï¬¨ ª®â®àëå ¡ë«¨ ¡ë ¯à®áâà áâ¢ 
®¯¥à â®à®¢ ¨§ X (q) ¢ Y(q),   ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ | £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨§ X ¢ Y.

�®¦® á ã¢¥à¥®áâìî áª § âì, çâ® â ª®¥ ®¯¥à â®à®¥ à áá«®¥¨¥ ¨ª®£¤  à ¥¥ ¥ à áá¬ âà¨¢ -
«®áì. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ã¦®£®  ¬ à áá«®¥¨ï B(X ,Y) ¢®§¬®¦® â®«ìª® ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨
¯à®áâ®à®áâ¨ X (á¬. 0.2.8). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à áá«®¥¨ï B(X ,Y) ¥®¡å®¤¨¬  ¥¯à¥-
àë¢®áâì ¯®â®ç¥çëå ®à¬ q 7→ ∥H(q)∥ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ H ¨§ X ¢ Y. � ª ï ¥¯à¥àë¢®áâì £ à â¨àã¥âáï
¯à®áâ®à®áâìî X (á¬. 3.2.1{3.2.2). �à®¬¥ â®£®, ¯à¨¬¥à 3.1.9 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥ ¯à®áâ®à®áâ¨ X
ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥ë¬,   ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3.3.8 £®¢®à¨â ® ¡®«ìè¥¬: ¯à¨ ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ á«®¥¢ Y ¯à®áâ®à-
®áâì X ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬®© ¤«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯®â®ç¥çëå ®à¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢.

�â ª, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à®¥ à áá«®¥¨¥ ¥¢®§¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì. �® íâ® ¯®ïâ¨¥ ¨«¨ ¥£®   -
«®£ ¢á¥ ¦¥ ¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì®© â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¨å ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨. �
à¥§ã«ìâ â¥ ¢ â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¢®§¨ª îâ ¢¥ªâ®àë¥ à áá«®¥¨ï, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ¡  å®¢ë-
¬¨ | á¬.,  ¯à¨¬¥à, [144: 11.21; 231: à §¤¥« 3]. � á«ãç ¥ ¦¥ ¯à®áâ®à®£® à áá«®¥¨ï X ã  á ¨¬¥¥âáï
¯®«®æ¥®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ B(X ,Y), ¬®¦¥áâ¢® C

(
Q,B(X ,Y)

)
¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©

ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨å X ¢ Y (â¥®à¥¬  3.2.3).
�é¥ ®¤¨¬ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥¬ â¥§¨á  ® ¡«¨§®áâ¨ ¯®§¨æ¨© ¯à®áâ®àëå à áá«®¥¨© ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ¡  -

å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¯®«ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ (á¬. 0.2.8) ï¢«ï¥âáï
â¥®à¥¬  3.2.9, ãâ¢¥à¦¤ îé ï, çâ® ¯à®áâ®à®áâì à áá«®¥¨ï B(X ,Y) à ¢®á¨«ì  ¯à®áâ®à®áâ¨ Y (¯à¨
¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ X ).

�« £®¤ àï â¥á®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ á «¨äâ¨£®¬ ¨ ¯à®áâ®àë¬¨
¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ (á¬. 0.5.4) ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¨§¬¥à¨¬®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥
B(X ,Y) ¤«ï ¨§¬¥à¨¬ëå à áá«®¥¨© X ¨ Y (â¥®à¥¬  4.4.6).

0.9.5. �®¯àï¦¥®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥

�«¥¤ãîé¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ è £®¬ §  ¨áá«¥¤®¢ ¨¥¬ ®¯¥à â®à®£® à áá«®¥¨ï B(X ,Y) ï¢«ï¥âáï à á-
á¬®âà¥¨¥ á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï: X ′ = B(X ,R), £¤¥ R = Q × R. �à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª®£®
à áá«®¥¨ï ¯® ¯®ïâë¬ â¥¯¥àì ¯à¨ç¨ ¬ ¥ ¬®£«  ¡ë«  à¥è¥  ¤® á®§¤ ¨ï â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ¡  å®-
¢ëå à áá«®¥¨©. � ¯à¨¬¥à, ¢ [227: § 8] ¤ ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ á®¯àï¦¥®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¡¥§ ª ª®£®-
«¨¡® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¯à®¡«¥¬ë ¥£® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¯®áâ ¢«¥ ¢®¯à®á ® â®¬, ®¡à §ãîâ «¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë
¨§ X ¢ Q × {R} ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã ¢ à áá«®¥¨¨ á á®¯àï¦¥ë¬¨ á«®ï¬¨. �â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á
 ¬ â¥¯¥àì ¨§¢¥áâ¥: £®¬®¬®àä¨§¬ë ®¡à §ãîâ ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à á-
á«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à® (á¬. 3.1.9, 3.2.1{3.2.2, 3.3.8). � §®®¡à §ë¥ á¢®©áâ¢  á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï,
¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ®¡é¥© â¥®à¨¨ ®¯¥à â®àëå à áá«®¥¨©, á®¡à ë ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 3.3.1.

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î á«®¨ X ′(q) á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï X ′ ï¢«ïîâáï ¡  å®¢ë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨
á®¯àï¦¥ëå ¯à®áâà áâ¢ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ á«®ï¬ X , â. ¥. ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¢ª«îç¥¨¥ X ′(q) ⊂ X (q)′. �áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á ® à ¢¥áâ¢¥ X ′(q) = X (q)′ ¤ ¢® ¢®«®¢ « á¯¥æ¨ «¨áâ®¢.
�®¥ç®, ¢ «¨â¥à âãà¥ ® ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå ® ¥ ¬®£ ¢®§¨ªãâì ¨¬¥® ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥ ¢¢¨¤ã
®âáãâáâ¢¨ï ¯®ïâ¨ï á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¢ [144: § 19] íâ®â ¢®¯à®á § ä¨ªá¨à®¢  ª ª
®âªàëâë© ¨ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî ä®à¬ã: ç¥à¥§ ª ¦¤ë© «¨ í«¥¬¥â á®¯àï¦¥®£® ¯à®áâà áâ¢  ª á«®î
¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¯à®å®¤¨â ª ª®©-«¨¡® £®¬®¬®àä¨§¬? �¥®à¨ï ¯à®áâ®àëå à áá«®¥¨© ¯®§¢®«¨« 
 ©â¨ ¯®¤å®¤ ª à¥è¥¨î ¤ ®© ¯à®¡«¥¬ë (á¬. ¨¦¥).

�áá«¥¤ãï ¯®ïâ¨¥ á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï, ¬ë è £ §  è £®¬ ¯à¨¡«¨¦ «¨áì ª ãáâ ®¢«¥¨î à ¢¥-
áâ¢  X ′(q) = X (q)′. �¥à¢ë© è £ ¡ë« í«¥¬¥â àë¬: X ′(q) ̸= 0 (á¬. 3.3.1 (3)). �«¥¤ãîé¨© è £ ¯à®¤¢¨ã«
 á ¤®áâ â®ç® ¤ «¥ª®: ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¯à®áâà áâ¢® X ′(q) ®à¬¨àã¥â X (q). �®«¥¥ â®£®, ®ª § «®áì,
çâ®

∥x∥ = max
{
⟨x|x′⟩ : x′ ∈ X ′(q), ∥x′∥ 6 1

}
(N)

¤«ï ¢á¥å x ∈ X (q) (á¬. 3.3.4 (1)). �à®á¨¢è ïáï ¢ £« §  á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á®®â®è¥¨ï (N)
 â®«ªã«    ¨¤¥î ¢ë¢®¤  ¤¢®©áâ¢¥®© ä®à¬ã«ë ¢ ª ¦¤®© ¥ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¥ q ∈ Q:

∥x′∥ = max
{
⟨x|x′⟩ : x ∈ X (q), ∥x∥ 6 1

}
(N′)
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¤«ï ¢á¥å x′ ∈ X ′(q) (á¬. 3.3.4 (2)). �â®â ¬®¬¥â ¨ áâ « à¥è îé¨¬. �¥«® ¢ â®¬, çâ® £¨¯®â¥â¨ç¥áª®¥
à ¢¥áâ¢® X ′(q) = X (q)′ ¢ á®ç¥â ¨¨ á ä®à¬ã«®© (N′) ¤ ¥â à¥ä«¥ªá¨¢®áâì X (q) (¯® â¥®à¥¬¥ �¦¥©¬á ).

�®á«¥ íâ®£® ®âªàëâ¨ï à¥è¥¨¥ ¯à®¡«¥¬ë á®¯àï¦¥ëå á«®¥¢ ¢®§¨ª«® á ¬® á®¡®©: ¤«ï à ¢¥áâ¢ 
X ′(q) = X (q)′ ¤®áâ â®ç  |   ¢ ¥ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¥ q ¨ ¥®¡å®¤¨¬  | à¥ä«¥ªá¨¢®áâì á«®ï X (q).
�â®, ¢ ç áâ®áâ¨, ®§ ç ¥â, çâ® à ¢¥áâ¢® X ′(q) = X (q)′ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¯®«¥ë¬ ¢ ®¤®© á¨âã æ¨¨ ¨
¥ ¢ë¯®«¥ë¬ ¢ ¤àã£®©, ¯à¨ç¥¬ ª ª ¯¥à¢ë©, â ª ¨ ¢â®à®© á«ãç © ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¢® ¢á¥å â®çª å
q ∈ Q ®¤®¢à¥¬¥®.

� §ã¬¥¥âáï, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ª«îç¥¨¥ B(X ,Y)(q) ⊂ B
(
X (q),Y(q)

)
â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬

(á¬. 3.2.4). � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¢®¯à®á: ª ª¨¥ á¢®©áâ¢  (¥ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥®©)
äãªæ¨¨ H : q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
£ à â¨àãîâ ¯à®å®¦¤¥¨¥ ¥¥ ç¥à¥§ á«®¨ B(X ,Y)(q) ¨ ®¡¥á¯¥ç¨-

¢ îâ ¥¯à¥àë¢®áâì H ª ª á¥ç¥¨ï à áá«®¥¨ï B(X ,Y). �¥§ã«ìâ âë 3.2.7, 3.2.10 ¨ | á ¬ë© á¨«ìë©
¨§ ¨å | 3.2.13 ¤ îâ ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á: ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë äãªæ¨ï H á®åà ï«  ¥¯à¥àë¢®áâì
í«¥¬¥â®¢ ¥ª®â®à®£® ¯®á«®©® ¯«®â®£® ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨© X .

�â¬¥â¨¬, çâ® ä®à¬ã«  (N) ¤ ¥â à¥è¥¨¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ®© ¢ [144: § 19] ¯à®¡«¥¬ë ®¡ íª¢¨¢ «¥â-
®áâ¨ ®à¬ë ¢ ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ≪á®¯àï¦¥®©≫ ®à¬ë ∥u∥ = supu′ ∥⟨u|u′⟩∥.
�«ï ¯à®áâ®à®£® à áá«®¥¨ï ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á ¢¥áì¬  ª â¥£®à¨ç¥: íâ¨ ®à¬ë ¯®¯à®áâã á®¢¯ ¤ îâ
(á¬. â¥®à¥¬ã 3.3.3).

� ¯®¬®éìî ä®à¬ã« â¨¯  (N) ã¤ ¥âáï â ª¦¥ ¯®£àã§¨âì ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ ¢® ¢â®à®¥
á®¯àï¦¥®¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤à áá«®¥¨ï (â¥®à¥¬  3.3.7). � ¤® áª § âì, çâ® ¢®¯à®á ® ¢«®¦¥¨¨ ¢® ¢â®à®¥
á®¯àï¦¥®¥ ¯®¤¨¬ «áï ¤«ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ à ìè¥ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [144: § 20]). �¤ ª® à¥çì,
ª ª ¯à ¢¨«®, è«  ¥ ® ¢«®¦¥¨¨ ®â¤¥«ìëå á«®¥¢,   ® ¢«®¦¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨©. �¬¥îé¨¥áï ª â®¬ã
¬®¬¥âã à¥ «¨§ æ¨®ë¥ â¥®à¥¬ë ¬®£«¨ ¯®§¢®«¨âì ¢«®¦¨âì ¨ ®â¤¥«ìë¥ á«®¨, ® ¢ ®âáãâáâ¢¨¨ ª®æ¥¯æ¨¨
¯à®áâ®à®£® à áá«®¥¨ï ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ¥ ¡ë«® ¡ë ¡  å®¢ë¬: íâ® ¬®£«® ¡ë ¡ëâì «¨èì
à áá«®¥¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢.

�®£àã¦¥¨¥ ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥®¥ ¨¬¥¥â ®¤® «î¡®¯ëâ®¥ á«¥¤áâ¢¨¥. � §®¢¥¬
á¥ç¥¨¥ u ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X á« ¡® ¥¯à¥àë¢ë¬, ¥á«¨ ¢¥é¥áâ¢¥®§ ç ï äãªæ¨ï q 7→ ⟨u(q)|u′(q)⟩
¥¯à¥àë¢  ¤«ï ª ¦¤®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï u′ á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï X ′. �ª §ë¢ ¥âáï, ¢¢¥¤¥-
®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯®ïâ¨¥ ¡¥áá®¤¥à¦ â¥«ì®: á« ¡ ï ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨ï íª¢¨¢ «¥â  ¥£® ®¡ëç®©
¥¯à¥àë¢®áâ¨ (â¥®à¥¬  3.3.7). � ª¨¬ ®¡à §®¬, á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥
≪á« ¡®≫ á®¯àï¦¥ë¬. �é¥ ®¤¨¬ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥¬ íâ®£® â¥§¨á  ï¢«ï¥âáï â®â ä ªâ, çâ® á®¯àï¦¥®¥
à áá«®¥¨¥ ª ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¥ ¯®áâ®ï®£® à áá«®¥¨ï á® á«®¥¬ X ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ à áá«®-
¥¨¥¬ ¥ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© C∞(Q,X ′),   ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå
äãªæ¨© C∞(Q,X ′|X) (á«¥¤áâ¢¨¥ 5.1.10).

�« £®¤ àï â¥á®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ (á¬. 0.5.4) á®¢¥àè¥®
  «®£¨ç® ¥¯à¥àë¢®¬ã á«ãç î ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ¨§¬¥à¨¬®£® ¡  å®¢  à áá«®¥-
¨ï. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ á¢®©áâ¢  íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ à §¤¥«¥ 4.4.7.

0.9.6. �¥ «¨§ æ¨ï ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å

�á«¨ à¥ «¨§ æ¨ï ®àâ®¬®àä¨§¬  ¨§ ¨¤¥ «  C∞(Q) ¢ ¨¤¥ « C∞(Q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¯¥à â®à
¯®â®ç¥ç®£® ã¬®¦¥¨ï   ä¨ªá¨à®¢ ãî äãªæ¨î ¨§ C∞(Q) (á¬. 0.9.2), â® ®àâ®¬®àä¨§¬ ¨§ ¨¤¥ -
«  C∞(Q,X ) ¢ ¨¤¥ « C∞(Q,Y), £¤¥ X ¨ Y | ¥¯à¥àë¢ë¥ ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï  ¤ Q, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï
¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  ¯®â®ç¥ç®£® ¯à¨¬¥¥¨ï ä¨ªá¨à®¢ ®£® ¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à®£® á¥ç¥¨ï à áá«®¥-
¨ï B(X ,Y) (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.5.13).

� ª ç¥áâ¢¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¯®«ãç¥  à¥ «¨§ æ¨ï ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¨ ¨§®¬¥âà¨© à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå
¯à®áâà áâ¢ ¢ ¢¨¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢«®¦¥¨© ¨ ¨§®¬¥âà¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (á¬. 6.5.4).

�â¬¥â¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¡«¨§ª¨¥ à¥§ã«ìâ âë ¢ â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ C(Q). � ¯à¨¬¥à, ¢ [144:
á«¥¤áâ¢¨¥ 10.7, ¯à¥¤«®¦¥¨ï 10.10 ¨ 10.16] ¯à®¨§¢¥¤¥® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  (¨§®¬®àä¨§¬ ,
¨§®¬¥âà¨¨) «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¬®¤ã«¥©  ¤ C(Q) ¢ ¢¨¤¥ £®¬®¬®àä¨§¬  (¨§®¬®àä¨§¬ , ¨§®¬¥âà¨¨)
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨©. �¥ «¨§ æ¨ï ¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à  á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ «®ª «ì®
¢ë¯ãª«®¬ ¬®¤ã«¥  ¤ C(Q) ¢ ¢¨¤¥ á¥ç¥¨ï ¥ª®â®à®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¢¥ªâ®à®£® à áá«®¥¨ï  ¤ Q
á ®¯¥à â®àë¬¨ á«®ï¬¨ ¯à¨¢¥¤¥  ¢ [144: § 11]. �à®áâà áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¬®¤ã«¥©, á®áâ ¢«¥ëå
¨§ á¥ç¥¨© ¢¥ªâ®àëå à áá«®¥¨©, à¥ «¨§ã¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨© ¥ª®â®à®£® à áá«®¥¨ï á
®¯¥à â®àë¬¨ á«®ï¬¨ (á¬. [144: â¥®à¥¬  11.21]). �¤ ª® ¨ §¤¥áì à¥çì ¨¤¥â ¥ ® ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå,  
® à áá«®¥¨ïå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢. � «®£ ®àâ®¬®àä¨§¬  ¢ ¡  å®¢®¬ C(Q)-¬®¤ã«¥
¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â ª¦¥ ¢ [2: â¥®à¥¬  2; 109: 9.3{9.5].



§ 0.10. �¯¥à â®àë á¤¢¨£  35

§ 0.10. �¯¥à â®àë á¤¢¨£ 

�®¬¨¬® ã¬®¦¥¨ï   ä¨ªá¨à®¢ ãî äãªæ¨î, ¥é¥ ®¤  ¯à®áâ ï ä®à¬ã«  ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à,
á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �¥çì ¨¤¥â ® ä®à¬ã«¥ § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©. �î¡®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à -
¦¥¨¥ s â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  P ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® Q ®¯à¥¤¥«ï¥â á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à f 7→ f ◦s ¨§ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ C(Q) ¢ ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã C(P ). � «®£¨çë¬
®¡à §®¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯¥à â®àë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©,
¬®£ãâ ¨¬¥âì ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©.

�¡áâà ªâë©   «®£ ®¯¥à â®à  § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ . �®®â¢¥âáâ¢ãî-
é ï â¥®à¨ï ¢ª«îç ¥â ¢®¯à®áë å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¢  ¡áâà ªâëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¨  «£¥¡à ¨-
ç¥áª¨å â¥à¬¨ å, á¢ï§ì ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  á ¯à®¨§¢®«ìë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨, á®åà ïîé¨¬¨ ¤¨§êîªâ®áâì,
à¥ «¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  ¢ ¢¨¤¥ äãªæ¨¨ § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© ¨ ¤à.

�¥ ¨«¨ ¨ë¥ ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á ®¯¥à â®à ¬¨ á¤¢¨£ , à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ [30{32, 60, 84, 103, 109,
110, 136, 137, 158, 167, 218, 225, 233]. �¡§®à «¨â¥à âãàë ®¡ ®¯¥à â®à å á¤¢¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå
äãªæ¨© ¨ ®¡ ¨å á¢ï§¨ á á¨¬¬¥âà¨çë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨¬¥¥âáï ¢ [21: 2.2.2].

0.10.1. �¯¨á ¨¥ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ 

�à¨¬¥¨¢ ¨¤¥î r-d-à áé¥¯«¥¨ï (á¬. 0.8.2) ª ª« ááã ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì,
¬®¦® áª § âì, çâ® ®àâ®¬®àä¨§¬ë á®áâ ¢«ïîâ ç¨áâ® ≪¢¥àâ¨ª «ìãî≫ ç áâì íâ®£® ª« áá . �®«ì
≪£®à¨§®â «ì®©≫ á®áâ ¢«ïîé¥© ª« áá  ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ã¬¥áâ-
® ®â¢¥áâ¨ ®¯¥à â®à ¬ á¤¢¨£ .

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ à áè¨à¥ëå K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �«ï «î¡®£®
¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  h : Pr(E) → Pr(F) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨©
¨§ ¨¤¥ «  E ¢ F , ¯¥à¥¢®¤ïé¨© 1E ¢ 1F ¨ ¨¬¥îé¨© â¥ì h (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.3.7). �áïª¨© â ª®© ®¯¥à â®à
 §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ . �â® ¯®ïâ¨¥ ¬®¦® à á¯à®áâà ¨âì   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®«ìæ¥¢®£®
£®¬®¬®àä¨§¬ ,   â ª¦¥   â®â á«ãç ©, ª®£¤  ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à    á®¤¥à¦¨â 1E . �à¥¤¨
¢á¥å ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  á â¥ìî h ¥áâì ®¤¨ ( §ë¢ ¥¬ë© á¤¢¨£®¬   h), ¨¬¥îé¨©  ¨¡®«ìèãî ®¡« áâì
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¯à®¤®«¦ îé¨© ¢á¥ ®áâ «ìë¥ (á¬. ¢â®à®¥ § ¬¥ç ¨¥ 6.3.9). �¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï â ª®£®
®¯¥à â®à  á®¢¯ ¤ ¥â á h-§ ¬ëª ¨¥¬ ¨¤¥ « , ¯®à®¦¤¥®£® 1E , ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ E
â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  (á«¥¤áâ¢¨¥ 6.3.5).

�®ïâ¨¥ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ à¥ «¨§ æ¨®ë¬, â. ¥. ®® ¤ ¥âáï ¢
â¥à¬¨ å ¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ®¡ê¥ªâ  | ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  | ¨ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â ¢ á¢®¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨
¥ª®¥ áªàëâ®¥ ¯®áâà®¥¨¥ ®¯¥à â®à  á ¯®¬®éìî íâ®£® £®¬®¬®àä¨§¬ . � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬
ã¬¥áâ¥ ¢®¯à®á ®¡ ®¯¨á ¨¨ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  ¢® ¢ãâà¥¨å â¥à¬¨ å.

� ¦¤ë© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥, á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì ¨ ¯¥à¥¢®¤¨â ®áª®«ª¨ 1E ¢
®áª®«ª¨ 1F . �¤ ª®, ª ª ¯®ª §ë¢ îâ ¯à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë, íâ®â á¯¨á®ª á¢®©áâ¢ ¥ ï¢«ï¥âáï ¯®«ë¬ ¨
¥ ¤ ¥â â®ç®£® ®¯¨á ¨ï ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ . �¥¤®áâ îé¨¬ ãá«®¢¨¥¬ ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥: ¥®¡å®¤¨¬®,
çâ®¡ë ®¡à § ®¯¥à â®à  ¥ ¢ëå®¤¨« §  à ¬ª¨ ª®¬¯®¥âë, ¯®à®¦¤¥®© ®¡à § ¬¨ ®áª®«ª®¢ 1E (â¥®à¥-
¬  6.3.9). �¯¥à â®àë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ íâ®¬ã ãá«®¢¨î, ¬ë  §ë¢ ¥¬ è¨à®ª¨¬¨   ®áª®«ª å ¥¤¨¨æë.
�«ï ¨§ãç¥¨ï íâ®£® ®¢®£® ¯®ïâ¨ï (¨ ¥£® ®¡®¡é¥¨©) à §à ¡®â   ¥¡®«ìè ï â¥®à¨ï è¨à®ª¨å ®¯¥à â®-
à®¢, ¨§«®¦¥¨¥ ª®â®à®© ¨¬¥¥âáï ¢ à §¤¥« å 6.3.1{6.3.6 ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨.

�¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ®¯¥à â®à  á¤¢¨£    á«ãç © à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à®¨§¢®-
¤¨âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �¯¥à â®à S, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å,  -
§ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ , ¥á«¨ ¥£®  ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â 

Sï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  ¢ áâ à®¬
á¬ëá«¥ ¨, ªà®¬¥ â®£®, S á¢ï§  á

Sä®à¬ã«®©
Su=

Su. �ª §ë¢ ¥âáï, «î¡®© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¬®¦-
® à §«®¦¨âì ¢ ª®¬¯®§¨æ¨î ®à¬ â¨¢®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨ ¨§®¬¥âà¨¨ (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.3.14). �¯¨á ¨¥
≪¢¥ªâ®àëå≫ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  ¢® ¢ãâà¥¨å â¥à¬¨ å ¯à¨¢¥¤¥® ¢ â¥®à¥¬¥ 6.3.15.

�àã£®¥  ¡áâà ªâ®¥ ®¯¨á ¨¥ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¤ ¥âáï â¥®à¥¬®© 6.3.10: ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢
K-¯à®áâà áâ¢ å ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥, â. ¥.
á®åà ï¥â ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥. �®á«¥¤¨© à § ¯®¤®¡®¥ ®¯¨á ¨¥ ¤ ¢ «®áì ®ç¥ì ¤ ¢® (¢ 40-¥ £®¤ë) ¨ ¯à¨
¤®¯®«¨â¥«ìëå ®£à ¨ç¥¨ïå   ¯à®áâà áâ¢  ¨ ®¯¥à â®à ( «¨ç¨¥ ¥¤¨¨æë ¨ t-¥¯à¥àë¢®áâì) |
á¬. [30: â¥®à¥¬  1; 32: â¥®à¥¬  29; 60: £« ¢  VII, â¥®à¥¬  3.13].

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ àï¤¥ áâ â¥© ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  (¢ ä®à¬¥ ®¯¥à â®à®¢ § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© ¨«¨ ¬ã«ì-
â¨¯«¨ª â¨¢ëå ®¯¥à â®à®¢) ®¯¨á ë ª ª ªà ©¨¥ â®çª¨ â¥å ¨«¨ ¨ëå ®¯¥à â®àëå ¬®¦¥áâ¢ [136, 137,
218; 225: £« ¢  III, â¥®à¥¬ë 9.1 ¨ 9.2].

0.10.2. �¤¢¨£ ®¯¥à â®à 

�®ïâ¨¥ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ï¢«ï¥âáï â¥¬ ¨áâàã¬¥â®¬, á ¯®¬®éìî ª®â®à®£® ¬¥â®¤ r-d-à áé¥¯«¥¨ï
(á¬. 0.8.2) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥¥ ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î ¯à®¨§¢®«ìëå ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ-
®áâì. �ãâì íâ®£® ¬¥â®¤  ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¤¥«¥¨¨ ≪£®à¨§®â «ì®©≫ á®áâ ¢«ïîé¥©
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®¯¥à â®à  ¥ ¢ ¢¨¤¥ ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  (á¬. 0.8.1),   ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ¨¤¥ « å â¥å ¦¥
K-¯à®áâà áâ¢, çâ® ¨ ¨áå®¤ë© ®¯¥à â®à.

� ª ¨§¢¥áâ® (á¬. 0.10.1, 6.3.7), ª ¦¤ë© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à á¤¢¨£ . � â®¬
ç¨á«¥, ¥ª®â®àë© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  S ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨ â¥ìî á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  T .
� ª®© ®¯¥à â®à S  §ë¢ ¥âáï á¤¢¨£®¬ T . �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ®¯¥à â®à®¬ ¨ ¥£® á¤¢¨£®¬ ®á®¡¥® ïàª® ¯à®-
ï¢«ï¥âáï ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ëå á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à®¢. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® T | á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¨ S | ¥£® á¤¢¨£. �á«¨ í«¥¬¥âë
e ∈ domS ¨ u ∈ domT â ª®¢ë, çâ® ¢ domT ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu, â® ¢ imT ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨¥ S(e)T (u) ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® T (eu) = S(e)T (u) (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.3.13). �â®â ä ªâ ®¡®¡é ¥â àï¤
  «®£¨çëå à¥§ã«ìâ â®¢ ®¡ ®¯¥à â®à å, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨© ¨
¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (á¬. [158: â¥®à¥¬  2.1; 109: â¥®à¥¬  6.7; 110: ç áâì I, â¥®à¥¬  3.4]). � «®£ á¤¢¨£  ®¯¥-
à â®à  ¢®§¨ª ¥â â ª¦¥ ¢® ¬®£¨å à ¡®â å ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¨§®¬¥âà¨© ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨© (â¥®à¥¬ë �  å  | �â®ã ).

�®áª®«ìªã á¤¢¨£ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®àë¬   «®£®¬ â¥¨, ¢á¥ â¨¯ë ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à , ¡®«¥¥
á¨«ìë¥, ç¥¬ r-¥¯à¥àë¢®áâì,  ¯àï¬ãî á¢ï§ ë á ª ª®©-«¨¡® ¥¯à¥àë¢®áâìî ¥£® á¤¢¨£ . � ç áâ®áâ¨,
(á¥ª¢¥æ¨ «ì ï) o-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  íª¢¨¢ «¥â  (á®®â¢¥âáâ¢¥® á¥ª¢¥æ¨ «ì®©) o-¥¯à¥àë¢-
®áâ¨ ¥£® á¤¢¨£  (áà. 0.8.2).

�¢¥¤¥®¥ ¢ [103] ¯®ïâ¨¥ S -á®®â¢¥âáâ¢¨ï ï¢«ï¥âáï äãªæ¨® «ìë¬   «®£®¬ á¤¢¨£  ®¯¥à â®à . �
¯®¬®éìî íâ®© ã¤ ç®© ª®æ¥¯æ¨¨ ¬®£¨¥ á¢®©áâ¢  «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ë  
ï§ëª¥ íâ®£® ¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® (ç¥¬ á ¬ ®¯¥à â®à) à¥ «¨§ æ¨®®£® ®¡ê¥ªâ . �¢ï§ì ¬¥¦¤ã á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¯¥à -
â®à  ¨ ¥£® S -á®®â¢¥âáâ¢¨ï ï¢«ï¥âáï ®á®¡¥® â¥á®© ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¯¥à â®à ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢¥
(¨¬¥® â ª¨¥ ®¯¥à â®àë à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢ à ¡®â¥ [103]).

0.10.3. �¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ 

� ¨¡®«¥¥ à á¯à®áâà ¥®© à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ï¢«ï¥âáï, ¡¥§ãá«®¢®, ¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à  § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©. �áâ®à¨ç¥áª¨ ¯¥à¢®© ¡ë«  ¯®«ãç¥  à¥ «¨§ æ¨ï á¥ª¢¥æ¨ «ì®
o-¥¯à¥àë¢®£® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¢ ¢¨¤¥ ¨§¬¥à¨¬®©
§ ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© [31: 2◦{4◦; 32: 39◦, 40◦; 167: â¥®à¥¬  1]. �®§¦¥ ¡ë«  à áá¬®âà¥  à¥ «¨§ æ¨ï ¬ã«ìâ¨-
¯«¨ª â¨¢®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© ¢ ¢¨¤¥ ¥¯à¥àë¢®© § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©,
¤«ï ª®â®à®© o-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  ã¦¥ ¥ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬®© [233: â¥®à¥¬ë 4.2.2 ¨ 7.7.1; 225: £« -
¢  III, â¥®à¥¬ë 9.1 ¨ 9.2].

� è ¢ à¨ â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®¯¥à â®à  á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å, ¢ ¢¨¤¥ ¥¯à¥àë¢-
®© § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© ¯à¨¢¥¤¥ ¢ 6.5.7{6.5.8. �®¢®¥   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£ 
¤ ® ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 6.5.9: ¢áïª¨© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¬®¦¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢  ª ª ®¯¥à â®à áã¦¥¨ï  
ä¨ªá¨à®¢ ®¥ § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®. �¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå
¯à®áâà áâ¢ å (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.5.17), ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª®¬¯®§¨æ¨î ¥¯à¥àë¢®© § ¬¥ë ¯¥à¥¬¥®©
¨ ¨§®¬¥âà¨¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©.

�¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¯®§¢®«ï¥â ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¥£® á¢®©áâ¢ , ¢ëà ¦¥ë¥   ï§ëª¥  ¡-
áâà ªâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¢ â¥à¬¨ å ª®ªà¥â®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¨«¨ ¨§¬¥à¨¬®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥-
¨ï. �¥§ã«ìâ âë â ª®£® à®¤  ¨¬¥îâáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [225: £« ¢  III, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 9.3; 103; 158: â¥®à¥¬ë 2.4,
2.6 ¨ 2.8; 109: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 3.7 (2)]. � áá¬ âà¨¢ ï ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ª ª ç áâë© á«ãç © ®¯¥à â®à  ¢§¢¥-
è¥®£® á¤¢¨£  (á¬. ¨¦¥), ¬ë à¥è¨«¨ ¥ ¯à¨¢®¤¨âì ¤«ï ¥£® á¯¥æ¨ «ìëå ¨â¥à¯à¥â¨àãîé¨å ä ªâ®¢.
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§ 0.11. �¯¥à â®àë ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 

�àâ®¬®àä¨§¬ë (¢¥á®¢ë¥ ®¯¥à â®àë) ¨ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥
ªà ©¨¥ á«ãç ¨ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì. �®§¨ªã¢ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥¥¨ï ¬¥â®¤ 
r-d-à áé¥¯«¥¨ï, ¢¥á®¢ë¥ ®¯¥à â®àë ¨ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  ¤®«¦ë ¨£à âì à®«ì í«¥¬¥â àëå ª¨à¯¨ç¨ª®¢,
¨§ ª®â®àëå áª« ¤ë¢ îâáï ¯à®¨§¢®«ìë¥ ®¯¥à â®àë, á®åà ïîé¨¥ ¤¨§êîªâ®áâì. �®¤â¢¥à¦¤¥¨¥ íâ®£®
â¥§¨á  ä ªâ¨ç¥áª¨ ¨ ï¢«ï¥âáï æ¥«ìî ¢á¥©  è¥© à ¡®âë á íâ¨¬¨ ª« áá ¬¨ ®¯¥à â®à®¢.

�®¬¯®§¨æ¨¨ ¢¥á®¢ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ , ¥á«¨ ¨ ¥ ¨áç¥à¯ë¢ îâ ª« áá ¢á¥å ®¯¥à â®-
à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, â®, ¯® ªà ©¥ ¬¥à¥, ä®à¬¨àãîâ ¢¥áì¬  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ìãî ¥£® ç áâì.
�¬¥® ® â ª¨å ª®¬¯®§¨æ¨ïå ¯®©¤¥â à¥çì ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥.

0.11.1. �à¨â¥à¨¨ WSW-¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨

�¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¬ë  §ë¢ ¥¬ ®¯¥à â®à, ¨¬¥îé¨© WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥, â. ¥. ¯à¥¤-
áâ ¢¨¬ë© ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ W ◦ S ◦ w ¤¢ãå ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ w ¨ W ¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  S. �àâ®¬®à-
ä¨§¬ë w ¨ W  §ë¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ãâà¥¨¬ ¨ ¢¥è¨¬ ¢¥á®¬ ®¯¥à â®à ,   S | ¥£® á¤¢¨£®¬.
� à §¤¥«¥ 6.4.1 ¯à®¨§¢¥¤¥ ¯®¤à®¡ë©   «¨§ íâ®£® ¯®ïâ¨ï   ãà®¢¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �á®¢®© ªà¨â¥-
à¨© WSW-¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 6.4.2: ®¯¥à â®à ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬
¢¥á®¬ w â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì, ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ ¨ è¨à®ª  
í«¥¬¥â¥ 1E/w. �¤¥©® ¡«¨§ª¨© ªà¨â¥à¨© áä®à¬ã«¨à®¢  ¢ [110: 3.12]. �¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ®¯¥à â®à 
¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£    á«ãç © à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¯à¨¢¥¤¥® ¢ 6.4.6. � §¤¥«ë 6.4.4
¨ 6.4.7 ¢ª«îç îâ à §®®¡à §ë¥ ªà¨â¥à¨¨ WSW-¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ K-¯à®-
áâà áâ¢ å ¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å. �â¬¥â¨¬, çâ® ®¤¨ ¨§ ¤®áâ â®çëå ¯à¨§ ª®¢
WSW-¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ (¢â®à®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.4.4) ¡ë« ®è¨¡®ç® ®æ¥¥ ¢ áâ âì¥ [2: â¥®à¥¬  5] ª ª ¥®¡å®-
¤¨¬ë©. � à §¤¥«¥ 6.4.4 ¯à¨¢¥¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ª®âà¯à¨¬¥à. � áãé¥áâ¢®¢ ¨¨   «®£¨ç®£® ¯à¨¬¥à 
�.�.�®«¤ã®¢  ã¯®¬¨ ¥âáï ¢ [110: 3.14].

�¥®¡å®¤¨¬® áª § âì, çâ® ¢¢¥¤¥®¥  ¬¨ ¯®ïâ¨¥ ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¥áª®«ìª® ®â«¨ç ¥â-
áï ®â   «®£¨ç®© ª®áâàãªæ¨¨, ®¡ëç® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¢ «¨â¥à âãà¥. � ª« áá¨ç¥áª®¬   «¨â¨ç¥áª®¬
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì, (á¬. [3: â¥®à¥¬  6; 4: â¥®à¥¬  4.1; 103: ¯à¥¤«®-
¦¥¨¥ 3 ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 3.1; 84: â¥®à¥¬ë 2.8 ¨ 2.9; 2: â¥®à¥¬  6; 110: 3.8{3.18]) ®âáãâáâ¢ã¥â ¢ãâà¥¨© ¢¥á.
�ë à áæ¥¨¢ ¥¬ íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ª ª ¥¡®«ìè®© ¥¤®áâ â®ª áãé¥áâ¢ãîé¥© â¥®à¨¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ®£à -
¨ç¨¢ îé¨© ª« áá à¥ «¨§ æ¨© ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨å âà¥¡ã¥¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à ,
¨ ãá«®¦ïîé¨© § ¤ çã £«®¡ «ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à , â. ¥. § ¤ çã ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨
®¯¥à â®à    ¢á¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (  ¥   ®â¤¥«ìëå ¥¥ äà £¬¥â å).

� [21: 2.2.3] ¯à¨¢¥¤¥ ®¡§®à à¥§ã«ìâ â®¢ ®¡ o-¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®à å ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ã-
îé¨å ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. � ¬ ¦¥ ¨¬¥îâáï ¨ ¬®£®ç¨á«¥ë¥ ááë«ª¨   áâ âì¨ ®
WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¨§®¬¥âà¨© ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (â¥®à¥¬ë �  å  | �â®ã ).

0.11.2. �¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 

�¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ¨¤¥ «  C∞(P ) ¢ ¨¤¥ « C∞(Q), ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥â á®¡®© ã¬®¦¥¨¥ í«¥¬¥â    ä¨ªá¨à®¢ ãî äãªæ¨î w ∈ C∞(P ) á ¯®á«¥¤ãîé¥© § ¬¥®©
¯¥à¥¬¥®© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ s : Q → P ¨ § ¢¥àè îé¨¬ ã¬®¦¥¨¥¬   ä¨ªá¨à®¢ -
ãî äãªæ¨î W ∈ C∞(Q), â. ¥. § ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  T   í«¥¬¥â¥ e à¥ «¨§ã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
Te = W ·

(
(w · e) ◦ s

)
(á¬. 6.5.10, 6.5.11).

� à ¡®â¥ ¯®ª § ® (â¥®à¥¬  6.4.6 ¨ § ¬¥ç ¨¥ 6.4.6 (2)), çâ® ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ã-
îé¨© ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å, ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á® áª «ïàë¬ ¢ãâà¥¨¬
¢¥á®¬. �« £®¤ àï íâ®¬ã ä ªâã   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨§ ¨¤¥ -
«  C∞(P,X ) ¢ ¨¤¥ « C∞(Q,Y) § ç¨â¥«ì® ã¯à®é ¥âáï (â¥®à¥¬  6.5.18) ¨ ¯à¨®¡à¥â ¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:
Tu = W ⊗

(
(w · u) ◦ s

)
, £¤¥ w ∈ C∞(P ), s ∈ C(Q,P ) ¨ W ∈ C∞

(
Q,B(X ◦ s,Y)

)
. �¥§ãá«®¢®, â ª®¥ ¯à¥¤-

áâ ¢«¥¨¥ ¡ë«® ¡ë ¥¢®§¬®¦® ¡¥§ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®£® á®§¤ ¨ï â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©
(á¬. 0.2.8) ¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© á ®¯¥à â®àë¬¨ á«®ï¬¨ (á¬. 0.9.4).

� à §£®¢®à¥ ®¡ ®¯¥à â®à å ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¨å à¥ «¨§ æ¨ïå ã¬¥áâ® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ ¡®«ìè¨-
áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ¨§®¬¥âà¨¨ Lp -¯à®áâà áâ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®§ çëå äãªæ¨© ¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ
á®¡®© ¨¬¥® â ª¨¥ ®¯¥à â®àë. �§ãç¥¨î íâ®£® ¢®¯à®á  ¯®á¢ïé¥®  áâ®«ìª® ¬®£® à ¡®â, çâ® ¬®¦®
á¬¥«® ãâ¢¥à¦¤ âì ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ á ¬®áâ®ïâ¥«ì®© â¥®à¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¨§®¬¥âà¨© Lp -¯à®áâà áâ¢,
¡®£ â®© £«ã¡®ª¨¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨ ¨ § âà £¨¢ îé¥© à §®®¡à §ë¥  á¯¥ªâë £¥®¬¥âà¨¨ ¡  å®¢ëå äãª-
æ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢, à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨ ¯à®áâà áâ¢ á® á¬¥è ®© ®à¬®©.
�¡áã¦¤¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ëå®¤¨â §  à ¬ª¨ ¤ ®£® ®¡§®à  ¨ ¬ë ®£à ¨ç¨¬áï «¨èì
ã¯®¬¨ ¨¥¬ ¥ª®â®àëå ¨§¢¥áâëå  ¬ áâ â¥© ¨ ¬®®£à ä¨©: [1, 65, 109, 118, 126, 127, 139, 148{151, 167,
188, 241]. �¬. â ª¦¥ ®¡§®à [21: 2.2.3].
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0.11.3. � §«®¦¥¨¥ ¢ áã¬¬ã ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 

�® á¨å ¯®à ¨ ®¤¨ ¨§ à¥ «¨§ æ¨®ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ « à¥ «¨§ æ¨î ¯à®¨§¢®«ì®£®
¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®£® á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à    ¢á¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. � ¦¤ ï
â¥®à¥¬  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ «¨¡® ®£à ¨ç¨¢ «  ª« áá à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ( ¯à¨¬¥à, âà¥¡®¢ ¨¥¬
¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨), «¨¡® ®£à ¨ç¨¢ «  ª« áá ¯à®áâà áâ¢ ( ¯à¨¬¥à, à áá¬®âà¥¨¥¬ ¡  å®¢ëå
à¥è¥â®ª), «¨¡® ¥ £ à â¨à®¢ «  äãªæ¨® «ìãî à¥ «¨§ æ¨î   ¢á¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à 
(  «¨èì,  ¯à¨¬¥à,   ¥¥ £« ¢ëå ¨¤¥ « å | á¬. [108: â¥®à¥¬  A]).

�   è ¢§£«ï¤, ¡¥§ãá¯¥è®áâì ¯®¨áª  £«®¡ «ì®© à¥ «¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ-
®áâì, ¢® ¬®£®¬ ®¡ãá«®¢«¥  ®âáãâáâ¢¨¥¬ ¢ãâà¥¥£® ¢¥á  ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ .
�¥§ãá«®¢®, ¢ãâà¥¨© ¢¥á ¬®¦® í«¨¬¨¨à®¢ âì §  áç¥â  ¤«¥¦ é¥© à¥ «¨§ æ¨¨ ¯à®áâà áâ¢  ®¡« áâ¨
®¯à¥¤¥«¥¨ï (¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¨¬¥® íâ® á®®¡à ¦¥¨¥ ¯®á«ã¦¨«® ¯®¢®¤®¬ ¤«ï ¯®«®£® ãáâà ¥¨ï ¢ãâ-
à¥¥£® ¢¥á  ¨§ à áá¬®âà¥¨ï). �¤ ª® ª ¦¤ ï â ª ï § ¬¥  à¥ «¨§ æ¨¨ ¢«¥ç¥â § ¬¥ã äãªæ¨® «ì®£®
¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®¯¥à â®à , ¨ ¢¯®«¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï (¨, ª ª ¯®ª §ë¢ îâ ¯à¨¬¥àë, ¨®£¤  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®
®ª §ë¢ ¥âáï), çâ® ¨ ®¤  § ¬¥  à¥ «¨§ æ¨¨ ¥ ¢ á®áâ®ï¨¨ ¤ âì £«®¡ «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ |   ¢á¥© ®¡-
« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �à¨¬¥à ¨¬¥® â ª®£® ¥ã¤ ç®£® áâ¥ç¥¨ï ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ ¯à¨¢¥¤¥ ¢ [108: ¯à¨¬¥à 2]
¨ ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥  ¬¨ ¢ 6.4.5.

�¢¥¤¥¨¥ ¢ãâà¥¥£® ¢¥á  ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¯®§¢®«¨«® ¢¯¥à¢ë¥ ¯®«ã-
ç¨âì £«®¡ «ìãî à¥ «¨§ æ¨î. �«îç¥¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬   ¯ãâ¨ ¯®¨áª  âà¥¡ã¥¬®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ï¢«ï¥âáï
à §«®¦¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®£® á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  ¢ à¥è¥â®ç-
® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å ¢ á¨«ì® ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  (â¥®à¥-
¬  6.4.8). �â®â à¥§ã«ìâ â ï¢«ï¥âáï ®¢ë¬ ¤ ¦¥ ¤«ï á«ãç ï ®¯¥à â®à  ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å (â¥®à¥¬  6.4.5)

�«¥¤áâ¢¨¥¬ â ª®£® à §«®¦¥¨ï ï¢¨«®áì ¨áª®¬®¥ £«®¡ «ì®¥ äãªæ¨® «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®¨§-
¢®«ì®£® á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ª ª ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å (â¥®à¥¬  6.5.12),
â ª ¨ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å (â¥®à¥¬  6.5.19).

�«®¡ «ì ï à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì, ¯®§¢®«ï¥â ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¥£®
á¢®©áâ¢ , ¢ëà ¦¥ë¥   ï§ëª¥  ¡áâà ªâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¢ â¥à¬¨ å ¥£® ª®ªà¥â®£® äãª-
æ¨® «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �à¨¬¥àë ¯®¤®¡ëå ¨â¥à¯à¥â æ¨© ¨¬¥îâáï ¢ [172: â¥®à¥¬  A; 138; 63; 64:
â¥®à¥¬ë 2, 3, 3′, 3′′, ¨ 4; 21: 2.2.3; 61, 62, 171, 178; 116; 2: â¥®à¥¬ë 8{10].

� â¥ªáâ¥ ¤ ®© ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ â ª¨å á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£®
¤¨§êîªâ®áâì, ª ª o-¥¯à¥àë¢®áâì (â¥®à¥¬  6.6.3), ¨ê¥ªâ¨¢®áâì (â¥®à¥¬  6.6.5), ¨¤¥ «ì®áâì ®¡à § 
(¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.6.10 ¨ â¥®à¥¬  6.6.12), á®åà ¥¨¥ ¯®¤¬®¤ã«¥© (¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.6.14 ¨ â¥®à¥¬  6.6.15).
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�¯¨á®ª ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢

• � §à ¡®â   ª®æ¥¯æ¨ï ¯®àï¤ª®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥,
®¯¨á ë o-§ ¬ëª ¨ï ¨ o-¯®¯®«¥¨ï (0.1.5, § 1.5).

• �¢¥¤¥ë ¨ ¨áá«¥¤®¢ ë ç¥âëà¥ â¨¯  ¯®àï¤ª®¢®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à , ¯à¨¢¥¤¥ë ¯à¨¬¥-
àë, ¤®ª §ë¢ îé¨¥ ¨å ¯®¯ à®¥ ¥á®¢¯ ¤¥¨¥ (0.1.6, § 1.6).

• �®ª § ®, çâ® ¢ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ ¯®ïâ¨ï ¨§®«¨à®¢ ®© ¨ σ -¨§®«¨à®¢ ®©
â®ç¥ª á®¢¯ ¤ îâ (0.2.2, 1.1.9).

• �áâ ®¢«¥  ¢®§¬®¦®áâì ¯à®¤®«¦¥¨ï ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©, ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ á¥ç¥¨©  
 ¨¡®«ìè¨¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï; â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ «¥£«® ¢ ®á®¢ã ¯®áâà®¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨å äãªæ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢ (0.2.4, 0.2.5, 0.2.9, 1.1.1, 1.1.2, 2.5.1, 2.5.2, 5.1.1, 5.1.4, 5.1.5).

• �®§¤   â¥®à¨ï ¯à®áâ®àëå ¥¯à¥àë¢ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (0.2.8, £« ¢  3).

• �áãé¥áâ¢«¥  à¥ «¨§ æ¨ï à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥-
àë¢ëå à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© ¯à®áâ®à®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï (0.2.9, § 3.4).

• �®§¤   â¥®à¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (0.3.4, £« ¢  4).

• �®ª § ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨äâ¨£  ¢ à §«¨çëå ¯à®áâà áâ¢ å á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãª-
æ¨© (0.4.3, 5.3.11{5.3.13).

• �¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ «¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¨ á®§¤   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï
â¥®à¨ï (0.4.4, § 4.3, § 4.4).

• �®«ãç¥  à¥ «¨§ æ¨ï è¨à®ª®£® ª« áá  à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®-
áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© (0.3.4, § 4.4).

• � §à ¡®â   ª®æ¥¯æ¨ï áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¤«ï ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©, ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©
¨ á¥ç¥¨© (§ 0.5, 1.3.13, 4.3.4, 4.3.5, § 5.3).

• � §®®¡à §ë¥ á¢®©áâ¢  à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ ë ¢ â¥à¬¨ å
¨å à¥ «¨§ æ¨© (§ 0.6, 2.5.7, § 3.4, § 4.4).

• � ¯®¬®éìî ¯®ïâ¨ï â¥¨ ®¯¥à â®à  à¥ «¨§®¢  ¬¥â®¤ r-d-à áé¥¯«¥¨ï ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à -
â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì; à¥è¥ àï¤ § ¤ ç, á¢ï§ ëå á ¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥àë¢®áâìî
â ª¨å ®¯¥à â®à®¢ (0.8.1, 0.8.2, § 6.1).

• �¯à®¢¥à£ãâ  £¨¯®â¥§  ® á®¢¯ ¤¥¨¨ ª« áá®¢ «®ª «ì® ®¤®¬¥àëå ¨ ¤¨áªà¥âëå K-¯à®-
áâà áâ¢ (0.9.1, 6.2.1{6.2.9).

• �®«ãç¥ë ®¯¨á ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¢ â¥à¬¨ å ¨å ¤¥©áâ¢¨ï   á¥ç¥¨ïå
(0.9.3, § 2.4).

• �¯à¥¤¥«¥® ¨ ¨§ãç¥® ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ®¯¥à â®à®¢ (0.9.4, § 3.2, 4.4.6).

• �¯¥à¢ë¥ ¢¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ á®¯àï¦¥®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ¨ ¨áá«¥¤®¢   á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï
¤¢®©áâ¢¥®áâì (0.9.5, § 3.3, 4.4.7).

• �¢¥¤¥® ¨ ¨áá«¥¤®¢ ® ¯®ïâ¨¥ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®-
¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ å (§ 0.10, § 6.3).
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• �®«ãç¥® à §«®¦¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®£® á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì
®¯¥à â®à  ¢ á¨«ì® ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  (§ 0.11, § 6.4).

• �®«ãç¥ë äãªæ¨® «ìë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤«ï è¨à®ª®£® ª« áá  ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å
¤¨§êîªâ®áâì, ¨ ¤   ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¨å á¢®©áâ¢ ¢ â¥à¬¨ å à¥ «¨§ æ¨¨ (0.9.6, 0.10.3, 0.11.2,
0.11.3, § 6.5, § 6.6).
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�á®¢ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨, á ª®â®àë¬¨ ¢¥¤¥âáï à ¡®â  ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, ï¢«ïîâáï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§-
ë¥ ª®¬¯ ªâë, ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©, ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ (£« ¢ë¬ ®¡à §®¬, K-¯à®-
áâà áâ¢ ), à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ , à¥£ã«ïàë¥ ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë, ¡  å®¢ë
à áá«®¥¨ï,   â ª¦¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¥ äãªæ¨¨ à §ëå â¨¯®¢ | ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨, ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨¨ ¨ á¥ç¥¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©. �â  £« ¢  á®¤¥à¦¨â ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ¡®«ìè¨áâ¢¥
¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ®¡ê¥ªâ®¢.
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§ 1.1. �®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©

�¤¥ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® à áè¨à¥¨ï (=  ¨¡®«ìè¥£® ¯à®¤®«¦¥¨ï) ¯«®â® ®¯à¥¤¥«¥ëå ¥¯à¥àë¢-
ëå äãªæ¨© ï¢«ï¥âáï ã¤®¡ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¯®áâà®¥¨ï ¨ ¨§ãç¥¨ï à §®£® à®¤  äãªæ¨® «ìëå
¯à¥¤áâ ¢«¥¨©. � àï¤ã á ¤àã£¨¬¨ á¬¥¦ë¬¨ ¢®¯à®á ¬¨, ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë ®¡áã¦¤ ¥¬ ¢®§¬®¦®áâì
â ª®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï.

�à¥¤¨ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢, ¢®§¨ª îé¨å ¢ å®¤¥ ¨§«®¦¥¨ï, íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ¢áâà¥-
ç ¥âáï, ¯®¦ «ã©,  ¨¡®«¥¥ ç áâ®. �®¯ã«ïà®áâì íâ®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  ®¡êïáï¥âáï â¥¬, çâ®
¨¬¥® ®® ¢ëáâã¯ ¥â ¢ à®«¨ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤«ï äãªæ¨©, ãç áâ¢ãîé¨å ¢   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå ¯à®áâà áâ¢. � ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨¤¥â à¥çì
®¡ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ëå ª®¬¯ ªâ å,   â ª¦¥ ¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ å ¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¨ â®ç¥ª. � ç áâ®-
áâ¨, ®¡áã¦¤ ¥âáï ¯®ïâ¨¥ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¨. �¢¥¤¥¨ï ®¡ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ëå ª®¬¯ ªâ å ¢ ¨å
á¢ï§¨ á ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ ¨ ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ ¨¬¥îâáï ¢ [33, 100]. �¡é¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©-
áâ¢  íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ëå ª®¬¯ ªâ®¢ ¯®¤à®¡® ®¡áã¦¤ îâáï ¢ [233]. �á®¢ë¥ ä ªâë ®¡  ¡á®«îâ å
¨ ¨¤¥¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬®¦®  ©â¨ ¢ [8: £«.VI, § 6].

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, ª á îé¨¥áï ¤àã£®£® ¡ §®¢®£®
¯à®áâà áâ¢ , à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨, | ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©. �à¨¢¥¤¥ë ¯®ïâ¨¥ ¨ ®á®¢ë¥
á¢®©áâ¢  «¨äâ¨£  ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¨ ¬®¦¥áâ¢. � §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë ª
®¯à¥¤¥«¥¨î ¬¥àë ¨ ¨â¥£à «  ¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥ë ¢ [169]. � [59] ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© à áá¬®âà¥ë,
¯®¦ «ã©, á  ¨¡®«¥¥ ¡«¨§ª®©  ¬ â®çª¨ §à¥¨ï. �®®£à ä¨ï [166] ï¢«ï¥âáï ®á®¢ë¬ ¨áâ®ç¨ª®¬
á¢¥¤¥¨© ® «¨äâ¨£¥. �®¬¯ ªâ ¬¨ ¬ë, ª ª ®¡ëç®,  §ë¢ ¥¬ å ãá¤®àä®¢ë ª®¬¯ ªâë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥
¯à®áâà áâ¢ .

1.1.1. �ãáâì X ¨ Y | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ Y å ãá¤®àä®¢®, D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® X ¨ f : D → Y | ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äãªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«
y ∈ Y ¢ â®çª¥ x ∈ X, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ V ∈ Op(y)  ©¤¥âáï ®ªà¥áâ®áâì U ∈ Op(x) â ª ï,
çâ® f [U ] ⊂ V . (�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ Op(x) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ®âªàëâëå ®ªà¥áâ®áâ¥© â®çª¨ x.) �« £®¤ àï
¥¯à¥àë¢®áâ¨ f  è¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¯à¥¤¥«  ®â«¨ç ¥âáï ®â ª« áá¨ç¥áª®£® «¨èì â¥¬, çâ® § ç¥¨ï äãªæ¨¨
¢ ¨§®«¨à®¢ ëå â®çª å ®¡êï¢«ïîâáï ¥¥ ¯à¥¤¥« ¬¨ ¢ íâ¨å â®çª å. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® D ¢á¥å
â®ç¥ª x ∈ X, ¢ ª®â®àëå äãªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«, ¨ ®¡®§ ç¨¬ íâ®â ¯à¥¤¥« ç¥à¥§ �f(x). �á®, çâ®
äãªæ¨ï �f : D → Y ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ f . �á«¨ äãªæ¨ï �f ¥¯à¥àë¢ , â® ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ f ¨ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ext(f) ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, extY (f). �ç¥¢¨¤®,
¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ f (ª®«ì áª®à® ®® áãé¥áâ¢ã¥â) ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ Y -§ çë¬

¯à®¤®«¦¥¨¥¬ f . �®ç¥¥ £®¢®àï, ¥á«¨ D ⊂ D̃ ⊂ X ¨ ~f : D̃ → Y | ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ f , â® D̃ ⊂ D

¨ ~f = �f   D̃. �¨¦¥ ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬ ªá¨¬ «ìë¥ à áè¨à¥¨ï áãé¥áâ¢ãîâ ¤®¢®«ì® ç áâ®.
�¡ê¥¤¨¥¨ï áç¥âëå á¥¬¥©áâ¢ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¬®¦¥áâ¢ (= ¬®¦¥áâ¢  ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¯® �íàã)

¯à¨ïâ®  §ë¢ âì â®é¨¬¨,   ¤®¯®«¥¨ï ª ¨¬ | ª®â®é¨¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨.

�¥¬¬ . (1) �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® Y ª®¬¯ ªâ®, â® f ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥, â. ¥. äãªæ¨ï
�f ¥¯à¥àë¢ .

(2) �á«¨ Y | ¬¥âà¨§ã¥¬ë© ª®¬¯ ªâ, â® D | ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X.

J �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ X ¯®«®¦¨¬ F (x) :=
∩

U∈Op(x) cl f [U ], £¤¥ cl | ®¯¥à æ¨ï § ¬ëª ¨ï.

�« £®¤ àï ª®¬¯ ªâ®áâ¨ Y § ¬ªãâë¥ ¬®¦¥áâ¢  F (x) ¥¯ãáâë. �á®, çâ® D á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬
¢á¥å â¥å â®ç¥ª x ∈ X, ¤«ï ª®â®àëå F (x) á®áâ®¨â ¨§ ®¤®£® í«¥¬¥â . �à¨ íâ®¬ F (x) =

{ �f(x)} ¤«ï ¢á¥å

x ∈ D.
(1) �ãáâì x ∈ D ¨ V ∈ Op

( �f(x)). �®£¤ 
∩

U∈Op(x) cl f [U ] ⊂ V . � á¨«ã ª®¬¯ ªâ®áâ¨ Y ¨ ä¨«ì-

âà®¢ ®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢ 
(
cl f [U ]

)
U∈Op(x)  ©¤¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ®áâì U ∈ Op(x), çâ® cl f [U ] ⊂ V . �«ï

¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¯à¥àë¢®áâ¨ �f ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® �f(x′) ∈ F (x′) ⊂ cl f [U ] ⊂ V ¤«ï ¢á¥å x′ ∈ D ∩ U ,
â. ¥. �f [U ] ⊂ V .

(2) �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ D ¨ ç¨á«  n ∈ N ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Vn

(
f(x)

)
®âªàëâë© è à á æ¥âà®¬

f(x) à ¤¨ãá  1/n ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ â ªãî ®ªà¥áâ®áâì Un(x) ∈ Op(x), çâ® f
[
Un(x)

]
⊂ Vn

(
f(x)

)
. �®«®¦¨¬

Un :=
∪

x∈D Un(x). �®áª®«ìªã Un | ®âªàëâë¥ ¢áî¤ã ¯«®âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  X, ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì,

çâ®
∩

n∈N Un ⊂ D. �ãáâì �x ∈
∩

n∈N Un. �®£¤   ©¤ãâáï â ª¨¥ í«¥¬¥âë xn ∈ D, çâ® �x ∈
∩

n∈N Un(xn). �§
á®®â®è¥¨©

F (�x) =
∩

U∈Op(�x)

cl f [U ] ⊂
∩
n∈N

cl f
[
Un(xn)

]
⊂

∩
n∈N

clVn

(
f(xn)

)
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á«¥¤ã¥â, çâ® F (�x) | ®¤®í«¥¬¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢®, â. ¥. �x ∈ D. I

�¥®à¥¬ . �ãáâìX ¨ Y | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ Y ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà®. �®£¤  «î¡ ï
¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f , ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ X ¨ ¤¥©áâ¢ãîé ï ¢ Y , ¨¬¥¥â
¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ extY (f). �á«¨ Y | ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¬¥âà¨§ã¥¬®£® ª®¬¯ ªâ , â® ®¡« áâì
®¯à¥¤¥«¥¨ï extY (f) ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ X.

J �ãáâì Y | ª ª ï-«¨¡® ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï Y (á¬. [233: 14.2]). �®£¤  ¯® ãâ¢¥à¦¤¥¨î (1) «¥¬¬ë
áãé¥áâ¢ã¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ Y -§ ç®¥ à áè¨à¥¨¥ extY (f) äãªæ¨¨ f . �á®, çâ® extY (f)

∣∣Y = extY (f).
�â¢¥à¦¤¥¨¥ ®¡ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï extY (f) á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (2) «¥¬¬ë. I

1.1.2. �ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥,   Y | ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¥¯à¥àë¢-
ãî äãªæ¨î, ®¯à¥¤¥«¥ãî   ª®â®é¥¬ (  á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áî¤ã ¯«®â®¬) ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ X ¨ ¤¥©áâ¢ã-
îéãî ¢ Y , ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì à áè¨à¥®©, ¥á«¨ ®  á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬. �
â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  Y ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¬¥âà¨§ã¥¬®£® ª®¬¯ ªâ , ãá«®¢¨¥   ®¡« áâì ®¯à¥-
¤¥«¥¨ï à áè¨à¥®© äãªæ¨¨ ¬®¦® ®á« ¡¨âì, ¯®âà¥¡®¢ ¢ «¨èì ¥¥ ¯«®â®áâì ¢ X (á¬. â¥®à¥¬ã 1.1.1).
�®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å à áè¨à¥ëå äãªæ¨© ¨§ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X ¢ Y ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ C∞(X,Y ).

�®¦¥áâ¢® C∞(X,R) à áè¨à¥ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨© ®¡®§ ç ¥âáï ¡®«¥¥ ª®à®âª®: C∞(X).
�®¦¥áâ¢® C∞(X) ¬®¦® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ á ¡¤¨âì áâàãªâãà®© ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨  «-
£¥¡àë: ¤«ï f, g ∈ C∞(X) ¨ λ, µ ∈ R á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨âì λf + µg := ext

(
λf

∣∣
dom g + µg

∣∣
dom f

)
¨ fg :=

ext
(
f
∣∣
dom g ·g

∣∣
dom f

)
. �®å®¦¨¬ ®¡à §®¬ ¬®¦¥áâ¢® C∞(X)  ¤¥«ï¥âáï (ç áâ¨çë¬) ¯®àï¤ª®¬: f 6 g, ¥á«¨

f(x) 6 g(x) ¤«ï ¢á¥å x ∈ dom f ∩ dom g. �â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨© C∞(X) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®©
à¥è¥âª®© ¨ ã¯®àï¤®ç¥®© ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡à®© á ¥¤¨¨æ¥©.

1.1.3. �«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® äãªæ¨ï f ∈ C∞(X) ¥ ®¡ï§   ¨¬¥âì ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f ∈ C(X,R).
�®¢®ªã¯®áâì â¥å äãªæ¨© f , ã ª®â®àëå ãª § ®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f áãé¥áâ¢ã¥â, ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®-
«®¬ C∞(X). �ãªæ¨¨ f ¨ �f ®¡ëç® ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï, ®¤ ª® §  á¨¬¢®«®¬ dom �f á®åà ï¥âáï § ç¥¨¥
�f−1[R]. � ç áâ®áâ¨, § ¯¨á¨ |f(x)| < ∞ ¨ |f(x)| = ∞ ®§ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® x ∈ dom f ¨ x /∈ dom f . �ç¥-
¢¨¤®, ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï «î¡®© äãªæ¨¨ ¨§ C∞(X) ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ σ -§ ¬ªãâë¬ ¢áî¤ã ¯«®âë¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ X. (� ¯®¬¨ ¥¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢   §ë¢ ¥âáï σ-§ ¬ªã-
âë¬, ¥á«¨ ®® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ § ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢. �®¤¬®¦¥áâ¢®,
¨¬¥îé¥¥ σ -§ ¬ªãâ®¥ ¤®¯®«¥¨¥,  §ë¢ ¥âáï σ-®âªàëâë¬.)

1.1.4. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ ¥âáï ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¬, ¥á«¨ á®¢®ªã¯®áâì Clop(X)
¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå (â. ¥. ®âªàëâëå ¨ § ¬ªãâëå ®¤®¢à¥¬¥®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥£®
®âªàëâ®© â®¯®«®£¨¨. �á«¨ § ¬ëª ¨¥ clU ¢áïª®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ X ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬,
â® ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ ¥âáï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬. �á«¨ ¦¥ § ¬ëª ¨¥ clU ®âªàëâ® «¨èì ¤«ï «î-
¡®£® ®âªàëâ®£® σ -§ ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢  U ⊂ X, â® ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ ¥âáï σ-íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§-
ë¬ ¨«¨ ª¢ §¨íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬. �áïª®¥ à¥£ã«ïà®¥ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢¯®«¥
à¥£ã«ïà® ¨ ¢¯®«¥ ¥á¢ï§®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥£ã«ïàë¥ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¥ ¯à®áâà áâ¢  | íâ®
¢ â®ç®áâ¨ ¢áî¤ã ¯«®âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ëå ª®¬¯ ªâ®¢.

�§¢¥áâ®, çâ® íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¥© ¯® �â®ãã | �¥åã
«î¡®£® á¢®¥£® ¢áî¤ã ¯«®â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  (á¬. [233: 24.2]). �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ Q ¨K |¯à®¨§¢®«ìë© ª®¬¯ ªâ, â® ¢áïª ï ¥¯à¥àë¢ ï
äãªæ¨ï f : D → K ¨¬¥¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥) ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f : Q → K. � ç áâ®áâ¨, C∞(Q) =
C∞(Q).

�á«¨ Q | σ -íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,   D | ®âªàëâ®¥ σ -§ ¬ªãâ®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® Q, â® ¢áïª ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f : D → R ¨¬¥¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥) ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥
�f : Q → R (á¬. [33: «¥¬¬  V.2.1]). �á¯®«ì§ãï íâ®â ä ªâ, ¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® C∞(Q) ¯à¥¤áâ ¢-
«ï¥â á®¡®© ¢¥ªâ®àãî ¯®¤à¥è¥âªã ¨ ¯®¤ «£¥¡àã C∞(Q).

1.1.5. � ¤ «ì¥©è¥¬  ¬ ¯à¨£®¤¨âáï á«¥¤ãîé ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï â¥®à¥¬ë �¨âæ¥ | �àëá® .

�¥¬¬ . �ãáâì X | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q. �®£¤  «î¡ãî
äãªæ¨î f ∈ C∞(X) ¬®¦® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® äãªæ¨¨ �f ∈ C∞(Q). �«ï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¨/¨«¨ ®£à ¨ç¥-
®© äãªæ¨¨ f ¬®¦® ¯®¤®¡à âì ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f á â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬.
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J �® â¥®à¥¬¥ �¨âæ¥ | �àëá®  äãªæ¨ï f ¨¬¥¥â ¯à®¤®«¦¥¨¥ ~f ∈ C(Q,R) (¥á«¨ âà¥¡ã¥âáï,
¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ¨/¨«¨ ®£à ¨ç¥®¥). � ¦¤ ï â®çª  x ∈ dom f ¨¬¥¥â ®âªàëâãî ®ªà¥áâ®áâì Ux ⊂ Q, ¢
ª®â®à®© äãªæ¨ï ~f ¯à¨¨¬ ¥â «¨èì ª®¥çë¥ § ç¥¨ï. �á®, çâ® ä®à¬ã« 

�f(q) :=

{
~f(q), ¥á«¨ q ∈ cl

∪
x∈dom f Ux,

0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥

®¯à¥¤¥«ï¥â ¨áª®¬®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f äãªæ¨¨ f . I

1.1.6. �ãáâì X | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®.

�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  A ⊂ X íª¢¨¢ «¥âë:

(1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® G ⊂ X, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï à §®áâì A △ G ï¢«ï¥âáï
â®é¥©;

(2) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ § ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® F ⊂ X, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï à §®áâì A△ F ï¢«ï¥âáï
â®é¥©;

(3) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®¦¥áâ¢® B ⊂ X, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï à §®áâì A△B ï¢«ï¥âáï
â®é¥©.

�á«¨ ¬®¦¥áâ¢® A ⊂ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «î¡®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© (1){(3), â® £®¢®àïâ, çâ® ®® ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ �íà . �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X, ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢®¬ �íà , ï¢«ï¥âáï σ - «£¥¡à®©.

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  äãªæ¨¨ f : X → R íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¯à®®¡à § f−1[B] «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  B ⊂ R ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �íà ;
(2) ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  λ ∈ R ¬®¦¥áâ¢® {x ∈ X : f(x) > λ} ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �íà ;
(3) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ X, çâ® áã¦¥¨¥ f

∣∣
D ¥¯à¥àë¢®.

�á«¨ äãªæ¨ï f : X → R ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «î¡®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© (1){(3), â® £®¢®àïâ, çâ® ®  ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ �íà . �®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë ¨ ¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ á¢¥¤¥¨ï ® ¬®¦¥áâ¢ å ¨
äãªæ¨ïå, ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢®¬ �íà , ¬®¦®  ©â¨ ¢ [233: à §¤¥« 15.6].

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì D | ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¡íà®¢áª®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  X. �«ï
«î¡®© äãªæ¨¨ f : D → R, ®¡« ¤ îé¥© á¢®©áâ¢®¬ �íà  ¨ ¯à¨¨¬ îé¥© ª®¥çë¥ § ç¥¨ï   ª®â®é¥¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ X, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï ~f ∈ C∞(X), á®¢¯ ¤ îé ï á f   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢¥ X.

� ªãî äãªæ¨î ~f ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ cont(f).

1.1.7. �áïª®¥ à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ®¤®§ ç® § ¤ ¥â ¥ª®â®à®¥ íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§®¥ ¯à®áâà áâ¢®,  §ë¢ ¥¬®¥ ¥£®  ¡á®«îâ®¬. �®áª®«ìªã íâ® ¯®ïâ¨¥ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥â  ¬¨
¥®¤®ªà â® § ¤¥©áâ¢®¢ ®, ¤ ¤¨¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �ãáâì X ¨ Y | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà -
áâ¢ . �â®¡à ¦¥¨¥ α : X → Y  §®¢¥¬  ¡á®«îâë¬, ¥á«¨ ®®

( ) áîàê¥ªâ¨¢®;
(¡) ¥¯à¥àë¢®;
(¢) ª®¬¯ ªâ®, â. ¥. ¯à®®¡à § α−1(y) ª ¦¤®© â®çª¨ y ∈ Y ª®¬¯ ªâ¥;
(£) § ¬ªãâ®, â. ¥. ¯¥à¥¢®¤¨â § ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ X ¢ § ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  α[F ] ⊂ Y ;
(¤) ¥¯à¨¢®¤¨¬®, â. ¥. ¯¥à¥¢®¤¨â á®¡áâ¢¥ë¥ § ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ X ¢ á®¡áâ¢¥ë¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢  α[F ] ⊂ Y .

�¡á®«îâ®¬ à¥£ã«ïà®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  X  §ë¢ ¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®
•

X, ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) áãé¥áâ¢ã¥â  ¡á®«îâ®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥
•

X   X;

(2) ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â  ¡á®«îâ®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ 
••

X  
•

X, â®
••

X £®¬¥®-

¬®àä®
•

X.
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�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì®¥ à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®.
(1) �¡á®«îâ X áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥ á â®ç®áâìî ¤® £®¬¥®¬®àä¨§¬ .
(2) �¡á®«îâ X ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà¥ ¨ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥.
(3) �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï  ¡á®«îâ®¬ X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® à¥£ã«ïà®,

íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§® ¨ ¤®¯ãáª ¥â  ¡á®«îâ®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥   X.
(4) �à®áâà áâ¢® X ï¢«ï¥âáï á¢®¨¬ á®¡áâ¢¥ë¬  ¡á®«îâ®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® íªáâà¥-

¬ «ì® ¥á¢ï§®.
(5) �¡á®«îâ X ª®¬¯ ªâ¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® X ª®¬¯ ªâ®.

�®ª § â¥«ìáâ¢  áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ä ªâ®¢ ¬®¦®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ [8: £«.VI, § 6]. � ¬ ¦¥ ¨¬¥¥âáï
¯®¤à®¡ ï ¨ä®à¬ æ¨ï ®¡  ¡á®«îâëå (= á®¢¥àè¥ëå ¥¯à¨¢®¤¨¬ëå) ®â®¡à ¦¥¨ïå,   â ª¦¥ ® ¤àã£¨å
â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ å, á¢ï§ ëå á  ¡á®«îâ ¬¨.

1.1.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢¯®«¥ ¥á¢ï§®£® ª®¬-
¯ ªâ  Q à ¢®á¨«ìë:

(1) ¬®¦¥áâ¢® U σ -§ ¬ªãâ®;
(2) ¬®¦¥áâ¢® U ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®-

¦¥áâ¢ Q;
(3) ¬®¦¥áâ¢® U ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï

®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q.

� §ã¬¥¥âáï, ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¨¬¥¥â ¤¢®©áâ¢¥ë© ¢ à¨ â, ®¯¨áë¢ îé¨© § ¬ªãâë¥ σ -®â-
ªàëâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¢¯®«¥ ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ .

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  í«¥¬¥â  q íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q à ¢®á¨«ì-
ë:

(1) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®ªà¥áâ®áâ¥© q ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî q;
(2) ¥á«¨ U | ®âªàëâ®¥ σ -§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q, â® ¨§ q ∈ clU á«¥¤ã¥â q ∈ U ;
(3) q ¯à¨ ¤«¥¦¨â «î¡®¬ã ®âªàëâ®¬ã σ -§ ¬ªãâ®¬ã ¢áî¤ã ¯«®â®¬ã ¯®¤¬®¦¥áâ¢ã Q;
(4) q ∈ dom f ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ C∞(Q);
(5) ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ C∞(Q)  ©¤¥âáï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ q, ¢ ª®â®à®© f ¯®áâ®ï .

�á«¨ â®çª  q ∈ Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «î¡®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (1){(5), â® ¥¥  §ë¢ îâ σ-¨§®-
«¨à®¢ ®© ¨«¨ P -â®çª®©.

1.1.9. �ç¥¢¨¤®, «î¡ ï ¨§®«¨à®¢  ï â®çª  Q ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®©. �¡à â®¥, ¢®®¡é¥
£®¢®àï, ¥¢¥à®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì X | ¬®¦¥áâ¢® ¨§¬¥à¨¬®© ¬®é®áâ¨, â. ¥.    «£¥¡à¥ P(X) ¢á¥å
¯®¤¬®¦¥áâ¢ X ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì σ - ¤¤¨â¨¢ãî ¬¥àã δ : P(X) → {0, 1} â ª, çâ® δ(X) = 1 ¨ δ

(
{x}

)
= 0

¤«ï ¢á¥å x ∈ X (á¬. [74: £«. 9, § 3]). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î ¯® �â®ãã | �¥åã [233:
14.1.1] ¤¨áªà¥â®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  X [233: 14.4.1]. �§¢¥áâ®, çâ® Q ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ [233: 24.7.1] ¨ X ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q.
�®¬¯ ªâ®áâì Q ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ í«¥¬¥â q ∈ ∩{clA : A ⊂ X, δ(A) = 1}. �¥á«®¦ ï
¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® â®çª  q ∈ Q ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®©, ® ¥ ¨§®«¨à®¢ ®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ «î¡®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¥¯ãáâëå ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå
¯®¤¬®¦¥áâ¢ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¨¬¥¥â ¥¨§¬¥à¨¬ãî ¬®é®áâì, â® «î¡ ï σ -¨§®«¨à®-
¢  ï â®çª  Q ï¢«ï¥âáï ¨§®«¨à®¢ ®©.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® σ -¨§®«¨à®¢  ï â®çª  q ∈ Q ¥ ï¢«ï¥âáï ¨§®«¨à®¢ ®©. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® X ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¥¯ãáâëå ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, çâ® q ∈
cl∪X ¨ q /∈ ∪X. �®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¬®é®áâì X ¨§¬¥à¨¬ . �«ï ª ¦¤®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ⊂ X
¯®«®¦¨¬ δ(A) := 1, ¥á«¨ q ∈ cl∪A, ¨ δ(A) := 0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. �®£¤  ¨§ σ -¨§®«¨à®¢ ®áâ¨ â®çª¨
q á«¥¤ã¥â σ - ¤¤¨â¨¢®áâì ¬¥àë δ : P(X) → {0, 1}, ¯à¨ ¤«¥¦®áâì q ∈ cl∪X ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â à ¢¥áâ¢®
δ(X) = 1,   á®®â®è¥¨¥ q /∈ ∪X ¢«¥ç¥â δ

(
{x}

)
= 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ X. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �à¥¡®¢ ¨¥ ¥¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ¢ ãá«®¢¨¨ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à¥-
¬¥¨â¥«ìë¬. �§¢¥áâ®, çâ® ¯¥à¢ë© ¥¨§¬¥à¨¬ë© ª à¤¨ « á¨«ì® ¥¤®áâ¨¦¨¬ [74: £«. 9, § 3], â. ¥. ¢
≪®¡®§à¨¬®©≫ ç áâ¨ ã¨¢¥àáã¬  ¨§¬¥à¨¬ëå ª à¤¨ «®¢ ¥â. �®«¥¥ â®£®, ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¯®«®¬ ®âáãâ-
áâ¢¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ª à¤¨ «®¢ ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  ªá¨®¬ ¬ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ZFC [56: § 13]. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¯®ïâ¨ï ¨§®«¨à®¢ ®© ¨ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®ç¥ª á®¢¯ ¤ îâ.
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1.1.10. �â¬¥â¨¬ ®¤® ¯®«¥§®¥ á¢®©áâ¢® â®é¨å ¬®¦¥áâ¢, ª®â®à®¥ ¥ à § ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ ® ¢
¤ «ì¥©è¥¬ ¨§«®¦¥¨¨.

�¥®à¥¬  [117]. �ãáâì (Gξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢ 
X. �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® A ⊂ X â ª®¢®, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ A∩Gξ ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �, â® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥
A ∩

∪
ξ∈�Gξ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï â®é¨¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ¢ [233: 15.6.7].

1.1.11. �®¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®© ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®¨¬ ¥âáï âà®©ª  (
,B, |·|), £¤¥ ¬®¦¥áâ¢®

, σ - «£¥¡à  B ¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¨ ¬¥à  (= ¯®«®¦¨â¥«ì ï áç¥â®- ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï) |·| : B(
) → R
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ¥á«¨ A ⊂ 
 ¨ A ∩K ∈ B ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ K ∈ B ª®¥ç®© ¬¥àë, â® A ∈ B;
(¡) ¥á«¨ A ∈ B ¨ |A| = ∞, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â A0 ∈ B, çâ® A0 ⊂ A ¨ 0 < |A0| < ∞;
(¢) ¥á«¨ A ∈ B, |A| = 0 ¨ A0 ⊂ A, â® A0 ∈ B.
�¬¥áâ® (
,B, |·|) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® 
. �à¨ íâ®¬ σ - «£¥¡à  B ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ B(
),   ¥¥

í«¥¬¥âë  §ë¢ îâáï ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ 
. �¨¬¢®« ¬¥àë |·| ¢ á«ãç ¥ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ á ¡¦ -
¥âáï ¨¤¥ªá®¬: |·|
. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ B(
) ª®¥ç®© ¬¥àë ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ B�n(
). � ª
®¡ëç®, ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® â® ¨«¨ ¨®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ A ∈ B(
) ¨«¨ ¯®çâ¨
¤«ï ¢á¥å ω ∈ A, ¥á«¨ ®® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ A, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¥ª®â®à®£® ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®-
£® ¬®¦¥áâ¢  (= ¬®¦¥áâ¢  ã«¥¢®© ¬¥àë). ≪�®çâ¨ ¢áî¤ã≫ ®§ ç ¥â ≪¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
≫. �¨¬¢®«®¬
M(
) ®¡®§ ç ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©, ¨§¬¥à¨¬ëå ®â-
®á¨â¥«ì® σ - «£¥¡àë B(
). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å áãé¥áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå äãªæ¨© ¨§ M(
) ®¡®§ ç ¥âáï
ç¥à¥§ L∞(
).

� áâ® äãªæ¨î f ∈ M(
) ¤®®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ â®çª å ω ∈ 
\dom f § ç¥¨¥¬ f(ω) := ∞ ¨ â¥¬ á ¬ë¬
áç¨â îâ ®¯à¥¤¥«¥®© ¢áî¤ã   
. �à¨ íâ®¬, ®¤ ª®, á®åà ïîâ §  á¨¬¢®«®¬ dom f áâ à®¥ § ç¥¨¥
f−1[R]. � ç áâ®áâ¨, § ¯¨á¨ |f(ω)| < ∞ ¨ |f(ω)| = ∞ ®§ ç îâ á®®â¢¥âáâ¢¥® ω ∈ dom f ¨ ω /∈ dom f .

1.1.12. �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©. �®¦¥áâ¢  A,B ∈ B(
)  §ë¢ îâáï íª¢¨-
¢ «¥âë¬¨ (¯¨è¥¬ A ∼ B), ¥á«¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï à §®áâì A △ B ¯à¥¥¡à¥¦¨¬ . � ªâ®à-¬®¦¥áâ¢®
B(
)/∼ ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ B(
). �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  A ∈ B(
) á¨¬¢®«®¬ A∼ ®¡®§ ç ¥â-
áï á®¤¥à¦ é¨© ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ B(
). �  ¬®¦¥áâ¢¥ B(
) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï
(ç áâ¨çë©) ¯®àï¤®ª: A 6 B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à §®áâì A\B ¯à¥¥¡à¥¦¨¬  ¤«ï ¥ª®â®àëå
(  â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© A ∈ A ¨ B ∈ B. �® ®â®è¥¨î ª íâ®¬ã ¯®àï¤ªã ¬®¦¥áâ¢®
B(
), ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© á ã«¥¬ ∅∼ ¨ ¥¤¨¨æ¥© 
∼. �ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ¢  «£¥¡à¥
B(
) ®áãé¥áâ¢«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ A∼ ∨ B∼ = (A ∪ B)∼, A∼ ∧ B∼ = (A ∩ B)∼ ¨ (A∼)⊥ = (
\A)∼, £¤¥
A,B ∈ B(
).

�ãªæ¨¨ f, g ∈ M(
)  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (¯¨è¥¬ f ∼ g), ¥á«¨ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.
� ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® M(
)/∼ ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ M(
). �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  f ∈ M(
)
á¨¬¢®«®¬ f∼ ®¡®§ ç ¥âáï á®¤¥à¦ é¨© ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ M(
). �ë ¯®« £ ¥¬ L∞(
) =
{f∼ : f ∈ L∞(
)}. �®®â®è¥¨ï λf∼ + µg∼ =

(
λf

∣∣
dom g + µg

∣∣
dom f

)∼
¨ f∼g∼ =

(
f
∣∣
dom g · g

∣∣
dom f

)∼
, £¤¥

λ, µ ∈ R ¨ f, g ∈ M(
), ®¯à¥¤¥«ïîâ   ¬®¦¥áâ¢ å M(
) ¨ L∞(
) áâàãªâãàã ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ 
á ã«¥¬ 0∼ ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡àë á ¥¤¨¨æ¥© 1∼. �à®¬¥ â®£®,   ¬®¦¥áâ¢¥ M(
) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï (ç áâ¨çë©) ¯®àï¤®ª: f 6 g â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f 6 g ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¤«ï
¥ª®â®àëå (  â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© f ∈ f ¨ g ∈ g. �â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨©
¯à®áâà áâ¢® M(
) ¨ ¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L∞(
) ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ ¨ ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨
 «£¥¡à ¬¨. �®çë¥ £à ¨æë ¢ íâ¨å à¥è¥âª å ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ f∼ ∨ g∼ =

(
f
∣∣
dom g ∨ g

∣∣
dom f

)∼
¨

f∼ ∧ g∼ =
(
f
∣∣
dom g ∧ g

∣∣
dom f

)∼
¤«ï f, g ∈ M(
).

1.1.13. �â®¡à ¦¥¨¥ ρ : L∞(
) → L∞(
)  §ë¢ ¥âáï «¨äâ¨£®¬ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢  L∞(
),
¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå λ, µ ∈ R ¨ f ,g ∈ L∞(
) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( ) ρ(f) ∈ f ¨ dom ρ(f) = 
;
(¡) ¥á«¨ f 6 g, â® ρ(f) 6 ρ(g) ¢áî¤ã   
;
(¢) ρ(λf + µg) = λρ(f) + µρ(g), ρ(fg) = ρ(f)ρ(g), ρ(f ∨ g) = ρ(f) ∨ ρ(g) ¨ ρ(f ∧ g) = ρ(f) ∧ ρ(g);
(£) ρ(0∼) = 0 ¨ ρ(1∼) = 1 ¢áî¤ã   
.
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(�¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ãá«®¢¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ®áâ «ìëå.) �á«¨ f ∈ L∞(
), â® ¤«ï äãª-
æ¨¨ ρ(f∼) ¯à¨ïâ® ¡®«¥¥ ª®à®âª®¥ ®¡®§ ç¥¨¥: ρ(f). �®áª®«ìªã «¨äâ¨£ ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬ ®¡à âë¬
®â®¡à ¦¥¨¥¬ ª ®¯¥à æ¨¨ f 7→ f∼, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤  ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì f∼ ¢¬¥áâ® ρ(f) â ¬, £¤¥ íâ® ¥
¯à¨¢¥¤¥â ª ¯ãâ ¨æ¥. � «®£¨ç® á¨¬¢®« f∼ ¡ã¤¥â ã¯®âà¥¡«ïâìáï ¢¬¥áâ® ρ(f).

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá A ∈ B(
) ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ χA ª« áá ¨§ L∞(
), á®¤¥à¦ é¨©
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ¥ª®â®à®£® (  â®£¤  ¨ «î¡®£®) í«¥¬¥â  A. �§ á¢®©áâ¢ «¨äâ¨£  á ®ç¥-
¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® äãªæ¨ï ρ(χA) ¯à¨¨¬ ¥â â®«ìª® § ç¥¨ï 0 ¨«¨ 1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ρ(A)
¯®¤¬®¦¥áâ¢® 
, å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ª®â®à®£® à ¢  ρ(χA). �®«ãç¥®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡-
à ¦¥¨¥ ρ : B(
) → B(
) ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬ ä ªâ®à- «£¥¡àë B(
), â. ¥. ¤«ï ¢á¥å A,B ∈ B(
) ¨¬¥îâ
¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( ) ρ(A) ∈ A;
(¡) ¥á«¨ A 6 B, â® ρ(A) ⊂ ρ(B);
(¢) ρ(A ∨B) = ρ(A) ∪ ρ(B), ρ(A ∧B) = ρ(A) ∩ ρ(B) ¨ ρ(A⊥) = 
\ρ(A);
(£) ρ(∅∼) = ∅ ¨ ρ(
∼) = 
.

�®   «®£¨¨ á «¨äâ¨£®¬ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤  ã¯®âà¥¡«ïâì á¨¬¢®« A∼ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ρ(A),
  â ª¦¥ ¯¨á âì ρ(A) ¨«¨ A∼ ¢¬¥áâ® ρ(A∼).

�®çª¨ ω1, ω2 ∈ 
  §ë¢ îâáï ρ-¥à §«¨ç¨¬ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  f ∈ L∞(
) ¢ë¯®«¥®
ρ(f)(ω1) = ρ(f)(ω2). �ç¥¢¨¤®, â®çª¨ ω1 ¨ ω2 ρ-¥à §«¨ç¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ª«îç¥¨ï
ω1 ∈ ρ(A) ¨ ω2 ∈ ρ(A) à ¢®á¨«ìë ¤«ï «î¡®£® A ∈ B(
).

1.1.14. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥¬¥©áâ¢® (Aξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ B(
)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ¬®¦¥áâ¢® A ∈
B(
), ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§¬¥à¨¬®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A0 ⊂ A ª®¥ç®© ¬¥àë áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì (ξn)n∈N ¢ �, çâ®

∪
n∈N Aξn ∩A0 ∼ A0. �®¢®àïâ, çâ® ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬

¯àï¬®© áã¬¬ë, ¥á«¨ ¢ B(
) áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢®,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ 
 ¨ á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥-
á¥ª îé¨åáï ¬®¦¥áâ¢ ª®¥ç®© ¬¥àë. �à®áâà áâ¢® á σ -ª®¥ç®© ¬¥à®©, ®ç¥¢¨¤®, ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬
¯àï¬®© áã¬¬ë.

�¥®à¥¬ . �à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
).

�¯¥à¢ë¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ «¨äâ¨£  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® σ -ª®¥ç®£® ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ¡ë«® ãáâ -
®¢«¥® �.� £ à ¬ [197]. �®«¥¥ ¯à®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë ¬®¦®  ©â¨ ¢ [166].

1.1.15. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¤®¢®«ì® ç áâ® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¤¥«® á à §«¨ç®£® à®¤  áå®¤¨¬®áâï¬¨ (¯®â®-
ç¥ç®©, à ¢®¬¥à®©, ¯®àï¤ª®¢®© ¨ ¤à.) ¨ á¢ï§ ë¬¨ á ¨¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨ (¥¯à¥àë¢®áâìî, § ¬ëª ¨¥¬,
¯«®â®áâìî ¨ â. ¯.). �«ï â®£® çâ®¡ë ª ¦¤ë© à § ¥ ¯à¨¢®¤¨âì ®¢ëå ®¯à¥¤¥«¥¨©, ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®ïâ¨ï «¨èì ®¤¨ à § ¤«ï  ¡áâà ªâ®© áå®¤¨¬®áâ¨.

�ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨ c | ª ª ï-«¨¡® áå®¤¨¬®áâì   X. �®¢®ªã¯®áâì c-¯à¥¤¥«®¢
¢á¥å c-áå®¤ïé¨åáï ¢ X á¥â¥©, á®áâ ¢«¥ëå ¨§ í«¥¬¥â®¢ ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ⊂ X,  §ë¢ ¥âáï
c-§ ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  A. �®¦¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï c-§ ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ c-§ -
¬ëª ¨¥¬. �®¢®àïâ, çâ® A c-¯«®â® ¢ X, ¥á«¨ X ï¢«ï¥âáï c-§ ¬ëª ¨¥¬ A. �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ®
X1 ¨ X2 | ¥ª®â®àë¥ ¬®¦¥áâ¢  á® áå®¤¨¬®áâï¬¨ c1 ¨ c2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â®¡à ¦¥¨¥ f : X1 → X2

 §ë¢ ¥âáï c1 -c2 -¥¯à¥àë¢ë¬, ¥á«¨ c1 -áå®¤¨¬®áâì xα → x ¢«¥ç¥â c2 -áå®¤¨¬®áâì f(xα) → f(x) ¤«ï «î¡®©
á¥â¨ (xα)α∈A ¢ X1 ¨ «î¡®£® í«¥¬¥â  x ∈ X1. �á«¨ áå®¤¨¬®áâ¨ c1 ¨ c2 ¨¬¥îâ ®¤® ¨ â® ¦¥ ®¡®§ ç¥¨¥
c, â® c1 -c2 -¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥  §ë¢ îâ c-¥¯à¥àë¢ë¬.

� áá¬®âà¥¨¥ «¨èì áç¥âëå á¥â¥© ¢ ¤ ëå ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ïå ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®ïâ¨ï¬ áç¥â®£®
c-§ ¬ëª ¨ï, áç¥â®© c-§ ¬ªãâ®áâ¨, áç¥â®© c-¯«®â®áâ¨ ¨ áç¥â®© c-¥¯à¥àë¢®áâ¨. � ¬¥  ¦¥
á¥â¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâï¬¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®ïâ¨ï¬ á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® c-§ ¬ëª ¨ï, á¥ª¢¥æ¨ «ì®© c-§ -
¬ªãâ®áâ¨, á¥ª¢¥æ¨ «ì®© c-¯«®â®áâ¨ ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© c-¥¯à¥àë¢®áâ¨.
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§ 1.2. �ã«¥¢ë  «£¥¡àë

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¤¢¥ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë ç é¥ ¢á¥£® ®ª §ë¢ îâáï ¢ æ¥âà¥ ¢¨¬ ¨ï:  «£¥¡à  Clop(Q)
®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¨  «£¥¡à  B(
) ª« áá®¢ íª¢¨¢ -
«¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© 
. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ®¯¨á ë á¢®©áâ¢   §¢ -
ëå  «£¥¡à ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ãª § ë ä®à¬ã«ë ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï â®çëå £à ¨æ ¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢. �®£« á®
â¥®à¥¬¥ �â®ã  | �£ á ¢ àë Clop(Q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �®íâ®¬ã ¢
¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢  «£¥¡à  B(
) ¨§®¬®àä  Clop(Q) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ª®¬¯ ªâ  Q. � «¨ç¨¥ «¨äâ¨£ 
¢ B(
) ¯®§¢®«ï¥â ¢ëà §¨âì á¢ï§ì ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B(
) ¨ Clop(Q) ¡®«¥¥ ï¢® | ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª ®¨-
ç¥áª®£® ¯®£àã¦¥¨ï τ : 
 → Q (á¬. [166: £«.V, § 3]), ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ª®â®à®£® ®¡áã¦¤ îâáï ¢ ¤ ®¬
¯ à £à ä¥. �ã«¥¢   «£¥¡à  Clop(Q) ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¥é¥ ®¤®£® â¨¯¨ç®£® ¯à¨¬¥à  ¯®«®©
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë |  «£¥¡àë Rop(X) à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ à¥£ã«ïà®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£®
¯à®áâà áâ¢  X. �§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ Rop(X) ¨ Clop(Q) (¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ª®¬¯ ªâ  Q) ®¯ïâì
¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥ ï¢® á ¯®¬®éìî ¥ª®â®à®© äãªæ¨¨ αX , ®¯à¥¤¥«¥®©   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢¥ QX ⊂ Q ¨ ¤¥©áâ¢ãîé¥© ¢ X. �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  íâ®© äãªæ¨¨ â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ ¤ ®¬
¯ à £à ä¥.

�áï ¥®¡å®¤¨¬ ï  ¬ ¨ä®à¬ æ¨ï ®¡  ¡áâà ªâëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å ¨¬¥¥âáï ¢ [100]. �¢¥¤¥¨ï
®¡  «£¥¡à¥ Clop(Q) ¬®¦®  ©â¨ ¢ ¬®®£à ä¨ïå [33, 100, 233], ¯®á«¥¤ïï ¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨â â ª¦¥
®á®¢ë¥ ä ªâë ®¡  «£¥¡à¥ Rop(X). �¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
) à áá¬®âà¥ë ¢ [59, 166].

1.2.1. �á«¨ x ¨ y | í«¥¬¥âë ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ã x 6 y,
â® á¨¬¢®«®¬ [x, y] ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, [x, y]X ®¡®§ ç ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë© ¨â¥à¢ « {z ∈ X : x 6 z 6 y}.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë á¨¬¢®«ë 0 ¨ 1 ®¡®§ ç îâ  ¨¬¥ìè¨© ¨  ¨¡®«ìè¨© ¥¥ í«¥¬¥âë,
a ∨ b ¨ a ∧ b | â®çë¥ £à ¨æë ¬®¦¥áâ¢  {a, b}, a⊥ | ¤®¯®«¥¨¥ í«¥¬¥â  a, § ¯¨áì a\b, ª ª ®¡ëç®,
®¡®§ ç ¥â a∧b⊥. �ã«¥¢   «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï ¯®«®© (σ-¯®«®©), ¥á«¨ ¢áïª®¥ (áç¥â®¥) ¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
B0 ⊂ B ¨¬¥¥â â®çë¥ £à ¨æë supB0 ¨ inf B0.

�®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥âë a, b ∈ B ¤¨§êîªâë (¨ ¯¨èãâ a ⊥ b), ¥á«¨ a ∧ b = 0. �¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ ¤¨§êîªâë¬, ¥á«¨ ¥£® ç«¥ë ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë. � §¡¨¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë
¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (bξ)ξ∈� ¥¥ í«¥¬¥â®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥
ãá«®¢¨î supξ∈� bξ = 1. �¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â a ∈ B  §ë¢ ¥âáï  â®¬®¬  «£¥¡àë B, ¥á«¨ [0, a] = {0, a}.
�«£¥¡àã, ¥ ¨¬¥îéãî  â®¬®¢,  §ë¢ îâ ¥¯à¥àë¢®© ¨«¨ ¡¥§ â®¬®©. �®¢®àïâ, çâ®  «£¥¡à  B ¤¨áªà¥â 
¨«¨  â®¬ , ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ¥¥ ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  b ∈ B áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©  â®¬ a, çâ® a 6 b.
�ç¥¢¨¤®, ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  supA = 1, £¤¥ A |
¬®¦¥áâ¢®  â®¬®¢  «£¥¡àë B.

�¥®à¥¬  (¯à¨æ¨¯ ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï). �ãáâì B | ¯®« ï (σ -¯®« ï) ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �®£¤  ¤«ï
¢áïª®£® (áç¥â®£®) á¥¬¥©áâ¢  (aξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ B áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (bξ)ξ∈�, çâ®
bξ 6 aξ ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ � ¨ supξ∈� aξ = supξ∈� bξ.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë ¬®¦®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ [100: â¥®à¥¬  20.2].

�«¥¤áâ¢¨¥. �®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â®© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ ¥©
¨¬¥¥âáï à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë, á®áâ®ïé¥¥ ¨§  â®¬®¢.

1.2.2. �®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  X  á«¥¤áâ¢¥® ¢«®¦¥® ¢ X,
¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Z ⊂ Y ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï supY Z á«¥¤ãîâ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ supX Z ¨ à ¢¥-
áâ¢® supX Z = supY Z,   ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï infY Z | áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ infX Z ¨ à ¢¥áâ¢® infX Z = infY Z.
�á«¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«¥ë «¨èì ¤«ï áç¥âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Z ⊂ Y , â® £®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥-
áâ¢® Y σ- á«¥¤áâ¢¥® ¢«®¦¥® ¢ X. � á«¥¤áâ¢¥® (σ - á«¥¤áâ¢¥®) ¢«®¦¥ãî ¯®¤ «£¥¡àã ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡àë  §ë¢ îâ  á«¥¤áâ¢¥®© (σ- á«¥¤áâ¢¥®©) ¯®¤ «£¥¡à®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A | ¡ã«¥¢   «£¥¡à , a | ¥¥ í«¥¬¥â ¨ B | ¯®¤ «£¥¡à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë
[0, a]. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¬®¦¥áâ¢® B  á«¥¤áâ¢¥® (σ - á«¥¤áâ¢¥®) ¢«®¦¥® ¢ A;
(2) ¤«ï «î¡®£® (áç¥â®£®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C ⊂ B ¨§ á®®â®è¥¨ï infB C = 0 á«¥¤ã¥â infA C = 0;
(3) ¥á«¨ (áç¥â ï) á¥âì o-áå®¤¨âáï ¢ B, â® ®  o-áå®¤¨âáï ¨ ¢ A, ¯à¨ç¥¬ ª â®¬ã ¦¥ ¯à¥¤¥«ã;
(4) ¥á«¨ (áç¥â ï) á¥âì o-áå®¤¨âáï ª ã«î ¢ B, â® ®  o-áå®¤¨âáï ª ã«î ¨ ¢ A.
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�®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢ X ¯à ¢¨«ì® ¢«®¦¥® ¢X, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
¯®¤¬®¦¥áâ¢  Z ⊂ Y ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï supX Z á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥¨¥ supX Z ∈ Y ,   ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
infX Z | ¢ª«îç¥¨¥ infX Z ∈ Y . �á«¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ãá«®¢¨ï ¢ë¯®«¥ë «¨èì ¤«ï áç¥âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢
Z ⊂ Y , â® £®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Y σ-¯à ¢¨«ì® ¢«®¦¥® ¢ X. �à ¢¨«ì® (σ -¯à ¢¨«ì®) ¢«®¦¥ãî
¯®¤ «£¥¡àã ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ ¯à ¢¨«ì®© (σ-¯à ¢¨«ì®©) ¯®¤ «£¥¡à®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A | ¯®« ï (σ -¯®« ï) ¡ã«¥¢   «£¥¡à , a | ¥¥ í«¥¬¥â ¨ B | ¯®¤ «£¥¡à 
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë [0, a]. �®¦¥áâ¢® B ¯à ¢¨«ì® (σ -¯à ¢¨«ì®) ¢«®¦¥® ¢ A â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
®® o-§ ¬ªãâ® (áç¥â® ¨/¨«¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-§ ¬ªãâ®).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A | ¡ã«¥¢   «£¥¡à , a | ¥¥ í«¥¬¥â ¨ B | ¯®¤ «£¥¡à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë
[0, a].

(1) �á«¨  «£¥¡à  B ¯à ¢¨«ì® (σ -¯à ¢¨«ì®) ¢«®¦¥  ¢ A, â® ®   á«¥¤áâ¢¥® (σ - á«¥¤áâ¢¥®)
¢«®¦¥  ¢ A.

(2) �á«¨  «£¥¡à  B  á«¥¤áâ¢¥® (σ - á«¥¤áâ¢¥®) ¢«®¦¥  ¢ A ¨ ¯®«  (σ -¯®« ), â® ®  ¯à -
¢¨«ì® (σ -¯à ¢¨«ì®) ¢«®¦¥  ¢ A.

1.2.3. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B  §ë¢ ¥âáï ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®à-
ä¨§¬®¬, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å a1, a2 ∈ A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ 

( ) h(a1 ∨ a2) = h(a1) ∨ h(a2);
(¡) h(a1 ∧ a2) = h(a1) ∧ h(a2);
(¢) h(a1\a2) = h(a1)\h(a2).

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ ( ) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (¡) ¨ (¢),   ãá«®¢¨¥ (¡) | ¨§ ( ) ¨ (¢). � ¦¤ë© ª®«ìæ¥¢®©
£®¬®¬®àä¨§¬ h : A → B á®åà ï¥â ¯®àï¤®ª, â. ¥. ¤«ï «î¡ëå a1, a2 ∈ A ¨§ a1 6 a2 á«¥¤ã¥â h(a1) 6 h(a2).

�®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ h : A → B  §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ h(1) = 1. �ç¥¢¨¤®,
®â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
®¤®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© ( ) ¨«¨ (¡) ¨, ªà®¬¥ â®£®, h(a⊥) = h(a)⊥ ¤«ï ¢á¥å a ∈ A. � ¦¤ë© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®à-
ä¨§¬ h : A → B ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¢ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã [0, h(1)]. �¡à § h[A] £®¬®¬®àä¨§¬ 
h ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à®© [0, h(1)].

�â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àäë¬ ¢«®¦¥¨¥¬ A ¢ B, ¥á«¨ ®® ®¡« ¤ ¥â «î¡ë¬ ¨§
á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå á¢®©áâ¢:

(1) h | ¨ê¥ªâ¨¢ë© ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬;
(2) h | ¨ê¥ªæ¨ï, ¯à¨ç¥¬ h ¨ h−1 | ¡ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë;
(3) h | ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ h−1(0) = {0};
(4) h | ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ h−1(1) = {1}.

�îàê¥ªâ¨¢®¥ ¨§®¬®àä®¥ ¢«®¦¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡ã«¥¢ ¨§®-
¬®àä¨§¬ A   B, â® £®¢®àïâ, çâ®  «£¥¡àë A ¨ B ¨§®¬®àäë.

1.2.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B ï¢«ï¥âáï
¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë (a1, a2, a3) ¢  «£¥¡à¥
A âà®©ª 

(
h(a1), h(a2), h(a3)

)
ï¢«ï¥âáï à §¡¨¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë ¢  «£¥¡à¥ B.

J �à¨¬¥ïï ãá«®¢¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï ª âà®©ª¥ (0,0,1), ¯®«ãç ¥¬ à ¢¥áâ¢® h(0) = 0. � áá¬ âà¨¢ ï
âà®©ªã (a, a⊥, 0), ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® h(a⊥) = h(a)⊥ (á¬. 1.2.3 (¢)) ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  a ∈ A.
�áâ ¥âáï ãáâ ®¢¨âì á®®â®è¥¨¥ h(a1 ∨ a2) = h(a1) ∨ h(a2) (á¬. 1.2.3 ( )), ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®£® ¬ë
à §®¡ì¥¬   ¤¢  íâ ¯ . � ç «  ¤®ª ¦¥¬ íâ® à ¢¥áâ¢® ¤«ï ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ a1, a2 ∈ A. �«ï
íâ®£® ¤®áâ â®ç® ¯à¨¬¥¨âì ãá«®¢¨¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï ª âà®©ª ¬

(
a1, a2, (a1 ∨ a2)⊥

)
¨
(
a1 ∨ a2, (a1 ∨ a2)⊥, 0

)
.

� ª®¥æ, à áá¬ âà¨¢ ï ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë a1, a2 ∈ A ¨ ¨á¯®«ì§ãï ãáâ ®¢«¥®¥, ¯®«ãç ¥¬

h(a1 ∨ a2) = h
(
(a1\a2) ∨ (a1 ∧ a2) ∨ (a2\a1)

)
= h(a1\a2) ∨ h(a1 ∧ a2) ∨ h(a2\a1)

=
(
h(a1\a2) ∨ h(a1 ∧ a2)

)
∨
(
h(a1 ∧ a2) ∨ h(a2\a1)

)
= h(a1) ∨ h(a2). I
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1.2.5. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë.

( ) �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  h : A → B íª¢¨¢ «¥âë:
(1) £®¬®¬®àä¨§¬ h o-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ¥á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C ⊂ A ¨¬¥¥â áã¯à¥¬ã¬, â® h(supC) = suph[C];
(3) ¥á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C ⊂ A ¨¬¥¥â ¨ä¨¬ã¬, â® h(inf C) = inf h[C];
(4) ¥á«¨ (aλ)λ∈� | á¥âì í«¥¬¥â®¢ A ¨ aλ ↑ 1, â® supλ∈� h(aλ) = 1;
(5) ¥á«¨ (aλ)λ∈� | á¥âì í«¥¬¥â®¢ A ¨ aλ ↓ 0, â® infλ∈� h(aλ) = 0.

(¡) �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬  h : A → B íª¢¨¢ «¥âë:
(1) £®¬®¬®àä¨§¬ h áç¥â® o-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ¥á«¨ áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C ⊂ A ¨¬¥¥â áã¯à¥¬ã¬, â® h(supC) = suph[C];
(3) ¥á«¨ áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C ⊂ A ¨¬¥¥â ¨ä¨¬ã¬, â® h(inf C) = inf h[C];
(4) ¥á«¨ (an)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ A ¨ an ↑ 1, â® supn∈N h(an) = 1;
(5) ¥á«¨ (an)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ A ¨ an ↓ 0, â® infn∈N h(an) = 0.

�á«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A ¯®«  (σ -¯®« ), â® ª ¦¤®¥ ¨§ ¯ïâ¨ ãá«®¢¨© ( )
(
á®®â¢¥âáâ¢¥® (¡)

)
à ¢®á¨«ì®

á«¥¤ãîé¥¬ã: suph[D] = 1 ¤«ï «î¡®£® (áç¥â®£®) à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë D ¢  «£¥¡à¥ A.

� á¨«ã íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ãá«®¢¨© ( )(1){( )(3) o-¥¯à¥àë¢ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë ç áâ®  §ë¢ îâ ¯®«-
ë¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (¡)(5)⇒(¡)(1) á«¥¤ã¥â íª¢¨¢ «¥â®áâì áç¥â®© ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì®©
o-¥¯à¥àë¢®áâ¥© ¡ã«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬ .

1.2.6. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ h : A → B
¬ ¦®à¨àã¥â äãªæ¨î h0 : A → B (¨ ¯¨á âì h0 6 h), ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  h0(a) 6 h(a) ¤«ï ¢á¥å a ∈ A.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ h : A → B ¬ ¦®à¨àã¥â
ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ h0 : A → B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  h0(a) = h0(1) ∧ h(a) ¤«ï ¢á¥å a ∈ A.

J � ¢¥áâ¢® h0(a) = h0(1)∧h(a) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á®®â®è¥¨© h0(a) 6 h0(1)∧h(a), h0(a⊥) 6 h0(1)∧h(a⊥)
¨ h0(a) ∨ h0(a⊥) = h0(1). I

1.2.7. �ãáâì ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë A1 ¨ A2 ¨¬¥îâ ®¡éãî ¯®¤ «£¥¡àã B. �®¢®àïâ, çâ®  «£¥¡àë A1 ¨ A2

ï¢«ïîâáï B -¨§®¬®àäë¬¨, ¥á«¨ ¬¥¦¤ã A1 ¨ A2 ¨¬¥¥âáï ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬, â®¦¤¥áâ¢¥ë©   B.
� ª ¨§¢¥áâ® (á¬. [100: § 35]), ¤«ï «î¡®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à 

•

B, çâ®

( ) B ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©
•

B;

(¡) ¤«ï ª ¦¤®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â 
•

b ∈
•

B ¨¬¥¥âáï ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â b ∈ B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©

¥à ¢¥áâ¢ã b 6
•

b.

�ã«¥¢   «£¥¡à 
•

B  §ë¢ ¥âáï ¯®¯®«¥¨¥¬  «£¥¡àë B. �®àà¥ªâ®áâì ¢¢¥¤¥®£® â¥à¬¨  ¨ ®¡®§ ç¥¨ï
®¡®á®¢ë¢ ¥âáï â¥¬, çâ® ¯®¯®«¥¨¥  «£¥¡àë B ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ ¤ ¦¥ á

â®ç®áâìî ¤® B -¨§®¬®àä¨§¬ . �®¯®«¥¨¥
•

B  «£¥¡àë B ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(¢) B |  á«¥¤áâ¢¥ ï ¯®¤ «£¥¡à 
•

B;

(£) ¥¤¨áâ¢¥®©  á«¥¤áâ¢¥®© ¯®¤ «£¥¡à®©
•

B, á®¤¥à¦ é¥© B, ï¢«ï¥âáï ¢áï  «£¥¡à 
•

B;

(¤) ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â 
•

b ∈
•

B ¨¬¥îâáï â ª¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A1, A2 ⊂ B, çâ® supA1 = inf A2 =
•

b.

1.2.8. �ãáâì Q | ¯à®¨§¢®«ì®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®£¤  ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯® ¢ª«îç¥-
¨î ¬®¦¥áâ¢® Clop(Q) ¢á¥å ¥£® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©. �ã«¥¢ë
®¯¥à æ¨¨ ¢  «£¥¡à¥ Clop(Q) á®¢¯ ¤ îâ á â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¬¨: 0 = ∅, 1 = Q, U ∨ V = U ∪ V ,
U ∧ V = U ∩ V , U⊥ = Q\U .

�¥®à¥¬  �â®ã  | �£ á ¢ àë [214, 244]. �ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ Q |
á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ B. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  b ∈ B ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ Q : b ∈ q}
ç¥à¥§ b̂.

(1) �®¦¥áâ¢® {b̂ : b ∈ B} ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥ª®â®à®© â®¯®«®£¨¨   Q, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© Q
ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬.

(2) �â®¡à ¦¥¨¥ b 7→ b̂ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B ¨ Clop(Q).
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(3) �ã«¥¢   «£¥¡à  B ï¢«ï¥âáï ¯®«®© (σ -¯®«®©) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª®¬¯ ªâ Q íªáâà¥-
¬ «ì® ¥á¢ï§¥ (σ -íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥).

�®¬¯ ªâ Q, ª®â®àë© ¯®áâà®¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë,  §ë¢ ¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬ ª®¬-
¯ ªâ®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B,   ®â®¡à ¦¥¨¥ b 7→ b̂ | ª ®¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ B   Clop(Q) ¨«¨
áâ®ã®¢áª®© à¥ «¨§ æ¨¥©  «£¥¡àë B. �â®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬  «£¥¡àë B  §ë¢ îâ â ª¦¥ «î¡®© ¢¯®«¥
¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ K,  «£¥¡à  Clop(K) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ª®â®à®£® ¨§®¬®àä  B. �â®
á®£« è¥¨¥ ®¯à ¢¤ ®, â ª ª ª â ª®© ª®¬¯ ªâ K ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  «£¥¡à®© B ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤®
£®¬¥®¬®àä¨§¬ .

�â ª, á®£« á® â¥®à¥¬¥ �â®ã  | �£ á ¢ àë ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Clop(Q), £¤¥ Q | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë©
ª®¬¯ ªâ, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �á«¨ ¦¥ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© (σ -íªá-
âà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë©) ª®¬¯ ªâ, â® Clop(Q) | ®¡é¨© ¢¨¤ ¯®«®© (σ -¯®«®©) ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �®çë¥
£à ¨æë ¢ íâ®©  «£¥¡à¥ ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ supξ∈� Uξ = cl

∪
ξ∈� Uξ ¨ infξ∈� Uξ = int

∩
ξ∈� Uξ, £¤¥

cl ¨ int á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¯¥à æ¨¨ § ¬ëª ¨ï ¨ ¢ãâà¥®áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q.

1.2.9. �âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  X  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨
int clU = U . �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ®âªàëâëå à¥£ã«ïàëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Rop(X).
�®¦¥áâ¢® Rop(X), ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯® ¢ª«îç¥¨î, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã: 0 = ∅, 1 = X,
U ∨ V = int cl(U ∪ V ), U ∧ V = U ∩ V , U⊥ = int(X\U). �§¢¥áâ®, çâ® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Rop(X) ï¢«ï¥âáï
¯®«®© (á¬. [233: 16.1]) ¨ â®çë¥ £à ¨æë ¢ ¥© ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ supξ∈� Uξ = int cl

∪
ξ∈� Uξ ¨

infξ∈� Uξ = int cl
∩

ξ∈� Uξ.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X | à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ X

®¡®§ ç¨¬ ä¨«ìâà {U ∈ Rop(X) : x ∈ U} á¨¬¢®«®¬ Rop(x). �ãáâì Q | áâ®ã®¢áª¨© (íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§ë©) ª®¬¯ ªâ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(X), á®áâ ¢«¥ë© ¨§ ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ íâ®©  «£¥¡àë.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ QX á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ q ∈ Q, ¤«ï ª®â®àëå  ©¤¥âáï â ª ï â®çª  x ∈ X,
çâ® Rop(x) ⊂ q. �§ å ãá¤®àä®¢®áâ¨ X á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  q ∈ QX ¨¬¥¥âáï à®¢® ®¤ 
â®çª  α(q) ∈ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î Rop

(
α(q)

)
⊂ q.

�¥¬¬ . �ãáâì U 7→ Û | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ Rop(X)   Clop(Q).

(1) �á«¨ U ∈ Rop(X), â® Û = clα−1[U ], £¤¥ § ¬ëª ¨¥ ¡¥à¥âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q.

(2) �á«¨ U ∈ Rop(X), â® α−1[U ] ⊂ Û ∩QX ⊂ α−1[clU ].
(3) �â®¡à ¦¥¨¥ α : QX → X  ¡á®«îâ®.

J (1) �ª«îç¥¨¥ α−1[U ] ⊂ Û , ¨§ ª®â®à®£® ¢ á¨«ã § ¬ªãâ®áâ¨ Û á«¥¤ã¥â clα−1[U ] ⊂ Û , ï¢«ï¥âáï

®ç¥¢¨¤ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¢ª«îç¥¨© Rop
(
α(q)

)
⊂ q

(
q ∈ QX

)
. �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ®¡à â®£® ¢ª«îç¥¨ï Û ⊂

clα−1[U ] á«¥¤ã¥â § ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â q ∈ Û ¨ ¤«ï ª ¦¤®© ¥£® ®ªà¥áâ®áâ¨ V̂ ∈ Clop(Q)

¯®ª § âì, çâ® α−1[U ] ∩ V̂ ̸= ∅. �®áª®«ìªã ¬®¦¥áâ¢  U ¨ V ï¢«ïîâáï í«¥¬¥â ¬¨ ã«ìâà ä¨«ìâà  q, ¨å

¯¥à¥á¥ç¥¨¥ U ∩ V ¥¯ãáâ®. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ∅ ̸= α−1[U ∩ V ] ⊂ α−1[U ] ∩ V̂ .

(2) �ª«îç¥¨¥ α−1[U ] ⊂ Û ∩QX ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (1). �®ª ¦¥¬, çâ® Û ∩QX ⊂ α−1[clU ]. �á«¨ q ∈ Û ∩QX

¨ α(q) /∈ clU , â® ¢ á¨«ã à¥£ã«ïà®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  X ¨¬¥¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ®áâì V ∈ Rop
(
α(q)

)
, çâ®

U ∩ V = ∅. �à¨ ¤«¥¦®áâì ¬®¦¥áâ¢ U ¨ V ã«ìâà ä¨«ìâàã q ¯à¨¢®¤¨â ª ¨áª®¬®¬ã ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.
(3) �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨ï ( ){(¤), ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 1.1.7  ¡á®«îâ®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.
( ) �îàê¥ªâ¨¢®áâì α á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® ª ¦¤ë© ä¨«ìâà Rop(x), x ∈ X, ¬®¦¥â ¡ëâì

à áè¨à¥ ¤® ã«ìâà ä¨«ìâà .
(¡) �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ α ¥¯à¥àë¢®. �ãáâì q ∈ QX ¨ U | ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ α(q)

¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X. �§ à¥£ã«ïà®áâ¨ X á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ¬®¦¥áâ¢  U0 ∈ Rop(X), çâ®

α(q) ∈ U0 ⊂ clU0 ⊂ U . �®®â®è¥¨ï q ∈ Û0 ∩ QX ⊂ α−1[U ] ®§ ç îâ, çâ® α−1[U ] | ®ªà¥áâ®áâì
â®çª¨ q ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ QX .

(¢) �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ α ª®¬¯ ªâ®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã x ∈ X. �« £®¤ àï
ª®¬¯ ªâ®áâ¨ Q ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Q\α−1(x) ®âªàëâ® ¢ Q. �® ¯®áâà®¥¨î α ¤«ï
«î¡®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  q ∈ Q\α−1(x)  ©¤¥âáï ®ªà¥áâ®áâì U ∈ Rop(x), ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é ï q. �¡®§ ç¨¬

ç¥à¥§ V ¤®¯®«¥¨¥ U ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Rop(X). �®£¤  V ∈ q,   § ç¨â, q ∈ V̂ . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®

V̂ ⊂ Q\α−1(x). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ p ∈ V̂ , â® V ∈ p,   â®£¤  U /∈ p ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, p /∈ α−1(x) ¯®
¯®áâà®¥¨î α.

(£) �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ α § ¬ªãâ®. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
F ⊂ QX ¨ ãáâ ®¢¨¬ ®âªàëâ®áâì ¬®¦¥áâ¢  X\α[F ]. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã x ∈ X\α[F ].
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�®áª®«ìªã ¯à®®¡à § α−1(x) «¥¦¨â ¢ ®âªàëâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q\F ¢¯®«¥ ¥á¢ï§®£® ¯à®áâà áâ¢  Q,
 ©¤¥âáï ¯®ªàëâ¨¥ α−1(x) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Q, «¥¦ é¨¬¨ ¢ Q\F . �®¬¯ ªâ®áâì
α−1(x), ãáâ ®¢«¥ ï ¢ ¯. (¢), ¯®§¢®«ï¥â  ¬ ¨§¢«¥çì ¨§ ãª § ®£® ¯®ªàëâ¨ï ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥,
®¡ê¥¤¨¨¢ í«¥¬¥âë ª®â®à®£®, ¬ë ¯®«ãç¨¬ â ª®© í«¥¬¥â U ∈ Clop(Q), çâ® α−1(x) ⊂ U ⊂ Q\F . �®£« á®
(1) ¬®¦¥áâ¢® U ¨¬¥¥â ¢¨¤ clα−1[V ], £¤¥ V ∈ Rop(X). �á®, çâ® V ⊂ X\α[F ]. �áâ «®áì ãáâ ®¢¨âì
¢ª«îç¥¨¥ x ∈ V .

�ª«îç¥¨¥ α−1(x) ⊂ U ¨ à ¢¥áâ¢® U = V̂ ¯®§¢®«ïîâ  ¬ § ª«îç¨âì, çâ® V ∈ ∩
{
q ∈ Q : Rop(x) ⊂

q
}
. �®ª ¦¥¬, çâ® V ∈ Rop(x). �á«¨ íâ® ¥ â ª, â® á®¢®ªã¯®áâì

{
W ∧ V ⊥ : W ∈ Rop(x)

}
ï¢«ï¥âáï ¡ §®©

ä¨«ìâà  ¢  «£¥¡à¥ Rop(X). � áè¨à¨¢ íâã ¡ §ã ¤® ã«ìâà ä¨«ìâà  q ∈ Q, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î:
Rop(x) ⊂ q, ® V /∈ q.

(¤) �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ α ¥¯à¨¢®¤¨¬®. �ãáâì F | á®¡áâ¢¥®¥ § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
QX . �®£¤   ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â U ∈ Clop(Q), çâ® ∅ ̸= U ⊂ Q\F . � á¨«ã (1) ¬®¦¥áâ¢® U ¨¬¥¥â ¢¨¤
clα−1[V ], £¤¥ V ∈ Rop(X). �«¥¬¥â à ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ∅ ̸= V ⊂ X\α[F ]. I

�®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.1.7 (3) ¯®á«¥¤ïï «¥¬¬  ®§ ç ¥â, çâ® QX ï¢«ï¥âáï  ¡á®«îâ®¬ X. � á¢ï§¨ á íâ¨¬
®â®¡à ¦¥¨¥ α : QX → X ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì  ¡á®«îâ¨§ æ¨¥© X.

1.2.10. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | à¥£ã«ïà®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬-
¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(X) ¨ α : QX → X |  ¡á®«îâ¨§ æ¨ï X.

(1) �®¦¥áâ¢® QX ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q.
(2) � ¢¥áâ¢® QX = Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® X ª®¬¯ ªâ®.
(3) �á«¨ Y | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â® α−1[Y ] | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q.
(4) �á«¨ Y | ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â® α−1[Y ] | ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® QX .
(5) �á«¨ Y | â®é¥¥ (ª®â®é¥¥) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â® α−1[Y ] | â®é¥¥ (ª®â®é¥¥) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® QX .

J (1) �¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 1.2.9 (1).
(2) �ëâ¥ª ¥â ¨§ (1) ¨ 1.1.7 (5).
(3) �ãáâì Y | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X. �áïª®¥ ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®Q á®¤¥à¦¨â

Û ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¥¯ãáâ®£® U ∈ Rop(X)
(
§¤¥áì U 7→ Û | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ Rop(X)   Clop(Q)

)
.

�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¯à®®¡à § α−1[U ∩ Y ] ¥¯ãáâ ¨ á®¤¥à¦¨âáï ¢ Û ∩ α−1[Y ].
(4) �ãáâì Y | ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X. �§ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ α á«¥¤ã¥â § ¬ªãâ®áâì

¯à®®¡à §  α−1[clY ] ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ QX . �®¯ãáâ¨¬, çâ® α−1[clY ] ¨¬¥¥â ¥¯ãáâãî ¢ãâà¥®áâì. �®£¤ 

 ©¤¥âáï ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U ∈ Rop(X), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î Û ∩ QX ⊂ α−1[clY ]. �®áª®«ìªã
¬®¦¥áâ¢® Y ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®, (¡« £®¤ àï áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï α) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â
q ∈ QX , çâ® α(q) ∈ U ¨ α(q) /∈ clY . � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ ¢ª«îç¥¨ï Rop

(
α(q)

)
⊂ q ¢ëâ¥ª ¥â U ∈ q,  

â®£¤  q ∈ Û ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, q ∈ α−1[clY ]. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® α−1[clY ]
¨£¤¥ ¥ ¯«®â®, ¨ ¯®íâ®¬ã ¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® α−1[Y ] ®¡« ¤ ¥â â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬.

(5) �«¥¤ã¥â ¨§ (4). I

1.2.11. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à ,
•

B | ¥¥ ¯®¯®«¥¨¥, Q |

áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ B ¨ α :
•

Q → Q |  ¡á®«îâ¨§ æ¨ï Q.
(1) �ã«¥¢   «£¥¡à  Rop(Q) ï¢«ï¥âáï ¯®¯®«¥¨¥¬  «£¥¡àë Clop(Q). � ç áâ®áâ¨,  «£¥¡àë Rop(Q) ¨

•

B ¨§®¬®àäë.

(2) �â®¡à ¦¥¨¥ U 7→ clα−1[U ] ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬ Rop(Q)   Clop(
•

Q). � ç áâ®áâ¨,
•

Q ï¢«ï¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬  «£¥¡àë
•

B.

J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) ®ç¥¢¨¤® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®¯®«¥¨ï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë (á¬. 1.2.7). �â¢¥à¦¤¥-
¨¥ (2) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 1.2.9 (1). I

1.2.12. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ 1.1.12, á®¢®ªã¯®áâì B(
) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© 
 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �ã«¥¢   «£¥¡à  B(
)
ï¢«ï¥âáï σ -¯®«®©. �ç¥âë¥ â®çë¥ £à ¨æë ¢ íâ®©  «£¥¡à¥ ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ supn∈N A∼

n =(∪
n∈N An

)∼
¨ infn∈N A∼

n =
(∩

n∈N An

)∼
¤«ï An ∈ B(
). � á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¥ª®â®àë¥

á¢¥¤¥¨ï, ª á îé¨¥áï (¡¥áª®¥çëå) â®çëå £à ¨æ ¢ B(
). �®ª § â¥«ìáâ¢  áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ãâ¢¥à-
¦¤¥¨© ¬®¦®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ [166: £«. I].
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�¥®à¥¬ . �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©.
(1) �¥¬¥©áâ¢® (Aξ)ξ∈� ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ A ∈ B(
)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ¬®¦¥áâ¢® A â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
) ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥ supξ∈�A∼
ξ = A∼.

(2) �ãáâì á¥¬¥©áâ¢® (Aξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ B(
)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â 
. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
A ⊂ 
 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( ) A ∈ B(
) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ∩Aξ ∈ B(
) ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �;
(¡) A ∼ ∅ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A ∩Aξ ∼ ∅ ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �;
(¢) ¥á«¨ A ∈ B(
), â® supξ∈�(A ∩Aξ)∼ = A∼ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
).

(3) �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë, â® ¡ã«¥¢   «£¥¡à 
B(
) ï¢«ï¥âáï ¯®«®©.

(4) �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ ä ªâ®à- «£¥¡àë B(
) (á¬. 1.1.13). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  (Aξ)ξ∈�
í«¥¬¥â®¢ B(
) ®¡ê¥¤¨¥¨¥ � :=

∪
ξ∈� ρ(Aξ) ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ � :=

∩
ξ∈� ρ(Aξ) ¨§¬¥à¨¬ë, ¯à¨ç¥¬ �∼ =

supξ∈�Aξ ¨ �∼ = infξ∈�Aξ.

1.2.13. �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
). �®£« á® 1.1.14 ¨ 1.2.12 ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B(
)
¯®« , ¨ ¢ á¨«ã 1.2.8 ¥¥ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥.

�¥¬¬ . �®¢®ªã¯®áâ¨ â®é¨å ¨ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q á®¢¯ ¤ îâ.

J �¢®©áâ¢® ¯àï¬®© áã¬¬ë, ª®â®àë¬ ®¡« ¤ ¥â 
 (á¬. 1.1.14), ¯®§¢®«ï¥â ¡¥§ âàã¤  á¢¥áâ¨ á¨âã æ¨î
ª á«ãç î ª®¥ç®© ¬¥àë, à áá¬®âà¥®¬ã ¢ [215: § 22]. I

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ ω ∈ 
 ®¡®§ ç¨¬ ã«ìâà ä¨«ìâà {A ∈ B(
) : ω ∈ ρ(A)} ç¥à¥§ τ(ω). �®áâà®¥®¥
â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ τ : 
 → Q ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª ®¨ç¥áª¨¬ ¯®£àã¦¥¨¥¬ 
 ¢ Q, á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¨¬ «¨äâ¨£ã ρ.

�¥®à¥¬ . �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
), τ | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥-

¨¥ 
 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
) ¨ A 7→ Â | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ B(
)  
Clop(Q).

(1) �«ï ª ¦¤®£® ª« áá  A ∈ B(
) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ρ(A) = τ−1[Â]. � ç áâ®áâ¨, ¯à®®¡à §
τ−1[U ] ¢áïª®£® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢  U ⊂ Q ¨§¬¥à¨¬.

(2) �â®¡à ¦¥¨¥ U 7→ τ−1[U ]∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Q)   B(
), ®¡à â-

ë© ª ¨§®¬®àä¨§¬ã A 7→ Â.
(3) �¡à § τ [
] ¢áî¤ã ¯«®â¥ ¢ Q.
(4) �à®®¡à § τ−1[V ] ¢áïª®£® ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢  V ⊂ Q ¨§¬¥à¨¬, ¯à¨ç¥¬ τ−1[V ] ∼ τ−1[clV ].
(5) �â®¡à ¦¥¨¥ τ : 
 → Q ¨§¬¥à¨¬® ¯® �®à¥«î.
(6) �à®®¡à § τ−1[N ] ¢áïª®£® â®é¥£® (= ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®£®) ¬®¦¥áâ¢  N ⊂ Q ¨§¬¥à¨¬ ¢ 
 ¨ ¨¬¥¥â

ã«¥¢ãî ¬¥àã.
(7) �®çª¨ ω1, ω2 ∈ 
 ρ-¥à §«¨ç¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  τ(ω1) = τ(ω2).

J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®, (2) á«¥¤ã¥â ¨§ (1),   (3) | ¨§ (2). �à¨áâã¯ ï ª
®¡®á®¢ ¨î ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (4), à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® V ⊂ Q. �ãáâì á¥¬¥©áâ¢®
(Uξ)ξ∈� ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q â ª®¢®, çâ® V =

∪
ξ∈� Uξ. �®£¤  ¨§ (1) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§¬¥à¨¬®áâì

¯à®®¡à §®¢ τ−1[Uξ] ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �,   ¨§ 1.2.12 (4) á«¥¤ã¥â ¨§¬¥à¨¬®áâì ¬®¦¥áâ¢  τ−1[V ] =
∪

ξ∈� τ−1[Uξ].
�®®â®è¥¨¥ supξ∈� Uξ = clV ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q) á ãç¥â®¬ (2) ¨ 1.2.12 (4) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â íª¢¨¢ «¥â-
®áâì τ−1[V ] ∼ τ−1[clV ]. �â¢¥à¦¤¥¨ï (5) ¨ (6) ¢ëâ¥ª îâ ¨§ (4),   (7) | ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï
®â®¡à ¦¥¨ï τ . I
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§ 1.3. �¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ á®¡à ë ®á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ®¡  ¡áâà ªâëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å,   â ª¦¥ ®¡ ¨å
ª®ªà¥âëå ¯à¨¬¥à å | K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q ¨ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   ¯à®-
áâà áâ¢¥ á ¬¥à®© 
. �¨¬ ¨¥ á®áà¥¤®â®ç¥®   ®¯¨á ¨¨ â®çëå £à ¨æ, ¯®àï¤ª®¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨
¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ C∞(Q) ¨ M(
). �®£« á® â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  | �£ á ¢ àë C∞(Q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ (à áè¨à¥®£®) K-¯à®áâà áâ¢ . �®íâ®¬ã ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  M(
) ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ã-
ç ¥¢ ¨§®¬®àä  C∞(Q) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ª®¬¯ ªâ  Q. � ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ï¢®¥ ®¯¨á ¨¥
íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¢ â¥à¬¨ å ª ®¨ç¥áª®£® ¯®£àã¦¥¨ï τ : 
 → Q, ®¯à¥¤¥«¥®£® ¢ 1.2.13. �¥ªâ®à ï
à¥è¥âª  C∞(Q) ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ¥é¥ ®¤®£® â¨¯¨ç®£® ¯à¨¬¥à  K-¯à®áâà áâ¢  | ¯à®áâà -
áâ¢  C∞(X) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   ¡íà®¢áª®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X. �§®-
¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ C∞(X) ¨ C∞(Q) (¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ª®¬¯ ªâ  Q) ¬®¦¥â ¡ëâì
¢ëà ¦¥ ï¢® á ¯®¬®éìî äãªæ¨¨ αX , ®¯¨á ®© ¢ § 1.2.

�ä®à¬ æ¨ï ®¡  ¡áâà ªâëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å ¨ K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) ¨¬¥¥âáï ¢ [24, 33, 60, 83].
�á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢ M(
) ¨ L∞(
) ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ [59, 166].

�á¥ ¢¥ªâ®àë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï  ¤ ¯®«¥¬ R ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥«
¨ ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¥ã«¥¢ë¬¨. �á¥ ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ îâáï
 àå¨¬¥¤®¢ë¬¨.

1.3.1. � ¯à®¨§¢®«ì®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ (= à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®ç¥®¬  àå¨¬¥¤®¢®¬ ¢¥ªâ®à®¬
¯à®áâà áâ¢¥) ¡¨ àë¥ à¥è¥â®çë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¡®§ ç îâáï á¨¬¢®« ¬¨ ∨ ¨ ∧. �®«®¦¨â¥«ì ï ç áâì
e∨0, ®âà¨æ â¥«ì ï ç áâì (−e)∨0 ¨ ¬®¤ã«ì e∨ (−e) í«¥¬¥â  e ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ®¡®§ ç îâáï á®®â¢¥â-
áâ¢¥® ç¥à¥§ e+, e− ¨ |e|. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ®¡®§ ç ¥âáï
á¨¬¢®«®¬ E+. �¨¬¢®« ⊥ ®¡®§ ç ¥â ®â®è¥¨¥ ¤¨§êîªâ®áâ¨: e ⊥ f ⇔ |e| ∧ |f | = 0. �¨§êîªâ®¥
¤®¯®«¥¨¥ {e ∈ E : e ⊥ f ¤«ï ¢á¥å f ∈ F} ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ®¡®§ ç âáï ç¥à¥§ F⊥,
á¨¬¢®« F⊥⊥ ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥¨¥¬ § ¯¨á¨ (F⊥)⊥. �®¤¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤
F⊥⊥ ¤«ï ¥ª®â®à®£® F ⊂ E,  §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®¥â®© E (¯®à®¦¤¥®© ¬®¦¥áâ¢®¬ F ). �®¤¬®¦¥áâ¢®
F ⊂ E ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®¥â®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  F⊥⊥ = F . �®¬¯®¥â  ¢¨¤  {e}⊥⊥, £¤¥ e ∈ E,
 §ë¢ ¥âáï £« ¢®©. �«¥¬¥â 1 ∈ E  §ë¢ îâ (á« ¡®©) ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥©, ¥á«¨ 1 > 0 ¨ {1}⊥⊥ = E.
�á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  e ∈ E áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® λ ∈ R â ª®¥, çâ® |e| 6 λ1, â® í«¥¬¥â 1 ∈ E  §ë¢ ¥âáï
á¨«ì®© (¯®àï¤ª®¢®©) ¥¤¨¨æ¥©.

�®â ä ªâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A ¬®®â®® ã¡ë¢ ¥â ¨ infα∈A eα = e, ª®à®âª® ®¡®§ ç ¥âáï ä®à¬ã«®©
eα ↓ e. �®¢®àïâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E o-áå®¤¨âáï ª e ∈ E (¨ ¯¨èãâ
e = o-lim eα), ¥á«¨ ¢ E áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (fβ)β∈B, çâ® fβ ↓ 0 ¨ ∀β ∈ B ∃�α ∈ A ∀α > �α |eα − e| 6 fβ .
�á«¨ ¢ à®«¨ á¥â¨ (fβ)β∈B ¢ëáâã¯ ¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (f/n)n∈N, £¤¥ f > 0, â® £®¢®àïâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A
r-áå®¤¨âáï ª e (á à¥£ã«ïâ®à®¬ f) ¨ ¯¨èãâ e = r-lim eα. �¥âì (eα)α∈A  §ë¢ ¥âáï o-äã¤ ¬¥â «ì®©
(r-äã¤ ¬¥â «ì®© á à¥£ã«ïâ®à®¬ f ∈ E), ¥á«¨ á¥âì (eα − eβ)(α,β)∈A×A o-áå®¤¨âáï (á®®â¢¥âáâ¢¥®
r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ f) ª ã«î. �á«¨ á¥âì

(∑
ξ∈θ eξ

)
θ∈P

fin(�)
o-áå®¤¨âáï ª e ∈ E, â® á¥¬¥©áâ¢®

(eξ)ξ∈�  §ë¢ îâ o-áã¬¬¨àã¥¬ë¬ ¨ ¯¨èãâ e = o-
∑

ξ∈� eξ (§¤¥áì P�n(�) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ª®¥çëå
¯®¤¬®¦¥áâ¢ �). � â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  í«¥¬¥âë eξ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, áã¬¬ã o-

∑
ξ∈� eξ  §ë¢ îâ

¤¨§êîªâ®©. �¥âì (eα)α∈A  §ë¢ ¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¨¤¥ªá
�α ∈ A, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {eα : α > �α} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®. �ç¥¢¨¤®, ¢áïª ï o-áå®¤ïé ïáï á¥âì ï¢«ï¥âáï
 á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®©.

�ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à π : E → E  §ë¢ ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬,
¥á«¨ π2 = π ¨ πe 6 e ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ e ∈ E. �  ¬®¦¥áâ¢¥ Pr(E) ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ëå
¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ E ¢¢®¤¨âáï ¯®àï¤®ª: π1 6 π2 ®§ ç ¥â π1e 6 π2e ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E. �â®-
á¨â¥«ì® â ª®£® ¯®àï¤ª  ¬®¦¥áâ¢® Pr(E) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥© ¢ íâ®©
 «£¥¡à¥ ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ã«¥¢®© ¨ â®¦¤¥áâ¢¥ë© idE ®¯¥à â®àë,   ¡ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ®áãé¥áâ¢-
«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: π1 ∧ π2 = π1 ◦ π2, π1 ∨ π2 = π1 + π2 − π1 ◦ π2, π⊥ = idE − π. �á«¨ e ∈ E, â®
í«¥¬¥âë ¢¨¤  πe, £¤¥ π ∈ Pr(E),  §ë¢ îâ ®áª®«ª ¬¨ e.

�¡à § «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢®£® ¯à®¥ªâ®à  ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®¥â®©. � ¦¤ë© ¯®àï¤-
ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ®¡à §®¬. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E á¨¬¢®«®¬
⟨e⟩ ®¡®§ ç ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à   ª®¬¯®¥âã {e}⊥⊥ (¥á«¨ â ª®¢®© áãé¥áâ¢ã¥â). � «®£¨ç® ¤«ï
¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ E á¨¬¢®«®¬ ⟨F ⟩ ®¡®§ ç ¥âáï ¯à®¥ªâ®à   ª®¬¯®¥âã F⊥⊥. �«ï «î¡ëå e, f ∈ E

¯®« £ ¥¬ ⟨e < f⟩ :=
⟨
(f − e)+

⟩
, ⟨e 6 f⟩ := ⟨f < e⟩⊥, ⟨e > f⟩ := ⟨f < e⟩ ¨ ⟨e > f⟩ := ⟨f 6 e⟩. �á®, çâ®



§ 1.3. �¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ 55

⟨e 6 f⟩ = max{π ∈ Pr(E) : πe 6 πf}. �áâ¥áâ¢¥®, § ¯¨áì ⟨e 6 f < g⟩ ®¡®§ ç ¥â ⟨e 6 f⟩ ∧ ⟨f < g⟩. �
¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯®¤®¡ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¡¥§ ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯®ïá¥¨©.

�¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® F ⊂ E  §ë¢ ¥âáï (¯®àï¤ª®¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, ¥á«¨
¤«ï «î¡ëå f ∈ F ¨ e ∈ E ¨§ |e| 6 |f | á«¥¤ã¥â e ∈ F . �á«¨ D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, â®
 ¨¬¥ìè¨© ¨¤¥ « E, á®¤¥à¦ é¨© D, ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ ED ¨  §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬, ¯®à®¦¤¥ë¬
D. �ç¥¢¨¤®, â ª®© ¨¤¥ « áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å e ∈ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
¥à ¢¥áâ¢ã |e| 6 |d1| + · · · + |dn| ¤«ï ª ª¨å-«¨¡® í«¥¬¥â®¢ di ∈ D. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  d ∈ E
¨¤¥ « E{d}  §ë¢ ¥âáï (£« ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ E, ¯®à®¦¤¥ë¬ í«¥¬¥â®¬ d, ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Ed.
�ç¥¢¨¤®, Ed = {e ∈ E : |e| 6 n|d| ¤«ï ¥ª®â®à®£® n ∈ N}. �¤¥ « F ⊂ E  §ë¢ îâ äã¤ ¬¥â®¬, ¥á«¨
F⊥⊥ = E.

�¥ªâ®à ï à¥è¥âª   §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ � â®à®¢¨ç  ¨«¨, ¡®«¥¥ ª®à®âª®, K-¯à®áâà -
áâ¢®¬, ¥á«¨ ¢áïª®¥ ¥¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â â®çë¥ £à ¨æë. �á«¨  «¨ç¨¥
â®çëå £à ¨æ £ à â¨àã¥âáï «¨èì ¤«ï áç¥âëå ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢, â® ¢¥ªâ®à ï
à¥è¥âª  ¨¬¥ã¥âáï Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬. � K-¯à®áâà áâ¢¥ (Kσ -¯à®áâà áâ¢¥) ª ¦¤ ï o- ¨«¨ r-äã¤ -
¬¥â «ì ï á¥âì (áç¥â ï á¥âì) ¨¬¥¥â á®®â¢¥âáâ¢¥® o- ¨«¨ r-¯à¥¤¥«. �«ï «î¡®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨
E ¨¬¥¥âáï (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® «¨¥©®£® ¨ ¯®àï¤ª®¢®£® ¨§®¬®àä¨§¬ ) K-¯à®áâà áâ¢® E, á®-
¤¥à¦ é¥¥ E ª ª o-¯«®âãî ¢¥ªâ®àãî ¯®¤à¥è¥âªã. � ª®¥ K-¯à®áâà áâ¢® E  §ë¢ ¥âáï o-¯®¯®«¥¨¥¬
à¥è¥âª¨ E. �®¢®àïâ, çâ® K-¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬, ¥á«¨ «î¡®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à® ¤¨§ê-
îªâëå ¥£® í«¥¬¥â®¢ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®. �áïª®¥K-¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â®¬ ¥ª®â®à®£®
(¥¤¨áâ¢¥®£® á â®ç®áâìî ¤® «¨¥©®£® ¨ ¯®àï¤ª®¢®£® ¨§®¬®àä¨§¬ ) à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢ ,
ª®â®à®¥  §ë¢ ¥âáï ¥£® ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬. �î¡®© ¨¤¥ « K-¯à®áâà áâ¢  (Kσ -¯à®áâà áâ¢ )
ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬ (Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬). �«ï ¢áïª®£® K-¯à®áâà áâ¢  E ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Pr(E)
¯®« . �á«¨ F | äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢  E, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ π 7→ π

∣∣
F ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬

¬¥¦¤ã ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ Pr(E) ¨ Pr(F ). �ë ãá«®¢¨¬áï ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì  «£¥¡àë Pr(E) ¨ Pr(F ) ¯®-
áà¥¤áâ¢®¬ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬ . � K-¯à®áâà áâ¢¥ (Kσ -¯à®áâà áâ¢¥) ¨¬¥îâáï ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë  
«î¡ãî ª®¬¯®¥âã (á®®â¢¥âáâ¢¥®   «î¡ãî £« ¢ãî ª®¬¯®¥âã).

K-¯à®áâà áâ¢® E  §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ (¤¨áªà¥âë¬), ¥á«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Pr(E) ¥¯à¥àë¢ 
(¤¨áªà¥â ) (á¬. 1.2.1).

1.3.2. � á«¥¤áâ¢¥® (σ - á«¥¤áâ¢¥®, ¯à ¢¨«ì®, σ -¯à ¢¨«ì®) ¢«®¦¥ãî ¢¥ªâ®àãî ¯®¤à¥-
è¥âªã ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ (á¬. 1.2.2)  §ë¢ îâ  á«¥¤áâ¢¥®© (σ- á«¥¤áâ¢¥®©, ¯à ¢¨«ì®©, σ-¯à -
¢¨«ì®©) ¯®¤à¥è¥âª®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¨ F | ¢¥ªâ®à ï ¯®¤à¥è¥âª  E. �«¥¤ãîé¨¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) F |  á«¥¤áâ¢¥ ï (σ - á«¥¤áâ¢¥ ï) ¯®¤à¥è¥âª  E;
(2) ¤«ï «î¡®£® (áç¥â®£®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢  G ⊂ F+ ¨§ á®®â®è¥¨ï infF G = 0 á«¥¤ã¥â infE G = 0;
(3) ¥á«¨ (áç¥â ï) á¥âì o-áå®¤¨âáï ¢ F , â® ®  o-áå®¤¨âáï ¨ ¢ E, ¯à¨ç¥¬ ª â®¬ã ¦¥ ¯à¥¤¥«ã;
(4) ¥á«¨ (áç¥â ï) á¥âì o-áå®¤¨âáï ª ã«î ¢ F , â® ®  o-áå®¤¨âáï ª ã«î ¨ ¢ E.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �¥ªâ®à ï ¯®¤à¥è¥âª  K-¯à®áâà áâ¢  (Kσ -¯à®áâà áâ¢ ) ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì®©
(σ -¯à ¢¨«ì®©) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  o-§ ¬ªãâ  (áç¥â® ¨/¨«¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-§ ¬ªãâ ).

1.3.3. �¥®à¥¬ . �ãáâì 1 | ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E.
(1) �á«¨ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ ï á¥âì (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ E o-áå®¤¨âáï ª e ∈ E, â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á« 

ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (πα)α∈A ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E), çâ® πα|eα − e| 6 ε1 ¤«ï ¢á¥å
α ∈ A.

(2) �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  e ∈ E áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (πn)n∈N ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥
Pr(E), çâ® πn|e| 6 n1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® (1) ¨¬¥¥âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [24: â¥®à¥¬  1.3.9]. �â¢¥à¦¤¥¨¥ (2) ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à-
¬ã«¨à®¢ª®© (1) ¤«ï á¥â¨ (e/n)n∈N. I

1.3.4. �ãáâì f | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E. �«¥¬¥â s ∈ E
 §®¢¥¬ f -áâã¯¥ç âë¬, ¥á«¨ s =

∑n
i=1 λiπif ¤«ï ¥ª®â®àëå λ1, . . . , λn ∈ R ¨ π1, . . . , πn ∈ Pr(E).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ E áãé¥áâ¢ãîâ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë
  £« ¢ë¥ ª®¬¯®¥âë (íâ® ¢ë¯®«¥®, ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, E ï¢«ï¥âáï Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬). �ãáâì Ef |
£« ¢ë© ¨¤¥ « E, ¯®à®¦¤¥ë© ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ í«¥¬¥â®¬ f ∈ E. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  e ∈ Ef
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¨ «î¡®£® ç¨á«  ε > 0  ©¤¥âáï â ª®© f -áâã¯¥ç âë© í«¥¬¥â s ∈ Ef , çâ® |s| 6 |e| ¨ |e− s| 6 εf . �
ç áâ®áâ¨, ¬®¦¥áâ¢® f -áâã¯¥ç âëå í«¥¬¥â®¢ r-¯«®â® ¢ Ef .

J �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ë¯®«¥ë¬¨ ¢á¥ ãá«®¢¨ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥â
e ∈ Ef ¨ ç¨á«® ε > 0. �ãáâì ç¨á«  m,n ∈ N â ª®¢ë, çâ® |e| 6 mf ¨ 1/n 6 ε. �®£¤  áã¬¬ 

−1∑
i=−mn

i

n

⟨
i− 1
n

f < e 6 i

n
f

⟩
f +

mn∑
i=1

i

n

⟨
i

n
f 6 e <

i+ 1
n

f

⟩
f

ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ f -áâã¯¥ç âë¬ í«¥¬¥â®¬. I

1.3.5. �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢®. �«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  äãªæ¨© fξ : Dξ → R (ξ ∈ �),
®¯à¥¤¥«¥ëå   ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å Dξ ⊂ X, ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥àåîî ®£¨¡ îéãî Supξ∈� fξ : X → R, ¯®«®¦¨¢
(Supξ∈� fξ)(x) := sup

{
fξ(x) : ξ ∈ �, x ∈ dom fξ

}
. �¢®©áâ¢¥ ï ä®à¬ã«  (Infξ∈� fξ)(x) := inf

{
fξ(x) : ξ ∈ �,

x ∈ dom fξ
}
®¯à¥¤¥«ï¥â ¨¦îî ®£¨¡ îéãî Infξ∈� fξ : X → �R. (� ª ®¡ëç®, ¬ë ¯®« £ ¥¬ sup∅ := −∞

¨ inf ∅ := ∞.)

�¥¬¬ . �ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �¥àåïï ¨ ¨¦ïï ®£¨¡ îé¨¥ «î-
¡®£® á¥¬¥©áâ¢  í«¥¬¥â®¢ C∞(X) ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ �íà .

J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥¬¥©áâ¢® (fξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ C∞(X), § ä¨ªá¨àã¥¬ ç¨á«® λ ∈ R ¨ ¯®ª -
¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® A :=

{
x ∈ X :

(
Supξ∈� fξ

)
(x) > λ

}
®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �íà . � á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨

äãªæ¨© fξ  ©¤ãâáï â ª¨¥ ®âªàëâë¥ ¬®¦¥áâ¢  Gξ ⊂ X, çâ® {x ∈ dom fξ : fξ(x) > λ} = Gξ ∩ dom fξ.
�¡®§ ç¨¬ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®

∪
ξ∈�Gξ ç¥à¥§ G. � á¨«ã à ¢¥áâ¢  A =

∪
ξ∈�Gξ ∩ dom fξ, ¤«ï ª ¦¤®£®

ξ ∈ � ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ (A△ G) ∩ Gξ á®¤¥à¦¨âáï ¢ X\dom fξ ¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï â®é¨¬. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯®
â¥®à¥¬¥ 1.1.10 â®é¨¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ (A△G) ∩G, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á A△G. I

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®.
(1) �¥ªâ®à ï à¥è¥âª  C∞(X) ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬.
(2) �¥¯ãáâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (fξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ C∞(X) ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® á¢¥àåã

(á¨§ã) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® ¢¥àåïï (¨¦ïï) ®£¨¡ îé ï ¯à¨¨¬ ¥â ª®¥çë¥ § ç¥¨ï  
ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ X.

(3) �á«¨ (fξ)ξ∈� | ®£à ¨ç¥®¥ á¢¥àåã (á¨§ã) á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ C∞(X), â® cont
(
Supξ∈� fξ

)
=

supξ∈� fξ
(
á®®â¢¥âáâ¢¥® cont

(
Infξ∈� fξ

)
= infξ∈� fξ

)
.

J � ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë. I

1.3.6. �¥®à¥¬  [214]. �á«¨ Q | σ -íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, â® ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª 
C∞(Q) ï¢«ï¥âáï Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬.

1.3.7. �ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® ¬®¦¥áâ¢  U ⊂ X,
®¡« ¤ îé¥£® á¢®©áâ¢®¬ �íà , ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à ⟨U⟩ : C∞(X) → C∞(X), ¯®«®¦¨¢ ⟨U⟩f :=
cont(χUf), £¤¥ χU | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¬®¦¥áâ¢  U . �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ ¨áâ¨®áâ¨
á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �â®¡à ¦¥¨¥ U 7→ ⟨U⟩
®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ Rop(X) ¨ Pr

(
C∞(X)

)
.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯à®áâà áâ¢® X ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬, ¨¬¥îâ
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  Rop(X) = Clop(X) ¨ ⟨U⟩f = ext(χUf) ¤«ï ¢á¥å U ∈ Clop(X) ¨ f ∈ C∞(X).

�á«¨ f ∈ C∞(X), â® ¬®¦¥áâ¢® cl{x ∈ X : f(x) ̸= 0}, £¤¥ cl | ®¯¥à æ¨ï § ¬ëª ¨ï,  §ë¢ ¥âáï
®á¨â¥«¥¬ äãªæ¨¨ f ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ supp f . �á«¨ F ⊂ C∞(X), â® ¬®¦¥áâ¢® cl

∪
f∈F supp f

 §ë¢ ¥âáï ®á¨â¥«¥¬ ¬®¦¥áâ¢  äãªæ¨© F ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ suppF . �ç¥¢¨¤®, ⟨suppF ⟩ =
⟨F ⟩, â. ¥. ®¯¥à â®à f 7→ cont(χsuppF f) ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬   ª®¬¯®¥âã, ¯®à®¦¤¥ãî
¬®¦¥áâ¢®¬ F . � ç áâ®áâ¨, ⟨supp f⟩ = ⟨f⟩ ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ C∞(X).
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�¥®à¥¬  [33, 214]. �ãáâì E | ¯à®¨§¢®«ì®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, Q | áâ®ã®¢áª¨© (íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§ë©) ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Pr(E) ¨ π 7→ π̂ | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ Pr(E)   Clop(Q).

(1) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ e 7→ ê K-¯à®áâà áâ¢  E   äã¤ ¬¥â C∞(Q)
â ª®©, çâ® (πe)∧ = ⟨π̂⟩ê ¤«ï ¢á¥å π ∈ Pr(E) ¨ e ∈ E.

(2) �á«¨ ¢ E ä¨ªá¨à®¢   ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  1, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© ¨§®¬®àä¨§¬ e 7→ ê
K-¯à®áâà áâ¢  E   äã¤ ¬¥â C∞(Q) â ª®©, çâ® (π1)∧ = χπ̂ ¤«ï ¢á¥å π ∈ Pr(E).

(3) �¡à § «î¡®£® ¨§®¬®àä¨§¬  à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢    äã¤ ¬¥â C∞(Q) á®¢¯ ¤ ¥â á
C∞(Q).

�â®¡à ¦¥¨¥ e 7→ ê, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë,  §ë¢ ¥âáï à¥ «¨§ æ¨¥©
K-¯à®áâà áâ¢  E.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ «î¡®¬ à áè¨à¥®¬ K-¯à®-
áâà áâ¢¥ E ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ â ª, çâ® E ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ã¯®àï¤®ç¥ãî
 «£¥¡àã. �á«¨ ¤®¯®«¨â¥«ì® ä¨ªá¨à®¢ âì ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®-
¡ë ®  ¡ë«  ¥¤¨¨æ¥© ã¬®¦¥¨ï, â® á¯®á®¡ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ E áâ ®¢¨âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬. �
íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  f ∈ E áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â g ∈ E â ª®©, çâ® fg = ⟨f⟩1,
£¤¥ 1 ∈ E | ¥¤¨¨æ  ã¬®¦¥¨ï. � ª®© í«¥¬¥â g ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ 1/f . �à®¨§¢¥¤¥¨¥
e(1/f) ®¡®§ ç ¥âáï ¡®«¥¥ ª®à®âª®: e/f .

1.3.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | à¥£ã«ïà®¥ ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, Q |
áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(X) ¨ α : QX → X |  ¡á®«îâ¨§ æ¨ï X (á¬. 1.2.9). �®£¤ 
¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ C∞(X) ª®¬¯®§¨æ¨ï f ◦ α ®¯à¥¤¥«¥    ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¨
®â®¡à ¦¥¨¥ f 7→ ext(f ◦ α) ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ K-¯à®áâà áâ¢  C∞(X)
  C∞(Q).

J �§ â¥®à¥¬ë 1.2.10 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ i : f 7→ ext(f ◦ α) ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¨ ¯®àï¤ª®¢ë¬
¨§®¬®àä¨§¬®¬ C∞(X)   im i. �®áª®«ìªã ®¡à § i ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥-
áâ¢  im i = C∞(Q) ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® im i á®¤¥à¦¨â å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨ ¢á¥å ®âªàëâ®-
§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q. �®á«¥¤¥¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 1.2.9 ¨ 1.2.10. I

1.3.9. �á«¨ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, â® ¯à¨ ã¯®âà¥¡«¥¨¨ ¯®â®ç¥çëå â®çëå £à ¨æ Infξ∈� fξ
¨ Supξ∈� fξ, ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® äãªæ¨¨ fξ ∈ M(
) ®¯à¥¤¥«¥ë ¢áî¤ã   
 ¨ ¤¥©áâ¢ãîâ ¢ R (á¬. 1.1.11).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©.
(1) �¥ªâ®à ï à¥è¥âª  M(
) ï¢«ï¥âáï Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬.
(2) �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (f∼

n )n∈N í«¥¬¥â®¢M(
) ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥  á¢¥àåã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  supn∈N fn(ω) < ∞ ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
. �à¨ íâ®¬ Supn∈N fn ∈ supn∈N f∼

n .
(3) �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (f∼

n ) o-áå®¤¨âáï ª f∼ ¢ M(
), â® fn(ω) → f(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
.

1.3.10. �§ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ M(
) ¨ L∞(
)
ï¢«ïîâáï K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨, ¥á«¨ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ª®¥ç®© ¨«¨ σ -ª®¥ç®© ¬¥à®©.

�¥®à¥¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬-
¬ë, ¨ ¯ãáâì ρ | «¨äâ¨£ L∞(
).

(1) �¥ªâ®à ï à¥è¥âª  M(
) ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬.
(2) �¥¬¥©áâ¢® (fξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ M(
) ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® á¢¥àåã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© fξ ∈ fξ (ξ ∈ �), çâ® supξ∈� fξ(ω) < ∞ ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
.
(3) �á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® F ⊂ M(
) á®áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ ¨ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®

á¢¥àåã, â® Supf∈F∞ ρ(f) ∈ supF, £¤¥ F∞ :=
{
πf : π ∈ Pr

(
M(
)

)
, f ∈ F

}
∩ L∞(
).

(4) �á«¨ á¥¬¥©áâ¢® (fξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ L∞(
) ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ L∞(
), â® Supξ∈� ρ(fξ) ∈
supξ∈� fξ ¨ Infξ∈� ρ(fξ) ∈ infξ∈� fξ.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥¨© (1) ¨ (2) ¨¬¥¥âáï ¢ [59: I.6.10]. �â¢¥à¦¤¥¨ï (3) ¨ (4) ¬®¦® ¨§¢«¥çì
¨§ [166: £«. III, â¥®à¥¬  3]. I
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1.3.11. �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©. �á«¨ A ∈ B(
) ¨ f ∈ M(
), â® á¨¬¢®«®¬ ⟨A⟩f
®¡®§ ç ¥âáï ¯®â®ç¥ç®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ χAf , £¤¥ χA | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¬®¦¥áâ¢  A. �á«¨
A ∈ B(
) ¨ f ∈ M(
), â® á¨¬¢®«®¬ ⟨A⟩f ®¡®§ ç ¥âáï ª« áá ¨§ M(
), á®¤¥à¦ é¨© äãªæ¨î ⟨A⟩f ¤«ï
¥ª®â®àëå (  â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© A ∈ A ¨ f ∈ f . �â®¡à ¦¥¨¥ A 7→ ⟨A⟩ ®áãé¥áâ¢«ï¥â
¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¡ã«¥¢ë¬¨  «£¥¡à ¬¨ B(
) ¨ Pr

(
M(
)

)
.

�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï äãªæ¨® «ìë¬   «®£®¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë 1.2.12 (2).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì á¥¬¥©áâ¢® (Aξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ B(
)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â 
. �®£¤  ¤«ï «î¡®©
äãªæ¨¨ f : 
 → R ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1) f ∈ M(
) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ⟨Aξ⟩f ∈ M(
) ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �;
(2) f ∼ 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ⟨Aξ⟩f ∼ 0 ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �;
(3) ¥á«¨ f ∈ M(
) ¨ f > 0, â® supξ∈�

(
⟨Aξ⟩f

)∼
= f∼ ¢ M(
).

1.3.12. �à®áâà áâ¢®¬ � â®à®¢¨ç  | �¨áª¥à   §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, á®¤¥à¦ -
é¥¥ äã¤ ¬¥â á ¤®áâ â®çë¬ ç¨á«®¬ ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨® «®¢.

�¥®à¥¬  [60]. (1) �á«¨ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®©
áã¬¬ë, â® M(
) | ¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç  | �¨áª¥à .

(2) �áïª®¥ ¯à®áâà áâ¢® � â®à®¢¨ç  | �¨áª¥à  «¨¥©® ¨ ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬®àä® äã¤ ¬¥âã
K-¯à®áâà áâ¢  M(
) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£® ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© 
, ®¡« ¤ îé¥£® á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë.

1.3.13. �¥®à¥¬ . �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, ρ | «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) ¨ τ :

 → Q | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
)
(á¬. 1.2.13).

(1) �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï e ¨§¬¥à¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
e ∼ f ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  f ∈ C∞(Q).

(2) �«ï «î¡®£® ª« áá  e ∈ M(
) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï ê ∈ C∞(Q), ¤ îé ï ¯à¥¤áâ ¢-
«¥¨¥ e ¢ ¢¨¤¥ (ê ◦ τ)∼.

(3) �â®¡à ¦¥¨¥ e 7→ ê ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨¥©ë©,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ M(
)
  C∞(Q). �¡à âë© ¨§®¬®àä¨§¬ C∞(Q)   M(
) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã f 7→ (f ◦ τ)∼.

(4) �¡à § L∞(
) ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ e 7→ ê á®¢¯ ¤ ¥â á C(Q). �«ï ª ¦¤®£® ª« áá  e ∈ L∞(
) ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ρ(e) = ê ◦ τ .

J �ãáâì A 7→ Â | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ B(
)   Clop(Q). �®£« á® 1.3.11 ¨ â¥®à¥¬¥ 1.3.7
áãé¥áâ¢ã¥â (¨ ¥¤¨áâ¢¥) â ª®© ¨§®¬®àä¨§¬ e 7→ ê à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  M(
)   C∞(Q), çâ®
χ̂A = χ

Â
¤«ï ¢á¥åA ∈ B(
). �ë¤¥«¨¬ ¢M(
) á®¢®ªã¯®áâì St(
) áâã¯¥ç âëå ª« áá®¢ ¢¨¤ 

∑n
i=1⟨Ai⟩λ∼

i ,
£¤¥ Ai ∈ B(
) ¨ λi ∈ R. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® St(Q) ⊂ C(Q) ¢á¥¢®§¬®¦ëå áã¬¬∑n

i=1⟨Ui⟩λi, £¤¥ Ui ∈ Clop(Q) ¨ λi ∈ R. �ç¥¢¨¤®, ®â®¡à ¦¥¨¥ s 7→ ŝ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ St(
)  
St(Q). �®áª®«ìªã ¬®¦¥áâ¢® St(
) ¯«®â® ¢ L∞(
) ®â®á¨â¥«ì® r-áå®¤¨¬®áâ¨ á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1∼,   St(Q)
à ¢®¬¥à® ¯«®â® ¢ C(Q), ®¡à § L∞(
) ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ e 7→ ê á®¢¯ ¤ ¥â á C(Q). �§ â¥®à¥¬ë 1.2.13
á«¥¤ã¥â, çâ® ρ(s) = ŝ ◦ τ ¤«ï ¢á¥å s ∈ St(
). �ç¨âë¢ ï íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®,   â ª¦¥ ¨á¯®«ì§ãï â®â ä ªâ,
çâ® r-áå®¤¨¬®áâì sn → e á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1∼ ¢«¥ç¥â à ¢®¬¥àãî áå®¤¨¬®áâì ρ(sn) ⇒ ρ(e), ¯à¨å®¤¨¬ ª
à ¢¥áâ¢ã ρ(e) = ê ◦ τ ¤«ï ¢á¥å e ∈ L∞(
).

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì ¢ª«îç¥¨¥ ê ◦ τ ∈ e ¤«ï ª ¦¤®-
£® ª« áá  e ∈ M(
). �®£« á® 1.3.3 «î¡®© í«¥¬¥â e ∈ M(
) à §« £ ¥âáï ¢ ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã

o-
∑

n∈N⟨An⟩e ®£à ¨ç¥ëå í«¥¬¥â®¢ ⟨An⟩e ∈ L∞(
). �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ê◦τ =
(
o-
∑

n∈N⟨Ân⟩ê
)
◦τ ∼∑

n∈N ρ
(
⟨An⟩e

)
∈ e. I

�ãªæ¨ï ê ∈ C∞(Q), á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª« ááã e ∈ M(
) á®£« á® ¯. (2),  §ë¢ ¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ e.
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§ 1.4. �¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ 

�â®â ¯ à £à ä á®¤¥à¦¨â ®á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ -
ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨,   â ª¦¥ ¥ª®â®àë¥ ª« áá¨ç¥áª¨¥ ä ªâë â¥®à¨¨ ¯à®áâà áâ¢ �  å  | � â®à®-
¢¨ç .

�®ïâ¨¥ ��� ¡ë«® ¢¢¥¤¥® �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1935 £. ¨ ¯®§¤¥¥ ¡®«¥¥ ¤¥â «ì® à áá¬®âà¥® ¢
¬®®£à ä¨¨ [60]. �®¢¥©è¨¥ ¤®áâ¨¦¥¨ï ¢ â¥®à¨¨ ��� ¢ ®á®¢®¬ á¢ï§ ë á à ¡®â ¬¨ �. �.�ãáà ¥¢  ¨
¥£® ãç¥¨ª®¢. �®¤à®¡ ï ¨ä®à¬ æ¨ï ® á®¢à¥¬¥®¬ á®áâ®ï¨¨ íâ®© â¥®à¨¨ ¨¬¥¥âáï ¢ [24, 83, 84, 87, 95,
183{186].

1.4.1. � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® U , ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã E ¨ äãªæ¨î
·: U → E. � à 

(U ,
·)  §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  ¤ E, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå u, v ∈ U ¨ λ ∈ R

¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( )
u> 0;

(¡)
λu= |λ|

u;
(¢)

u+ v
6u+v;

(£)
u= 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u = 0.

�à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥
· ¨¬¥ã¥âáï à¥è¥â®ç®© (¢¥ªâ®à®©, E -§ ç®©) ®à¬®©,   ¯à®áâà áâ¢® E

 §ë¢ ¥âáï ®à¬¨àãîé¥© à¥è¥âª®©. �¬¥áâ® (U ,
·) ®¡ëç® ¯¨èãâ ¯à®áâ® U ¨ ¢ á«ãç ¥ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨

á ¡¦ îâ á¨¬¢®«
·¨¤¥ªá®¬:

·U . ��� U  §ë¢ îâ à §«®¦¨¬ë¬ (d-à §«®¦¨¬ë¬), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
í«¥¬¥â  u ∈ U ¨ «î¡®£® à §«®¦¥¨ï

u= f + g ¢ áã¬¬ã ¯®«®¦¨â¥«ìëå (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤¨§êîªâëå)
í«¥¬¥â®¢ f, g ∈ E  ©¤ãâáï â ª¨¥ v, w ∈ U , çâ®

v= f ,
w= g ¨ v + w = u. �  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯®

ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ��� d-à §«®¦¨¬ë ¨ ¨å ®à¬¨àãîé¨¥ à¥è¥âª¨
ï¢«ïîâáï K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨. �à®¬¥ â®£®, § ç áâãî ã¤®¡® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ®¡à § ®à¬ë ��� U
¬ ªá¨¬ «ì® è¨à®ª ¢ ®à¬¨àãîé¥© à¥è¥âª¥ E, â. ¥. {

u: u ∈ U}⊥⊥ = E.
�ãáâì U |���  ¤ E. �®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U  §ë¢ ¥âáï (¯®àï¤ª®¢®) ®£à ¨ç¥ë¬, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢®

{
v : v ∈ V} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ E. �®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥âë u, v ∈ U ¤¨§êîªâë (¨ ¯¨èãâ
u ⊥ v), ¥á«¨

u⊥
v. �áïª®¥ á¥¬¥©áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ ���,  §ë¢ îâ

¤¨§êîªâë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬.
�®¢®àïâ, çâ® á¥âì (uα) í«¥¬¥â®¢ ��� U  ¤ E o-áå®¤¨âáï (r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E) ª

u ∈ U (¨ ¯¨èãâ u = o-limuα ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® u = r-limuα), ¥á«¨ ¢ E ¢ë¯®«¥® o-lim
uα − u

= 0
(r-lim

uα − u
= 0 á à¥£ã«ïâ®à®¬ e). �¥âì (uα)α∈A  §ë¢ ¥âáï o-äã¤ ¬¥â «ì®© (r-äã¤ ¬¥â «ì®©

á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E), ¥á«¨ á¥âì (uα−uβ)(α,β)∈A×A o-áå®¤¨âáï (á®®â¢¥âáâ¢¥® r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ e)
ª ã«î. �á«¨ á¥âì

(∑
ξ∈θ uξ

)
θ∈P

fin(�)
o-áå®¤¨âáï ª u ∈ U , â® á¥¬¥©áâ¢® (uξ)ξ∈�  §ë¢ îâ o-áã¬¬¨àã¥¬ë¬

¨ ¯¨èãâ u = o-
∑

ξ∈� uξ (§¤¥áì P�n(�) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ �). � â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  í«¥¬¥âë uξ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, ¢ëà ¦¥¨¥ o-

∑
ξ∈� uξ  §ë¢ îâ ¤¨§êîªâ®© áã¬¬®©.

�®¢®ªã¯®áâì o-¯à¥¤¥«®¢ (r-¯à¥¤¥«®¢) ¢á¥¢®§¬®¦ëå o-áå®¤ïé¨åáï (r-áå®¤ïé¨åáï) á¥â¥© í«¥¬¥â®¢
¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ U  §ë¢ ¥âáï o-§ ¬ëª ¨¥¬ (r-§ ¬ëª ¨¥¬) ¬®¦¥áâ¢  V. �®¦¥áâ¢®  §ë¢ ¥âáï
o-§ ¬ªãâë¬ (r-§ ¬ªãâë¬), ¥á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ o-§ ¬ëª ¨¥¬ (r-§ ¬ëª ¨¥¬). �®¤¬®¦¥-
áâ¢® U  §ë¢ ¥âáï o-¯«®âë¬ (r-¯«®âë¬) ¢ U , ¥á«¨ ¥£® o-§ ¬ëª ¨¥ (r-§ ¬ëª ¨¥) á®¢¯ ¤ ¥â á U .

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U | d-à §«®¦¨¬®¥ ���  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë©
¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à π ∈ Pr(E). �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® «î¡®© í«¥¬¥â u ∈ U ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬
à §« £ ¥âáï ¢ áã¬¬ã u = v + w â ª, çâ®

v= π
u¨

w= π⊥u. �¡®§ ç¨¬ á« £ ¥¬®¥ v á¨¬¢®«®¬ πUu.
�®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ πU : U → U ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬. �®¦¥áâ¢® Pr(U) := {πU : π ∈ Pr(E)},
á ¡¦¥®¥ ¯®àï¤ª®¬ πU 6 ρU ⇔ πU ◦ ρU = πU , ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã, ¡ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨
ª®â®à®© á®¢¯ ¤ îâ á ®¯¥à æ¨ï¬¨, âà á«¨à®¢ ë¬¨ ¨§ Pr(E) ®â®¡à ¦¥¨¥¬ π 7→ πU . �®ç¥¥ £®¢®àï,
¤«ï «î¡ëå π, ρ ∈ Pr(E) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â®è¥¨ï πU ∧ ρU = (π ∧ ρ)U = πU ◦ ρU , πU ∨ ρU = (π ∨ ρ)U =
πU + ρU − πU ◦ ρU ¨ (πU )⊥ = (π⊥)U = idU − πU . �â®¡à ¦¥¨¥ π 7→ πU ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Pr

(
{
u : u ∈ U}⊥⊥)   Pr(U), ¢ á¢ï§¨ á ç¥¬ ¨¤¥ªá U ¢ ®¡®§ ç¥¨¨ ¯à®¥ªâ®à  πU ,

ª ª ¯à ¢¨«®, ®¯ãáª ¥âáï. � á«ãç ¥ à ¢¥áâ¢  {
u : u ∈ U}⊥⊥ = E (ª®â®à®¥ ®¡ëç® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï

¯® ã¬®«ç ¨î) ¨§®¬®àäë¥  «£¥¡àë Pr(E) ¨ Pr(U) ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï. �«ï ¢áïª®£® u ∈ U í«¥¬¥âë
¢¨¤  πu, £¤¥ π ∈ Pr(E),  §ë¢ îâ ®áª®«ª ¬¨ u. �à®¥ªâ®à ⟨

u⟩ ®¡®§ ç ¥âáï ¡®«¥¥ ª®à®âª®: ⟨u⟩. �«ï
¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ U á¨¬¢®«®¬ ⟨V⟩ ®¡®§ ç ¥âáï ¯à®¥ªâ®à   ª®¬¯®¥âã {

v: v ∈ V}⊥⊥.
�á«¨ (uξ)ξ∈� | ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ U ,   (πξ)ξ∈� | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡à¥ ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢, â® áã¬¬  o-
∑

ξ∈� πξuξ (ª®«ì áª®à® â ª®¢ ï áãé¥áâ¢ã¥â)  §ë¢ ¥âáï ¯¥-
à¥¬¥è¨¢ ¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  (uξ)ξ∈� ®â®á¨â¥«ì® (πξ)ξ∈�. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U . �®¢®ªã¯®áâì
¢á¥¢®§¬®¦ëå ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨© ¯à®¨§¢®«ìëå (ª®¥çëå) á¥¬¥©áâ¢ í«¥¬¥â®¢ V  §ë¢ ¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª®©
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®¡®«®çª®© (á®®â¢¥âáâ¢¥® ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª®©) ¬®¦¥áâ¢  V ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ mixV
(á®®â¢¥âáâ¢¥® mix�n V). �¨ª«¨ç¥áªãî ®¡®«®çªã ®¡ê¥¤¨¥¨ï V ∪ {0} ¬ë  §ë¢ ¥¬ d-§ ¬ëª ¨¥¬ ¬®-
¦¥áâ¢  V ¨ ®¡®§ ç ¥¬ á¨¬¢®«®¬ dV. � «®£¨ç® á¨¬¢®« d�nV ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï ª®¥ç®-
æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  V ∪ {0}. �®¦¥áâ¢® V  §ë¢ ¥âáï æ¨ª«¨çë¬ (ª®¥ç®-æ¨ª«¨çë¬),
¥á«¨ mixV = V (á®®â¢¥âáâ¢¥® mix�n V = V). �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® (ª®¥ç®) æ¨ª«¨ç¥áª ï ®¡®«®çª 
¬®¦¥áâ¢  V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  ¨¬¥ìè¥¥ (ª®¥ç®) æ¨ª«¨ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ V. �ç¥¢¨¤®,
¤«ï ª®¥ç®© æ¨ª«¨ç®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  V ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ®® á®¤¥à¦ «® áã¬¬ë πv + π⊥w ¤«ï «î¡ëå
v, w ∈ V ¨ π ∈ Pr(E).

1.4.2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U ¨ V | ���  ¤ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¨ ¯ãáâì j | «¨¥©ë© ¨
¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ E   F . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à i : U → V  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬,
 áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á j, ¥á«¨

i(u) = j(
u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �îàê¥ªâ¨¢®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥

 §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©. �®¢®àïâ, çâ® ��� U ¨ V ¨§®¬¥âà¨çë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¨§®¬®àä¨§¬ E   F ¨
 áá®æ¨¨à®¢  ï á ¨¬ ¨§®¬¥âà¨ï U   V.

� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  U ¨ V | ���  ¤ ®¤®© ¨ â®© ¦¥ à¥è¥âª®© E, ¢áïª®¥ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥
i : U → V ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï  áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬:

i(u)=
u

¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯®¤ç¥àªãâì ¯®á«¥¤¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì â ª®¥
¢«®¦¥¨¥ E -¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬,   ¢ á«ãç ¥ ¥£® áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ | E -¨§®¬¥âà¨¥©. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ���
¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï E -¨§®¬¥âà¨çë¬¨.

1.4.3. ���  §ë¢ ¥âáï ¯®àï¤ª®¢® ¯®«ë¬ ¨«¨ o-¯®«ë¬ (r-¯®«ë¬), ¥á«¨ ¢áïª ï o-äã¤ ¬¥-
â «ì ï (r-äã¤ ¬¥â «ì ï) á¥âì ¥£® í«¥¬¥â®¢ o-áå®¤¨âáï (r-áå®¤¨âáï). �®¢®àïâ, çâ® ��� áç¥â®
(á¥ª¢¥æ¨ «ì®) o-¯®«®, ¥á«¨ ¢ ¥¬ o-áå®¤¨âáï ¢áïª ï o-äã¤ ¬¥â «ì ï áç¥â ï á¥âì (¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì). ���  §ë¢ îâ d-¯®«ë¬, ¥á«¨ ¢áïª®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¥£® í«¥¬¥â®¢ o-áã¬-
¬¨àã¥¬®. �à®áâà áâ¢®¬ �  å  | � â®à®¢¨ç  (���)  §ë¢ ¥âáï d-à §«®¦¨¬®¥ o-¯®«®¥ ���  ¤
K-¯à®áâà áâ¢®¬. �®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¢áïª®¥ ��� ï¢«ï¥âáï à §«®¦¨¬ë¬ ���.

�à¥¤«®¦¥¨¥ [94]. �®à¬¨àãîé ï à¥è¥âª  E «î¡®£® ��� U ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬ ¨ {
u:

u ∈ U} = {e ∈ E : e > 0}.

�¥®à¥¬  [83]. � §«®¦¨¬®¥ ���  ¤K-¯à®áâà áâ¢®¬ o-¯®«® (â. ¥. ï¢«ï¥âáï ���) â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ®® d- ¨ r-¯®«®.

�ãáâì U | (d-à §«®¦¨¬®¥) ���  ¤ E. �¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® V ⊂ U  §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ U , ¥á«¨ ®® d-à §«®¦¨¬® ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ë

·∣∣V : V → E. �á«¨
F | ¨¤¥ « (äã¤ ¬¥â) ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, â® ¬®¦¥áâ¢® UF := {u ∈ U :

u∈ F}  §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬
(äã¤ ¬¥â®¬) ��� U . �á«¨ F | ¨¤¥ « E, ¯®à®¦¤¥ë© í«¥¬¥â®¬ e ∈ E, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ¬®-
¦¥áâ¢® UF  §ë¢ ¥âáï (£« ¢ë¬) ¨¤¥ «®¬ U , ¯®à®¦¤¥ë¬ e. �¤¥ « UF ¯® ã¬®«ç ¨î à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
ª ª ���  ¤ F ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ë

·∣∣F : UF → F .
�§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï «î¡®£® ��� U  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤®

E -¨§®¬¥âà¨¨ ��� U  ¤ E, á®¤¥à¦ é¥¥ U ª ª o-¯«®â®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® (á¬.
[95: 3.10; 52: 2.8]). � ª®¥ ��� U  §ë¢ ¥âáï o-¯®¯®«¥¨¥¬ ��� U .

���  ¤ à áè¨à¥ë¬K-¯à®áâà áâ¢®¬  §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥ë¬���. �áïª®¥ ��� ï¢«ï¥âáï äã-
¤ ¬¥â®¬ ¥ª®â®à®£® (¥¤¨áâ¢¥®£® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨) à áè¨à¥®£® ���, ª®â®à®¥  §ë¢ ¥âáï
¥£® ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬. �î¡®© ¨¤¥ « ��� ï¢«ï¥âáï ���.

1.4.4. �®¢®àïâ, çâ® äã¤ ¬¥âë E ¨ F à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  G ®¡à §ãîâ ¤ã «¨§¨àãîéãî
¯ àã, ¥á«¨ ¨¤¥ « E∗ := {e∗ ∈ G : ee∗ ∈ F ¤«ï ¢á¥å e ∈ E} ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â®¬ G (® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨
í«¥¬¥â®¢ K-¯à®áâà áâ¢  á¬. 1.3.7). �ãáâì U | ���  ¤ E. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ U∗ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å
«¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ u∗ : U → F , ¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â e∗ ∈ E∗, çâ®

|⟨u|u∗⟩| 6ue∗ ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . (∗)

�«ï ª ¦¤®£® u∗ ∈ U∗ áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¨© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â e∗ ∈ E∗, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
á®®â®è¥¨î (∗), ª®â®àë© ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

u∗. �à®áâà áâ¢® U∗ ¢ ¯ à¥ á ®â®¡à ¦¥¨¥¬ u∗ 7→
u∗

ï¢«ï¥âáï ���  ¤ E∗ ¨  §ë¢ ¥âáï ���, á®¯àï¦¥ë¬ ª U .

�¥®à¥¬  [83]. �«ï «î¡®£® ��� U á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á®¯àï¦¥®¥ ��� U∗ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
���.
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1.4.5. �ãáâì E | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¨ (Eξ)ξ∈� | ¥ª®â®à®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à® ¤¨§ê-
îªâëå ¨¤¥ «®¢ E. �¨¬¢®«®¬

⊕
ξ∈�Eξ ®¡®§ ç ¥âáï ¨¤¥ « K-¯à®áâà áâ¢  E, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¢á¥å í«¥-

¬¥â®¢ e ∈ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á®®â®è¥¨î ⟨Eξ⟩e ∈ Eξ ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ �. �ç¥¢¨¤®, çâ®

⊕
ξ∈�

Eξ =
{
o-
∑
ξ∈�

eξ : (eξ)ξ∈� ∈
∏
ξ∈�

Eξ

}
.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¨¬¥¥âáï ��� Uξ  ¤ Eξ. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¢¥ªâ®à®¥
¯à®áâà áâ¢®

∏
ξ∈� Uξ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤

⊕
ξ∈�Eξ ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ë

(uξ)ξ∈�
= o-

∑
ξ∈�

uξ

.
�â® ��� ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬

⊕
ξ∈� Uξ ¨  §ë¢ ¥âáï ¤¨§êîªâ®© áã¬¬®© á¥¬¥©áâ¢  ��� (Uξ)ξ∈�.

1.4.6. �ãáâì U | ¯à®¨§¢®«ì®¥ (¥ ®¡ï§ â¥«ì® d-à §«®¦¨¬®¥) ���  ¤ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®© E.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® d-à §«®¦¨¬®¥ ��� U  ¤ E á®¤¥à¦¨â U ª ª ¯®¤¯à®áâà áâ¢® á ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ®à-
¬®©. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ��� U  ¤ E ï¢«ï¥âáï d-à §«®¦¨¬®© ®¡®«®çª®© U , ¥á«¨ d�nU = U , â. ¥. U
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬¨¨¬ «ì®¥ d-à §«®¦¨¬®¥ ���, á®¤¥à¦ é¥¥ U ª ª ¯®¤¯à®áâà áâ¢® á ¨¤ãæ¨à®-
¢ ®© ®à¬®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ E ¨¬¥îâáï ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë  
£« ¢ë¥ ª®¬¯®¥âë. �®£¤  «î¡®¥ (¥ ®¡ï§ â¥«ì® d-à §«®¦¨¬®¥) ��� U  ¤ E ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî á
â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ d-à §«®¦¨¬ãî ®¡®«®çªã.

J �«ï ¯®áâà®¥¨ï d-à §«®¦¨¬®© ®¡®«®çª¨ ¬ë ¯à¨¢«¥ç¥¬ áå¥¬ã ä®à¬ «ìëå ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨©,
âà ¤¨æ¨®® ¨á¯®«ì§ã¥¬ãî ¢ ¯®¤®¡ëå á¨âã æ¨ïå (áà. [26, 27, 95]). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Ũ á®¢®ªã¯®áâì
¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¥çëå á¥¬¥©áâ¢

(
(πi, ui)

)
i∈I

í«¥¬¥â®¢ Pr(E)×U â ª¨å, çâ® (πi)i∈I |à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë

¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E). �¢¥¤¥¬   Ũ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¯®«®¦¨¢
(
(πi, ui)

)
i∈I

∼
(
(ρj , vj)

)
j∈J

¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ πiρj
ui − vj

= 0 ¤«ï ¢á¥å i ∈ I ¨ j ∈ J . �®«®¦¨¬ U à ¢ë¬ ä ªâ®à-

¬®¦¥áâ¢ã Ũ/∼ ¨ ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© á¥¬¥©áâ¢®
(
(πi, ui)

)
i∈I

, ç¥à¥§∑
i∈I πiui. �â®¦¤¥áâ¢«ïï í«¥¬¥âë u ∈ U á ≪®¤®ç«¥ ¬¨≫ 1u ∈ U , ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® U ⊂ U . �¥£ª®

ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® U ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E ®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à æ¨©∑
i∈I

πiui +
∑
j∈J

ρjvj :=
∑

i∈I,j∈J

πiρj(ui + vj),

λ
∑
i∈I

πiui :=
∑
i∈I

πiλui,
∑
i∈I

πiui

:=
∑
i∈I

πi
ui


¨ ï¢«ï¥âáï d-à §«®¦¨¬®© ®¡®«®çª®© U . �¤¨áâ¢¥®áâì d-à §«®¦¨¬®© ®¡®«®çª¨ ®ç¥¢¨¤ . I

1.4.7. �ãáâì E ¨ F | K-¯à®áâà áâ¢  ¨ U | ���  ¤ E. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï S : E → F
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) S(e1 + e2) 6 Se1 + Se2 ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå e1, e2 ∈ E;
(¡) S(λe) = λSe ¤«ï «î¡ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E ¨ λ ∈ R;
(¢) ¥á«¨ 0 6 e1 6 e2, â® Se1 6 Se2.

� áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U0 := {u ∈ U : S
u= 0} ¨ ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì ª« áá íª¢¨-

¢ «¥â®áâ¨ ¨§ U/U0, á®¤¥à¦ é¨© í«¥¬¥â u ∈ U , ç¥à¥§ SUu. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢®
U/U0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ F ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ë

SUu
:= S

u. � ¬¥â¨¬, çâ® ��� U/U0 ¬®¦¥â
¥ ¡ëâì d-à §«®¦¨¬ë¬

(
 ¯à¨¬¥à, ¢ á«ãç ¥ U = E = F = R2 ¨ S(x, y) = (x, x)

)
. �ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

d-à §«®¦¨¬ãî ®¡®«®çªã ��� U/U0 ®à¬ â¨¢ë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ U ¯®áà¥¤áâ¢®¬ S ¨ ®¡®§ ç âì ¥¥
á¨¬¢®«®¬ SU . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à SU : U → SU  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ®à¬ â¨¢®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï U
¯®áà¥¤áâ¢®¬ S.
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§ 1.5. �¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 

�¤¥ï ¯®àï¤ª®¢®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, à §¢¨¢ ¥¬ ï ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ®ª §ë¢ ¥âáï ¤®¢®«ì® ¯®«¥§®©
ª ª á â®çª¨ §à¥¨ï ®¡é¥© â¥®à¨¨ ���, â ª ¨ ¯à¨¬¥¨â¥«ì® ª ¥¥ á¯¥æ¨ «ìë¬ à §¤¥« ¬, á¢ï§ ë¬ á
¯®¯®«¥¨ï¬¨ ��� ¨ ¯à®¤®«¦¥¨ï¬¨ «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢. �¯à¥¤¥«¨¢ ¯®ïâ¨¥ ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨-
àãîé¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ���, ¬ë § â¥¬ ¯à¥¤« £ ¥¬ ¥£® íª¢¨¢ «¥âë¥ ®¯¨á ¨ï ¢ â¥à¬¨ å áå®¤¨¬®áâ¥©
à §®£® à®¤ . �¥ª®â®à ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ¢¢¥¤¥®£® ¯®ïâ¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª â ª  §ë¢ ¥¬ë¬ h- ¯¯à®ªá¨¬¨-
àãîé¨¬ ¬®¦¥áâ¢ ¬. �§ãç ¥¬ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  â ª¨å ¬®¦¥áâ¢ ¡ã¤ãâ  ªâ¨¢®
¨á¯®«ì§®¢ ë ¢ £« ¢¥ 6 ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì.

1.5.1. �¥¬¬ . �ãáâì U | ���  ¤K-¯à®áâà áâ¢®¬ E ¨ V |ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
U . �®£¤  ¤«ï ¢áïª®£® u ∈ U  ©¤¥âáï â ª ï á¥âì (vα)α∈A í«¥¬¥â®¢ V, çâ® á¥âì

(u− vα
)

α∈A ã¡ë¢ ¥â ¨

{
u− vα

: α ∈ A} = {
u− v

: v ∈ V}. � ç áâ®áâ¨,
u− vα

↓ infv∈V
u− v

.
J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë, ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§-

¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U . �¢¥¤¥¬   V ®â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ¯à¥¤¯®àï¤ª  á«¥¤ãîé¨¬¨ ä®à¬ã« -
¬¨:

v ∼ w ⇔
u− v

=
u− w

,
v 4 w ⇔

u− v
>u− w

.
�«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ v, w ∈ V ¬®¦® ¯®¤®¡à âì â ª®© ¯à®¥ªâ®à π ∈ Pr(E), çâ®

u− (πv + π⊥w)
=u− v

∧
u− w

. � ãç¥â®¬ ª®¥ç®© æ¨ª«¨ç®áâ¨ V íâ® ®§ ç ¥â, çâ® ¯à¥¤ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®
(V,4)  ¯à ¢«¥® ¢¢¥àå. �®£¤  ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® A := V/∼, á ¡¦¥®¥ ä ªâ®à-¯®àï¤ª®¬, ï¢«ï¥âáï
 ¯à ¢«¥ë¬ ¢¢¥àå ã¯®àï¤®ç¥ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬. �ë¡¨à ï ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ α ∈ A ¯®
í«¥¬¥âã vα ∈ α, ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬ãî á¥âì (vα)α∈A. I

1.5.2. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ��� U . �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® V (¯®àï¤ª®¢®)  ¯¯à®ª-
á¨¬¨àã¥â í«¥¬¥â u ∈ U , ¥á«¨ infv∈V

u− v
= 0. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® V (¯®àï¤ª®¢®)  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â

¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U , ¥á«¨ V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ª ¦¤ë© í«¥¬¥â W. �®¤¬®¦¥áâ¢® ��� U  §®¢¥¬ (¯®àï¤-
ª®¢®)  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬, ¥á«¨ ®®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U . �à¨¬¥à®¬  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
��� ¬®¦¥â á«ã¦¨âì «î¡®© ¥£® äã¤ ¬¥â.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X, Y ¨ Z | ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ���. �á«¨ X  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â Y ,   Y  ¯¯à®ª-
á¨¬¨àã¥â Z, â® X  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â Z.

J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â z ∈ Z, ®¡®§ ç¨¬ infx∈X
x− z

 ç¥à¥§ e ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,
¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® e ̸= 0. �®áª®«ìªã infy∈Y

y − z
= 0,  ©¤ãâáï í«¥¬¥â y ∈ Y ¨ ¯®àï¤ª®¢ë©

¯à®¥ªâ®à ρ â ª¨¥, çâ® ρ
y − z

< ρe/2. � «®£¨ç® ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  infx∈X
x− y

= 0  ©¤ãâáï í«¥¬¥â
x ∈ X ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à π â ª¨¥, çâ® π

x− y
< πρe/2. �«¥¤ãîé¨¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ á®®â®è¥¨ï

§ ¢¥àè îâ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®:

πρe 6 πρ
x− z

6 πρ
x− y

+ πρ
y − z

< πρe/2 + πρe/2 = πρe. I

1.5.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢®,   u | í«¥¬¥â ���. �®¦¥áâ¢® V  ¯¯à®ªá¨-
¬¨àã¥â u â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ï¢«ï¥âáï o-¯à¥¤¥«®¬ ¥ª®â®à®© á¥â¨ í«¥¬¥â®¢ mix�n V.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �á«¨ V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â u, â®

inf
{u− w

 : w ∈ mix�n V
}
= 0.

�®íâ®¬ã ¢ á¨«ã 1.5.1 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ mix�n V, çâ®
u− wα

↓ 0.
�®áâ â®ç®áâì. �á«¨ u ï¢«ï¥âáï o-¯à¥¤¥«®¬ á¥â¨ í«¥¬¥â®¢ mix�n V, â® mix�n V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â

u. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â mix�n V, ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1.5.2. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ��� U ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç®, â® ¥£® o-§ ¬ëª ¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ u ∈ U ,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ëå ¬®¦¥áâ¢®¬ V.

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ��� U ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç®, â® ¥£® o-§ ¬ëª ¨¥ o-§ ¬ªãâ® ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ o-§ ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ U , á®¤¥à¦ é¨¬ V.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤áâ¢¨ï ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.2. I
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1.5.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ��� U íª¢¨¢ «¥âë:

(1) V |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ;
(2) ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  U0 ⊂ U ¬®¦¥áâ¢® d�nV ∩ U0 o-¯«®â® ¢ U0;
(3) ¬®¦¥áâ¢® d�nV o-¯«®â® ¢ U ;
(4) d�nV |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U .

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® (1)⇒(2) ¨ (4)⇒(1).
(1)⇒(2). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1), § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§-

¢®«ìë© ¨¤¥ « U0 ⊂ U ¨ ¥£® í«¥¬¥â u ∈ U0, ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® d�nV ∩ U0 ç¥à¥§ W ¨ ¯®«®¦¨¬ e :=
infw∈W

u− w
. �ç¥¢¨¤®, çâ® e 6u. �®£« á® 1.5.1 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ W, çâ®u− wα

↓ e. �áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® e = 0. �á«¨ e ̸= 0, â® ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.3  ©¤ãâáï w ∈ mix�n V
¨ π ∈ Pr(E) â ª¨¥, çâ® π

u− w
< πe. �¥à ¢¥áâ¢ 

πw6πw − πu
+πu6 e+

u6 2
u®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ

¢ª«îç¥¨¥ πw ∈ W, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ á®®â®è¥¨ï πe 6 π
u− πw

< πe.
(4)⇒(1). �¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® d�nV ç¥à¥§ W ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U .
�¡®§ ç¨¬ infv∈V

vç¥à¥§ e ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® e = 0. �á«¨ íâ® ¥ â ª, â®  ©¤¥âáï í«¥¬¥â u ∈ U ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 <

u6 e/2. �®áª®«ìªã infw∈W
u− w

= 0,  ©¤ãâáï ¯®àï¤ª®¢ë©
¯à®¥ªâ®à π ̸= 0 ¨ í«¥¬¥â w = π1v1 + · · · + πnvn ∈ W (vi ∈ V) â ª¨¥, çâ® π0

u− w
< π0

u¤«ï ¢á¥å
0 ̸= π0 6 π. �á®, çâ® πw ̸= 0, ¨ ¯®íâ®¬ã ρ := πi ∧ π ̸= 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® i. �¥¯¥àì ¥à ¢¥áâ¢ 
ρ
u− vi

< ρ
u6 ρe/2 ¯à¨¢®¤ïâ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î: ρe 6 ρ

vi6 ρ
u− vi

+ ρ
u< ρe/2 + ρe/2 = ρe.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, infv∈V
v = 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â V ∪ {0}. �®¦¥áâ¢® ¦¥

V ∪{0}, ®ç¥¢¨¤®,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â d�nV, ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U . �áâ ¥âáï ¯à¨¢«¥çì
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5.2. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � ¬¥  d�nV   mix�n V ¢ ãá«®¢¨¨ (2) ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª
¥íª¢¨¢ «¥â®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î ã¦¥ ¢ á«ãç ¥ U = E. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®¢®ªã¯®áâì V ¢á¥å áå®¤ïé¨åáï
ª ¥¤¨¨æ¥ ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ K-¯à®áâà áâ¢ 
U ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, ®¤ ª® á®¢¯ ¤ îé¥¥ á V ¬®¦¥áâ¢® mix�n V ¨¬¥¥â ¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á
äã¤ ¬¥â®¬ U0 ⊂ U ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, áå®¤ïé¨åáï ª ã«î.

1.5.5. �¥¬¬ . �á«¨ V |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U , e ∈ E ¨ n ∈ N, â®  ©¤¥âáï
í«¥¬¥â w ∈ mixV, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ã ⟨e⟩

u− w
6 e/n.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U ¨ V ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë
u ∈ U , e ∈ E ¨ n ∈ N. �®£« á® 1.5.4  ©¤¥âáï á¥âì (vα)α∈A í«¥¬¥â®¢ mix�n V, o-áå®¤ïé ïáï ª u. �®¦®
áç¨â âì, çâ® íâ  á¥âì ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ . � á¨«ã 1.3.3 (1) ¨¬¥¥âáï â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (πn

α)α∈A
¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E), çâ® πn

α⟨e⟩
vα − u

6 e/n ¯à¨ ¢á¥å α ∈ A. �á®, çâ® áã¬¬  w := o-
∑

α∈A πn
αvα

ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ í«¥¬¥â®¬ mixV. I

1.5.6. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ®à¬¨àãîé¥¬ K-¯à®áâà áâ¢¥ ��� ä¨ªá¨à®¢   ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ 
1. �®£¤  r-áå®¤¨¬®áâì á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1 ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâìî ¢ íâ®¬ ���. � «®-
£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¢ â ª®¬ ��� ¢¢®¤ïâáï ¯®ïâ¨ï à ¢®¬¥à®© ¯«®â®áâ¨ ¨ à ¢®¬¥à®£® § ¬ëª ¨ï.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢®,   u| í«¥¬¥â ���  ¤K-¯à®áâà áâ¢®¬ á ¯®àï¤ª®¢®©
¥¤¨¨æ¥©. �®¦¥áâ¢® V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â u â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥àë¬ ¯à¥¤¥«®¬
¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ mixV.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ «¥¬¬ë 1.5.5,   ¤®áâ â®ç®áâì ãáâ  ¢«¨-
¢ ¥âáï ¯® â®© ¦¥ áå¥¬¥, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.3. I

1.5.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V d-¯®«®£® ��� U  ¤ K-¯à®áâà -
áâ¢®¬ á ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥© íª¢¨¢ «¥âë:

(1) V |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ;
(2) ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  U0 ⊂ U ¬®¦¥áâ¢® dV ∩ U0 à ¢®¬¥à® ¯«®â® ¢ U0;
(3) ¬®¦¥áâ¢® dV à ¢®¬¥à® ¯«®â® ¢ U ;
(4) dV |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U .

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� U  ¤ E ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¨ 1 | ¯®àï¤ª®¢ ï
¥¤¨¨æ  ¢ E. �¬¯«¨ª æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë,   ¨¬¯«¨ª æ¨ï (4)⇒(1) ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¯® â®© ¦¥
áå¥¬¥, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.4. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® (1)⇒(2).
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�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1), § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë©
¨¤¥ « U0 ⊂ U ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® dV ∩ U0 ç¥à¥§ W.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® W  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U0. �«ï íâ®£® ¬ë § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
u ∈ U0, ¯®«®¦¨¬ e := infw∈W

u− w
 ¨ ãáâ ®¢¨¬ à ¢¥áâ¢® e = 0. �á«¨ e ̸= 0, â® ¢ á¨«ã 1.5.6

 ©¤ãâáï w ∈ mixV ¨ π ∈ Pr(E) â ª¨¥, çâ® π
u− w

 < πe. �ç¥¢¨¤®, çâ® e 6 u. �¥à ¢¥áâ¢ πw6πw − πu
+

πu6 e +
u6 2

u®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¢ª«îç¥¨¥ πw ∈ W, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥îâ
¬¥áâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ á®®â®è¥¨ï πe 6 π

u− πw
< πe.

�®áª®«ìªã W  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U0, ¢ á¨«ã 1.5.5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (wn)n∈N í«¥-
¬¥â®¢ mixW, çâ® ⟨u⟩

u− wn
6 (

u∧ 1)/n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �á®, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(
⟨u⟩wn

)
n∈N

á®áâ ¢«¥  ¨§ í«¥¬¥â®¢ W ¨ r-áå®¤¨âáï ª u á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � ¬¥  dV   mixV ¢ ãá«®¢¨¨ (2) ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª
¥íª¢¨¢ «¥â®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î ã¦¥ ¢ á«ãç ¥ U = E. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®¢®ªã¯®áâì V ¢á¥å ç¨á«®¢ëå
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, ®â«¨çëå ®â ã«ï ¢ ª ¦¤®¬ ç«¥¥, ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬
K-¯à®áâà áâ¢  U ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, ®¤ ª® á®¢¯ ¤ îé¥¥ á V ¬®¦¥áâ¢® mixV ¨¬¥¥â ¯ãáâ®¥
¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á äã¤ ¬¥â®¬ U0 ⊂ U ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, ãáâ  ¢«¨¢ îé¨åáï   ã«¥.

1.5.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢®,   u | í«¥¬¥â ���. �®¦¥áâ¢® V  ¯¯à®ªá¨-
¬¨àã¥â u â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ï¢«ï¥âáï r-¯à¥¤¥«®¬ ¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ í«¥¬¥â®¢
mixV.

J �®áâ â®ç®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® V  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â u. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥-
¬¥â v ∈ V ¨ ¯®«®¦¨¬ e :=

u∨
v. � ¬ ¤®áâ â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì n ∈ N ¨  ©â¨ í«¥¬¥â w ∈ mixV,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ã
u− w

 6 e/n. �®£« á® «¥¬¬¥ 1.5.5 áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â w0 ∈ mixV,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ã ⟨e⟩

u− w0
6 e/n. �á®, çâ® áã¬¬  ⟨e⟩w0 + ⟨e⟩⊥v ¯à¨ ¤«¥¦¨â mixV,

á®¢¯ ¤ ¥â á ⟨e⟩w0 ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ í«¥¬¥â®¬ w.
�¥®¡å®¤¨¬®áâì ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.5.3. I

1.5.9. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V d-¯®«®£® ��� U íª¢¨¢ «¥âë:
(1) V |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ;
(2) ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  U0 ⊂ U ¬®¦¥áâ¢® dV ∩ U0 r-¯«®â® ¢ U0.
(3) ¬®¦¥áâ¢® dV r-¯«®â® ¢ U ;
(4) dV |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U .

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë, íª¢¨¢ «¥â®áâì (4)⇔(1) ãáâ ®¢«¥  ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.5.7,
  ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2) ¤®á«®¢® ¯®¢â®àï¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®   «®£¨ç®© ¨¬¯«¨ª æ¨¨ ¢
¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.5.7 á ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®â«¨ç¨¥¬: 1 á«¥¤ã¥â § ¬¥¨âì  

u. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � ¬¥  dV   mixV ¢ ãá«®¢¨¨ (2) ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª
¥íª¢¨¢ «¥â®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥¨î. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¨¬¥¥âáï ¢ § ¬¥ç ¨¨ 1.5.7.

1.5.10. � ¤ «ì¥©è¥¬  ¬ ¯®âà¥¡ã¥âáï ¥ª®â®à ï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï â¥®à¥¬ë 1.3.3.

�¥¬¬ . �ãáâì (eα)α∈A | á¥âì í«¥¬¥â®¢ K-¯à®áâà áâ¢  E ¨ e ∈ E.
(1) �¥âì (eα)α∈A o-áå®¤¨âáï ª e â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®   á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥  ¨ ¢

¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ o-limα∈A⟨d⟩
⟨
|eα − e| > d

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå

d ∈ E.
(2) �ãáâì D | ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E â ª®¥, çâ® ª®¬¯®¥â  D⊥⊥ á®¤¥à¦¨â e ¨

¢á¥ ç«¥ë á¥â¨ (eα)α∈A. �á«¨ á¥âì (eα)α∈A  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥  ¨ o-limα∈A⟨d⟩
⟨
|eα − e| > d/n

⟩
= 0

¤«ï ¢á¥å d ∈ D ¨ n ∈ N, â® o- lim
α∈A

eα = e.

J (1) �à®¢¥àª  ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ªà¨â¥à¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ ,  
¥£® ¤®áâ â®ç®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (2).

(2) �ãáâì ¨¤¥ªá �α ∈ A â ª®¢, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {eα : α > �α} ®£à ¨ç¥®. �®«®¦¨¬ e0 :=
infα>�α supβ>α |eβ − e|. �á«¨ á¥âì (eα)α∈A ¥ áå®¤¨âáï ª e, â® e0 > 0, ¨ ¯®íâ®¬ã  ©¤ãâáï π ∈ Pr(E),
d ∈ D ¨ n ∈ N â ª¨¥, çâ® 0 < πd/n < e0. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ¨¤¥ªá  α > �α ¨¬¥¥¬

sup
β>α

⟨d⟩
⟨
|eβ − e| > d/n

⟩
= ⟨d⟩

⟨
sup
β>α

|eβ − e| > d/n
⟩
> π,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áå®¤¨¬®áâ¨ ⟨d⟩
⟨
|eα − e| > d/n

⟩
ª ã«î. I
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�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¨¬¥¥âáï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  1, (eα)α∈A |  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨
®£à ¨ç¥ ï á¥âì í«¥¬¥â®¢ E ¨ e ∈ E. �®£¤  o- lim

α∈A
eα = e ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡à¥ Pr(E) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ o- lim
α∈A

⟨
|eα − e| > 1/n

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�á«®¢¨¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®© ®£à ¨ç¥®áâ¨, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨-
ïå, ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì á¥âì (πα)α∈A ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¨ í«¥¬¥â e ∈ E
â ª®¢ë, çâ® o- lim

α∈A
πα = 0 ¨ παe ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å α ∈ A. � ¡¤¨¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ A × N «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨¬

¯®àï¤ª®¬:
(α,m) < (β, n) ⇔ α < β ¨«¨ (α = β ¨ m < n).

�®£¤  o- lim
(α,n)∈A×N

⟨d⟩
⟨
|nπαe| > d

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå d ∈ E, ®¤ ª® á¥âì (nπαe)(α,n)∈A×N ¥

ï¢«ï¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®© ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥ ¨¬¥¥â ¯®àï¤ª®¢®£® ¯à¥¤¥« .

1.5.11. �¥áª®«ìª® ã¯à®áâ¨¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë 1.5.10, ¬®¦® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨¥.

�¥¬¬ . �ãáâì (eξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ K-¯à®áâà áâ¢  E.
(1) � ¢¥áâ¢® infξ∈� eξ = 0 ¢ë¯®«¥® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E) ¨¬¥¥â

¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ infξ∈�⟨d⟩
⟨
eξ > d

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå d ∈ E.

(2) �ãáâì D â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E, çâ® eξ ∈ D⊥⊥ ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �. �á«¨
infξ∈�⟨d⟩

⟨
eξ > d/n

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å d ∈ D ¨ n ∈ N, â® infξ∈� eξ = 0.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¨¬¥¥âáï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  1 ¨ (eξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢®
¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E. �®£¤  infξ∈� eξ = 0 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥
Pr(E) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ infξ∈�

⟨
eξ > 1/n

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

1.5.12. �  ¯à®âï¦¥¨¨ ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨ ¯ à £à ä  E | K-¯à®áâà áâ¢®, B | ¯®« ï ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à  ¨ h : Pr(E) → B | ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ (á¬. 1.2.3). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥âì (πα)α∈A
í«¥¬¥â®¢ Pr(E) h-áå®¤¨âáï ª ã«î (¨ ¯¨á âì h-limα∈A πα = 0), ¥á«¨ o- lim

α∈A
πα = 0 ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥

Pr(E) ¨ o- lim
α∈A

h(πα) = 0 ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B. �á«¨ ¦¥ h- lim
α∈A

π⊥
α = 0, â. ¥. o- lim

α∈A
πα = 1 ¨ o- lim

α∈A
h(πα) =

h(1), â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥âì (πα)α∈A h-áå®¤¨âáï ª ¥¤¨¨æ¥, ¨ ¯¨á âì h-limα∈A πα = 1. �ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® á¥âì (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ E h-áå®¤¨âáï ª e ∈ E (¨ ¯¨á âì h- lim

α∈A
eα = e), ¥á«¨ á¥âì (eα)α∈A

 á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥  ¨ h- lim
α∈A

⟨d⟩
⟨
|eα − e| > d

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå d ∈ E. �«¥¬¥â e

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï h-¯à¥¤¥«®¬ á¥â¨ (eα)α∈A. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢
��� U h-áå®¤¨âáï ª u ∈ U (¨ ¯¨á âì h- lim

α∈A
uα = u), ¥á«¨ h- lim

α∈A

uα − u
= 0. �«¥¬¥â u ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï h-¯à¥¤¥«®¬ á¥â¨ (uα)α∈A. �®¢®ªã¯®áâì h-¯à¥¤¥«®¢ ¢á¥¢®§¬®¦ëå h-áå®¤ïé¨åáï á¥â¥©
í«¥¬¥â®¢ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ U ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï h-§ ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  V. �®¦¥áâ¢®  §®¢¥¬
h-§ ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬ h-§ ¬ëª ¨¥¬. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® h-¯«®â®
¢ U , ¥á«¨ ¥£® h-§ ¬ëª ¨¥ á®¢¯ ¤ ¥â á U .

�á«¨ á¥¬¥©áâ¢® (πξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ Pr(E) â ª®¢®, çâ® infξ∈� πξ = 0 ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E) ¨
infξ∈� h(πξ) = 0 ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B, â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì h-infξ∈� πξ = 0. �á«¨ ¦¥ h-infξ∈� π⊥

ξ = 0, â. ¥.
supξ∈� πξ = 1 ¨ supξ∈� h(πξ) = h(1), â® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì h-supξ∈� πξ = 1. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® á¥¬¥©áâ¢ 
(eξ)ξ∈� ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ K-¯à®áâà áâ¢  E § ¯¨áì h-infξ∈� eξ = 0 ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ â®¬
á«ãç ¥, ¥á«¨ h-infξ∈�⟨d⟩

⟨
eξ > d

⟩
= 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå d ∈ E.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �à¨â¥à¨© o-áå®¤¨¬®áâ¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ë© ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 1.5.10, ¥ ¨¬¥¥â   «®£ 
¤«ï h-áå®¤¨¬®áâ¨. �® ¦¥ ¬®¦® áª § âì ¨ ® á«¥¤áâ¢¨¨ 1.5.11. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥
E K-¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©. �ãáâì ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ h : Pr(E) → {0, 1}
ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© äãªæ¨¥© ¥ª®â®à®£® ¥£« ¢®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E).
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ F ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©, áå®¤ïé¨åáï ª ¥¤¨¨æ¥. �ç¥-
¢¨¤®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì e = (m)m∈N ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥© ¢ E ¨ ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
á®®â®è¥¨¥ h-inff∈F

⟨
f > e/n

⟩
= 0. �®«¥¥ â®£®, ¨¤¥ªá¨àãï ª ¦¤ë© í«¥¬¥â F á ¬¨¬ á®¡®© ¨ à áá¬ âà¨-

¢ ï   ¬®¦¥áâ¢¥ ¨¤¥ªá®¢ ®¡à âë© ¯®â®ç¥çë© ¯®àï¤®ª, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¥âì (f)f∈F , ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî
á®®â®è¥¨î h- lim

f∈F

⟨
f > e/n

⟩
= 0. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ h

⟨
f > 1/2

⟩
= 1 ¤«ï ¢á¥å f ∈ F .
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�à¥¤«®¦¥¨¥. (1) �«ï «î¡®© á¥â¨ (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ E ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ¨§
h- lim

α∈A
eα = e á«¥¤ã¥â o- lim

α∈A
eα = e. �á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ h o-¥¯à¥àë¢¥, â® á®®â®è¥¨ï h- lim

α∈A
eα = e ¨

o- lim
α∈A

eα = e à ¢®á¨«ìë.

(2) �«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  (eξ)ξ∈� ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E ¨§ h-infξ∈� eξ = 0 á«¥¤ã¥â infξ∈� eξ =
0. �á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ h o-¥¯à¥àë¢¥, â® á®®â®è¥¨ï h-infξ∈� eξ = 0 ¨ infξ∈� eξ = 0 à ¢®á¨«ìë.

J �àï¬®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ 1.5.10 ¨ 1.5.11. I

1.5.13. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �áâ  ¢«¨¢ ï à ¢¥áâ¢  ¢¨¤ 

lim
α∈A

h
(
⟨d⟩⟨eα > d⟩

)
= 0

¨«¨
inf
ξ∈�

h
(
⟨d⟩⟨eξ > d⟩

)
= 0,

¬ë ç áâ® ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® h⟨d⟩ = 1. �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¥  àãè ¥â ®¡é®áâ¨, ¯®áª®«ìªã,
®áâ ¢¨¢ ¡¥§ à áá¬®âà¥¨ï âà¨¢¨ «ìë© á«ãç © h⟨d⟩ = 0 ¨ § ¬¥¨¢ B ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©

{
b ∈ B : b 6 h⟨d⟩

}
,

¬ë ®ª §ë¢ ¥¬áï ¢ á¨âã æ¨¨ h⟨d⟩ = 1.

1.5.14. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ��� U ,   u | í«¥¬¥â U . �á«¨

h- inf
v∈V

u− v
= 0,

â® ¬ë £®¢®à¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® V h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â í«¥¬¥â u. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® V h- ¯¯à®ªá¨¬¨-
àã¥â ¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U , ¥á«¨ V h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ª ¦¤ë© í«¥¬¥â W. �®¤¬®¦¥áâ¢® ��� U  §®¢¥¬
h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬, ¥á«¨ ®® h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U . �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.12 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª®¥ h- ¯-
¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¬®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬,   ¢ á«ãç ¥ o-¥¯à¥àë¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  h
¯®ïâ¨ï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¨ h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¬®¦¥áâ¢  á®¢¯ ¤ îâ.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X, Y ¨ Z | ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ���. �á«¨ X h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â Y ,   Y h- ¯-
¯à®ªá¨¬¨àã¥â Z, â® X h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â Z.

J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â z ∈ Z, § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â d ®à¬¨àãîé¥©
à¥è¥âª¨ ¨ ¯®«®¦¨¬

b := inf
x∈X

h
(
⟨d⟩⟨

x− z
> d⟩

)
.

�« £®¤ àï 1.5.2 ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢® b = 0. �«ï ¯à®áâ®âë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® h⟨d⟩ = 1
(á¬. 1.5.13). �®¯ãáâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® b ̸= 0. �®£¤  ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  infy∈Y h⟨

y − z
>

d/2⟩ = 0  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â y ∈ Y , çâ® b0 := b ∧ h⟨
y − z

> d/2⟩ < b. � «®£¨ç® ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢ 
infx∈X h⟨

x− y
 > d/2⟩ = 0  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â x ∈ X, çâ® (b\b0) ∧ h⟨

x− y
 > d/2⟩ < (b\b0).

�¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® x ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã b∧h⟨
x− z

> d⟩ < b, ª®â®à®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
®¯à¥¤¥«¥¨î b. I

1.5.15. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢®,   u | í«¥¬¥â ���. �®¦¥áâ¢® V h- ¯¯à®ª-
á¨¬¨àã¥â u â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ï¢«ï¥âáï h-¯à¥¤¥«®¬ ¥ª®â®à®© á¥â¨ í«¥¬¥â®¢ mix�n V.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �á«¨ V h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â u, â® á®£« á® 1.5.1 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (wα)α∈A
í«¥¬¥â®¢ mix�n V, çâ® á¥âì

(u− wα
)

α∈A ã¡ë¢ ¥â ¨ {
u− wα

 : α ∈ A} = {
u− w

 : w ∈ mix�n V}.
�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® h- lim

α∈A

u− wα
= 0.

�®áâ â®ç®áâì. �á«¨ u ï¢«ï¥âáï h-¯à¥¤¥«®¬ á¥â¨ í«¥¬¥â®¢ mix�n V, â® mix�n V h- ¯¯à®ªá¨¬¨-
àã¥â u. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® V h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â mix�n V, ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1.5.14. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ��� U ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç®, â® ¥£® h-§ ¬ëª ¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ u ∈ U , h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ëå ¬®¦¥áâ¢®¬ V.

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ��� U ª®¥ç®-æ¨ª«¨ç®, â® ¥£® h-§ ¬ëª ¨¥ h-§ ¬ªãâ® ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ h-§ ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ U , á®¤¥à¦ é¨¬ V.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á«¥¤áâ¢¨ï ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.14. I
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1.5.16. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì V | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ��� U â ª®¥, çâ® h-infv∈V
v= 0. �®£¤ 

á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) V | h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ;
(2) ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  U0 ⊂ U ¬®¦¥áâ¢® d�nV ∩ U0 h-¯«®â® ¢ U0;
(3) ¬®¦¥áâ¢® d�nV h-¯«®â® ¢ U ;
(4) d�nV | h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U .

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë.
(1)⇒(2). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§-

¢®«ìë© ¨¤¥ « U0 ⊂ U ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® d�nV ∩ U0 ç¥à¥§ W. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
u ∈ U0. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 1.5.15 ¨¬¥¥âáï h-áå®¤ïé ïáï ª u á¥âì (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ mix�n V. �«ï
ª ¦¤®£® α ∈ A ¯®«®¦¨¬ πα := ⟨

u− wα
6u⟩. �®®â®è¥¨ïπαwα
6u+u− παwα


=
u+ (πα

u− wα
+ π⊥

α

u)
6u+ (πα

u+ π⊥
α

u)
= 2

u
¯®ª §ë¢ îâ, çâ® á¥âì (παwα)α∈A á®áâ ¢«¥  ¨§ í«¥¬¥â®¢ W,   á®®â®è¥¨ïu− παwα

= πα
u− wα

+ π⊥
α

u
6 πα

u− wα
+ π⊥

α

u− wα


=
u− wα


á ãç¥â®¬ h- lim

α∈A

u− wα
= 0 ¤ îâ h- lim

α∈A

u− παwα
= 0.

(4)⇒(1). �§ á®®â®è¥¨ï h-infv∈V
v= 0 á«¥¤ã¥â, çâ® V h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â V ∪ {0}. �®¦¥áâ¢®

¦¥ V ∪ {0}, ®ç¥¢¨¤®, h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â d�nV, ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U . �áâ ¥âáï
¯à¨¢«¥çì ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5.14. I

1.5.17. � §«¨ç¨¥ ¬¥¦¤ã ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬¨ ¯à¥¤«®¦¥¨© 1.5.4 ¨ 1.5.16 ï¢«ï¥âáï ¯à¨æ¨¯¨ «ìë¬:
ãá«®¢¨¥ h-infv∈V

v= 0 ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯ãé¥®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬
K-¯à®áâà áâ¢® E ¢á¥å ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¨ ¯®«®¦¨¬ U :=

{
u ∈ E : inf

(
Lim |u|\{0}

)
> 0

}
, £¤¥

Lim |u| | ¬®¦¥áâ¢® ç áâ¨çëå ¯à¥¤¥«®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ |u|. �à¥¢à â¨¬ U ¢ ���  ¤ E, ¯®«®¦¨¢u := |u| ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �ãáâì, ª ª ¨ ¢ § ¬¥ç ¨¨ 1.5.12, ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ h : Pr(E) → {0, 1}
ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®© äãªæ¨¥© ¥ª®â®à®£® ¥£« ¢®£® ã«ìâà ä¨«ìâà  ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Pr(E).
� áá¬®âà¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ V ¬®¦¥áâ¢®

{
u ∈ E : inf Lim |u| > 0

}
¨ ¯®«®¦¨¬ d := (1/n)n∈N. �á®, çâ®

d�nV = U , ® â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ h⟨|v| > d⟩ = 1 ¤«ï ¢á¥å v ∈ V.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ E. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® e ∈ E
¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â u ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ ¬ e 6u6 2e (íâ® ¢ë¯®«¥®,  ¯à¨¬¥à, ¢ á«ãç ¥
o-¯®«®âë U | á¬. 1.4.3). �®£¤  ãá«®¢¨¥ h-infv∈V

v= 0 ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 1.5.16 ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯ãé¥®.

J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U , ®¡®§ ç¨¬ d�nV ç¥à¥§ W, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
W h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â U , ¨ ãáâ ®¢¨¬ á®®â®è¥¨¥ h-infv∈V

v= 0. �« £®¤ àï 1.5.4
(
(4)⇒(1)

)
¤®áâ â®ç®

§ ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â d ∈ E ¨ ¯®ª § âì, çâ® infv∈V h
(
⟨d⟩

⟨v> d
⟩)

= 0.
�«ï ¯à®áâ®âë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® h⟨d⟩ = 1 (á¬. 1.5.13). �¡®§ ç¨¬ infv∈V h⟨

v> d⟩ ç¥à¥§ b ¨ ¤®¯ã-
áâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® b ̸= 0. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
¥à ¢¥áâ¢ ¬ d/4 6u6 d/2. � á¨«ã à ¢¥áâ¢  infw∈W h⟨

u− w
> d/5⟩ = 0 ¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥â

w = π1v1 + · · ·+ πnvn ∈ W (vi ∈ V), çâ® b ∧ h⟨
u− w

> d/5⟩ < b. �á¯®«ì§ãï à ¢¥áâ¢®

⟨
u− w

> d/5⟩

= π1⟨
u− v1

> d/5⟩ ∨ · · · ∨ πn⟨
u− vn

> d/5⟩ ∨ (π1 ∨ · · · ∨ πn)⊥⟨d⟩,

¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® b∧h⟨
u− vi

> d/5⟩ < b ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¤«ï ®¤®£® ¨¤¥ªá  i ∈ {1, . . . , n}.
�®£¤ , ¯à¨¢«¥ª ï á®®â®è¥¨ï

⟨
vi> d⟩ 6 ⟨

u− vi
+u> d⟩ 6 ⟨

u− vi
> d/2⟩ 6 ⟨

u− vi
> d/5⟩,

¯à¨å®¤¨¬ ª ¥à ¢¥áâ¢ã b ∧ h⟨
vi> d⟩ < b, ª®â®à®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯à¥¤¥«¥¨î b. I
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1.5.18. �¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (πξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Pr(E)  §®¢¥¬ h-à §¡¨¥¨¥¬
¥¤¨¨æë, ¥á«¨ h-supξ∈� πξ = 1. �á«¨ (uξ)ξ∈� | ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ��� U  ¤ E,  
(πξ)ξ∈� | h-à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ Pr(E), â® áã¬¬ã o-

∑
ξ∈� πξuξ (¥á«¨ â ª®¢ ï áãé¥áâ¢ã¥â) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

h-¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  (uξ)ξ∈� ®â®á¨â¥«ì® (πξ)ξ∈�. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ U
á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå h-¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨© «î¡ëå (áç¥âëå) á¥¬¥©áâ¢ í«¥¬¥â®¢ V ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï
h-æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª®© (á®®â¢¥âáâ¢¥® áç¥â® h-æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª®©) ¬®¦¥áâ¢  V ¨ ®¡®§ ç âìáï
á¨¬¢®«®¬ h-mixV (á®®â¢¥âáâ¢¥® h-mixσ V). �®¦¥áâ¢® V ⊂ U  §®¢¥¬ h-æ¨ª«¨çë¬, ¥á«¨ ®® á®¢¯ ¤ ¥â
á® á¢®¥© h-æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª®©. �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® h-æ¨ª«¨ç¥áª ï ®¡®«®çª  V ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
 ¨¬¥ìè¥¥ h-æ¨ª«¨ç®¥ ¬®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ V.

1.5.19. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �ë ®£à ¨ç¨¬áï ®¯¨á ¨¥¬ h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¬®¦¥áâ¢, ¤ ë¬ ¢
¯à¥¤«®¦¥¨ïå 1.5.16 ¨ 1.5.15. �¢â®àã ¥ ã¤ «®áì ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯®ïâ¨¥ h-æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª¨ ¤«ï
ãáâ ®¢«¥¨ï à ¡®â®á¯®á®¡ëå ªà¨â¥à¨¥¢ h- ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨,   «®£¨çëå ¯à¨¢¥¤¥ë¬ ¢ 1.5.6{1.5.9.
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§ 1.6. �®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë

�®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë (  ¢ ®á®¡¥®áâ¨ à¥£ã«ïàë¥ ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë) ¨£à -
îâ ¢ ¦ãî à®«ì ¢ ¯à¨«®¦¥¨ïå â¥®à¨¨ ��� ª äãªæ¨® «ìë¬ ãà ¢¥¨ï¬ à §«¨ç®£® à®¤ . �á®¢ë¥
¨¤¥¨, á¢ï§ ë¥ á íâ¨¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨, ¡ë«¨ áä®à¬¨à®¢ ë �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1935{1936 ££. �®¢à¥¬¥-
®¥ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à â®à®¢, ª ª ¨ à §¢¨â¨¥ á ¬®© â¥®à¨¨ ���, £« ¢ë¬
®¡à §®¬, á¢ï§ ® á ¨áá«¥¤®¢ ¨ï¬¨, ¯à®¢®¤¨¬ë¬¨ �. �.�ãáà ¥¢ë¬ ¨ ¥£® èª®«®©. �ä®à¬ æ¨î ® á®¢à¥-
¬¥®¬ á®áâ®ï¨¨ â¥®à¨¨ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ���, ¬®¦®  ©â¨ ¢ à ¡®â å [24, 83, 84, 87, 95,
183{186].

�¤¥áì ¬ë ¢¢®¤¨¬ ¨ ®¡áã¦¤ ¥¬ ¥áª®«ìª® â¨¯®¢ ¯®àï¤ª®¢®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãî-
é¨å ¢ ���. �á®¢ ï ç áâì ¯ à £à ä  ®â¢¥¤¥  ®¯¨á ¨î ¢¢®¤¨¬ëå ¯®ïâ¨© á à §«¨çëå â®ç¥ª §à¥¨ï
¨ ¯®¨áªã ¯à¨¬¥à®¢, ãâ®çïîé¨å ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¨¬¨. �®¢®àï ® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå ®¯¥à -
â®à å, ¬ë ®âå®¤¨¬ ®â ¯à¨ïâ®£® ¢ § 1.4 á®£« è¥¨ï ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¥ â®«ìª® à §«®¦¨¬ë¥ ���  ¤
K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨, ® ¨ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ���  ¤ ¯à®¨§¢®«ìë¬¨ ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨. �â® ¤¥« ¥âáï
¥ áâ®«ìª® à ¤¨ ®¡é®áâ¨, áª®«ìª® ¢® ¨§¡¥¦ ¨¥ ¯®¢â®à¥¨ï ®¤¨å ¨ â¥å ¦¥ ä®à¬ã«¨à®¢®ª ª ª ¤«ï ���,
â ª ¨ ¤«ï ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ª ¦¤ ï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¢ ¯ à¥ á äãªæ¨¥© ¬®¤ã«ï |·|
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ á ¬®© á®¡®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨«¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, áä®à¬ã«¨-
à®¢ ®¥ ¤«ï ���, ¬®¦¥â ¡ëâì ä®à¬ «ì® ¯¥à¥¥á¥®   á«ãç © ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª. �â¬¥â¨¬, çâ®
¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª ª ���, ï¢«ï¥âáï o-¯®«®© (â. ¥. ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���) â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬.

1.6.1. �ãáâì U | ���  ¤ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®© E. �¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U  §ë¢ ¥âáï  á¨¬¯-
â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®©, ¥á«¨ íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â á¥âì (

uα
)α∈A (á¬. 1.3.1), â. ¥. ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â

â ª®© ¨¤¥ªá �α ∈ A, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {
uα

: α > �α} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ E.
( ) �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U r- ã«¨àã¥¬® (o- ã«¨àã¥¬®, ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®),

¥á«¨ ¤«ï «î¡®© á¥â¨ (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ W ¨ áå®¤ïé¥©áï ª ã«î ç¨á«®¢®© á¥â¨ (εα)α∈A á¥âì (εαwα)α∈A
r-áå®¤¨âáï ª ã«î (o-áå®¤¨âáï ª ã«î,  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ ).

(¡) �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U áç¥â® r- ã«¨àã¥¬® (áç¥â® o- ã«¨àã¥¬®,
áç¥â® ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© áç¥â®© á¥â¨ (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢W ¨ áå®¤ïé¥©áï ª ã«î ç¨á«®¢®©
á¥â¨ (εα)α∈A á¥âì (εαwα)α∈A r-áå®¤¨âáï ª ã«î (o-áå®¤¨âáï ª ã«î,  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ ).

(¢) �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U á¥ª¢¥æ¨ «ì® r- ã«¨àã¥¬® (á¥ª¢¥æ¨ «ì® o- -
ã«¨àã¥¬®, á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (wn)n∈N í«¥¬¥â®¢ W
¨ áå®¤ïé¥©áï ª ã«î ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (εn)n∈N ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (εnwn)n∈N r-áå®¤¨âáï ª
ã«î (o-áå®¤¨âáï ª ã«î, ®£à ¨ç¥ ).

(£) �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U ¯®«ã®£à ¨ç¥® (áç¥â® ¯®«ã®£à ¨ç¥®, á¥ª¢¥æ¨-
 «ì® ¯®«ã®£à ¨ç¥®), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© á¥â¨ (áç¥â®© á¥â¨, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨) (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ W
¨ áå®¤ïé¥©áï ª ã«î ç¨á«®¢®© á¥â¨ (εα)α∈A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ infα∈A

εαwα
= 0 ¢ ¢¥ªâ®à®©

à¥è¥âª¥ E.

�¥®à¥¬ . �ãáâì U | ���  ¤ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®© E ¨ W | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U .
( ) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¬®¦¥áâ¢® W r- ã«¨àã¥¬®;
(2) ¬®¦¥áâ¢® W o- ã«¨àã¥¬®;
(3) ¬®¦¥áâ¢® W ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®;
(4) ¬®¦¥áâ¢® {

w: w ∈ W} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ E.
(¡) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¬®¦¥áâ¢® W áç¥â® r- ã«¨àã¥¬®;
(2) ¬®¦¥áâ¢® W áç¥â® o- ã«¨àã¥¬®;
(3) ¬®¦¥áâ¢® W áç¥â® ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®;
(4) ¤«ï «î¡®£® áç¥â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  W0 ⊂ W ¬®¦¥áâ¢® {

w : w ∈ W0} ¯®àï¤ª®¢®
®£à ¨ç¥® ¢ E.

(¢) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ¬®¦¥áâ¢® W á¥ª¢¥æ¨ «ì® r- ã«¨àã¥¬®;
(2) ¬®¦¥áâ¢® W á¥ª¢¥æ¨ «ì® o- ã«¨àã¥¬®;
(3) ¬®¦¥áâ¢® W á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®.

(£) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ¬®¦¥áâ¢® W ¯®«ã®£à ¨ç¥®;
(2) ¬®¦¥áâ¢® W áç¥â® ¯®«ã®£à ¨ç¥®;
(3) ¬®¦¥áâ¢® W á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¯®«ã®£à ¨ç¥®;
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(4) infn∈N
wn

/n = 0 ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (wn)n∈N í«¥¬¥â®¢ W.

J ( ) �¬¯«¨ª æ¨¨ (4)⇒(1)⇒(2)⇒(3) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (3)⇒(4). �¯®àï¤®ç¨¬ ¤¥ª àâ®¢®
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ W × N ¯® ¢â®à®© ª®¬¯®¥â¥: (w1, n1) < (w2, n2) ⇔ n1 < n2. �à¨¬¥¨¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (3)
ª á¥âï¬ (w)(w,n)∈W×N ¨ (1/n)(w,n)∈W×N, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¯ àã (w, �n) ∈ W × N ¨ í«¥¬¥â e ∈ E â ª¨¥, çâ®w/n6 e ¤«ï ¢á¥å (w, n) > (w, �n). � ç áâ®áâ¨,

w/(�n+ 1)
6 e ¤«ï ¢á¥å w ∈ W, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

¬®¦¥áâ¢® {
w: w ∈ W} ®£à ¨ç¥® á¢¥àåã í«¥¬¥â®¬ (�n+ 1)e.

(¡) �áâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¢ â®ç®áâ¨ â ª ¦¥, ª ª ¨ ( ).
(¢) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (3)⇒(1). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâì (wn)n∈N í«¥¬¥â®¢ W ¨ áå®¤ïéãîáï ª ã«î ç¨á«®¢ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (εn)n∈N. �®-
£« á® (3) ¬®¦¥áâ¢®

{|εn|1/2wn

: n ∈ N
}
¨¬¥¥â ¥ª®â®àãî ¢¥àåîî £à ¨æã e ∈ E. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 

ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (1) ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®
εnwn

6 |εn|1/2e ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
(£) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (4)⇒(1). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥

á¥âì (wα)α∈A í«¥¬¥â®¢ W ¨ áå®¤ïéãîáï ª ã«î ç¨á«®¢ãî á¥âì (εα)α∈A. �«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£®
n ∈ N ¢ë¡¥à¥¬ â ª®© ¨¤¥ªá α(n) ∈ A, çâ® εα(n) 6 1/n. �®£¤ , ¨á¯®«ì§ãï (4), ¬ë ¨¬¥¥¬ infα∈A

εαwα
6

infn∈N
εα(n)wα(n)

= 0. I

�®¤¬®¦¥áâ¢® W ⊂ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ ¢ ç áâïå ( ), (¡) ¨ (¢) ¯®á«¥¤¥©
â¥®à¥¬ë, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ®£à ¨ç¥ë¬, áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬ ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨-
ç¥ë¬.

1.6.2. �ç¥¢¨¤®, ¢áïª®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬, áç¥â® ®£à ¨-
ç¥®¥ | á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬,   á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥®¥ | ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¬. � ¬¥â¨¬,
çâ® à áá¬®âà¥ë¥ ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯®¯ à® à §«¨çë ã¦¥ ¢ á¨âã æ¨¨ U = E. �¥©áâ¢¨â¥«ì-
®, ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ äãªæ¨© e : R → R á® áç¥âë¬¨ ®á¨â¥«ï¬¨ e−1

[
R\{0}

]
¬®¦¥áâ¢® {et : t ∈ R}

å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ®¤®í«¥¬¥âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ {t} ⊂ R ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬, ®
¥ ®£à ¨ç¥ë¬. �®¦¥áâ¢® {en : n ∈ N} å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äãªæ¨© ¯®¤¬®¦¥áâ¢ {n} ⊂ N ï¢«ï¥âáï
á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬, ® ¥ áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ K-¯à®áâà áâ¢  áå®¤ïé¨åáï ª
ã«î ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¯®«ã®£à ¨ç¥®£®, ® ¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¢ K-¯à®-
áâà áâ¢¥ M

(
[0, 1]

)
ª« áá®¢ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �¥¡¥£ã äãªæ¨©   ®âà¥§ª¥ [0, 1]. �«ï íâ®£® ¬ë

¯®áâà®¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ®âà¥§ª®¢ Inm
(
n ∈ N, m ∈ {1, 2, . . . , 2n}

)
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

I11 :=
[
0/2, 1/2

]
, I12 :=

[
1/2, 2/2

]
;

I21 :=
[
0/4, 1/4

]
, I22 :=

[
1/4, 2/4

]
, I23 :=

[
2/4, 3/4

]
, I24 :=

[
3/4, 4/4

]
;

. . .

In1 :=
[
0, 1/2−n

]
, In2 :=

[
1/2−n, 2/2−n

]
, . . . , In2n :=

[
1− 1/2−n, 1

]
;

. . .

| ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ fnm ª« áá ¨§ M
(
[0, 1]

)
, á®¤¥à¦ é¨© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ®âà¥§ª  Inm. �®£¤ 

¬®¦¥áâ¢®
{
2nfnm : n ∈ N, m ∈ {1, 2, . . . , 2n}

}
ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬.

1.6.3. �¥®à¥¬ . �ãáâì U ¨ V | ���  ¤ ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ T |
«¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¨§ U ¢ V.

( ) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ®¯¥à â®à T r-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ®¯¥à â®à T r-o-¥¯à¥àë¢¥;
(3) ¥á«¨ á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® á¥âì (Tuα)α∈A  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨

®£à ¨ç¥ ;
(4) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V;
(5) ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ¬®¦¥áâ¢® {

Tu:
u6 e} ®£à ¨ç¥® ¢ F .

(¡) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ®¯¥à â®à T áç¥â® r-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ®¯¥à â®à T áç¥â® r-o-¥¯à¥àë¢¥;
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(3) ¥á«¨ áç¥â ï á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® á¥âì (Tuα)α∈A  á¨¬¯â®â¨ç¥-
áª¨ ®£à ¨ç¥ ;

(4) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢  V;

(5) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
V;

(6) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥ë¥ áç¥âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢  V.

(¢) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ®¯¥à â®à T á¥ª¢¥æ¨ «ì® r-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ®¯¥à â®à T á¥ª¢¥æ¨ «ì® r-o-¥¯à¥àë¢¥;
(3) ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(Tun)n∈N ®£à ¨ç¥ ;
(4) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à -

¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V;
(5) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢  V.
(£) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¥á«¨ á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® infα∈A
Tuα

= 0;
(2) ¥á«¨ áç¥â ï á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® infα∈A

Tuα
= 0;

(3) ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N í«¥¬¥â®¢ U r-áå®¤¨âáï ª ã«î, â® infn∈N
Tun

= 0;
(4) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥-

áâ¢  V;
(5) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ¢ ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 

V.

J ( ) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ¨ (4)⇒(5) ®ç¥¢¨¤ë. �á¯®«ì§ãï ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®áâì ¢ ª ç¥áâ¢¥
ªà¨â¥à¨ï ®£à ¨ç¥®áâ¨

(
á¬. 1.6.1 ( )

)
, ¬®¦® ¡¥§ âàã¤  ¢ë¢¥áâ¨ (4) ¨§ (3). �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ®

(5)⇒(1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®à T ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (5), ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£®
í«¥¬¥â  e ∈ E ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ fe ª ªãî-¨¡ã¤ì ¢¥àåîî £à ¨æã ¬®¦¥áâ¢  {

Tu :
u 6 e} ¢

à¥è¥âª¥ F . �ãáâì (uα)α∈A | ¯à®¨§¢®«ì ï á¥âì í«¥¬¥â®¢ U , r-áå®¤ïé ïáï ª ã«î á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E.
� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® ε > 0 ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¨¤¥ªá �α ∈ A â ª, çâ®¡ë

uα
6 εe ¤«ï ¢á¥å α > �α.

�®£¤  ¤«ï ¢á¥å α > �α ¬ë ¨¬¥¥¬
Tuα

= ε
Tuα/ε

6 εfe.
(¡) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ¨ (4)⇒(5)⇒(6) ®ç¥¢¨¤ë. �á¯®«ì§ãï áç¥âãî ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®áâì ¢

ª ç¥áâ¢¥ ªà¨â¥à¨ï áç¥â®© ®£à ¨ç¥®áâ¨
(
á¬. 1.6.1 (¡)

)
, ¬®¦® ¡¥§ âàã¤  ¢ë¢¥áâ¨ (4) ¨§ (3). �áâ ¥âáï

¯®ª § âì, çâ® (6)⇒(1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®à T ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (6). �ãáâì (uα)α∈A |
¯à®¨§¢®«ì ï áç¥â ï á¥âì í«¥¬¥â®¢ U , r-áå®¤ïé ïáï ª ã«î á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E. �«ï ª ¦¤®£®
 âãà «ì®£® n ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ αn â ª®© í«¥¬¥â A, çâ®

uα
6 e/n ¤«ï ¢á¥å α > αn. �®¦¥áâ¢®

U0 := {nuα : n ∈ N, α ∈ A, α > αn} ï¢«ï¥âáï áç¥âë¬ ¨ ®£à ¨ç¥ë¬, á«¥¤®¢ â¥«ì®,  ©¤¥âáï â ª®©
í«¥¬¥â f ∈ F , çâ®

Tu6 f ¤«ï ¢á¥å u ∈ U0. �®£¤ 
Tuα

=
Tnuα

/n 6 f/n ¤«ï ¢á¥å α > αn.
(¢) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ¨ (4)⇒(5) ®ç¥¢¨¤ë. �á¯®«ì§ãï á¥ª¢¥æ¨ «ìãî ®£à ¨ç¨¢ ¥¬®áâì

¢ ª ç¥áâ¢¥ ªà¨â¥à¨ï á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨
(
á¬. 1.6.1 (¢)

)
, ¬®¦® ¡¥§ âàã¤  ¢ë¢¥áâ¨ (4) ¨§ (3).

�áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® (5)⇒(1). �ãáâì (un)n∈N | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ U , r-áå®-
¤ïé ïáï ª ã«î á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï áå®¤ïé ïáï ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
ç¨á¥« εn > 0, çâ®

un
6 εne ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �£à ¨ç¥®áâì ¬®¦¥áâ¢  {un/εn : n ∈ N} ¨ ãá«®¢¨¥ (5)

¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {Tun/εn : n ∈ N} á¥ª¢¥æ¨ «ì® r- ã«¨àã¥¬® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Tun)n∈N r-áå®¤¨âáï ª ã«î.

(£) �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (4)⇒(1). �ãáâì (uα)α∈A |¯à®¨§¢®«ì ï
á¥âì í«¥¬¥â®¢ U , r-áå®¤ïé ïáï ª ã«î á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® n ∈ N
áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¨¤¥ªá α(n) ∈ A, çâ®

uα(n)

6 e/n. �£à ¨ç¥®áâì ¬®¦¥áâ¢  {nuα(n) : n ∈ N} ¨
ãá«®¢¨¥ (4) ¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {Tnuα(n) : n ∈ N} ¯®«ã®£à ¨ç¥® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
infα∈A

Tuα
6 infn∈N

Tuα(n)

= infn∈N
Tnuα(n)

/n = 0
(
á¬. 1.6.1 (£)

)
. I

�¯¥à â®à T : U → V, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ ¢ ç áâïå ( ), (¡), (¢) ¨ (£) ¯®-
á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ®£à ¨ç¥ë¬, áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬, á¥ª¢¥æ¨ «ì®
®£à ¨ç¥ë¬ ¨ ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¬. �ç¥¢¨¤®, ¢áïª¨© ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨-
ç¥ë¬, áç¥â® ®£à ¨ç¥ë© | á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬,   á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë© | ¯®«ã®-
£à ¨ç¥ë¬. � ç¨â¥«ìãî ç áâì íâ®£® ¯ à £à ä  ¬ë ¯®á¢ïâ¨¬ ¯®¨áªã ¯à¨¬¥à®¢, ¯®ª §ë¢ îé¨å, çâ®
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à áá¬®âà¥ë¥ ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ ¯®¯ à® à §«¨çë. �¯¥à â®àë, ä¨£ãà¨àãîé¨¥
¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ¯à¨¢®¤¨¬ëå ¨¦¥ ¯à¨¬¥à®¢, ¤¥©áâ¢ãîâ ¨§ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ .

1.6.4. �à ¨ ¬ ¥ à . �ãé¥áâ¢ãîâ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X, à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® F ¨ ®¯¥-
à â®à T : X → F , ï¢«ïîé¨©áï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬, ® ¥ ®£à ¨ç¥ë¬.

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (α1, α2, . . . ) áç¥âëå ®à¤¨ «®¢ αn  §®¢¥¬ ä¨¨â®©, ¥á«¨  ©¤¥âáï â ª®© ¨-
¤¥ªá n ∈ N, çâ® αn ̸= 0 ¨ αm = 0 ¤«ï ¢á¥å m > n. � íâ®¬ á«ãç ¥ ç¨á«® n ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à §¬¥à®áâìî
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ α ¨ ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ dim(α). �¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ä¨¨âëå ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâ¥© áç¥âëå ®à¤¨ «®¢ ç¥à¥§ A ¨ á ¡¤¨¬ ¥£® «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨¬ ¯®àï¤ª®¬, ¯®«®¦¨¢ α < β
¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® n ∈ N ¢ë¯®«ï¥âáï α1 = β1, . . . , αn−1 = βn−1 ¨ αn < βn.
�«ï «î¡ëå α, β ∈ A á¨¬¢®«®¬ ]α, β[ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ®âªàëâë© ¨â¥à¢ « {γ ∈ A : α < γ < β}.

�«ï ª ¦¤®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ α ∈ A ¯®«®¦¨¬

α+ 1 :=
(
α1, . . . , αdim(α)−1, αdim(α) + 1, 0, 0, . . .

)
.

�ãáâì α, β ∈ A. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® α ï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬ β ¨ ¯¨á âì α @ β, ¥á«¨ α =
(β1, β2, . . . , βdim(α), 0, 0, . . . ).

�¥¬¬  1. �«ï «î¡ëå α, β ∈ A íª¢¨¢ «¥âë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1) ]α, α+ 1[ ∩ ]β, β + 1[ ̸= ∅;
(2) ]α, α+ 1[ ⊂ ]β, β + 1[ ¨«¨ ]α, α+ 1[ ⊃ ]β, β + 1[;
(3) α @ β ¨«¨ β @ α.

J �á«¨ dim(α) = dim(β), â® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥-
«¥®áâ¨, çâ® dim(α) < dim(β). �®£¤  ¥á«¨ α < (β1, . . . , βdim(α), 0, 0, . . . ), â® α + 1 < β,   ¥á«¨
α > (β1, . . . , βdim(α), 0, 0, . . . ), â® α > β + 1. � ®¡®¨å á«ãç ïå ¨â¥à¢ «ë ]α, α + 1[ ¨ ]β, β + 1[ ¥ ¯¥à¥-
á¥ª îâáï. I

� ¡¤¨¬ ¬®¦¥áâ¢® A ¯®àï¤ª®¢®© â®¯®«®£¨¥© á ¡ §®© ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢
{
]α, β[ : α, β ∈ A

}
. �¡®-

§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(A) à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢

A (á¬. 1.2.9). �ãáâì U 7→ Û | ¨§®¬®àä¨§¬ Rop(A)   ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã Clop(Q) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢ Q (á¬. 1.2.8). � ¬¥â¨¬, çâ® Rop(A) á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¨â¥à¢ «ë ]α, β[ (α, β ∈ A). �«ï ª ¦¤®©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ α ∈ A ¯®«®¦¨¬ Qα := ]α, α + 1[∧ ∈ Clop(Q) ¨ ®¡®§ ç¨¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãª-
æ¨î ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Qα ⊂ Q á¨¬¢®«®¬ χα. � ª¨¬ ®¡à §®¬, χα ∈ C(Q).

�¥¬¬  2. �«ï «î¡®£® ¥¯ãáâ®£® ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢  U ⊂ A ¨ ¤«ï «î¡®£® n ∈ N  ©¤¥âáï â ª ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì α ∈ A, çâ® dim(α) > n ¨ ]α, α+ 1[ ⊂ U .

J �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®àï¤ª®¢®© â®¯®«®£¨¨ ¬®¦¥áâ¢® U á®¤¥à¦¨â ¥ª®â®àë© ¨â¥à¢ « ]α, β[, α < β.
�®«®¦¨¬ m := min{i ∈ N : αi < βi} ¨ k := max{m,n}. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (α1, . . . , αk, αk+1 + 1,
0, 0, . . . ) ¨áª®¬ ï. I

�¥¬¬  3. �«ï «î¡®£® n ∈ N ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Rop(A) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ sup
{
]α, α + 1[ :

α ∈ A, dim(α) > n
}
= 1.

J �«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ «¥¬¬ë 2. I

�¥¬¬  4. �«ï «î¡®£® áç¥â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S ⊂ A áãé¥áâ¢ã¥â fS := o-
∑

α∈S dim(α)χα ¢ K-¯à®-
áâà áâ¢¥ C∞(Q).

J �¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î fS : Q → R ä®à¬ã«®©

fS(q) :=
∑
α∈S

dim(α)χα(q).

�®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.3.5 (2) ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® f−1
S (∞) ï¢«ï¥âáï â®é¨¬

¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q. �à¨¨¬ ï ¢® ¢¨¬ ¨¥ «¥¬¬ã 1, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á«¥¤ãîé¥¬ã ¢ë¢®¤ã: ¥á«¨ â®çª 
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q ∈ Q â ª®¢ , çâ® fS(q) = ∞, â®  ©¤¥âáï â ª ï æ¥¯®çª  α(1) @ α(2) @ · · · @ α(n) @ . . . ¯®¯ à® à §«¨çëå
í«¥¬¥â®¢ S, çâ® q ∈

∩
n∈N Qα(n) . � ª¨¬ ®¡à §®¬, f−1

S (∞) ⊂
∩

n∈N
∪

α∈S(n)Qα, £¤¥ S(n) = {α ∈ S :

dim(α) > n}. �«¥¤®¢ â¥«ì®, «¥¬¬  ¡ã¤¥â ¤®ª §  , ¥á«¨ ¬ë ãáâ ®¢¨¬, çâ®

int
∩
n∈N

cl
∪

α∈S(n)

Qα = ∅,

â. ¥. infn∈N supα∈S(n)Qα = 0 ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q) ¨«¨, çâ® íª¢¨¢ «¥â®, infn∈N supα∈S(n)]α, α+1[ = 0
¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Rop(A).

�®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . �®£¤  á®£« á® «¥¬¬¥ 2  ©¤¥âáï â ª ï ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì β ∈ A, çâ® ¨â¥à¢ « ]β, β + 1[ á®¤¥à¦¨âáï ¢ supα∈S(n)]α, α + 1[ ¤«ï «î¡®£® n ∈ N, ¨ ¢

ç áâ®áâ¨ ¤«ï n = dim(β) + 1. �¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢®
{
γ ∈ S

(
dim(β) + 1

)
: ]β, β +1[∩ ]γ, γ +1[ ̸= ∅

}
ç¥à¥§

�. �ç¥¢¨¤®, çâ® ]β, β + 1[ ⊂ supγ∈�]γ, γ + 1[ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ α < β + 1
 ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â γ ∈ �, çâ® γ + 1 > α. �¤ ª® ¨§ «¥¬¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® β ï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬
ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  �, ¨ ¯®íâ®¬ã ¤«ï ¢á¥å γ ∈ �

γ + 1 =
(
β1, . . . , βdim(β), γdim(β)+1, . . . , γdim(γ) + 1, 0, 0, . . .

)
6

(
β1, . . . , βdim(β), γdim(β)+1 + 1, 0, 0, . . .

)
6

(
β1, . . . , βdim(β), sup

γ′∈�
(γ′
dim(β)+1 + 1), 0, 0, . . .

)
< β + 1,

¢ ç¥¬ «¥£ª® ã¢¨¤¥âì ¨áª®¬®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. I

�ãáâì X | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å ®£à ¨ç¥ëå äãªæ¨© x : A → R, ¨¬¥îé¨å áç¥âë©
®á¨â¥«ì {α ∈ A : x(α) ̸= 0}. �ç¥¢¨¤®, X ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ®â®á¨â¥«ì®
à ¢®¬¥à®© ®à¬ë ∥·∥∞ ¨ K-¯à®áâà áâ¢® | ®â®á¨â¥«ì® ¯®â®ç¥ç®£® ¯®àï¤ª .

�¥¬¬  5. �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â o-áã¬¬  o-
∑

α∈A dim(α)x(α)χα ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥
C∞(Q).

J �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ S ®á¨â¥«ì äãªæ¨¨ x ∈ X . �à¨¢«¥ª ï «¥¬¬ã 4, ¬ë ¨¬¥¥¬∑
α∈A dim(α)x

+(α)χα(q) 6 ∥x∥∞fS(q) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ áã¬¬ë
o-
∑

α∈A dim(α)x
+(α)χα ¢ C∞(Q). � «®£¨çë¥ à ááã¦¤¥¨ï ¤«ï äãªæ¨¨ x− § ¢¥àè îâ ¤®ª § â¥«ì-

áâ¢® «¥¬¬ë. I

�à¨áâã¯¨¬ ª ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯à®áâà áâ¢ X ¨ F ¨ ®¯¥à â®à  T . �  å®¢® ¯à®-
áâà áâ¢® X ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª § ¬ëª ¨¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X , á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¢á¥å äãªæ¨© á ª®¥çë¬¨
®á¨â¥«ï¬¨. � ª ç¥áâ¢¥ K-¯à®áâà áâ¢  F ¢®§ì¬¥¬ C∞(Q). � ª®¥æ, ®¯¥à â®à T : X → F ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬
ä®à¬ã«®©

Tx = o-
∑
α∈A

dim(α)x(α)χα ,

¢ ª®â®à®© áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ o-áã¬¬ë £ à â¨à®¢ ® «¥¬¬®© 5.
�¯¥à â®à T ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ®à¬ë ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ áç¥â®£®

¯®¤¬®¦¥áâ¢  X0 ⊂ X ®£à ¨ç¥ë á¢¥àåã ç¨á«®¬ λ ¨ S | ®¡ê¥¤¨¥¨¥ ®á¨â¥«¥© äãªæ¨© ¨§ X0, â®
¢ á¨«ã «¥¬¬ë 4 ¬ë ¨¬¥¥¬ |Tx| 6 λfS ¤«ï ¢á¥å x ∈ X0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à T ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨î 1.6.3 (¡)(6), â. ¥. ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬.

�®ª ¦¥¬, çâ® ®¯¥à â®à T ¥ ®£à ¨ç¥. �«ï ª ¦¤®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ α ∈ A ®¡®§ ç¨¬ å à ªâ¥-
à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ®¤®í«¥¬¥â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  {α} ⊂ A ç¥à¥§ xα. �á«¨ ¡ë ¬®¦¥áâ¢® {Tx : x ∈ X,
∥x∥∞ 6 1} ¨¬¥«® ¢¥àåîî £à ¨æã ¢K-¯à®áâà áâ¢¥ F , á®£« á® «¥¬¬¥ 3 ¬ë ¨¬¥«¨ ¡ë ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N
á®®â®è¥¨ï

sup{Tx : x ∈ X, ∥x∥∞ 6 1} > sup{Txα : α ∈ A, dim(α) > n}
> sup{nχα : α ∈ A, dim(α) > n}
= n1F ,

£¤¥ 1F | äãªæ¨ï, â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ ï ¥¤¨¨æ¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à T ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®-
¢¨î 1.6.3 ( )(5), â. ¥. ¥ ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬.
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1.6.5. �à ¨ ¬ ¥ à . �ãé¥áâ¢ãîâ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X, K-¯à®áâà áâ¢® F ¨ ®¯¥à â®à T : X →
F , ï¢«ïîé¨©áï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬, ® ¥ áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬.

J � ¡¦ ï ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® c0 áå®¤ïé¨åáï ª ã«î ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© à ¢®-
¬¥à®© ®à¬®© ∥·∥, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ X. � ¤¥«¨¢ ¦¥
¯à®áâà áâ¢® c0 ¯®ª®®à¤¨ âë¬ ¯®àï¤ª®¬, ¬ë ¯®«ãç¨¬ K-¯à®áâà áâ¢®, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ F .
� áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ T : c0 → c0 ª ª ®¯¥à â®à ¨§ X ¢ F . �«ï ª ¦¤®£®  âãà «ì®£®
ç¨á«  n ∈ N ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ en å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ¯®¤¬®¦¥áâ¢  {n} ⊂ N. �¯¥à â®à T ¥
ï¢«ï¥âáï áç¥â® ®£à ¨ç¥ë¬, â ª ª ª ® ¯¥à¥¢®¤¨â ®£à ¨ç¥®¥ áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® {en : n ∈ N}
¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  X ¢ ¥®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® K-¯à®áâà áâ¢  F

(
á¬. 1.6.3 (¡)(6)

)
.

�®ª ¦¥¬, çâ® ®¯¥à â®à T ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ªà¨â¥à¨-
¥¬ 1.6.3 (¢)(3). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)n∈N í«¥¬¥â®¢ X, áå®¤ïéãîáï ª ã«î
¯® ®à¬¥, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì x ä®à¬ã«®© x(m) = supn∈N |xn(m)| (m ∈ N). �®áâ â®ç® ¯®-
ª § âì, çâ® x(m) → 0 ¯à¨ m → ∞. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® ε > 0. �ãáâì �n ∈ N â ª®¥ ç¨á«®,
çâ® ∥xn∥ 6 ε ¤«ï ¢á¥å n > �n,   m ∈ N â ª®¥, çâ®

(
|x1| ∨ |x2| ∨ · · · ∨ |x�n|

)
(m) 6 ε ¤«ï ¢á¥å m > m. �®£¤ 

x(m) 6 ε ¤«ï ¢á¥å m > m. I

1.6.6. �à ¨ ¬ ¥ à . �ãé¥áâ¢ãîâ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X, à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® F ¨ ®¯¥-
à â®à T : X → F , ï¢«ïîé¨©áï ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¬, ® ¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬.

J �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ � ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª®¥çëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ã«¥© ¨ ¥¤¨¨æ:
� :=

{(
δ(1), . . . , δ(n)

)
: n ∈ N, δ(i) ∈ {0, 1}

}
. �¥à¥ã¬¥àã¥¬ í«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  �, ¯¥à¥ç¨á«¨¢ á ç « 

¢á¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¤«¨ë 1, § â¥¬ ¤«¨ë 2 ¨ â. ¤.:

δ1 := (0), δ2 := (1);
δ3 := (0, 0), δ4 := (0, 1), δ5 := (1, 0), δ6 := (1, 1);
. . .
δ2n−1 := (0, 0, . . . , 0), δ2n := (0, 0, . . . , 1), . . . , δ2n+1−2 := (1, 1, . . . , 1);
. . .

�«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  δ =
(
δ(1), . . . , δ(n)

)
∈ � ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Iδ ®âà¥§®ª ¢¥é¥áâ¢¥®© ¯àï¬®©[

2−1δ(1) + 2−2δ(2) + · · ·+ 2−nδ(n), 2−1δ(1) + 2−2δ(2) + · · ·+ 2−nδ(n) + 2−n
]
.

�«ï â®£® çâ®¡ë ®¡«¥£ç¨âì ¯®¨¬ ¨¥ ¯®á«¥¤¥© ä®à¬ã«ë, § ¬¥â¨¬, çâ®

Iδ1 = I11 , Iδ2 = I12 , Iδ3 = I21 , Iδ4 = I22 , Iδ5 = I23 , Iδ6 = I24 , . . . ,

£¤¥ Inm | ®âà¥§ª¨, à áá¬®âà¥ë¥ ¢ 1.6.2.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ℓ1(�) áã¬¬¨àã¥¬ëå äãªæ¨© x : � → R á ®à¬®© ∥x∥ =∑

δ∈� |x(δ)| ¨ ¯®«®¦¨¬ F à ¢ë¬ K-¯à®áâà áâ¢ã M
(
[0, 1]

)
ª« áá®¢ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �¥¡¥£ã

äãªæ¨©   ®âà¥§ª¥ [0, 1]. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  δ ∈ � ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ fδ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î
®âà¥§ª  Iδ,   ç¥à¥§ fδ | ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ M

(
[0, 1]

)
, á®¤¥à¦ é¨© äãªæ¨î fδ. �¯à¥¤¥«¨¬

®¯¥à â®à T : X → F ä®à¬ã«®©

Tx = o-
∑
δ∈�

2dim δx(δ)fδ,

£¤¥ dim δ | ¤«¨  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ δ. �®á«¥¤ïï o-áã¬¬  áãé¥áâ¢ã¥â, â ª ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï
¯®â®ç¥ç ï áã¬¬ 

∑
δ∈� 2dim δx(δ)fδ, ®ç¥¢¨¤®, ¨§¬¥à¨¬ ,   ¨â¥£à « ¥¥ ¬®¤ã«ï à ¢¥∑

δ∈�

2dim δ|x(δ)|µ(Iδ) =
∑
δ∈�

|x(δ)| = ∥x∥

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª®¥ç¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
∫
|Tx| = ∥x∥, ®âªã¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¯®«ã®£à ¨-

ç¥®áâì ®¯¥à â®à  T .
�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®áâà®¥ë© ®¯¥à â®à T ¥ ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥ë¬. �«ï ª ¦¤®£®

í«¥¬¥â  δ ∈ � ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ eδ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ®¤®í«¥¬¥â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  {δ} ⊂
�. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
2− dim δneδn

)
n∈N áå®¤¨âáï ª ã«î ¯® ®à¬¥, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¥¥ ®¡à §

(
fδn

)
n∈N

®â®á¨â¥«ì® ®¯¥à â®à  T , ®ç¥¢¨¤®, ¥ ï¢«ï¥âáï r-áå®¤ïé¥©áï ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî. I
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1.6.7. �ãáâì E ¨ F | ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨. �¯¥à â®à T : E → F  §ë¢ îâ ¯®«®¦¨â¥«ìë¬, ¥á«¨
Te > 0 ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E, ¨ à¥£ã«ïàë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ®¯¥à â®àë
T1, T2 : E → F , çâ® T = T1 − T2.

�ãáâì U ¨ V |���  ¤ ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®¢®àïâ, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ìë©
®¯¥à â®à S : E → F ï¢«ï¥âáï ¬ ¦®à â®© ®¯¥à â®à  T : U → V, ¥á«¨

Tu 6 S
u ¤«ï ¢á¥å u ∈

U . �¯¥à â®à, ¨¬¥îé¨© ¬ ¦®à âã,  §ë¢ ¥âáï ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¬. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå
®¯¥à â®à®¢ ¨§ U ¢ V ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ M(U ,V). �ç¥¢¨¤®, M(U ,V) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢¥ªâ®à®¥
¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  ¢á¥å «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ U ¢ V.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E ¨ F | ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨,   U ¨ V | ���.
(1) �¯¥à â®à T : E → F à¥£ã«ïà¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¬ ¦®à¨àã¥¬.
(2) �á«¨ ®¯¥à â®à T : U → V ¬ ¦®à¨àã¥¬, â® ® ®£à ¨ç¥.
(3) �á«¨ F | K-¯à®áâà áâ¢® ¨ ®¯¥à â®à T : E → F ®£à ¨ç¥, â® ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ (= à¥£ã«ïà¥).

J �â¢¥à¦¤¥¨ï (1) ¨ (2) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª § â¥«ìáâ¢® (3) ¨¬¥¥âáï ¢ [60: VII.1.27; 33: â¥®à¥¬ 
VIII.2.2]. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ¬®¦¥â ¥ ¡ëâì ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á ¡¦ ï
¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ℓ∞ ®£à ¨ç¥ëå ç¨á«®¢ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¯®ª®®à¤¨ âë¬ ¯®àï¤ª®¬, ¬ë
¯®«ãç¨¬ K-¯à®áâà áâ¢® (  § ç¨â, ���), ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ U . � ¤¥«¨¢ ¦¥ ℓ∞ à ¢®¬¥à®©
®à¬®©, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® (  § ç¨â, ���), ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ V. �®£¤ 
â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ℓ∞   á¥¡ï ª ª ®¯¥à â®à ¨§ U ¢ V ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥ë¬, ® ¥ ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¬.

1.6.8. � ¡¤¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® M(E,F ) ¯®àï¤ª®¬, ¯®«®¦¨¢ S 6 T â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  Se 6 Te ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E (â. ¥. ª®£¤  à §®áâì T − S ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ìë¬
®¯¥à â®à®¬).

�¥®à¥¬  N�¨áá  | � â®à®¢¨ç . �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª ,   F | K-¯à®áâà áâ¢®.
(1) �à®áâà áâ¢® M(E,F ) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®©. �«ï «î¡ëå ®¯¥à â®à®¢ S, T ∈ M(E,F ) ¨

«î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(S ∨ T )e = sup{Sx+ Ty : x, y > 0, x+ y = e},
(S ∧ T )e = inf{Sx+ Ty : x, y > 0, x+ y = e},

T+e = sup{Tx : 0 6 x 6 e},

T−e = − inf{Tx : 0 6 x 6 e},
|T |e = sup{|Tx| : |x| 6 e} = sup{Tx : |x| 6 e}.

(2) �¥ªâ®à ï à¥è¥âª  M(E,F ) ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬. �«ï «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®£®
¯®¤¬®¦¥áâ¢  T ⊂ M(E,F ) ¨ «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®-
è¥¨ï:

(sup T )e = sup
{
T1e1 + · · ·+ Tnen : Ti ∈ T , ei > 0, e1 + · · ·+ en = e

}
,

(inf T )e = inf
{
T1e1 + · · ·+ Tnen : Ti ∈ T , ei > 0, e1 + · · ·+ en = e

}
.

�¯¥à¢ë¥ ¢ ¯à¨¢¥¤¥®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬  ¡ë«  ¤®ª §   �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1936 £. (á¬. [57]).
�¤¥©®© ¯à¥¤¯®áë«ª®© íâ®£® à¥§ã«ìâ â  ï¢¨« áì à ¡®â  �.�¨áá  [224], ¢ ª®â®à®© ¡ë« à áá¬®âà¥ á«ãç ©
äãªæ¨® «®¢   C

(
[0, 1]

)
. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë �¨áá  | � â®à®¢¨ç  ¬®¦®  ©â¨ ¢ [60: VII.1.23]

¨«¨ ¢ [33: â¥®à¥¬  VIII.2.1].

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �®à¬ã«ë, ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë �¨áá  | � â®à®¢¨ç , ¯®§¢®«ï-
îâ ¢ëç¨á«ïâì § ç¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¯¥à â®à®¢ ¢ «î¡®© â®çª¥ ¨å ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, ª ¦¤ë© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : E → F ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬¨ § ç¥¨ï¬¨   ¯®«®¦¨-
â¥«ìëå í«¥¬¥â å E: ¤«ï ¢á¥å e ∈ E ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® T (e) = T (e+)− T (e−).
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1.6.9. �¥®à¥¬  [95]. �ãáâì U | ���  ¤ E,   V | ���  ¤ F .
(1) � ¦¤ë© ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à T : U → V ¨¬¥¥â  ¨¬¥ìèãî ¬ ¦®à âã

(
®â®á¨â¥«ì®

¯®àï¤ª  ¢ M(E,F )
)
, ®¡®§ ç ¥¬ãî á¨¬¢®«®¬

T.
(2) �á«¨ V | ���, â® ®â®¡à ¦¥¨¥

·: T 7→
T¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à §«®¦¨¬ãî M(E,F )-§ çãî

®à¬ã   M(U ,V), ¢ ¯ à¥ á ª®â®à®© M(U ,V) ï¢«ï¥âáï ���.

�¬¥ï ¢ ¢¨¤ã â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ª ¦¤ ï ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ á ¬®©
á®¡®©, ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë �¨áá  | � â®à®¢¨ç . �®¤ã«ì
®¯¥à â®à  T ∈ M(E,F ), ®ç¥¢¨¤®, á®¢¯ ¤ ¥â á  ¨¬¥ìè¥© ¬ ¦®à â®© T , ª ª ®¯¥à â®à  ¨§ ��� (E, |·|)
¢ ��� (F, |·|).

1.6.10. �¥®à¥¬  [95]. � áá¬®âà¨¬ ��� U  ¤ E, ��� V  ¤ F ¨ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V.
�«ï ª ¦¤®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ¯®«®¦¨¬

T6(e) := {
Tu1+ · · ·+

Tun
 : ui ∈ U ,

u1+ · · ·+
un

6 e},
T=(e) := {

Tu1+ · · ·+
Tun

 : ui ∈ U ,
u1+ · · ·+

un
= e},

T⊥(e) := {
Tu1+ · · ·+

Tun
 : ui ∈ U ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë,u1+ · · ·+

un
6 e}.

�¯¥à â®à T ¬ ¦®à¨àã¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E
¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ®¤® (  â®£¤  ¨ ª ¦¤®¥) ¨§ ¬®¦¥áâ¢ T6(e), T=(e) ¨«¨ T⊥(e). � íâ®¬ á«ãç ¥Te = supT6(e) = supT=(e) = supT⊥(e) ¤«ï ¢á¥å e > 0.

� ¤® áª § âì, çâ® à ¢¥áâ¢®
Te = supT⊥(e) ¡ë«® ä®à¬ «ì® ¯®«ãç¥® ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ¬ ¦®-

à¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  T (á¬. [95: ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.2]). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ [95] ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥
¨á¯®«ì§ã¥â íâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ªà¨â¥à¨© ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ ¢ áä®à¬ã«¨à®¢ -
®¬ ¢ëè¥ ¢¨¤¥.
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§ 1.7. �  å®¢ë à áá«®¥¨ï

� ¤ ®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï ¤¢ãå ¢¨¤®¢ | ¥¯à¥àë¢ë¥ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¥.
�¡  ¯®ïâ¨ï ¨¬¥îâ ¥ª®â®àë© ®¡é¨© ªàã£ ¢®¯à®á®¢, á¢ï§ ë© á® á«®ï¬¨ ¨ á¥ç¥¨ï¬¨ (¯®á«®© ï ¯«®â-
®áâì, ¯®â®ç¥ç ï ®à¬ , ®¯¥à æ¨¨  ¤ á¥ç¥¨ï¬¨, áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ á¥ç¥¨© ¨ â. ¤.), ª®â®-
àë© ¨ ï¢«ï¥âáï á®¤¥à¦ ¨¥¬ íâ®£® ¥¡®«ìè®£® ¯ à £à ä . � ¤® áª § âì, çâ® ¢ á¢ï§¨ á ¢¢¥¤¥¨¥¬ ®¢®£®
¯®ïâ¨ï ¨§¬¥à¨¬®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï  ¢â®à ¡ë« ¢ëã¦¤¥ ¯®©â¨   ¥ª®â®à®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¯à¨ïâ®©
â¥à¬¨®«®£¨¨: ¤® á¨å ¯®à á«®¢®á®ç¥â ¨¥ ≪¡  å®¢® à áá«®¥¨¥≫ ®¡®§ ç «® â®, ç¥¬ã ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ á®-
®â¢¥âáâ¢ã¥â â¥à¬¨ ≪¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥≫. �®áª®«ìªã ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ ¢ ®¢®¬ á¬ëá«¥
ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¡  å®¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬  ¤ ¤¨áªà¥âë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¢® ¨§-
¡¥¦ ¨¥ ¥¤®à §ã¬¥¨© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤  £®¢®à¨âì ≪¤¨áªà¥â®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥≫ ¢¬¥áâ® ≪¡  å®¢®
à áá«®¥¨¥≫.

1.7.1. �ãáâì Q | ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®. (�¨áªà¥âë¬) ¡  å®¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬  ¤ Q  §ë¢ ¥âáï
¢áïª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ X , ®¯à¥¤¥«¥®¥   Q ¨ áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¥ª®â®à®¥
¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X (q). � ç¥¨¥ X (q) ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï  §ë¢ ¥âáï ¥£® á«®¥¬ ¢ â®çª¥ q ∈ Q.
�®à¬  í«¥¬¥â  x ¢ á«®¥ X (q) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ ∥x∥X (q) ¨«¨ ¯à®áâ® ∥x∥, ¥á«¨ ïá®, ® ª ª®¬
á«®¥ ¨¤¥â à¥çì.

1.7.2. �ãáâì X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q. �ãªæ¨ï u, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q,
 §ë¢ ¥âáï á¥ç¥¨¥¬ à áá«®¥¨ï X  ¤ D, ¥á«¨ u(q) ∈ X (q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D

(
®¡®§ ç ¥¬ u ∈ S(D,X )

)
.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢¬¥áâ® â¥à¬¨  ≪á¥ç¥¨¥≫ ¢ â¥®à¨¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨®£¤  ã¯®âà¥¡«ïîâ ¥£® á¨®-
¨¬ë: ≪á¥«¥ªâ®à≫ ¨«¨ ≪¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥≫. �«¥¬¥âë S(Q,X )  §ë¢ îâáï £«®¡ «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨. �á«¨
  ¬®¦¥áâ¢¥ Q § ¤   â®¯®«®£¨ï, â® á¥ç¥¨ï  ¤ ª®â®é¨¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Q ®áïâ  §¢ ¨¥ ¯®çâ¨
£«®¡ «ìëå. �á«¨ ¦¥ Q ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®©, â® ¯®çâ¨ £«®¡ «ìë¬¨ ¥áâ¥áâ¢¥® ¡ë«® ¡ë
 §ë¢ âì á¥ç¥¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ Q. �¤ ª® ¢® ¨§¡¥¦ ¨¥ ¤¢ãá¬ëá«¥®áâ¨ ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬
ã¯®âà¥¡«ïâì íâ®â â¥à¬¨ ¢ á«ãç ¥ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©. �¬¥áâ® íâ®£® ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ®¡®§ ç¥¨¥
S∼(Q,X ) ¤«ï á®¢®ªã¯®áâ¨ á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X , ®¯à¥¤¥«¥ëå ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.

�®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© U ⊂ S(Q,X )  §ë¢ ¥âáï ¯®á«®©® ¯«®âë¬ ¢ X , ¥á«¨ á®¢®ªã¯®áâì {u(q) :
u ∈ U} ¢áî¤ã ¯«®â  ¢ X (q) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q. �®£¤  ®ª §ë¢ ¥âáï ã¤®¡ë¬ ¨¬¥âì ¯®ïâ¨¥
¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ ¢ ¥áª®«ìª® ®¡®¡é¥®¬ ¢¨¤¥: ¬®¦¥áâ¢® U , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X
 ¤ à §«¨çë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Q,  §ë¢ ¥âáï ¯®á«®©® ¯«®âë¬ ¢ X   D ⊂ Q, ¥á«¨ á®¢®ªã¯®áâì
{u(q) : u ∈ U , q ∈ domu} ¢áî¤ã ¯«®â  ¢ X (q) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ D.

1.7.3. �®¦¥áâ¢® S(D,X ) ¢á¥å á¥ç¥¨©  ¤ D ⊂ Q ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬  ¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà®©
¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ : (λu+ µv)(q) = λu(q) + µv(q) ¤«ï λ, µ ∈ R, u, v ∈ S(D,X ), q ∈ D. �à®áâà áâ¢®
S(D,X ) ¬®¦¥â â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¬®¤ã«ì  ¤ ª®«ìæ®¬ S(D) ¢á¥å äãªæ¨© ¨§ D ¢ R: ¤«ï ¢á¥å
e ∈ S(D) ¨ u ∈ S(D,X ) á¥ç¥¨¥ eu ∈ S(D,X ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (eu)(q) = e(q)u(q). �¯¥à æ¨¨
¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨ ¬®¤ã«ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª¦¥ ¤«ï ¯ à äãªæ¨©, ¨¬¥îé¨å à §ë¥ ®¡« áâ¨
®¯à¥¤¥«¥¨ï: ¥á«¨ λ, µ ∈ R, u ∈ S(A,X ), v ∈ S(B,X ) ¨ e ∈ S(C), â® λu + µv := λ

(
u|A∩B

)
+ µ

(
v|A∩B

)
¨

eu := e|A∩C u|A∩C .
�«ï u ∈ S(D,X ) ¨ A ⊂ Q á¨¬¢®«®¬ ⟨A⟩u ®¡®§ ç ¥âáï á¥ç¥¨¥  ¤ D, ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã:(

⟨A⟩u
)
(q) = u(q) ¯à¨ q ∈ D∩A ¨

(
⟨A⟩u

)
(q) = 0(q) ¯à¨ q ∈ D\A, £¤¥ 0(q) | ã«ì ¢ ¡  å®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥

X (q). �®à¬ã«ë ¢¨¤  u(q) = 0(q) ¨«¨ u(q) ̸= 0(q) ¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ª®à®ç¥: u(q) = 0, u(q) ̸= 0.
�á«¨   ¬®¦¥áâ¢¥ Q § ¤   â®¯®«®£¨ï, â® ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥£®

®á¨â¥«ì suppu := cl{q ∈ D : u(q) ̸= 0}, £¤¥ cl | ®¯¥à æ¨ï § ¬ëª ¨ï ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Q.

1.7.4. �á«¨ X ¨ Y | ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , â® ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å «¨¥©ëå ¥¯à¥àë¢ëå (= ®£à -
¨ç¥ëå) ®¯¥à â®à®¢ ¨§ X ¢ Y ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ B(X,Y ). �¨¬¢®« X ′ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï
á®¯àï¦¥®£® ª X ¯à®áâà áâ¢  B(X,R). � ¯¨áì ⟨x|x′⟩ ®¡®§ ç ¥â § ç¥¨¥ äãªæ¨® «  x′ ∈ X ′  
í«¥¬¥â¥ x ∈ X.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X ¨ Y | ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï  ¤ Q. �ãáâì äãªæ¨ï w áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
ª ¦¤®© â®çª¥ q ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  D ⊂ Q í«¥¬¥â w(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
, çâ® ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥â

á¨¬¢®«¨ç¥áª¨ § ¯¨áë¢ âìáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: w : q ∈ D 7→ w(q) ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®

á¥ç¥¨ï u ∈ S(A,X )  ¤ A ⊂ Q á¨¬¢®«®¬ w ⊗ u ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¥ç¥¨¥  ¤ A ∩D à áá«®¥¨ï Y,
®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á®®â®è¥¨¥¬ (w ⊗ u)(q) = w(q)u(q), q ∈ A ∩D. � á«ãç ¥, ª®£¤  Y(q) = R ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q,
¢¬¥áâ® w ⊗ u ¨á¯®«ì§ã¥âáï § ¯¨áì ⟨u(·)|w(·)⟩. �á«¨ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, äãªæ¨ï
⟨u(·)|w(·)⟩ ¥¯à¥àë¢ ,   ¥¥ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï A ∩D ¢áî¤ã ¯«®â  ¢ Q, â® ¯à®¤®«¦¥¨¥ ⟨u(·)|w(·)⟩ ¤®
í«¥¬¥â  C∞(Q) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ ⟨u|w⟩ (á¬. 1.1.2).
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�á«¨ X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ P , â® ¤«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥¨ï s : Q → P ª®¬¯®§¨æ¨ï X ◦ s
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q. �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ u | á¥ç¥¨¥ à áá«®¥¨ï X  ¤ D ⊂ P ,
â® u ◦ s | á¥ç¥¨¥ X ◦ s  ¤ s−1[D]. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¬®¦¥áâ¢  U á¥ç¥¨© X á¨¬¢®«®¬ U ◦ s ¬ë
®¡®§ ç ¥¬ á®¢®ªã¯®áâì á¥ç¥¨© {u ◦ s : u ∈ U} à áá«®¥¨ï X ◦ s.

�ãáâì X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ P ¨ s | äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¨ ¤¥©-
áâ¢ãîé ï ¢ P . � áá«®¥¨¥ X ◦ s, ¤®¯®«¥®¥ ã«¥¢ë¬¨ á«®ï¬¨ ¢ â®çª å Q\dom s, ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì
á¨¬¢®«®¬ X • s. �®ç¥¥ £®¢®àï, á«®¨ ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X • s  ¤ Q ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã«®©

(X • s)(q) :=

{
X
(
s(q)

)
, ¥á«¨ q ∈ dom s,

{0}, ¥á«¨ q ∈ Q\ dom s.

�á«¨ u | á¥ç¥¨¥ à áá«®¥¨ï X  ¤ D ⊂ P , â® á¨¬¢®«®¬ u • s ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¥ç¥¨¥

(u • s)(q) :=

{
u
(
s(q)

)
, ¥á«¨ q ∈ s−1[D],

0, ¥á«¨ q ∈ Q\dom s

à áá«®¥¨ï X • s  ¤ s−1[D]∪ (Q\dom s). �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¬®¦¥áâ¢  U á¥ç¥¨© X á¨¬¢®«®¬ U • s ¬ë
®¡®§ ç ¥¬ á®¢®ªã¯®áâì á¥ç¥¨© {u • s : u ∈ U} à áá«®¥¨ï X • s. �¥§ãá«®¢®, ¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥¨ï ª®àà¥ªâ-
®áâ¨ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ®¡®§ ç¥¨© â¨¯  u • s á«¥¤ã¥â ¢á¥£¤  ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã ¥ª®â®à®¥ ä¨ªá¨à®¢ ®¥
¬®¦¥áâ¢® Q, ®¡ê¥¬«îé¥¥ dom s.

1.7.5. �«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X ) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¥£® ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||u||| : q ∈ D 7→
∥u(q)∥. �¥ç¥¨ï u ∈ S(A,X ) ¨ v ∈ S(B,X )  §ë¢ îâáï ¤¨§êîªâë¬¨, ¥á«¨ ∥u(q)∥ ∧ ∥v(q)∥ = 0 ¤«ï ¢á¥å
q ∈ A ∩B.

�®¢®àïâ, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨© un ∈ S(Dn,X ) ¯®â®ç¥ç® áå®¤¨âáï ª u ∈ S(D,X )   ¬®-
¦¥áâ¢¥ A ⊂ Q, ¥á«¨ A ⊂ domu∩

∩∞
n=1 domun ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äãªæ¨©

(
|||un|A − u|A|||

)
n∈N ¯®â®ç¥ç-

® áå®¤¨âáï ª ã«î. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨© un ∈ S(D,X ) ¯®â®ç¥ç® áå®¤¨âáï ª u ∈ S(D,X )  
D, â® á¥ç¥¨¥ u  §ë¢ îâ ¯®â®ç¥çë¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (un). �®¤¬®¦¥áâ¢® U ⊂ S(D,X )
 §ë¢ ¥âáï ¯®â®ç¥ç® § ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ®® á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯®â®ç¥çë¥ ¯à¥¤¥«ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© á¢®-
¨å í«¥¬¥â®¢.

1.7.6. � ¢®¬¥à®© ®à¬®© ∥u∥∞ á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X )  §ë¢ ¥âáï (ª®¥ç®¥ ¨«¨ ¡¥áª®¥ç®¥)
ç¨á«® supq∈D ∥u(q)∥. �¥ç¥¨¥ u  §ë¢ îâ ®£à ¨ç¥ë¬ (  U ⊂ D), ¥á«¨ ∥u∥∞ < ∞ (á®®â¢¥âáâ¢¥®
∥u|U∥∞ < ∞). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ¨ç¥ëå á¥ç¥¨© u ∈ S(D,X ) ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ ℓ∞(D,X ). �¥á®-
¬¥®, ℓ∞(D,X ) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ S(D,X ),   à ¢®¬¥à ï ®à¬    ℓ∞(D,X )
¯à¥¢à é ¥â íâ® ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¢ ¡  å®¢®.

�®¢¥àè¥®   «®£¨ç® á¢®¨¬ ¯®â®ç¥çë¬   «®£ ¬ ¢¢®¤ïâáï ¯®ïâ¨ï à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨,
à ¢®¬¥à®£® ¯à¥¤¥«  ¨ à ¢®¬¥à®© § ¬ªãâ®áâ¨ (áà. 1.7.5).

� á«ãç ¥, ª®£¤  Q ï¢«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤ïâáï â ª¨¥
¯®ïâ¨ï, ª ª «®ª «ì ï ®£à ¨ç¥®áâì á¥ç¥¨ï, «®ª «ì® à ¢®¬¥à ï áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
á¥ç¥¨© ¨ â. ¯. �®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© U ⊂ S(Q,X ) à ¢®áâ¥¯¥® «®ª «ì® ®£à ¨ç¥®, ¥á«¨
¤«ï «î¡®© â®çª¨ Q  ©¤¥âáï ¥¥ ®ªà¥áâ®áâì,   ª®â®à®© ®£à ¨ç¥ë ¢á¥ á¥ç¥¨ï ¨§ U .
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�¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ (���)  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ì-
ë¬ íª¢¨¢ «¥â®¬ ¨âã¨â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ® á¥¬¥©áâ¢¥ ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ (Xq)q∈Q, ¥¯à¥àë¢®
¨§¬¥ïîé¨åáï ®â â®çª¨ ª â®çª¥ ¯à®áâà áâ¢  Q. �§®¡à¥â¥¨¥ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯à¨ïâ® á¢ï§ë¢ âì
á ¨¬¥¥¬ �¦.ä®�¥©¬  , ª®â®àë© ¢ 1937{1938 ££. ¢ëáª § « ¥ª®â®àë¥ ¨¤¥¨, ª á îé¨¥áï ¯¥à¥¬¥ëå
¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ä®à¬ «ìë¥ ®¯¨á ¨ï ¢®§¨ª«¨ ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì® ¢ 1950 £. ¢
à ¡®â å �. �®¤¥¬  , �.� ¯« áª®£®, �.�. �¥«ìä ¤  ¨ �.�.� ©¬ àª . �¥£®¤ï â¥®à¨ï ¥¯à¥àë¢ëå
¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢¥áì¬  ®¡è¨àãî ®¡« áâì ¨áá«¥¤®¢ ¨©. �¤¥ª¢ â®¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥ ® á®¢à¥¬¥®¬ á®áâ®ï¨¨ íâ®© â¥®à¨¨ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì, ®¡à â¨¢è¨áì ª «¨â¥à âãàë¬ ®¡§®à ¬
¨ ááë«ª ¬, ¨¬¥îé¨¬áï ¢ [141]. �®®£à ä¨ï [144] á®¤¥à¦¨â ¯®¤à®¡ë¥ ®¡áã¦¤¥¨ï ¡®«ìè¨áâ¢  ¥®¡å®-
¤¨¬ëå  ¬ ¯®ïâ¨©, á¢ï§ ëå á ���.

� ¤ ®© £« ¢¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ í«¥¬¥â àë¥ á¢®©áâ¢  ¢á¥å ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ â¥®à¨¨
���. �¥çì ¨¤¥â ® ¥¯à¥àë¢ëå áâàãªâãà å ¢ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå ¨ á¯®á®¡ å ¨å ¢¢¥¤¥¨ï; ® ¥¯à¥-
àë¢ëå á¥ç¥¨ïå, ¨å á¢®©áâ¢ å ¨ ®¯¥à æ¨ïå  ¤ ¨¬¨; ® £®¬®¬®àä¨§¬ å ª â¥£®à¨¨ ��� ¨ ¨å íª¢¨¢ -
«¥âëå ®¯¨á ¨ïå. �®çâ¨ ¢¥áì ¬ â¥à¨ « íâ®© £« ¢ë â ª ¨«¨ ¨ ç¥ ¨§¢¥áâ¥. �¥ª®â®àë¥ ®¢ë¥ ä ªâë
¯®ï¢«ïîâáï â®«ìª® ¢ ¯ à £à ä å 2.4 ¨ (¢ ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥¨) 2.5.
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§ 2.1. �á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¨§¡à  ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨©, ®á®¢ ë©   ¯®ïâ¨¨
¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë. � ª®© ¢ë¡®à ®¡ãá«®¢«¥ ¯à®áâ®â®© ¢®§¨ª îé¨å ¯à¨ íâ®¬ ®¡ê¥ªâ®¢, «¥£ª®áâìî
¨å ª®áâàã¨à®¢ ¨ï ¨ ã¤®¡áâ¢®¬ ¯à¨¬¥¥¨ï ª â¥®à¨¨ ���. �àã£®© | â®¯®«®£¨ç¥áª¨© | ¯®¤å®¤ ¢
 ªá¨®¬ â¨ç¥áª®© ä®à¬¥ ¥ ¯à¨¢¥¤¥, ®¤ ª® ãª §  ¬¥å ¨§¬ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ¥£® ®ç¥¢¨¤ëå ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢.

2.1.1. �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®¦¥áâ¢® C ⊂ S(Q,X ) £«®¡ «ìëå á¥ç¥¨©
¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X  ¤ Q  §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ X , ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥
ãá«®¢¨ï:

( ) ¬®¦¥áâ¢® C ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ S(Q,X );
(¡) ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||c||| : Q → R «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C ¥¯à¥àë¢ ;
(¢) ¬®¦¥áâ¢® C ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .

�á«¨ C | ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  ¢ X , â® ¯ à  (X , C)  §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¡  å®¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬
(���)  ¤ Q. �à¨ íâ®¬ ¢¬¥áâ® (X , C) ®¡ëç® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® X ,   ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã C
®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ CX .

2.1.2. �ãáâì (X , C) | ���  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q. �¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X )  ¤
D ⊂ Q  §ë¢ ¥âáï C -¥¯à¥àë¢ë¬ ¢ â®çª¥ q ∈ D, ¥á«¨ äãªæ¨ï |||u− c||| : D → R ¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥
q ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C. �¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X ), C -¥¯à¥àë¢®¥ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q,  §ë¢ ¥âáï
C -¥¯à¥àë¢ë¬

(
®¡®§ ç ¥¬ u ∈ C(D,X|C)

)
. � ç áâ®áâ¨, á¥ç¥¨¥ u ∈ S(Q,X ) ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q,X|C) ¢

â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ |||u− c||| ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å c ∈ C.
� ¤ «ì¥©è¥¬ ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  C, ª ª ¯à ¢¨«®, ¥ ¡ã¤¥â ä¨£ãà¨à®¢ âì ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥. � á¢ï§¨

á íâ¨¬ C -¥¯à¥àë¢ë¥ (¢ â®çª¥) á¥ç¥¨ï ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®áâ® ¥¯à¥àë¢ë¬¨ (¢ â®çª¥) ¨ ã¯®âà¥¡-
«ïâì ®¡®§ ç¥¨¥ C(D,X ) ¢¬¥áâ® C(D,X|C) (áà. 2.1.9). �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå ®£à ¨ç¥ëå
á¥ç¥¨©  ¤ D ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Cb(D,X ).

2.1.3. �à¨¢¥¤¥ë© ¢ 2.1.2 á¯®á®¡ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨© ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥,
¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¢ 1949 £. �. �®¤¥¬ ®¬ (á¬. à §¢¨â¨¥ íâ®£® ¬¥â®¤  ¢ [146]). � á®¢à¥¬¥®© «¨â¥à âãà¥ ® ¡ -
 å®¢ëå à áá«®¥¨ïå ¨á¯®«ì§ã¥âáï â ª¦¥ ¤àã£®© ¯®¤å®¤, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨© ¢®§¨ª ¥â
ª ª ç¨áâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯®ïâ¨¥. �§«®¦¥¨¥ ®¡®¨å ã¯®¬ïãâëå ¬¥â®¤®¢,   â ª¦¥ ®¡®á®¢ ¨¥ ¨å íª¢¨-
¢ «¥â®áâ¨ ¬®¦®  ©â¨ ¢ ¬®®£à ä¨¨ [144]. �¥ ®áâ  ¢«¨¢ ïáì ¯®¤à®¡®   ¢â®à®¬ ¯®¤å®¤¥, ¬ë «¨èì
¯®ïá¨¬ á¢ï§ì ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë á â®¯®«®£¨ç¥áª®© ¥¯à¥àë¢®áâìî.

2.1.4. �ãáâì X | ���  ¤ Q. �¨¬¢®«®¬ Q ⊗ X ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ¯ à
∪

q∈Q

(
{q} × X (q)

)
,

  á¨¬¢®«®¬ (Q ⊗ X )× | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® (Q ⊗ X )2, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ í«¥¬¥â®¢ ¢¨¤ 
(
(q, x), (q, y)

)
. �«ï

¯à®¨§¢®«ì®£® á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X )  ¤ D ⊂ Q ¢¢®¤¨âáï äãªæ¨ï Q ⊗ u : D → Q ⊗ X , ¤¥©áâ¢ãîé ï
¯® ¯à ¢¨«ã (Q⊗ u)(q) =

(
q, u(q)

)
.

�ãáâì U ⊂ Q, u ∈ S(Q,X ), ε > 0. �àã¡ª®© à ¤¨ãá  ε  ¤ U ¢®ªàã£ u  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢®
U(u, ε) = {(q, x) ∈ Q⊗X : q ∈ U , ∥x− u(q)∥ < ε}.

�¥¬¬ . �«ï «î¡®£® ��� (X , C)  ¤ Q ¬®¦¥áâ¢® âàã¡®ª U(c, ε), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ®âªàëâë¬¨ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢ ¬¨ U ⊂ Q, á¥ç¥¨ï¬¨ c ∈ C ¨ à ¤¨ãá ¬¨ ε > 0, ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥ª®â®à®© ®âªàëâ®© â®¯®«®£¨¨
  Q⊗X .

J �®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¥¥âáï ¢ [144: 5.3]. I

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¤«ï «î¡®£® ��� X  ¤ Q ¬®¦¥áâ¢® Q⊗X ¡ã¤¥â ¯® ã¬®«ç ¨î á ¡¦ âìáï â®¯®«®-
£¨¥© âàã¡®ª, ®¯¨á ®© ¢ «¥¬¬¥.

2.1.5. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï «î¡®£® ��� X  ¤ Q á«¥¤ãîé¨¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ¥¯à¥àë¢ë:

( ) prQ : Q⊗X → Q, prQ(q, x) = q;

(¡) ∥·∥ : Q⊗X → R, ∥·∥(q, x) = ∥x∥;

(¢) ∗ : R× (Q⊗X ) → Q⊗X , ∗
(
λ, (q, x)

)
= (q, λx);

(£) +: (Q⊗X )× → Q⊗X , +
(
(q, x), (q, y)

)
= (q, x+ y).
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J �¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï prQ ®ç¥¢¨¤ . �¥¯à¥àë¢®áâì ∥·∥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª §   á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: ¥á«¨ (q0, x0) ∈ Q⊗X ¨ α < ∥x0∥ < β, â®, ¢ë¡à ¢ c ∈ CX á ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¬ ª x0 § ç¥¨¥¬ c(q0)
¨ ¢§ï¢ ®ªà¥áâ®áâì U â®çª¨ q0 ¨ ç¨á«® ε > 0 ¤®áâ â®ç® ¬ «ë¬¨, ¬®¦® ¤®¡¨âìáï ¥à ¢¥áâ¢ α < ∥x∥ < β
¤«ï ¢á¥å (q, x) ∈ U(c, ε). �¥¯à¥àë¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨© ∗ ¨ + ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â¥¬¨ ¦¥ ¯à¨¥¬ ¬¨ ¨ áâ®«ì
¦¥ ¯à®áâ®. I

2.1.6. �¥¬¬ . �á«¨ X | ���  ¤ ¢¯®«¥ à¥£ã«ïàë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, â® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥
¯à®áâà áâ¢® Q⊗X ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà®.

J �ãáâì G| ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q⊗X ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯ à  (q0, x0) ∈ Q⊗X ¯à¨ ¤«¥¦¨â
G. �®£¤   ©¤ãâáï ®ªà¥áâ®áâì U â®çª¨ q0, á¥ç¥¨¥ c ∈ CX ¨ ç¨á«® ε > 0 â ª¨¥, çâ® (q0, x0) ∈ U(c, ε) ⊂ G.
�®áª®«ìªã ¯à®áâà áâ¢® Q ¢¯®«¥ à¥£ã«ïà®, ¨¬¥¥âáï â ª ï äãªæ¨ï φ ∈ C(Q), çâ® φ ≡ 0 ¢¥ U ¨
φ(q0) ̸= 0. �«ï ª ¦¤®© ¯ àë (q, x) ∈ Q ⊗ X ¯®«®¦¨¬ f(q, x) := φ(q) · max{ε − ∥c(q)− x∥, 0}. �®£¤  ¢
á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï c ¨ ®¯¥à æ¨© + ¨ ∥·∥ (á¬. 2.1.5) äãªæ¨ï f : Q⊗ X → R â ª¦¥ ¥¯à¥àë¢ .
�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® f ≡ 0 ¢¥ G ¨ f(q0, x0) ̸= 0. I

2.1.7. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ���  ¤ Q ¨ D ⊂ Q. �«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X ) ¢
â®çª¥ q ∈ D ¢ á¬ëá«¥ 2.1.2 ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë äãªæ¨ï Q⊗u : D → Q⊗X ¡ë«  ¥¯à¥àë¢ 
¢ â®çª¥ q ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨¨ Q⊗u ®ç¥¢¨¤ . �®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç®áâì íâ®£® ãá«®¢¨ï.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï Q⊗u : D → Q⊗X ¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ q, § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â
c ∈ CX ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ |||u− c||| : D → R ¢ â®çª¥ q. �«ï íâ®£® ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥
ç¨á«® ε > 0 ¨, ®¡®§ ç¨¢ ∥u(q)− c(q)∥ ç¥à¥§ λ, ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢  λ − ε < ∥u(p)− c(p)∥ < λ + ε ¤«ï
¢á¥å p ¨§ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ D.

�ë¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ v ∈ CX â ª, çâ®¡ë ∥u(q)− v(q)∥ < ε/2. �®£¤  ¢ á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨¨ Q⊗u
¢ â®çª¥ q

∥u(p)− v(p)∥ < ε/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. (1)

�®áª®«ìªã ∥v(q)− c(q)∥ 6 ∥u(q)− c(q)∥+ ∥u(q)− v(q)∥ < λ+ ε/2, ¢ á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨¨ |||v − c|||
¬ë ¨¬¥¥¬

∥v(p)− c(p)∥ < λ+ ε/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. (2)

�® â¥¬ ¦¥ á®®¡à ¦¥¨ï¬ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢

∥v(q)− c(q)∥ > ∥u(q)− c(q)∥ − ∥u(q)− v(q)∥ > λ− ε/2

á«¥¤ã¥â, çâ®
∥v(p)− c(p)∥ > λ− ε/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. (3)

�ç¨âë¢ ï á®®â®è¥¨ï (1){(3), ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q ¬ë ¨¬¥¥¬

λ− ε = (λ− ε/2)− ε/2 < ∥v(p)− c(p)∥ − ∥u(p)− v(p)∥
6 ∥u(p)− c(p)∥

6 ∥v(p)− c(p)∥+ ∥u(p)− v(p)∥ < (ε/2 + λ) + ε/2 = λ+ ε. I

2.1.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã ¥¯à¥àë¢ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨ C ¨ D ¢
¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ X  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q à ¢®á¨«ìë:

(1) C(Q,X|C) = C(Q,X|D);
(2) C(Q,X|C) ⊂ C(Q,X|D);
(3) C ⊂ C(Q,X|D);
(4) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ C(Q,X|C) ∩ C(Q,X|D) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X ;
(5) â®¯®«®£¨¨ ¢ Q⊗X , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¥¯à¥àë¢ë¬ áâàãªâãà ¬ C ¨ D, á®¢¯ ¤ îâ.

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. �á«®¢¨¥ (1) á«¥¤ã¥â ¨§ (5) ¢ á¨«ã 2.1.7. �áâ ¥âáï «¨èì
¯®ïá¨âì ¨¬¯«¨ª æ¨î (4)⇒(5).

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ë¯®«¥ë¬ ãá«®¢¨¥ (4). �§ á®®¡à ¦¥¨© á¨¬¬¥âà¨¨ ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  (5) ¤®áâ -
â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® â®¯®«®£¨ï ¢ Q⊗X , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï áâàãªâãà¥ C, á« ¡¥¥ â®¯®«®£¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¥© D. �ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q, c ∈ C, ε > 0 ¨ (q, x) ∈ U(c, ε). � ¬ ®áâ ¥âáï  ©â¨
®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ Q, á¥ç¥¨¥ d ∈ D ¨ ç¨á«® δ > 0 â ª¨¥, çâ® (q, x) ∈ V (d, δ) ⊂ U(c, ε). �â®
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¬®¦® ®áãé¥áâ¢¨âì ¢ ¤¢  íâ ¯ . � ç «  ¢ë¡¥à¥¬ u ∈ C(Q,X|C) ∩ C(Q,X|D) á ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¬ ª
x § ç¥¨¥¬ u(q) ¨ ¢®§ì¬¥¬ ®ªà¥áâ®áâì U0 ⊂ U â®çª¨ q ¨ ç¨á«® ε0 > 0 ¤®áâ â®ç® ¬ «ë¬¨ â ª, çâ®¡ë
¡ë«¨ ¢ë¯®«¥ë ¢ª«îç¥¨ï (q, x) ∈ U0(u, ε0) ⊂ U(c, ε). � â¥¬, ¢ë¡à ¢ d ∈ D á ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¬ ª x
§ ç¥¨¥¬ d(q) ¨ ¢§ï¢ ®ªà¥áâ®áâì V ⊂ U0 â®çª¨ q ¨ ç¨á«® δ > 0 ¤®áâ â®ç® ¬ «ë¬¨, ¬®¦® ¤®¡¨âìáï
¢ª«îç¥¨© (q, x) ∈ V (d, δ) ⊂ U0(u, ε0). I

�¥¯à¥àë¢ë¥ áâàãªâãàë C ¨ D, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ®¤®¬ã ¨§ à ¢®á¨«ìëå ãá«®¢¨© (1){(5), ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì íª¢¨¢ «¥âë¬¨. �ç¥¢¨¤®, çâ® ¤«ï «î¡®© ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë C ¢ ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨
X  ¤ Q ¯à®áâà áâ¢® C(Q,X|C) ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¥© ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ X , íª¢¨¢ «¥â®© C.

2.1.9. �  å®¢ë à áá«®¥¨ï (X , C) ¨ (X ,D), ¨¬¥îé¨¥ íª¢¨¢ «¥âë¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ áâàãªâãàë C
¨ D, ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï ¢ à ¬ª å â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ , ã¯®¬ïãâ®£® ¢ 2.1.3. �®áª®«ìªã ¢ ¤ «ì¥©-
è¥¬ ¥¯à¥àë¢ë¥ áâàãªâãàë, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥ ä¨£ãà¨à®¢ âì ¥ ¡ã¤ãâ, â ª®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨¥
ã¬¥áâ® ¨ ¢  è¥¬ á«ãç ¥, â¥¬ ¡®«¥¥ çâ® ®® ã¦¥ ¯®¤£®â®¢«¥® á®£« è¥¨¥¬ ¢ 2.1.1 ®  ¯¨á ¨¨ X ¢¬¥áâ®
(X , C). � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã 2.1.8 á¨¬¢®« CX ¬®¦® ¬ëá«¨âì ª ª ®¡®§ ç¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®á«®©®
¯«®â®£® ¢ X ¯®¤¯à®áâà áâ¢  C(Q,X ).
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§ 2.2. �à¨¬¥àë

�â®â ¥¡®«ìè®© ¯ à £à ä á®¤¥à¦¨â  ¨¡®«¥¥ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¯à¨¬¥àë ��� ¨ ®¯¥à æ¨©  ¤
¨¬¨. �¥çì ¨¤¥â ® ¯®áâ®ïëå ���, ¯®¤à áá«®¥¨ïå, ®£à ¨ç¥¨ïå ��� ¨ â. ¯. � ¢¥àè ¥â ¯ à £à ä
«¥¬¬  2.2.7, ¢ ª®â®à®© ¯à¨¢¥¤¥ ¥®¤®ªà â® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ á¯®á®¡ ª®áâàã¨à®¢ ¨ï ®¢ëå
���.

2.2.1. �à®áâë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®áâ®ï®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ X = Q × {X},
áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  Q ®¤® ¨ â® ¦¥ ¡  å®¢® ¯à®áâà -
áâ¢® X. �á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë C ¢§ïâì á®¢®ªã¯®áâì ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© c : Q → X,
â® ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ��� (X , C),  §ë¢ ¥¬®£® ¯®áâ®ïë¬, ®ª ¦ãâáï ¢ â®ç®áâ¨ ¥¯à¥àë¢ë¥
äãªæ¨¨ u : Q → X. � ¬¥â¨¬, çâ® á®¢®ªã¯®áâì C(Q,X) ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© u : Q → X â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ ¯®áâ®ï®¬ à áá«®¥¨¨ Q × {X}, ¯à¨ç¥¬ íª¢¨¢ «¥â®© áâàãªâãà¥
C ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© (á¬. 2.1.8).

2.2.2. � áá¬®âà¨¬ ��� X  ¤ Q. ��� X0  ¤ Q  §ë¢ ¥âáï (¥¯à¥àë¢ë¬) ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X ,
¥á«¨ X0(q) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (q) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¨, ªà®¬¥ â®£®, C(Q,X0) =
C(Q,X ) ∩ S(Q,X0).

�ãáâì â¥¯¥àì X0 | (¤¨áªà¥â®¥) ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥, ª ¦¤ë© á«®© X0(q) ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¡ -
 å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï X (q). �á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ C(Q,X ) ∩ S(Q,X0) ¯®á«®©®
¯«®â® ¢ X0, â® ®® ®¡à §ã¥â ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã   X0, ¢ ¯ à¥ á ª®â®à®© X0 áâ ®¢¨âáï ¥¯à¥àë¢ë¬
¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X . �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  X0 ¨¤ãæ¨à®¢   ¨§ X . �¢®©áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ¢áïª®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U ⊂ C(Q,X ) ¨¤ãæ¨àã¥â ¯®¤à áá«®¥¨¥ X0, ¥¯à¥àë¢®©
áâàãªâãà®© ª®â®à®£® ®® ï¢«ï¥âáï: X0(q) = cl{u(q) : u ∈ U} (q ∈ Q).

2.2.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X0 ¨ X | ���  ¤ Q, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q á«®© X0(q)
ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (q). �®£¤  X0 | ¯®¤à áá«®¥¨¥ X ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ Q⊗X0 | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Q⊗X .

J �«¥¤ã¥â ¨§ 2.1.7. I

2.2.4. �ãáâì X | ���  ¤ Q,   X0 | (¤¨áªà¥â®¥) ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥, ª ¦¤ë© á«®© X0(q)
ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï X (q). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ C0 á®¢®-
ªã¯®áâì ¢á¥å á¥ç¥¨© u ∈ C(Q,X ), ¤«ï ª®â®àëå ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ Q : u(q) ∈ X0(q)} ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢
Q. �ç¥¢¨¤®, C0 ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ C(Q,X ). �¨¬¢®«®¬ X ∧X0 ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì
¯®¤à áá«®¥¨¥ X , ¨¤ãæ¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®¬ C0 (á¬. 2.2.2). � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¥«ì§ï
£ à â¨à®¢ âì ¨ ¢ª«îç¥¨¥ (X ∧ X0)(q) ⊂ X0(q), ¨ ¢ª«îç¥¨¥ X0(q) ⊂ (X ∧ X0)(q).

2.2.5. �ãáâì X | ���  ¤ Q, D ⊂ Q. �á«¨ C | ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  X , â® á®¢®ªã¯®áâì
{c|D : c ∈ C} ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã ¢ (¤¨áªà¥â®¬) ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ X|D.
�®«ãç¥®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ���  ¤ D  §ë¢ ¥âáï ®£à ¨ç¥¨¥¬ ��� X   D ¨ ®¡®§ ç ¥âáï X|D.
�ç¥¢¨¤®, C

(
A,X|D

)
= C(A,X ) ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ⊂ D.

2.2.6. �ãáâì P ¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ X | ���  ¤ P . �á«¨ s | ¥¯à¥àë¢®¥
®â®¡à ¦¥¨¥ Q ¢ P , â® à áá«®¥¨¥ X ◦ s ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯® ã¬®«ç ¨î à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ���  ¤ Q, á ¡¦ ï
¥£® ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© CX ◦s (á¬. 1.7.4). �á«¨ ¦¥ s|äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¨ ¤¥©áâ¢ãîé ï ¢ P , â® à áá«®¥¨¥ X • s ¡ã¤¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ���  ¤ Q á
¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© CX • s.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ P ¨ s | ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®-
áâà áâ¢  Q ¢ P . �®£¤  ¥á«¨ u | ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ D ⊂ P , â® u ◦ s | ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥
X ◦ s  ¤ s−1[D]. � ç áâ®áâ¨, C(P,X ) ◦ s ⊂ C(Q,X ◦ s).

J � ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.1.7. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �ª«îç¥¨¥ C(P,X ) ◦ s ⊂ C(Q,X ◦ s) ¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ®â®¡à -
¦¥¨¥ s ¯®áâ®ï®, â. ¥. s : Q → {p} ¤«ï ¥ª®â®à®© â®çª¨ p ∈ P , â® ¬®¦¥áâ¢® C(P,X ) ◦ s ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®áâ®ïëå (  ¥ ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå) äãªæ¨© ¨§ Q ¢ X (p).
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2.2.7. �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ®¥
¯à®áâà áâ¢®

(
U , (∥·∥q)q∈Q

)
¯®à®¦¤ ¥â ��� X  ¤ Q, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© «¨¥©ë© ¬®®¬®àä¨§¬

i : U → C(Q,X ), çâ® ¬®¦¥áâ¢® i[U ] ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X ¨ ∥i(u)(q)∥ = ∥u∥q ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ¨ q ∈ Q.
�®®¬®àä¨§¬ i ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ª ®¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬ U ¢ C(Q,X ). �¨¦¥ (á¬. 2.4.13)
¡ã¤¥â ãáâ ®¢«¥®, çâ® â ª®¥ à áá«®¥¨¥ X ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ¥¤¨áâ¢¥®.

�¥¬¬ . �ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢®
(
U , (∥·∥q)q∈Q

)
¯®à®¦¤ ¥â ¥ª®â®à®¥ ���  ¤ Q â®-

£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï q 7→ ∥u∥q ¥¯à¥àë¢  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  u ∈ U .

J � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¤®áâ â®ç®áâì ¯à¥¤« £ ¥¬®£® ãá«®¢¨ï. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§-
¢®«ìãî â®çªã q ∈ Q ¨ ¯®«®¦¨¬ Uq :=

{
u ∈ U : ∥u∥q = 0

}
. �®£¤  ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® U/Uq, á ¡¦¥®¥

ä ªâ®à-¯®«ã®à¬®© ∥·∥q/Uq, ï¢«ï¥âáï ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �¡®§ ç¨¬ ¥£® ¯®¯®«¥¨¥ ç¥à¥§
X (q), ¨ ¯ãáâì i(u)(q) | ®¡à § í«¥¬¥â  u ∈ U ¯à¨ ª ®¨ç¥áª®¬ í¯¨¬®àä¨§¬¥ U → U/Uq. �®£¤ , à á-
á¬ âà¨¢ ï i[U ] ª ª ¥¯à¥àë¢ãî áâàãªâãàã ¢ ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ X , ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬ë¥ ��� X ¨
¬®®¬®àä¨§¬ i. I
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§ 2.3. �¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ä®à¬ã«¨àãîâáï ¯à¨§ ª¨ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨© ���, ¢ëïáï¥âáï ¥¯à¥àë¢-
®áâì à §«¨çëå ®¯¥à æ¨©  ¤ á¥ç¥¨ï¬¨,   â ª¦¥ ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ ¥¯à¥àë¢®£®
á¥ç¥¨ï, ¯à®å®¤ïé¥£® ç¥à¥§ ä¨ªá¨à®¢ ãî â®çªã ä¨ªá¨à®¢ ®£® á«®ï ���.

2.3.1. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ Q, q ∈ D ⊂ Q, u, v ∈ S(D,X ), e : D → R, λ, µ ∈ R.
(1) �á«¨ á¥ç¥¨¥ u ¥¯à¥àë¢® ¢ â®çª¥ q, â® ¥£® ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||u||| ¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ q.
(2) �á«¨ äãªæ¨ï e ¨ á¥ç¥¨¥ u ¥¯à¥àë¢ë ¢ â®çª¥ q, â® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu ¥¯à¥àë¢® ¢ â®çª¥ q.
(3) �á«¨ á¥ç¥¨ï u ¨ v ¥¯à¥àë¢ë ¢ â®çª¥ q, â® áã¬¬  λu+ µv ¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ q.

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 2.1.7 ¨ 2.1.5. I

2.3.2. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì ¬®¦¥áâ¢® V ⊂ C(Q,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ ��� X  ¤ Q. �¥ç¥¨¥
u ∈ S(D,X )  ¤ D ⊂ Q ¥¯à¥àë¢® ¢ â®çª¥ q ∈ D â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  v ∈ V
äãªæ¨ï |||u− v||| : D → R ¯®«ã¥¯à¥àë¢  á¢¥àåã ¢ â®çª¥ q.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¢¥àåã äãªæ¨¨ |||u− v||| á«¥¤ã¥â ¨§ 2.3.1. �®ïá¨¬ ¤®áâ -
â®ç®áâì íâ®£® ãá«®¢¨ï. �á«¨ âàã¡ª  U(c, ε) ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨

(
q, u(q)

)
¢ Q ⊗ X , â® ¬®¦®

¢ë¡à âì á¥ç¥¨¥ v ∈ V á ¤®áâ â®ç® ¡«¨§ª¨¬ ª u(q) § ç¥¨¥¬ ¢ â®çª¥ q ¨, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯®«ã¥¯à¥-
àë¢®áâìî á¢¥àåã äãªæ¨¨ |||u− v||| ¢ â®çª¥ q ¨ ¥¯à¥àë¢®áâìî äãªæ¨¨ |||v − c||| , ¤®¡¨âìáï ¢ë¯®«¥¨ï
¥à ¢¥áâ¢  |||u− c||| < ε ¢ ¥ª®â®à®© ¯®¤®ªà¥áâ®áâ¨ U0 ⊂ U â®çª¨ q. �®á«¥¤¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® ®§ ç ¥â
¢ª«îç¥¨¥

(
p, u(p)

)
∈ U(c, ε) ¤«ï ¢á¥å p ∈ U0, ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¤®ª §ë¢ ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨ï

u ¢ â®çª¥ q (á¬. 2.1.7). I

2.3.3. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  2.3.2 ¢¨¤®, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥ ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ ¬®-
¦¥áâ¢  V ¢ à áá«®¥¨¨ X ¬®¦¥â ¡ëâì ®á« ¡«¥® ¤® ãá«®¢¨ï u(q) ∈ cl{v(q) : v ∈ V}.

2.3.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ Q ¨ u | ¥£® á¥ç¥¨¥  ¤ D ⊂ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,X ), ¯à¨¨¬ îé¥¥ § ç¥¨¥ v(q) = u(q) ¢ â®çª¥ q ∈ D. �®£¤  á¥ç¥¨¥ u
¥¯à¥àë¢® ¢ â®çª¥ q ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ äãªæ¨ï |||u− v||| : D → R ¯®«ã¥¯à¥àë¢  á¢¥àåã
¢ â®çª¥ q.

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ 2.3.2 ¨ 2.3.3. I

2.3.5. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ãâ®çï¥â ®¡« áâì ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ ªà¨â¥à¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨, áä®à-
¬ã«¨à®¢ ®£® ¢ 2.3.4.

�¥®à¥¬  (M. J.Dupr�e). �á«¨ X | ���  ¤ ¢¯®«¥ à¥£ã«ïàë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, â® ¤«ï «î¡®£®
x ∈ X (q)  ©¤¥âáï á¥ç¥¨¥ v ∈ Cb(Q,X ) â ª®¥, çâ® v(q) = x.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¥¥âáï ¢ [144: 2.9, 2.10]. I

2.3.6. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï ¢áïª®£® ��� X  ¤ Q ¬®¦¥áâ¢® Cb(Q,X ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© § -
¬ªãâ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ℓ∞(Q,X ). � ç áâ®áâ¨, Cb(Q,X )| ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® (¢ á¬ëá«¥
à ¢®¬¥à®© ®à¬ë). �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨© un áå®¤¨âáï ª u ∈ S(D,X ) à ¢®¬¥à®
  ¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q (á¬. 1.7.6), â® ¥¯à¥àë¢®áâì ¢á¥å á¥ç¥¨© un ¢ ä¨ªá¨à®¢ ®© â®çª¥ q ∈ D ¢«¥ç¥â
¥¯à¥àë¢®áâì ¢ íâ®© â®çª¥ á¥ç¥¨ï u.

J �§ 2.3.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Cb(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ℓ∞(Q,X ). �«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¯à¥àë¢®áâ¨ à ¢®¬¥à®£® ¯à¥¤¥«  u ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (un) ¯à®é¥ ¢á¥£® ¢®á¯®«ì-
§®¢ âìáï à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâìî |||un − c||| ª |||u− c||| ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï c ∈ C(Q,X ) (áà. [144: 1.9{
1.12]). I

2.3.7. � áá¬®âà¨¬ ��� X  ¤ Q. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® á¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X )  ¤ D ⊂ Q ¨¬¥¥â
¯à¥¤¥« x ∈ X (q) ¢ ¯à¥¤¥«ì®© â®çª¥ q ¬®¦¥áâ¢  D, ¥á«¨ lim

p→q

(
p, u(p)

)
= (q, x) ¢ Q ⊗ X . �à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬

¯¨á âì lim
p→q

u(p) = x. �ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ á¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X ) ¥¯à¥àë¢® ¢ ¯à¥¤¥«ì®© â®çª¥ q ∈ D, â®

lim
p→q

u(p) = u(q). �ë ¯¥à¥®á¨¬ íâ® á®®â®è¥¨¥   ¨§®«¨à®¢ ë¥ â®çª¨ q ∈ D, ¯®« £ ï lim
p→q

u(p) := u(q)

¢ á«ãç ¥ ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï u. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¥« ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì à áá¬®âà¥
¢ «î¡®© â®çª¥ § ¬ëª ¨ï ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ®£® á¥ç¥¨ï.
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2.3.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ Q, u | ¥£® á¥ç¥¨¥  ¤ D ⊂ Q ¨ q | ¯à¥¤¥«ì ï
â®çª  ¬®¦¥áâ¢  D. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ C(Q,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X . �®£¤ 
á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) lim
p→q

u(p) = x;

(2) lim
p→q

∥u(p)− v(p)∥ = ∥x− v(q)∥ ¤«ï ¢á¥å v ∈ V;

(3) ¥á«¨ v ∈ V, ε > 0 ¨ ∥x− v(q)∥ < ε, â® ∥u(p)− v(p)∥ < ε ¤«ï ¢á¥å p ∈ D\{q} ¢ ¥ª®â®à®©
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q;

(4) lim
p→q

∥u(p)− v(p)∥ = 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® (  â®£¤  ¨ «î¡®£®) á¥ç¥¨ï v ∈ C(Q,X ), ¯à¨¨¬ îé¥£®

§ ç¥¨¥ v(q) = x ¢ â®çª¥ q (ª®«ì áª®à® â ª®¥ á¥ç¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â).

J �ª¢¨¢ «¥â®áâì ª ¦¤®£® ¨§ ãá«®¢¨© (2){(4) á®®â®è¥¨î (1) á «¥£ª®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.1.2, 2.3.2
¨ 2.3.4, ¥á«¨ ãç¥áâì, çâ® à ¢¥áâ¢® lim

p→q
u(p) = x ®§ ç ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì ¢ â®çª¥ q á¥ç¥¨ï u, ¤®®¯à¥¤¥-

«¥®£® ¨«¨ ¯¥à¥®¯à¥¤¥«¥®£® ¢ íâ®© â®çª¥ § ç¥¨¥¬ x. I

2.3.9. �¥¬¬ . �á«¨ X | ���  ¤ Q, u ∈ C(Q,X ) ¨ q ∈ Q, â®  ©¤¥âáï â ª ï äãªæ¨ï e ∈ C(Q),
çâ® 0 6 e 6 1, e(q) = 1 ¨ |||eu||| 6 ∥u(q)∥.

J �áª®¬ ï äãªæ¨ï e ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: e(p) := 1 ¯à¨ ∥u(p)∥ 6 ∥u(q)∥
¨ e(p) := ∥u(q)∥/∥u(p)∥ ¯à¨ ∥u(p)∥ > ∥u(q)∥. I

2.3.10. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ X | ���  ¤ Q ¨ q ∈ Q, â® {u(q) : u ∈ C(Q,X )} = {u(q) : u ∈
Cb(Q,X )}.

J �«¥¤ã¥â ¨§ 2.3.9 ¨ 2.3.1. I

2.3.11. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ X | ���  ¤ ¢¯®«¥ à¥£ã«ïàë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q ¨ q ∈ Q, â®
{x ∈ X (q) : ∥x∥ 6 1} = {u(q) : u ∈ C(Q,X ), |||u||| 6 1}.

J �«¥¤ã¥â ¨§ 2.3.5, 2.3.9 ¨ 2.3.10. I
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§ 2.4. �®¬®¬®àä¨§¬ë

�®ïâ¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  ��� ¨¬¥¥â ¥ â®«ìª® â¥®à¥â¨ª®-ª â¥£®à®¥ § ç¥¨¥. � ¨â¥à¥áãîé¥©  á
â®çª¨ §à¥¨ï, £®¬®¬®àä¨§¬ ��� | íâ®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®¤® ¨§ í«¥¬¥â àëå   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢-
«¥¨© ®¯à¥¤¥«¥®£® ª« áá  «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©.
�¬¥® íâ® á®®¡à ¦¥¨¥ áä®à¬¨à®¢ «® áâ¨«ì ¨§«®¦¥¨ï ¬ â¥à¨ «  ¢ ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥. � ç ¢ á ª« á-
á¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï £®¬®¬®àä¨§¬ , ¥ ®¯¥à¨àãîé¥£® ¯®ïâ¨¥¬ á¥ç¥¨ï, ¬ë § â¥¬ áâà¥¬¨¬áï ®¯¨á âì
á¢®©áâ¢  £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨áª«îç¨â¥«ì® ¢ â¥à¬¨ å ¨å ¤¥©áâ¢¨©   ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨ïå.

2.4.1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X ¨ Y | ���  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, D ⊂ Q ¨ H : q ∈
D 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
. �¨¬¢®«®¬ Q⊗H ®¡®§ ç ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥ D ⊗X ¢ D ⊗Y, ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯®

¯à ¢¨«ã (Q⊗H)(q, x) =
(
q,H(q)x

)
. �â®¡à ¦¥¨¥ H  §ë¢ ¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬ («®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬),

¥á«¨ â ª®¢®© ï¢«ï¥âáï ¥£® ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||H||| : q ∈ D 7→ ∥H(q)∥.

2.4.2. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q. �ãªæ¨ï H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
 §ë¢ ¥âáï

£®¬®¬®àä¨§¬®¬ ª â¥£®à¨¨ ���  ¤ Q ¨«¨ Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y, ¥á«¨ Q ⊗ H ∈ C(Q ⊗ X , Q ⊗
Y). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ Y ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ HomQ(X ,Y). �á«¨ D ⊂ Q,
â® ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  HomD

(
X|D,Y|D

)
¨á¯®«ì§ã¥âáï ¡®«¥¥ ª®à®âª®¥ ®¡®§ ç¥¨¥: HomD(X ,Y). �«¥¬¥âë

HomD(X ,Y) ¬®£ãâ ¡ëâì  §¢ ë £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ X ¢ Y  ¤ D.
�ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q, X ¨ Y | ¨å ¯®¤à áá«®¥¨ï. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬

H ∈ HomQ(X ,Y) ¯à®¤®«¦ ¥â £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ HomQ(X ,Y), ¥á«¨ ®¯¥à â®à H(q) : X (q) → Y(q) ï¢«ï¥âáï
¯à®¤®«¦¥¨¥¬ H(q) : X (q) → Y(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® X ¨ Y | ���  ¤ P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥®. �á«¨ σ ∈ C(Q,P ) ¨ H ∈
HomQ(X ◦ σ,Y), â® ¯ à  (σ,H)  §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ (ª â¥£®à¨¨ ���) ¨§ X ¢ Y. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å
£®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ Y ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ Hom(X ,Y).

�ãáâì X , Y ¨ Z |���  ¤ P , Q ¨ R á®®â¢¥âáâ¢¥®. �á«¨ (σ,G) ∈ Hom(X ,Y) ¨ (τ,H) ∈ Hom(Y,Z),
â® ª®¬¯®§¨æ¨¥© (τ,H) ◦ (σ,G)  §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ (ρ, F ) ∈ Hom(X ,Z), ®¯à¥¤¥«¥ë© á«¥¤ãîé¨¬¨
á®®â®è¥¨ï¬¨:

ρ = τ ◦ σ, F (r) = H(r) ◦G
(
τ(r)

)
(r ∈ R).

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¢¢¥¤¥ë¥ ¯®ïâ¨ï ¯à¥¢à é îâ ª« áá ¢á¥å ��� ¢ ª â¥£®à¨î. �«ï «î¡®£® â®¯®-
«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  Q ãá«®¢¨¬áï ª â¥£®à¨î ���  ¤ Q ¨ ¨å Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ áç¨â âì ¯®¤ª â¥-
£®à¨¥© ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å ���, ®â®¦¤¥áâ¢«ïï Q-£®¬®¬®àä¨§¬ H á £®¬®¬®àä¨§¬®¬ (idQ,H). � á¢ï§¨ á íâ¨¬
¬ë áç¨â ¥¬, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ à áá«®¥¨ïå  ¤ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, ¯®
ã¬®«ç ¨î ï¢«ï¥âáï Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

2.4.3. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ P ¨ Q á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®¬®¬®àä¨§¬ (σ,H) ∈
Hom(X ,Y) ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬ X ¢ Y, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ σ ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®à-
ä¨§¬®¬ Q   P ,   ®¯¥à â®à H(q) ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¢ª« ¤ë¢ ¥â X

(
σ(q)

)
¢ Y(q) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q. �á«¨,

ªà®¬¥ â®£®, ¢á¥ ®¯¥à â®àë H(q) áîàê¥ªâ¨¢ë, â® ¢«®¦¥¨¥ H ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¨§®¬¥âà¨¥© X   Y. �
íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ τ ⊗ (H ◦ τ) : (p, x) 7→

(
τ(p),H

(
τ(p)

)
x
)
, £¤¥ τ = σ−1, ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬

P ⊗X   Q⊗ Y.
�á«¨ à áá«®¥¨ï X ¨ Y ®¯à¥¤¥«¥ë  ¤ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, â® ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á 2.4.2 ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ X ¢ Y ¯® ã¬®«ç ¨î ï¢«ï¥âáï Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¬
¨ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â®¡à ¦¥¨¥ H ∈ HomQ(X ,Y), á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®© â®çª¥
q ∈ Q ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ H(q) : X (q) → Y(q). �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, H | ¨§®¬¥âà¨ï, â® ®â®¡à ¦¥¨¥
Q⊗H ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ Q⊗X   Q⊗ Y. �® ¨§¡¥¦ ¨¥ ¥¤®à §ã¬¥¨ï ¢ ª®ªà¥â®© á¨âã æ¨¨
¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥, ï¢«ïîé ïáï Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¬, ¬®¦¥â ¡ëâì  §¢ ® Q-¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬,  
¨§®¬¥âà¨ï | Q-¨§®¬¥âà¨¥©. ���, ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨ ¨¬¥¥âáï ¨§®¬¥âà¨ï (Q-¨§®¬¥âà¨ï),  §ë¢ îâáï
¨§®¬¥âà¨çë¬¨ (Q-¨§®¬¥âà¨çë¬¨).

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨©: ¥á«¨ H | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥
¢«®¦¥¨¥ X ¢ Y, â® ¢ Y áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ (¥¤¨áâ¢¥®¥) ¯®¤à áá«®¥¨¥ Y0, çâ® H ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©
X   Y0.

2.4.4. �¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q. �â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï:

( ) ®â®¡à ¦¥¨¥ H «®ª «ì® ®£à ¨ç¥®;
(¡) H ⊗ u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ).
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J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® H ∈ HomQ(X ,Y), ¨ ãáâ ®¢¨¬ ( ) (ãá«®¢¨¥ (¡) ®ç¥¢¨¤® ¢¢¨¤ã 2.1.7). �«ï
ª ¦¤®£®  âãà «ì®£® n ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® {p ∈ Q : ∥H(p)∥ > n} ç¥à¥§ Un. �®¯ãáâ¨¬, çâ® äãªæ¨ï
|||H||| ¥ ®£à ¨ç¥  ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ Q. �â® ®§ ç ¥â, çâ® q ¯à¨ ¤«¥¦¨â
§ ¬ëª ¨î Un ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ N (q) ä¨«ìâà ®ªà¥áâ®áâ¥© â®çª¨ q. �«ï «î¡ëå V ∈ N (q)
¨ n ∈ N ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ í«¥¬¥â qVn ∈ V ∩ Un. �®áª®«ìªã

∥∥H(
qVn

)∥∥ > n,  ©¤¥âáï â ª®©
í«¥¬¥â xV

n ∈ X
(
qVn

)
, çâ®

∥∥xV
n

∥∥ 6 1/n ¨
∥∥H(

qVn
)
xV
n

∥∥ > 1. � áá¬ âà¨¢ ï   ¬®¦¥áâ¢¥ N (q)× N ¯®àï¤®ª,
¯à¨ ª®â®à®¬ (V1, n1) 6 (V2, n2) ¢ á«ãç ¥ V1 ⊃ V2 ¨ n1 6 n2, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¥âì

((
qVn , xV

n

))
(V,n)∈N (q)×N

í«¥¬¥â®¢ Q ⊗ X , áå®¤ïéãîáï ª (q, 0). �¤ ª® á¥âì H
(
qVn

)
xV
n , ®ç¥¢¨¤®, ¥ áå®¤¨âáï ª H(q)0 = 0, çâ®

¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥¯à¥àë¢®áâ¨ Q⊗H.
�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì ¢ë¯®«¥ë¬¨ ãá«®¢¨ï ( ) ¨ (¡). �«ï ¯à®¢¥àª¨ ¢ª«îç¥¨ï H ∈ HomQ(X ,Y)

¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì ®âªàëâ®áâì ¢ Q⊗X ¬®¦¥áâ¢  (Q⊗H)−1
[
V (v, δ)

]
¤«ï «î¡®£® ç¨á«  δ > 0, á¥ç¥¨ï

v ∈ C(Q,Y) ¨ ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ Q. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ â ª¨¥ δ, v ¨ V ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢,
çâ® (q, x) ∈ (Q ⊗ H)−1

[
V (v, δ)

]
, § ©¬¥¬áï ¯®¨áª®¬ ç¨á«  ε > 0, á¥ç¥¨ï u ∈ C(Q,X ) ¨ ®âªàëâ®£®

¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ¢ª«îç¥¨ï¬

(q, x) ∈ U(u, ε) ⊂ (Q⊗H)−1
[
V (v, δ)

]
. (4)

�ë¡¥à¥¬ δ0 â ª, çâ®¡ë ∥v(q)−H(q)x∥ < δ0 < δ. � á¨«ã ãá«®¢¨ï ( )  ©¤¥âáï ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ®áâì V0 ⊂ V
â®çª¨ q,   ª®â®à®© äãªæ¨ï |||H||| ®£à ¨ç¥  á¢¥àåã ¥ª®â®àë¬ ç¨á«®¬ b. �®«®¦¨¬ ε = (δ − δ0)/(2b) ¨
¢ë¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ) â ª, çâ®¡ë ∥u(q)− x∥ < ε. �®£¤ 

∥v(q)−H(q)u(q)∥ 6 ∥v(q)−H(q)x∥+ ∥H(q)x−H(q)u(q)∥
< δ0 + b∥x− u(q)∥
< δ0 + bε.

�¢¨¤ã ãá«®¢¨ï (¡) äãªæ¨ï |||v −H ⊗ u||| ¥¯à¥àë¢ , ¨ â¥¬ á ¬ë¬  ©¤¥âáï â ª ï ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ®áâì
U ⊂ V0 â®çª¨ q, çâ® ∥v(p)−H(p)u(p)∥ < δ0+bε ¤«ï ¢á¥å p ∈ U . �®£¤  ¥á«¨ p ∈ U , x ∈ X (p) ¨ ∥u(p)− x∥ < ε,
â®

∥v(p)−H(p)x∥ 6 ∥v(p)−H(p)u(p)∥+ ∥H(p)u(p)−H(p)x∥
< δ0 + bε+ b∥u(p)− x∥
< δ0 + bε+ bε

= δ,

çâ® ¨ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â (4). I

2.4.5. �¥®à¥¬ . �á«¨ ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë 2.4.4 ¤®¯®«¨â¥«ì® ¯®âà¥¡®¢ âì X (q) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å
q ∈ Q, â® «®ª «ì ï ®£à ¨ç¥®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï H, âà¥¡ã¥¬ ï ¢ ¯. ( ) â¥®à¥¬ë 2.4.4, íª¢¨¢ «¥â 
á«¥¤ãîé¥¬ã ¥£® á¢®©áâ¢ã: ( ′) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¢ X à ¢®¬¥à® § ¬ªãâ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® U ⊂ Cb(Q,X ) â ª®¥, çâ® ¬®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© {H ⊗ u : u ∈ U} à ¢®áâ¥¯¥® «®ª «ì®
®£à ¨ç¥® (á¬. 1.7.6).

J �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨ï ( ′) ¤®áâ â®ç® ¯®«®¦¨âì U := Cb(Q,X ).
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U ⊂ Cb(Q,X )

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ( ′). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  2.4.4 ( ) § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã q0 ∈ Q ¨
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U | ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ®áâì q0,   ª®â®à®© ®£à ¨ç¥ë á¥ç¥¨ï H ⊗ u ¤«ï ¢á¥å u ∈ U .
�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ U ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à Tq : U → Y(q) ¯® ¯à ¢¨«ã Tqu = H(q)u(q).
� ¡¦ ï ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® U à ¢®¬¥à®© ®à¬®© (á¬. 1.7.6), ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ∥Tq∥ 6 ∥H(q)∥ ¨,
ªà®¬¥ â®£®,

sup
q∈U

∥Tqu∥ = sup
q∈U

∥(H ⊗ u)(q)∥ < ∞

¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �®£« á® 2.3.6 ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® U ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬. �®íâ®¬ã
supq∈U ∥Tq∥ < ∞ ¢ á¨«ã ¯à¨æ¨¯  à ¢®¬¥à®© ®£à ¨ç¥®áâ¨. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ U ®¡®§ ç¨¬
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ç¨á«® sup{∥u(q)∥ : u ∈ U , |||u||| 6 1} ç¥à¥§ e(q). �¢¨¤ã ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ U ¢ X ¬ë ¨¬¥¥¬

∥Tq∥ = sup {∥H(q)u(q)∥ : u ∈ U , |||u||| 6 1}
= sup {∥H(q)x∥ : x ∈ X (p), ∥x∥ 6 e(q)}
= e(q) · ∥H(q)∥.

�®á«®© ï ¯«®â®áâì U ¨ ¥¢ëà®¦¤¥®áâì á«®ï X (q) ¤ îâ  ¬ â ª¦¥ ¥à ¢¥áâ¢® e(q) > 0 ¤«ï ¢á¥å
q ∈ U , ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ∥H(q)∥ = ∥Tq∥/e(q). �®áª®«ìªã äãªæ¨ï e ¯®«ã¥¯à¥àë¢  á¨§ã, äãªæ¨ï
1/e ¯®«ã¥¯à¥àë¢  á¢¥àåã,   § ç¨â, «®ª «ì® ®£à ¨ç¥ . � á¨«ã íâ®£® äãªæ¨ï 1/e ®£à ¨ç¥   
¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ U0 ⊂ U â®çª¨ q0,   â®£¤    íâ®© ¦¥ ®ªà¥áâ®áâ¨ ®£à ¨ç¥® ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥
H. I

2.4.6. �«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® âà¥¡®¢ ¨¥ ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ á«®¥¢ X ¢ â¥®à¥¬¥ 2.4.5
¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯ãé¥®.

� à ¨ ¬ ¥ à . �¡®§ ç¨¬ ®¤®â®ç¥çãî ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î N ∪ {∞} ¤¨áªà¥â®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£®
¯à®áâà áâ¢  N ç¥à¥§ Q ¨ à áá¬®âà¨¬ ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® ¯®¤à áá«®¥¨¥ X ¯®áâ®ï®£® à áá«®¥¨ï
Q × {R}, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á®®â®è¥¨ï¬¨ X (n) = R (n ∈ N), X (∞) = 0. �ãáâì ®â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ Q 7→
H(q) ∈ B

(
X (q),X (q)

)
¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã H(n)x = nx (x ∈ R) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ U

®¤®¬¥à®¥ ¯à®áâà áâ¢® {λu0 : λ ∈ R} á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X , £¤¥ á¥ç¥¨¥ u0  ¤ Q ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥
u0(n) = 1/n2 ¢ â®çª¥ n ∈ N. �®£¤  ¬®¦¥áâ¢® U ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¢ X à ¢®¬¥à®
§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Cb(Q,X ) ¨, ªà®¬¥ â®£®, H ⊗ u ∈ Cb(Q,X ) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �¤ ª® H ¥
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ X .

�à¨¢¥¤¥ë© ¯à¨¬¥à ¬®¦® «¥£ª® ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ âì ¤«ï á«ãç ï, ª®£¤  Q ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨-
¥© N ¯® �â®ãã | �¥åã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥ ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ á«®¥¢ ¢ 2.4.5 ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥ë¬
¤ ¦¥ ¢ á¨âã æ¨¨ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ .

2.4.7. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®  §ë¢ ¥âáï ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâë¬, ¥á«¨ ¢áïª ï ®¯à¥¤¥«¥ ï ¨
¥¯à¥àë¢ ï   ¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï ®£à ¨ç¥  (á¬. [233: 17.7.7]). �®ª «ì® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâë¬
 §ë¢ ¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª ¦¤ ï â®çª  ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâãî ®ªà¥áâ®áâì.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ «®ª «ì® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬
Q. �â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  H ⊗ u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ).

J � á¨«ã â¥®à¥¬ë 2.4.4 ¤®áâ â®ç®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢ ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨© H ⊗ u ¤«ï ¢á¥å u ∈
C(Q,X ), ¤®ª § âì «®ª «ìãî ®£à ¨ç¥®áâì H.

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à Tq : Cb(Q,X ) → Y(q) ¯® ¯à ¢¨«ã Tqu =
H(q)u(q). � ¡¦ ï ¯à®áâà áâ¢® Cb(Q,X ) à ¢®¬¥à®© ®à¬®© ¨ à áá¬ âà¨¢ ï ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯á¥¢¤®-
ª®¬¯ ªâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ⊂ Q, ¬ë, ª ª ¨ ¢ 2.4.5, § ª«îç ¥¬, çâ® supq∈U ∥Tq∥ < ∞. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì,
çâ®   ®á®¢ ¨¨ 2.3.11

∥H(q)∥ = sup {∥H(q)x∥ ∈ X (q) : ∥x∥ 6 1}
= sup {∥H(q)u(q)∥ : u ∈ C(Q,X ), ∥u∥∞ 6 1}
= ∥Tq∥. I

2.4.8. �®¯®áâ ¢«ïï â¥®à¥¬ë 2.4.4 ¨ 2.4.7, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ «®ª «ì® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ®£®
¯à®áâà áâ¢  Q ãá«®¢¨¥ ( ) ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.4.4 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (¡). �à¥¤« £ ¥¬ë© ¨¦¥ ¯à¨¬¥à
®¡®á®¢ë¢ ¥â áãé¥áâ¢¥®áâì ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® «®ª «ì®© ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ¢ 2.4.7.

�ë ¯®áâà®¨¬ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ Q, ¬®¦¥áâ¢® Q ⊂ Q, á®¤¥à¦ é¥¥ ®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã
¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q, ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ H : Q → X ′ â ª, çâ® H ⊗ u ∈ C(Q)
¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X), ® äãªæ¨ï H ¥ ï¢«ï¥âáï «®ª «ì® ®£à ¨ç¥®©. �à¥¤« £ ¥¬ ï ª®áâàãªæ¨ï
¡¥§ãá«®¢® ¨¬¥¥â ¡®«¥¥ ¯à®áâë¥   «®£¨ ¯à¨ ¬¥¥¥ ®£à ¨ç¨â¥«ìëå âà¥¡®¢ ¨ïå.

�ãáâì 
 | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¥áç¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢®, Pσ(
) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¥£® áç¥âëå ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢. � ¤¥«¨¢ 
×N ¤¨áªà¥â®© â®¯®«®£¨¥©, ¯®«®¦¨¬ Q à ¢ë¬ ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ β(
×N) ¯à®áâà -
áâ¢  
 × N ¯® �â®ãã | �¥åã. �áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïï § ¬ëª ¨¥ ¢ Q ¬®¦¥áâ¢  
 × {n}
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á ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ (β
)× {n}, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® (β
)× N ⊂ �Q. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q0 ¯¥à¥á¥ç¥¨¥  ¯à ¢-
«¥®£® ¢¨§ á¥¬¥©áâ¢  ¥¯ãáâëå § ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢ Q\ cl(� × N), � ∈ Pσ(
), ¨ ¯®«®¦¨¬ Q à ¢ë¬
®¡ê¥¤¨¥¨î (
× N) ∪Q0. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã ª®¬¯ ªâ®áâ¨ Q ¬®¦¥áâ¢® Q0 ¥¯ãáâ®.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X á ¡¦¥®¥ à ¢®¬¥à®© ®à¬®© ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® c0(
) ¢á¥å äãªæ¨© ¨§
C(β
), § ã«ïîé¨åáï ¢¥ 
.

(
�¬¥áâ® c0(
) ¢ ª ç¥áâ¢¥ X ¬®¦® ¢§ïâì «î¡®¥ ¨§ ¯à®áâà áâ¢ ℓp(
), 1 6

p < ∞.
)
�â®¡à ¦¥¨¥ H : Q → X ′ ®¯à¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: H(ω, n)x := n · x(ω) ¯à¨ (ω, n) ∈ 
×N

¨ H(q) := 0 ¯à¨ q ∈ Q0. �ç¥¢¨¤®, äãªæ¨ï H ï¢«ï¥âáï ¥®£à ¨ç¥®©   «î¡®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ª ¦¤®©
â®çª¨, «¥¦ é¥© ¢ (¥¯ãáâ®¬) ¬®¦¥áâ¢¥ Q0\(β
 × N). �®ª ¦¥¬ ®¤ ª®, çâ® H ⊗ u ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å
u ∈ C(Q,X).

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ C(Q,X). �« £®¤ àï ¤¨áªà¥â®áâ¨ â®¯®«®£¨¨   
 × N
¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢® H ⊗ u = 0 ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  Q0. �¡®§ ç¨¬

 ∪

∩
�∈Pσ(
)

β
\ cl � ç¥à¥§ 
. �ç¥¢¨¤®, çâ® 
 × N ⊂ Q. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® n ∈
N. �§ ¥¯à¥àë¢®áâ¨   
 äãªæ¨© ω 7→ u(ω, n) ¨ ω 7→ u(ω0, n)(ω), ω0 ∈ �
, ¨ ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ 
|u(ω1, n)(ω1)− u(ω2, n)(ω2)| 6 ∥u(ω1, n)− u(ω2, n)∥ + |u(ω2, n)(ω1)− u(ω2, n)(ω2)| ¢ëâ¥ª ¥â ¥¯à¥àë¢®áâì
äãªæ¨¨ fn : ω 7→ u(ω, n)(ω)   
. �®áª®«ìªã ®â®¡à ¦¥¨¥ u ¯à¨¨¬ ¥â á¢®¨ § ç¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X,
¬ë ¨¬¥¥¬ fn(ω) = 0 ¯à¨ ω ∈ 
\
.

�®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï fn à ¢  ã«î   
 ¢¥ § ¬ëª ¨ï cl �n ¥ª®â®à®£® áç¥â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
�n ⊂ 
. �®áª®«ìªã fn = 0   
\
,  ¬ ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì áç¥â®áâì ¬®¦¥áâ¢  {ω ∈ 
 : fn(ω) ̸= 0}.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®á«¥¤¥¥ ¬®¦¥áâ¢® ¥ ï¢«ï¥âáï áç¥âë¬ ¨ ¢ë¤¥«¨¬ ¢ ¥¬ âà áä¨¨âãî ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì (ωα)α<ℵ1 ¯®¯ à® à §«¨çëå í«¥¬¥â®¢, § ã¬¥à®¢ ãî ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯¥à¢®£® ¥áç¥â®£®
®à¤¨ «  ℵ1. �®áª®«ìªã fn(ωα) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å α < ℵ1,   ®à¤¨ « ℵ1 ¥ ¨¬¥¥â áç¥â®£® ª®ä¨ «ì-
®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
fn(ωα)

)
α<ℵ1

¥ ¬®¦¥â áå®¤¨âìáï ª ã«î. �â® ®§ ç ¥â áã-

é¥áâ¢®¢ ¨¥ ç¨á«  ε > 0 ¨ ª®ä¨ «ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ⊂ ℵ1 â ª¨å, çâ® |fn(ωα)| > ε ¤«ï ¢á¥å
α ∈ A. �§ ¥áç¥â®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  {ωα : α ∈ A} ¨ ª®¬¯ ªâ®áâ¨ β
 á«¥¤ã¥â ¥¯ãáâ®â  ¯¥à¥á¥ç¥¨ï

0 :=

∩
�∈Pσ(
)

(
cl{ωα : α ∈ A}\ cl �

)
. �á®, çâ® |fn| > ε   
0. � ¤àã£®© áâ®à®ë, 
0 á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¬®-

¦¥áâ¢¥ 
\
,   ª®â®à®¬ äãªæ¨ï fn à ¢  ã«î. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥
¨áª®¬®£® ¬®¦¥áâ¢  �n.

� ª ª ª ®¡ê¥¤¨¥¨¥ � :=
∪

n∈N �n áç¥â®, ¬®¦¥áâ¢® U := Q\ cl(�× N) ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî Q0

¢ Q. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® (H⊗u)(ω, n) = n ·u(ω, n)(ω) = 0 ¯à¨ (ω, n) ∈ (
×N)∩U ,   § ç¨â, H⊗u = 0
  U .

2.4.9. �¥®à¥¬ . �á«®¢¨¥ (¡) ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.4.4 ¬®¦¥â ¡ëâì ®á« ¡«¥® ¤® á«¥¤ãî-
é¥£®:

(¡′) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¢ X ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ C(Q,X ) â ª®¥, çâ® H ⊗ v ∈ C(Q,Y) ¤«ï
¢á¥å v ∈ V.

J �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ãá«®¢¨ï (¡′) ¤®áâ â®ç® ¯®«®¦¨âì V := C(Q,X ).
�áâ ®¢¨¬ á¢®©áâ¢® 2.4.4 (¡) ®â®¡à ¦¥¨ï H, ¨áå®¤ï ¨§ ¥£® ®á« ¡«¥®£® ¢ à¨ â  (¡′) ¨ ãá«®-

¢¨ï 2.4.4 ( ). �®£« á® 2.3.2 ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç®, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¯à®¨§¢®«ìë¥ á¥ç¥¨ï u ∈ C(Q,X )
¨ w ∈ C(Q,Y), ¯®ª § âì ¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâì á¢¥àåã äãªæ¨¨ |||H ⊗ u− w||| ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q. �ãáâì
ç¨á«® λ â ª®¢®, çâ® ∥H(q)u(q)− w(q)∥ < λ. �®£¤ , ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ®£à ¨ç¥®áâìî H ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
q ¨ ¥¯à¥àë¢®áâìî äãªæ¨© |||u− v||| ¨ |||H ⊗ v − w||| ¤«ï ¢á¥å v ∈ V, ¬®¦® ¢ë¡à âì á¥ç¥¨¥ v á  -
áâ®«ìª® ¡«¨§ª¨¬ ª u(q) § ç¥¨¥¬ v(q), çâ® ¥à ¢¥áâ¢® ∥H(p)u(p)− w(p)∥ < λ ¡ã¤¥â á®¡«î¤¥® ¤«ï ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ p ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. I

2.4.10. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q. � ª ãâ¢¥à¦¤ ¥â â¥®à¥¬  2.4.5, á¢®©áâ¢® ( ′) ®â®¡à ¦¥¨ï
H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
®ª §ë¢ ¥âáï íª¢¨¢ «¥âë¬ ¡®«¥¥ á¨«ì®¬ã,   ¯¥à¢ë© ¢§£«ï¤, ãá«®-

¢¨î 2.4.4 ( ). �à¥¤« £ ¥¬®¥ ¦¥ ¢ 2.4.9 ãá«®¢¨¥ (¡′) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® á« ¡¥¥   «®£¨ç®£® âà¥¡®¢ ¨ï 2.4.4 (¡).
� á ¬®¬ ¤¥«¥, á®£« á® 2.4.7 ¢ á«ãç ¥ «®ª «ì® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ®£® ¯à®áâà áâ¢  Q ¨§ ãá«®¢¨ï 2.4.4 (¡)
¢ëâ¥ª ¥â 2.4.4 ( ). �¤ ª®, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨¥ 2.4.9 (¡′) ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â 2.4.4 ( ),
¤ ¦¥ ¥á«¨ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,   ��� X ¨ Y ¯®áâ®ïë.

�ãáâì Q| ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¤¨áªà¥â®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  N ¯® �â®ãã | �¥åã, c0 |
¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® áå®¤ïé¨åáï ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© (á ¡¦¥®¥ à ¢®¬¥à®© ®à¬®©), s�n |
¯à®áâà áâ¢® ä¨¨âëå (= ãáâ  ¢«¨¢ îé¨åáï   ã«¥) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©. �®«®¦¨¬ X := Q× {c0},
Y := Q × {R} ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ H : Q → c′0 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: H(n)x = n · x(n) ¯à¨ n ∈ N
¨ H(q) = 0 ¯à¨ q ∈ Q\N. �á«¨ â¥¯¥àì ®¡®§ ç¨âì ç¥à¥§ V á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®áâ®ïëå äãªæ¨©
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v : Q → s�n, â® H ⊗ v ∈ C(Q) ¯à¨ v ∈ V, ®¤ ª® ®â®¡à ¦¥¨¥ H, ®ç¥¢¨¤®, ¥ ï¢«ï¥âáï «®ª «ì®
®£à ¨ç¥ë¬.

2.4.11. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Z ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q á® á«®ï¬¨
B
(
X (q),Y(q)

)
¢ â®çª å q ∈ Q. �§ 2.4.4 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® HomQ(X ,Y) ¢á¥å Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§

X ¢ Y ¨ ¬®¦¥áâ¢® Homb
Q(X ,Y) ¢á¥å ®£à ¨ç¥ëå Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ Y ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®àë¬¨

¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ S(Q,Z).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �®¦¥áâ¢® Homb
Q(X ,Y) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© § ¬ªãâ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà -

áâ¢® ℓ∞(Q,Z). � ç áâ®áâ¨, Homb
Q(X ,Y) | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® (¢ á¬ëá«¥ à ¢®¬¥à®© ®à¬ë).

J � á¨«ã 2.3.10 ¬®¦¥áâ¢® Cb(Q,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X . �®íâ®¬ã á®£« á® 2.4.9 ¤«ï â®£® çâ®¡ë
¤®ª § âì, çâ® à ¢®¬¥àë© ¯à¥¤¥« H ∈ ℓ∞(Q,Z) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Hn ∈ HomQ(X ,Y)
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨ïH⊗u ¤«ï ª ¦¤®£® u ∈ Cb(Q,X ).
�®á«¥¤¥¥ á ®ç¥¢¨¤®áâìî á«¥¤ã¥â ¨§ 2.3.6 ¢¢¨¤ã à ¢®¬¥à®© áå®¤¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© Hn ⊗ u ∈ Cb(Q,Y) ª
H ⊗ u. I

2.4.12. �ãáâì X ¨ Y |���  ¤Q, U ¨ V | ¢¥ªâ®àë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  C(Q,X ) ¨ C(Q,Y) á®®â¢¥â-
áâ¢¥®. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à i : U → V  §ë¢ ¥âáï C(Q)-¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬, ¥á«¨ |||i(u)||| = |||u|||
¤«ï ¢á¥å u ∈ U (áà. 1.4.2). �îàê¥ªâ¨¢®¥ C(Q)-¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥  §ë¢ ¥âáï C(Q)-¨§®¬¥âà¨¥©.
�à®áâà áâ¢  U ¨ V  §ë¢ îâ C(Q)-¨§®¬¥âà¨çë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â C(Q)-¨§®¬¥âà¨ï U   V.

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ��� X ¨ Y  ¤ Q íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ��� X ¨ Y ï¢«ïîâáï Q-¨§®¬¥âà¨çë¬¨;
(2) ¯à®áâà áâ¢  C(Q,X ) ¨ C(Q,Y) ï¢«ïîâáï C(Q)-¨§®¬¥âà¨çë¬¨;
(3) ¯à®áâà áâ¢  C(Q,X ) ¨ C(Q,Y) ¨¬¥îâ C(Q)-¨§®¬¥âà¨çë¥ ¯®á«®©® ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ .

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (3)⇒(1). �ãáâì i ï¢«ï¥âáï C(Q)-¨§®¬¥âà¨¥©
U   V, £¤¥ U ⊂ C(Q,X ) ¨ V ⊂ C(Q,Y) | ¯®á«®©® ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ . �¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨ï
X0(q) := {u(q) : u ∈ U} ¨ Y0(q) := {v(q) : v ∈ V} ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ãî ¨§®¬¥âà¨î H0(q) ¯à®áâà áâ¢ 
X0(q)   Y0(q) â ª, çâ® H0(q)u(q) = i(u)(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �¢¨¤ã ¯«®â®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ X0(q) ⊂ X (q)
¨ Y0(q) ⊂ Y(q) ®¯¥à â®à H0(q) ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ H(q) : X (q) → Y(q). �§ â¥®à¥¬ 2.4.4 ¨ 2.4.9
á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®áâà®¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ H ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î X   Y. I

2.4.13. �«¥¤áâ¢¨¥. ���, ¯®à®¦¤¥®¥ ¤ ë¬ ¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ (á¬. 2.2.7),
¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨.
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§ 2.5. �  å®¢ë à áá«®¥¨ï
 ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬¨ ª®¬¯ ªâ ¬¨

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ á®¡à ë ®á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ���  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬¨ ª®¬¯ ªâ ¬¨.
�« ¢®© ®á®¡¥®áâìî â ª¨å ��� ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦®áâì ¯à®¤®«¦¨âì «î¡®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥  
¥ª®â®àãî  ¨¡®«ìèãî ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �®§¨ª îé¥¥ ¢ íâ®© á¢ï§¨ ¯®ïâ¨¥ à áè¨à¥®£® á¥ç¥¨ï
¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¨£à ¥â ª«îç¥¢ãî à®«ì. � ç áâ®áâ¨, ¨¬¥® ¨§ â ª¨å á¥ç¥¨© á®áâ ¢«ïîâáï à¥ «¨§ æ¨-
®ë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¤«ï ���. � ë© ¯ à £à ä ¢ª«îç ¥â â ª¦¥ ¨ ¥ª®â®àë¥ ä ªâë, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥
á ¬®áâ®ïâ¥«ìë© ¨â¥à¥á. � ¯à¨¬¥à, â¥®à¥¬  2.5.7 ¯à¥¤« £ ¥â à §«¨çë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ®¯¨á ¨ï  ¯-
¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¬®¦¥áâ¢ á¥ç¥¨©. �¥®à¥¬  2.5.9 ¤¥¬®áâà¨àã¥â,  áª®«ìª® ã¯à®é ¥âáï ä®à¬ã«¨à®¢ª 
â¥®à¥¬ë �â®ã  | �¥©¥àèâà áá  ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¡ §  ��� ï¢«ï¥âáï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  Q | ¥¯ãáâ®© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, X | ���  ¤ Q.

2.5.1. �ãáâì u | ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q. �¡®§ ç¨¬
ç¥à¥§ D á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â®ç¥ª Q, ¢ ª®â®àëå á¥ç¥¨¥ u ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« (á¬. 2.3.7, 2.3.8), ¨ ¯®«®¦¨¬
�u(q) = lim

p→q
u(p) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D.

�¥¬¬ . (1) �ãªæ¨ï �u ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ D.
(2) �®¦¥áâ¢® D ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢ Q.

J (1) �®áª®«ìªã â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® Q ⊗ X ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ à¥£ã«ïàë¬ (á¬. 2.1.6),
¬ë ¬®¦¥¬ ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ª ªãî-«¨¡® ¥£® ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î Q⊗X . �¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï
Q ⊗ u : D → Q ⊗ X ¨¬¥¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥) ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ Q⊗ u : Q → Q⊗X . �¥á«®¦®
ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® {q ∈ Q : Q⊗ u(q) ∈ Q ⊗ X} = D ¨ Q⊗ u(q) =

(
q, �u(q)

)
¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �«ï

®¡®á®¢ ¨ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï �u ®áâ «®áì á®á« âìáï   â¥®à¥¬ã 2.1.7.
(2) �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ D ¨ ç¨á«  n ∈ N à áá¬®âà¨¬ ª ª®¥-«¨¡® á¥ç¥¨¥ uq ∈ C(Q,X ), ¯à¨¨-

¬ îé¥¥ § ç¥¨¥ uq(q) = u(q) ¢ â®çª¥ q, ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Un
q ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî ®ªà¥áâ®áâì q,  

ª®â®à®© ext(|||u− uq||| ) 6 1/n. �®áª®«ìªã ®¡ê¥¤¨¥¨¥
∪

q∈Q Un
q á®¤¥à¦¨â ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®

D, ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q) ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥ supq∈Q Un
q = Q. � á¨«ã ¯à¨æ¨¯  ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï

(á¬. 1.2.1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë
(
V n
q

)
q∈Q

¢ Clop(Q), çâ® V n
q ⊂ Un

q ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q. �«ï

ª ¦¤®£® n ∈ N ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥ un =
∪

q∈Q uq|V n
q
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥  ¤ ®âªàëâë¬

¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ Gn =
∪

q∈Q V n
q . �ç¥¢¨¤®, |||u− un||| 6 1/n   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨

D∩Gn ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ext(|||u− un||| ) 6 1/n   Q. �®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â äã¤ ¬¥â «ì®áâì
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨

(
un(q)

)
n∈N ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  q ª®â®é¥£® ¬®¦¥áâ¢  G =

∩∞
n=1Gn. �®« £ ï

v(q) := lim
n→∞

un(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ G, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¥ç¥¨¥ v, ª®â®à®¥, ¡ã¤ãç¨ à ¢®¬¥àë¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (un)n∈N   G, ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ (á¬. 2.3.6). �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® lim
p→q

u(p) = v(q)

¯à¨ q ∈ G ¨ â¥¬ á ¬ë¬ G ⊂ D. I

2.5.2. �«¥¤áâ¢¨¥. �¯à¥¤¥«¥®¥ ¢ 2.5.1 á¥ç¥¨¥ �u ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯à®¤®«-
¦¥¨¥¬ u, â. ¥. ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï «î¡®£® ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï u á®¤¥à¦¨âáï ¢ D ¨, ¡®«¥¥ â®£®,
�u ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ «î¡®£® ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï u.

�¥ç¥¨¥ �u ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ u (¢ à áá«®¥¨¨ X ) ¨ ®¡®§ ç âì á¨¬-
¢®«®¬ ext(u) ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, extX (u) (áà. 1.1.1). �¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ u  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à áè¨à¥ë¬, ¥á«¨ ext(u) = u. �¨¬¢®« C∞(Q,X ) ®¡®§ ç ¥â
¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© X . �§ 2.5.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¢á¥ à áè¨à¥ë¥ á¥ç¥¨ï ï¢«ïîâáï ¯®çâ¨
£«®¡ «ìë¬¨. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ®£à ¨ç¥ëå à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© X ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Cb

∞(Q,X ).
�  ¬®¦¥áâ¢¥ C∞(Q,X ) ¢¢¥¤¥¬ áâàãªâãàã ���  ¤ C∞(Q) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ λ, µ ∈ R

¨ u, v ∈ C∞(Q,X ), â® «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï λu + µv ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ext
(
λu|D + µv|D

)
, £¤¥ D =

domu ∩ dom v. (� ¯®¬¨¬, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ª®â®é¨å ¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢áî¤ã
¯«®âë¬ ¢ ¡íà®¢áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Q.) � ª ç¥áâ¢¥ ®à¬ë

uá¥ç¥¨ï u ∈ C∞(Q,X ) ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥
ext(|||u||| ) ∈ C∞(Q) ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ |||u||| . �¡®§ ç¥¨¥

u¤«ï äãªæ¨¨ ext(|||u||| ) ¨á¯®«ì§ã¥âáï â ª¦¥
¨ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ u ®¯à¥¤¥«¥®   ¯à®¨§¢®«ì®¬ ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥
Q. �à®áâà áâ¢® C∞(Q,X ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤ã«ì  ¤ C∞(Q), £¤¥ eu = ext

(
e|domu · u|dom e

)
¤«ï

e ∈ C∞(Q) ¨ u ∈ C∞(Q,X ).
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2.5.3. �¥®à¥¬ . ��� C∞(Q,X ) ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���  ¤ C∞(Q).

J � §«®¦¨¬®áâì ��� C∞(Q,X ) ®ç¥¢¨¤ . �  ®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë 1.4.3 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  o-¯®«-
®âë C∞(Q,X ) ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì ¥£® d- ¨ r-¯®«®âã.

�ãáâì (uξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ C∞(Q,X ). �¨§êîªâ®áâì á¥ç¥¨© uξ

®§ ç ¥â ¢  è¥© á¨âã æ¨¨ ¤¨§êîªâ®áâì ¨å (®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå) ®á¨â¥«¥© Qξ = suppuξ. �¡®§ ç¨¬
á¨¬¢®«®¬ � à áè¨à¥¨¥ �∪{∞} ¬®¦¥áâ¢  � ¥ á®¤¥à¦ é¨¬áï ¢ ¥¬ í«¥¬¥â®¬∞ ¨ ¯®¯®«¨¬ á¥¬¥©áâ¢ 
(uξ) ¨ (Qξ) á®®â¢¥âáâ¢¥® ã«¥¢ë¬ á¥ç¥¨¥¬ u∞ ¨ ¬®¦¥áâ¢®¬ Q∞ = Q\ cl

∪
ξ∈�Qξ. �«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ �

¯®«®¦¨¬ Dξ := Qξ ∩domuξ. �¥¬¥©áâ¢® (Qξ)ξ∈� ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥
Clop(Q). �®íâ®¬ã á®£« á® 1.1.10 ®¡ê¥¤¨¥¨¥

∪
ξ∈�Dξ ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢áî¤ã ¯«®âë¬

¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q. �¡®§ ç¨¢ ç¥à¥§ u ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ (¥¯à¥àë¢®£®) á¥ç¥¨ï
∪

ξ∈� uξ|Dξ
,

¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® u = o-
∑

ξ∈� uξ.

�ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N í«¥¬¥â®¢ C∞(Q,X ) r-äã¤ ¬¥â «ì  á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ C∞(Q).
�®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
un(q)

)
n∈N äã¤ ¬¥â «ì  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  q ª®â®é¥£® ¬®¦¥áâ¢ 

D = dom e ∩
∩

n∈N domun. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ u0 ¯®â®ç¥çë© ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (un)   D. �¢¨-
¤ã r-äã¤ ¬¥â «ì®áâ¨ (un) ¨ «®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ e, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un) áâà¥¬¨âáï ª u0
«®ª «ì® à ¢®¬¥à®   D, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥ç¥¨¥ u0 ¥¯à¥àë¢® (á¬. 2.3.6). �¡®§ ç¨¢ ç¥à¥§ u
¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ u0, ¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® u = r- lim

n→∞
un á à¥£ã«ïâ®à®¬ e. I

2.5.4. �á«¨ E | ¨¤¥ « ¢ C∞(Q), â® ¬®¦¥áâ¢® E(X ) :=
{
u ∈ C∞(Q,X ) :

u∈ E
}
, á ¡¦¥-

®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ C∞(Q,X ), ®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �¨¦¥
(á¬. 3.4.2, 3.4.4) ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® E(X ) ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®¡é¨¬ ¢¨¤®¬ ���.

�á«¨ U ⊂ E(X ), â® ¬®¦¥áâ¢® cl
∪

u∈U suppu  §ë¢ ¥âáï ®á¨â¥«¥¬ U ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬
suppU (áà. 1.3.7). �ç¥¢¨¤®, çâ® ⟨suppU⟩ = ⟨U⟩, â. ¥. ®¯¥à â®à u 7→ ext

(
χsuppU u

)
ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë¬

¯à®¥ªâ®à®¬   ª®¬¯®¥âã, ¯®à®¦¤¥ãî ¬®¦¥áâ¢®¬ U . � ç áâ®áâ¨, ⟨suppu⟩ = ⟨u⟩ ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï
u ∈ E(X ).

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® £«®¡ «ìëå ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© C(Q,X ), ¡ã¤ãç¨ ���  ¤ C(Q), ¢®®¡-
é¥ £®¢®àï, ¥ ï¢«ï¥âáï ��� (á¬.,  ¯à¨¬¥à, 5.1.3) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¨¤¥ «ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬
E(X ), £¤¥ E = C(Q).

2.5.5. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì u ¨ v | ¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬¨ ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢ ¬¨ Q. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:

(1) ext(u) = ext(v);
(2) lim

p→q
u(p) = v(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ dom v;

(3) ®¡ê¥¤¨¥¨¥ u ∪ v ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ á¥ç¥¨¥¬  ¤ domu ∪ dom v (¢ ç áâ®áâ¨, u ≡ v  
domu ∩ dom v).

2.5.6. �¢¥¤¥¬ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ∼   ¬®¦¥áâ¢¥ Cd(Q,X ) ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©
X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Q, ¯®«®¦¨¢ u ∼ v ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥®
®¤® ¨§ à ¢®á¨«ìëå ãá«®¢¨© (1){(3), ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.5.5.

�á®, çâ® ¥á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ®¡« áâ¥© ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¥ç¥¨© u ¨ v ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q ( ¯à¨¬¥à, ª®£¤ 
íâ¨ á¥ç¥¨ï ¯®çâ¨ £«®¡ «ìë), â® íª¢¨¢ «¥â®áâì u ∼ v à ¢®á¨«ì  á®¢¯ ¤¥¨î u ¨ v   domu∩dom v.
� ¬¥â¨¬ ®¤ ª®, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ ¤¢ãå ¢áî¤ã ¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ 
¥ ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¨ ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¯ãáâë¬, ¤ ¦¥ ¥á«¨ ®¤® ¨§ ¬®¦¥áâ¢ ª®â®é¥¥.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥
¢á¥å à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ [0, 1]. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ã«ìâà ä¨«ìâà®¢
¨§ Q, à áè¨àïîé¨å ä¨«ìâàë à¥£ã«ïàëå ®âªàëâëå ®ªà¥áâ®áâ¥© à æ¨® «ìëå ç¨á¥«. �®£¤  ¨§ 1.2.10
á«¥¤ã¥â, çâ® D ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q.

�ç¥¢¨¤®, á¨¦¥¨¥ ®¯¥à â®à  ext ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥â -
¬¨ ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢  Cd(Q,X )/∼ ¨ ¯à®áâà áâ¢  C∞(Q,X ). � ¯®¬®éìî â ª®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬®¦¥áâ¢®
Cd(Q,X )/∼ ¬®¦® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬  ¤¥«¨âì áâàãªâãà®© ���  ¤ C∞(Q) (á¬. 2.5.2, 2.5.3).

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ 2.5.1, ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ Cd(Q,X )/∼ ¨¬¥îâáï ¯®çâ¨ £«®¡ «ìë¥
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨. �®áª®«ìªã à ¡®â âì á ¨¬¨ § ç¨â¥«ì® ¯à®é¥, ç¥¬ á á¥ç¥¨ï¬¨  ¤ ¯à®¨§¢®«ìë¬¨
¢áî¤ã ¯«®âë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Q, ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ��� ®¡ëç® ®£à ¨ç¨¢ îâáï à áá¬®âà¥¨¥¬ «¨èì
¯®çâ¨ £«®¡ «ìëå á¥ç¥¨© (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [52, 95]). � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®áâà®¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  à áè¨à¥ëå
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á¥ç¥¨© C∞(Q,X ) ä ªâ¨ç¥áª¨ § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¤¥«¥¨¨ ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ Cd(Q,X )/∼
¯® ª ®¨ç¥áª®¬ã ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î á  ¨¡®«ìè¥© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

2.5.7. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ C∞(Q,X ) ¨ â®çª¨ q0 ∈ Q ®¡®§ ç¨¬ á®¢®ªã¯®áâì
{u(q0) : u ∈ U , q0 ∈ domu} á¨¬¢®«®¬ U(q0). �à®¬¥ â®£®, ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ Q ⊗ U ¤«ï ¬®¦¥áâ¢ {(

q, u(q)
)
: u ∈ U , q ∈ domu

}
= ∪U .

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ C∞(Q,X ) íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ¬®¦¥áâ¢® Q⊗ U ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q⊗X ;
(2) ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï v(q) ∈ clU(q)   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥

Q;
(3) ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ C∞(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï v(q) ∈ clU(q)   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q;
(4) U ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ C∞(Q,X ).

J �áâ ®¢¨¬ æ¥¯®çªã ¨¬¯«¨ª æ¨© (1)⇒(4)⇒(3)⇒(2)⇒(1), ¢ ª®â®à®© «¨èì §¢¥ìï (1)⇒(4)⇒(3)
âà¥¡ãîâ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

(1)⇒(4). �®£« á® 1.5.2  ¬ ¯à¥¤áâ®¨â ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢®

inf
u∈U

v − u
= 0

¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  v ∈ C∞(Q,X ). �á«¨ ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ ,
 ©¤ãâáï ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ⊂ Q ¨ ç¨á«® ε > 0 â ª¨¥, çâ®

v − u
> ε   U ¤«ï ¢á¥å u ∈ U .

�®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥ c ∈ C(Q,X ) á® § ç¥¨¥¬ c(q) = v(q) ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ q ∈ U ∩ dom v.
�®£¤  ¥á«¨ U0 ⊂ U | ®ªà¥áâ®áâì q,   ª®â®à®©

c− v
< ε/2, â®

c− u
> ε/2   U0 ¤«ï ¢á¥å u ∈ U , çâ®

¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î (1).
(4)⇒(3). � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.4 ¤«ï «î¡®£® v ∈ C∞(Q,X )  ©¤¥âáï á¥âì (uα) í«¥¬¥â®¢ d�nU ,

o-áå®¤ïé ïáï ª v. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.3.5 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì uα(q) → v(q)
¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ q ¥ª®â®à®£® ª®â®é¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Q. I

2.5.8. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤à áá«®¥¨ï X ��� X  ¤ Q íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¬®¦¥áâ¢® Q⊗X ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q⊗X ;
(2) ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï u(q) ∈ X (q)   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥

Q;
(3) ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ C∞(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï u(q) ∈ X (q)   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q;
(4) ¬®¦¥áâ¢® C(Q,X ) o-¯«®â® ¢ C(Q,X );
(5) ¢áïª®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C∞(Q,X ), ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¢ X   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q,

ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¢ C∞(Q,X ).

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.5.7 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.4. I

�®¤à áá«®¥¨¥ X , ®¡« ¤ îé¥¥ ®¤¨¬ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå á¢®©áâ¢ (1){(5), ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¢áî¤ã
¯«®âë¬ ¢ X .

2.5.9. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ à¨ â â¥®à¥¬ë �â®ã  | �¥©¥àèâà áá  ¤«ï
���  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ (áà. [144: § 4]).

�¥®à¥¬ . �ãáâì ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U ⊂ C(Q,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X ¨ á®¤¥à¦¨â ®áª®«ª¨
⟨U⟩u ¢á¥å á¢®¨å í«¥¬¥â®¢ u ∈ U , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬ U ⊂ Q. �®£¤  U
à ¢®¬¥à® ¯«®â® ¢ C(Q,X ).

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U ⊂ C(Q,X ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. � ä¨ªá¨àã-
¥¬ á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,X ) ¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ç¨á«  ε > 0  ©¤¥¬ í«¥¬¥â u ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥-
áâ¢ã ∥u− v∥∞ 6 ε. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¯®¤¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ uq ∈ U â ª, çâ®¡ë ∥uq(q)− v(q)∥ < ε. �à®¬¥
â®£®, ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Uq ª ªãî-«¨¡® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî ®ªà¥áâ®áâì q,   ª®â®à®©

uq − v
< ε. �§

®âªàëâ®£® ¯®ªàëâ¨ï (Uq)q∈Q ª®¬¯ ªâ  Q ¢ë¡¥à¥¬ ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥ (Uq1 , . . . , Uqn). �®£« á® ¯à¨-
æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) ¨¬¥¥âáï â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (V1, . . . , Vn) ª®¬¯ ªâ  Q   ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢ , çâ® Vi ⊂ Uqi ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n. �á®, çâ® á¥ç¥¨¥ u =

∑n
i=1⟨Vi⟩uqi ¨áª®¬®¥. I
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2.5.10. �¥¬¬ . �«ï «î¡®£® ��� X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ��� βX  ¤ Q â ª®¥, çâ® X = βX|D ¨ ¢áïª®¥ ®£à ¨ç¥®¥
á¥ç¥¨¥ u ∈ C(D,X ) ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® �u ∈ C(Q, βX ).

J �¡®§ ç¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® Cb(D,X ) ç¥à¥§ U ¨ á ¡¤¨¬ ¥£® ¬ã«ìâ¨®à¬®© (∥·∥q)q∈Q,
¯®«®¦¨¢ ∥u∥q = ext

(
|||u|||

)
(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ¨ q ∈ Q. �ãáâì βX | ���  ¤ Q, ¯®à®¦¤¥®¥ ¬ã«ìâ¨®à-

¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ U ¨ i : U → C(Q, βX ) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ (á¬. 2.2.7).
�¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  U ¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ® i[U ] = C(Q, βX ) (á¬. 2.3.6, 2.5.9). �«ï ª ¦¤®© â®ç-
ª¨ q ∈ D ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì «¨¥©ãî ¨§®¬¥âà¨î H(q) ¬¥¦¤ã á«®ï¬¨ X (q) ¨ βX (q), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî
à ¢¥áâ¢ã H(q)u(q) = i(u)(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �§ 2.4.9 á«¥¤ã¥â, çâ® H ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§®¬¥âà¨î
X   βX|D. ≪� ¬¥¨¢≫ á«®¨ βX  ¤ D â ª, çâ®¡ë ¨§®¬®àä¨§¬ë H(q) ¯à¥¢à â¨«¨áì ¢ â®¦¤¥áâ¢¥ë¥
®¯¥à â®àë, ¬ë ¯®«ãç¨¬ ¨áª®¬®¥ ���. �£® ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.4.12. I

�¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ��� βX ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬
¯® �â®ãã | �¥åã à áá«®¥¨ï X (  ¯à®áâà áâ¢® Q).

2.5.11. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® á¥âì (uα) ¢ C∞(Q,X ) o-áå®¤¨âáï ª á¥ç¥¨î u ∈ C∞(Q,X ).
�®£¤   ©¤¥âáï â ª ï á¥âì (eα) ¢ C(Q), çâ® 0 6 eα 6 1,

eαuα
6u¨ á¥âì (eαuα) o-áå®¤¨âáï ª u.

J �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  e ∈ C∞(Q) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï 1
e ∈ C∞(Q), ã¤®¢«¥â¢®àï-

îé ï ãá«®¢¨ï¬ e(q) 1e (q) = 1 ¯à¨ e(q) ̸= 0 ¨ 1
e (q) = 0 ¯à¨ q /∈ supp e. �¥âàã¤® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®

äãªæ¨¨ eα =
u 1

|uα|
∧ 1 ®¡à §ãîâ ¨áª®¬ãî á¥âì. I

2.5.12. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X (q) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q. �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¨
«î¡®£® í«¥¬¥â  x ∈ X (q) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ), çâ® u(q) = x ¨ |||u||| ≡ ∥x∥.

J �®¦® áç¨â âì, çâ® x ̸= 0. �ãáâì á¥ç¥¨¥ v0 ∈ C(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ v0(q) = x ¢ â®çª¥ q.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q0 ª ªãî-«¨¡® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî ®ªà¥áâ®áâì q,   ª®â®à®© á¥ç¥¨¥ v0 ¢áî¤ã ®â«¨ç®
®â ã«ï, ¨ ¯®«®¦¨¬ Q1 := Q\Q0.

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p ∈ Q1 ¯®¤¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ up ∈ C(Q,X ) â ª, çâ®¡ë up(p) ̸= 0. �®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦¤®¬ã
í«¥¬¥âã p ∈ Q1 ¥£® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî ®ªà¥áâ®áâì Up ⊂ Q1,   ª®â®à®© á¥ç¥¨¥ up ¢áî¤ã ®â«¨ç® ®â
ã«ï. �ãáâì (Up1 , . . . , Upn) | ª®¥ç®¥ ¯®ªàëâ¨¥ ª®¬¯ ªâ  Q1, á®áâ ¢«¥®¥ ¨§ í«¥¬¥â®¢ ®âªàëâ®£®
¯®ªàëâ¨ï (Up)p∈Q1

. �®£« á® ¯à¨æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (V1, . . . , Vn)
ª®¬¯ ªâ  Q1   ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , çâ® Vi ⊂ Upi ¤«ï ¢á¥å i = 1, . . . , n. �®£¤  áã¬¬ 
v1 =

∑n
i=1⟨Vi⟩upi ®â«¨ç  ®â ã«ï ¢áî¤ã   Q1.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥ç¥¨¥ v = ⟨Q0⟩v0 + ⟨Q1⟩v1 ¢áî¤ã ®â«¨ç® ®â ã«ï ¨ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ v(q) = x

¢ â®çª¥ q. �á®, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ u = ∥x∥
|||v||| v ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ á¥ç¥¨¥¬ (á¬. 2.3.1). I
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�®¢®«ì® áãé¥áâ¢¥ë¬ â¥å¨ç¥áª¨¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨¥¬ ¢ à ¡®â¥ á à áè¨à¥ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ��� § -
ç áâãî ®ª §ë¢ ¥âáï ¥á®¢¯ ¤¥¨¥ ®¡« áâ¥© ®¯à¥¤¥«¥¨ï à áè¨à¥®£® á¥ç¥¨ï u ¨ ¥£® ®à¬ë

u. �®-
ïâ¨¥ ¯à®áâ®à®£® ���, ¢ ç áâ®áâ¨, ¡ë«® ¯à¨§¢ ® ãáâà ¨âì íâ® ¥ã¤®¡áâ¢®. � ¯à®æ¥áá¥ ¤ «ì¥©è¥£®
¨§ãç¥¨ï ¯à®áâ®àë¥ ��� ®¡ àã¦¨«¨ ¤àã£¨¥ á¢®¨ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢ . � ª, â®«ìª® ¯®á«¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
¯à®áâ®à®áâ¨ ��� X ¯®ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦®áâì ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ��� B(X ,Y), ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥-
¨ï¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨§ X ¢ Y. �® ¦¥ ®â®á¨âáï ¨ ª ¯®ïâ¨î á®¯àï¦¥®£® ��� X ′.
� ª®¥æ, âà¥¡®¢ ¨¥ ¯à®áâ®à®áâ¨ ¯®§¢®«ï¥â ¤®¡ ¢¨âì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨®®£®
��� ¢ â¥®à¥¬ã ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ��� ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨©.
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§ 3.1. �á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ®¡áã¦¤ ¥âáï ¯®ïâ¨¥ ¯à®áâ®à®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï,   â ª¦¥ ¨áá«¥-
¤ãîâáï í«¥¬¥â àë¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâ®àëå ®¡®«®ç¥ª ���. � ç áâ®áâ¨, ¨§ãç ¥âáï ¢®¯à®á ® ¯à®¤®«¦¥¨¨
£®¬®¬®àä¨§¬    ¯à®áâ®àë¥ ®¡®«®çª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à áá«®¥¨©.

� ª ¨ à ìè¥,   ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  Q | ¥¯ãáâ®© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,
X | ���  ¤ Q.

3.1.1. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ��� X  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q íª¢¨-
¢ «¥âë:

(1) ª ¦¤®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ®£à ¨ç¥®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q ¯à®¤®«¦ -
¥âáï ¤® £«®¡ «ì®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï;

(2) domu = dom
u¤«ï «î¡®£® à áè¨à¥®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï u;

(3) ��� C(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ C(Q).

J �¬¯«¨ª æ¨ï (2)⇒(1) ®ç¥¢¨¤ . �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® (1)⇒(3)⇒(2).
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1) ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî o-äã¤ -

¬¥â «ìãî á¥âì (uα) í«¥¬¥â®¢ C(Q,X ). �®£« á® 2.5.3 á¥âì (uα) ¨¬¥¥â o-¯à¥¤¥« u ¢ ��� C∞(Q,X ).
�ã¤ ¬¥â «ì®áâì (uα) ¢ á¬ëá«¥ o-áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ C(Q) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ®£à ¨ç¥®áâì á¥ç¥¨ï u ¨ o-áå®¤¨-
¬®áâì

uα − u
→ 0 ¢ C(Q). �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (3) ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® á¥ç¥¨¥ u ï¢«ï¥âáï

£«®¡ «ìë¬ ¢ á¨«ã (1).
�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ë¯®«¥ë¬ ãá«®¢¨¥ (3) ¨ ¤®ª ¦¥¬ (2). �ãáâì u| ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â C∞(Q,X ).

�¢¨¤ã «®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ á¥ç¥¨ï u, ¬ë ¥  àãè¨¬ ®¡é®áâ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢, çâ® ®® ï¢«ï¥âáï
®£à ¨ç¥ë¬. �®£« á® 2.3.5 ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  q ∈ domu áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,X ), ¯à¨¨¬ -
îé¥¥ § ç¥¨¥ v(q) = u(q) ¢ â®çª¥ q. �ç¨âë¢ ï, ¯«®â®áâì ¬®¦¥áâ¢  domu ¢ Q, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã,
çâ® inf{

u− v
: v ∈ C(Q,X )} = 0 ¢K-¯à®áâà áâ¢¥ C(Q). �®á¯®«ì§ã¥¬áï 1.5.1 ¨ ¢ë¤¥«¨¬ ¢ C(Q,X ) â ªãî

á¥âì (vα)α∈A, çâ®
u− vα

↓ 0. � ãç¥â®¬ ãá«®¢¨ï (3) ¯®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¤ ¥â ¢ª«îç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ),
â. ¥. domu = dom

u= Q. I

�¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ ®¤¨¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå á¢®©áâ¢ (1){(3), ¯¥à¥ç¨á-
«¥ëå ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®áâ®àë¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¡  å®¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬.
�¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ ¢ ãá«®¢¨¥ (1), ¬®¦® áª § âì, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
®® ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¯® �â®ãã | �¥åã (á¬. 2.5.10) «î¡®£® á¢®¥£® áã¦¥¨ï X|D   ¢áî¤ã ¯«®â®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q.

3.1.2. �§ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¢¨¤®, çâ® ãá«®¢¨¥ (1) ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 3.1.1 ¬®¦¥â
¡ëâì ≪®á« ¡«¥®≫.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï ¯à®áâ®à®áâ¨ ��� X  ¤ Q ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ª ¦¤®¥ ¥¯à¥-
àë¢®¥ ®£à ¨ç¥®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ ®âªàëâë¬ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q ¯à®¤®«¦ «®áì ¤® £«®-
¡ «ì®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï.

J � ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ≪á« ¡®£®≫ ¢ à¨ â  ãá«®¢¨ï (1) ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®àï¤ª®¢®© ¯®«®âë ���
C∞(Q,X ) ¢ 2.5.3 ¤®á«®¢® ¯¥à¥®á¨âáï   á«ãç © ��� C(Q,X ) ¡« £®¤ àï â®¬ã, çâ® ¢®§¨ª îé¨¥ â ¬
¬®¦¥áâ¢  Dξ ¨ D ®ª §ë¢ îâáï ®âªàëâë¬¨. I

3.1.3. �«¥¤áâ¢¨¥. ��� X  ¤ Q ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®àë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Cb
∞(Q,X ) =

C(Q,X ).

3.1.4. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ��� X  ¤ Q ¯à®áâ®à®. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C∞(Q,X )
 ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ C(Q,X ) â ª ï, çâ® u = o-

∑
n∈N un.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 1.3.3 ¨ 3.1.3. I

3.1.5. �à®áâ®à®© ®¡®«®çª®© ��� X  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ¯à®áâ®à®¥ ��� X , á®¤¥à¦ é¥¥ X ¢
ª ç¥áâ¢¥ ¢áî¤ã ¯«®â®£® ¯®¤à áá«®¥¨ï.

�¥®à¥¬ . �áïª®¥ ���  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî á â®ç®áâìî
¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã.
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J � áá¬®âà¨¬ ��� X  ¤ Q. � ¡¤¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® Cb
∞(Q,X ) ¬ã«ìâ¨®à¬®© (∥·∥q)q∈Q,

¯®«®¦¨¢ ∥u∥q :=
u(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ Cb

∞(Q,X ) ¨ q ∈ Q. �®£« á® 2.2.7 ¯®«ãç¥®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬

¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯®à®¦¤ ¥â ¥ª®â®à®¥ ���  ¤ Q, ª®â®à®¥ ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X .
�ãáâì i : Cb

∞(Q,X ) → C(Q,X ) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥. � ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¬®¦®
®¯à¥¤¥«¨âì ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ H(q) : X (q) → X (q), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥áâ¢ã H(q)u(q) = i(u)(q)
¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �§ 2.4.4 á«¥¤ã¥â, çâ® H ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ X ¢ X ¨ â¥¬ á ¬ë¬
®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î X   ¡  å®¢® ¯®¤à áá«®¥¨¥ X . �®£« á® 2.5.8 íâ® ¯®¤à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï
¯«®âë¬ ¢ X .

�¤¨áâ¢¥®áâì ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¨ ��� á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.4.12. I

3.1.6. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ¯®¤à áá«®¥¨¥ ¯à®áâ®à®£® ��� Y  ¤ Q.
(1) �«ï ¯à®áâ®à®áâ¨ X ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¬®¦¥áâ¢® Q⊗X ¡ë«® § ¬ªãâ® ¢ Q⊗Y.
(2) �à®áâ®à®© ®¡®«®çª®© X ï¢«ï¥âáï ¯®á«®©®  ¨¬¥ìè¥¥ ¯à®áâ®à®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ X à áá«®¥¨ï

Y, ¯®á«®©® á®¤¥à¦ é¥¥ X . �à¨ íâ®¬ Q⊗X á®¢¯ ¤ ¥â á § ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  Q⊗X ¢ Q⊗ Y.

J (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®, § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â (q, x) § ¬ë-
ª ¨ïQ⊗X ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¢ª«îç¥¨¥ (q, x) ∈ Q⊗X . �ãáâì á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,Y) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ v(q) = x
¢ â®çª¥ q (á¬. 2.3.5). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ e â®çãî ¨¦îî £à ¨æã ¬®¦¥áâ¢  {

u− v
 : u ∈ C(Q,X )} ¢

K-¯à®áâà áâ¢¥ C(Q). �§ ¯à¨ ¤«¥¦®áâ¨ (q, x) § ¬ëª ¨î Q⊗X á«¥¤ã¥â, çâ® e(q) = 0. � á¨«ã 1.5.1  ©-
¤¥âáï â ª ï ®£à ¨ç¥ ï á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ C(Q,X ), çâ®

uα − v
↓ e. �®£« á® 1.3.3 ¤«ï ª ¦¤®£®

n ∈ N áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢®
(
πn
α

)
α∈A ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ C(Q), ®¡¥á¯¥ç¨¢ -

îé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® πn
α|
uα − v

− e| 6 1/n ¤«ï ¢á¥å α ∈ A. �®àï¤ª®¢ ï ¯®«®â  ��� C(Q,X ) ¯®§¢®«ï¥â
¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ áã¬¬ã wn := o-

∑
α∈A πn

αuα ∈ C(Q,X ). �®£¤  |
wn − v

− e| 6 1/n ¨, ¢ ç áâ®-
áâ¨, ∥wn(q)− v(q)∥ → e(q) = 0. �à¨ ¤«¥¦®áâì wn(q) § ¬ªãâ®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã X (q) ⊂ Y(q) ¤ ¥â
âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ª«îç¥¨¥ x ∈ X (q).

�à®áâ®à®áâì X «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ § ¬ªãâ®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  Q⊗X á ¯à¨¢«¥ç¥¨¥¬ 2.1.7.
(2) �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X ¯®¤à áá«®¥¨¥ Y, ¨¤ãæ¨à®¢ ®¥ ¬®¦¥áâ¢®¬ â¥å á¥ç¥¨© u ∈ C(Q,Y),

ª®â®àë¥ ¯à¨¨¬ îâ § ç¥¨ï u(q) ∈ X (q)   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q (á¬. 2.2.2). �ç¥¢¨¤®,
¬®¦¥áâ¢® Q ⊗ X ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q ⊗ X . � ãç¥â®¬ (1) ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì ¯à®áâ®à®áâì à áá«®¥¨ï
X . �« ¨àãï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï 3.1.3, § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ Cb

∞(Q,X ) ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
�u ∈ C(Q,Y) ¥£® ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥. �®£« á® 2.5.8 á¥ç¥¨¥ �u, ª ª ¨ u, ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï
�u(q) ∈ X (q)   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q. �â® ®§ ç ¥â, çâ® �u ∈ C(Q,X ) ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, u = �u. I

� áá«®¥¨¥ X , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ¯. (2) ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï § ¬ëª ¨¥¬ ¯®¤-
à áá«®¥¨ï X .

3.1.7. �¥¬¬ . �á«¨ ª ¦¤ë© á«®© X (q) à áá«®¥¨ï X ï¢«ï¥âáï £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, â®
ª ¦¤ë© á«®© X (q) ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¨ X â ª¦¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢®.

J � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ á¥ç¥¨ï u, v ∈ C(Q,X ). �á«¨ â®çª  q ∈ Q â ª®¢ , çâ® u(q), v(q) ∈
X (q), â®

∥u(q) + v(q)∥2 + ∥u(q)− v(q)∥2 = 2∥u(q)∥2 + 2∥v(q)∥2

¡« £®¤ àï £¨«ì¡¥àâ®¢®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  X (q). �§ 2.5.8 á«¥¤ã¥â, çâ® â ª¨¥ â®çª¨ q ®¡à §ãîâ ª®â®é¥¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. �®íâ®¬ã u+ v

2 +u− v
2 = 2

u2 + 2
v2.

�à¨¢«¥ª ï â¥¯¥àì 2.3.5 ¨ â¥®à¥¬ã ä®�¥©¬   | �®à¤  , ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥. I

3.1.8. �¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ Q, X ¨ Y | ¨å ¯à®áâ®àë¥ ®¡®«®çª¨ ¨ D | ª®â®é¥¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. �®£¤  «î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ HomD(X ,Y) ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤®
£®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ HomD(X ,Y). �à¨ íâ®¬ ¯®â®ç¥çë¥ ®à¬ë |||H||| ¨

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ á®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬
ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.
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J � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ HomD(X ,Y) ¨ ¤«ï «î¡ëå q ∈ D ¨ �x ∈ X (q)
®¯à¥¤¥«¨¬ H(q)�x ∈ Y(q). �«ï íâ®£® ¢ë¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ �u ∈ C(Q,X ) â ª, çâ®¡ë �u(q) = �x (á¬. 2.3.5), ¨
®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ u ®£à ¨ç¥¨¥ á¥ç¥¨ï �u   ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® {p ∈ Q : �u ∈ X (p)} (á¬. 2.5.8). �á®,
çâ® á¥ç¥¨¥ H⊗u à áá«®¥¨ï Y ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¨ ¯®çâ¨ £«®¡ «ìë¬. �ãáâì H ⊗ u ∈ C∞(Q,Y) |
¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ á¥ç¥¨ïH⊗u ¢ à áá«®¥¨¨ Y. �®áª®«ìªã á®£« á® 2.4.4 ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||H|||
«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ , äãªæ¨ï |||H ⊗ u||| ®£à ¨ç¥    (ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥) ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨
â®çª¨ q ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, q ∈ domH ⊗ u

(
á¬. 3.1.1 (2)

)
. �®« £ ¥¬H(q)�x := H ⊗ u(q). �¥á«®¦ ï ¯à®¢¥àª 

¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® § ç¥¨¥ H ⊗ u(q) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  á¥ç¥¨ï �u ∈ C(Q,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î
�u(q) = �x, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥ ¨áª®¬ë© £®¬®¬®àä¨§¬ H. �¤¨áâ¢¥®áâì H ¢ëâ¥ª ¥â
¨§ à ¢¥áâ¢  H(q)

(
extX (u)(q)

)
= extY(H ⊗ u)(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ Cb

∞(Q,X ) ¨ q ∈ Q.

�áâ ®¢¨¬ â¥¯¥àì á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯®â®ç¥çë¬¨ ®à¬ ¬¨ |||H||| ¨
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ . �®£« á® 2.3.11 ¤«ï «î¡®©

â®çª¨ q ∈ D ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

|||H||| (q) = sup {
H ⊗ u

(q) : u ∈ C(Q,X ),
u6 1},∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ (q) = sup {

H ⊗ u
(q) : u ∈ C∞(Q,X ),

u6 1}.

�®íâ®¬ã, ãç¨âë¢ ï â¥®à¥¬ã 1.3.5, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á®¢¯ ¤¥¨ï äãªæ¨© |||H||| ¨
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣   ª®â®é¥¬

¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¤®áâ â®ç® ¯®«ãç¨âì à ¢¥áâ¢®

sup {
H ⊗ u

 : u ∈ C(Q,X ),
u6 1}

= sup {
H ⊗ u

 : u ∈ C∞(Q,X ),
u6 1},

¢ ª®â®à®¬ â®çë¥ ¢¥àå¨¥ £à ¨æë ¢ëç¨á«ïîâáï ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q). �¡®á®¢ ¨¥ âà¥¡ã¥âáï «¨èì
¤«ï ¥à ¢¥áâ¢  >. � á¨«ã 2.3.5 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ Q⊗C(Q,X ) = Q⊗X , ¨§ ª®â®à®£® á®£« á® 2.5.7
á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® C(Q,X ) o-¯«®â® ¢ C∞(Q,X ). �§ 2.5.11 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï
u ∈ C∞(Q,X ),

u6 1,  ©¤¥âáï o-áå®¤ïé ïáï ª u á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ C(Q,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
¥à ¢¥áâ¢ã

uα
6 1. �®£¤  á®®â®è¥¨¥

H ⊗ uα −H ⊗ u
6

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣uα − u
, ¢ë¯®«¥®¥   D ∩ domu,

¢«¥ç¥â o-áå®¤¨¬®áâì
H ⊗ uα

 ª
H ⊗ u

, ¨§ ª®â®à®© á«¥¤ã¥â ¥à ¢¥áâ¢®
H ⊗ u

 6 supα∈A
H ⊗ uα

,
§ ¢¥àè îé¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. I

3.1.9. � ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à, ¢ ãá«®¢¨ïå 3.1.8 äãªæ¨¨
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ ¨ |||H||| ¬®£ãâ ¥ á®¢¯ -

¤ âì   ¢á¥¬ ¬®¦¥áâ¢¥ D.
�¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Q ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î ¤¨áªà¥â®£® ¯à®áâà áâ¢  N ¯® �â®ãã | �¥åã ¨ ¯®«®-

¦¨¬ X = Q×{c0} ¨ Y = Q×{R} (c0 | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® áå®¤ïé¨åáï ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©).
�â®¦¤¥áâ¢«ïï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨§ c0 á ¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¤® ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨   Q, ®¯à¥¤¥«¨¬
®â®¡à ¦¥¨¥ H : Q → c′0 ¯® ¯à ¢¨«ã H(q)x = x(q). �§ ¥à ¢¥áâ¢  |x(q)− y(p)| 6 ∥x− y∥ + |y(p)− y(q)|,
¢ë¯®«¥®£® ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ c0 ¨ p, q ∈ Q, á«¥¤ã¥â, çâ® H ∈ HomQ(X ,Y). �ãáâì X | ¯à®áâ®à ï ®¡®-
«®çª  X ¨ H ∈ HomQ(X ,Y) | ¯à®¤®«¦¥¨¥ H. �®ª ¦¥¬, çâ®, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯®â®ç¥ç®© ®à¬ë |||H||| ,
ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¨¤¨ª â®à®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  N ⊂ Q, äãªæ¨ï

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ ®â«¨ç  ®â ã«ï   ¢á¥¬ ¯à®áâà -

áâ¢¥ Q (¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ ≡ 1). � áá¬®âà¨¬ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(N,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢ ¬

∥u(n)∥ 6 1 ¨ ∥H(n)u(n)∥ > 1/2 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �u ∈ C(Q,X ) ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥
á¥ç¥¨ï u ¢ à áá«®¥¨¨ X . �®£¤  äãªæ¨ï

∣∣∣∣∣∣H ⊗ �u
∣∣∣∣∣∣ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ |||H ⊗ u||| ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì®,
∣∣∣∣∣∣H ⊗ �u

∣∣∣∣∣∣ > 1/2   ¢á¥¬ Q.

3.1.10. �«¥¤áâ¢¨¥. �§®¬¥âà¨ï H ¬¥¦¤ã ��� X ¨ Y  ¤ Q ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ H

¬¥¦¤ã ¨å ¯à®áâ®àë¬¨ ®¡®«®çª ¬¨ X ¨ Y.

3.1.11. �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ Q,   X0 | (¤¨áªà¥â®¥) ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥, ª ¦¤ë©
á«®© X0(q) ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï X (q). � á«¥¤ãîé¥©
«¥¬¬¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ��� X ∧ X0 (á¬. 2.2.4).

�¥¬¬ . (1) � áá«®¥¨¥ X ∧ X0 ¯à®áâ®à®.
(2) �ãáâì S0 | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å á¥ç¥¨© u à áá«®¥¨ï X , ¤«ï ª®â®àëå ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ domu :

u(q) ∈ X0(q)} ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢ Q. �®£¤  C(Q,X ∧X0) = C(Q,X )∩S0 ¨ C∞(Q,X ∧X0) = C∞(Q,X )∩S0.
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J (1) �«¥¤ã¥â ¨§ (2) ¨ 3.1.3.
(2) � ¢¥áâ¢® C(Q,X∧X0) = C(Q,X )∩S0 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 2.5.9 ¨ ¡« £®¤ àï ¯à®áâ®à®áâ¨ X ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â

¢ª«îç¥¨¥ C∞(Q,X ∧ X0) ⊃ C∞(Q,X ) ∩ S0. �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ®¡à â®£® ¢ª«îç¥¨ï ⊂ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® u ∈ C∞(Q,X ∧ X0). �à¨ ¤«¥¦®áâì á¥ç¥¨ï u ¬®¦¥áâ¢ã S0 á«¥¤ã¥â ¨§ 2.2.4 ¨ 2.5.7

(
(1)⇒(4)

)
.

�à¨ ¤«¥¦®áâì u ∈ C∞(Q,X ) ¢ë¢®¤¨âáï â¥¯¥àì ¨§ ãáâ ®¢«¥®£® ¢ëè¥ ¢ª«îç¥¨ï ⊃ ¯¥à¥å®¤®¬ ª
extX (u). I
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§ 3.2. � áá«®¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ®¯¥à â®à®¢

�â®â ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨î ®á®¢ëå á¢®©áâ¢ ��� B(X ,Y), ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨
ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨§ ��� X ¢ ��� Y. �®«ìè®¥ ¢¨¬ ¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ®¯¨á ¨î ¥¯à¥-
àë¢ëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï B(X ,Y). �¤¥áì ¦¥ ¢ëïáï¥âáï, ¢ ª ª¨å á«ãç ïå íâ® ��� ¯à®áâ®à® ¨ ª ª
¢ë£«ï¤¨â ¥£® ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª .

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  Q | ¥¯ãáâ®© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, X ¨ Y | ���
 ¤ Q.

3.2.1. �¥¬¬ . �ãáâì D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ D 7→ H(q) ∈
B
(
X (q),Y(q)

)
â ª®¢®, çâ® H ⊗ u ∈ C(D,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X

¯à®áâ®à®. �®£¤  ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||H||| ¥¯à¥àë¢ .

J �ãáâì ¢ë¯®«¥ë ¢á¥ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë. � á¨«ã 2.3.11 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® |||H||| (q) =
sup{

H ⊗ u
(q) : u ∈ C(Q,X ),

u6 1} ¤«ï ¢á¥å q ∈ D, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï |||H||| ¯®«ã¥¯à¥-
àë¢  á¨§ã. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¢¥àåã ¯®â®ç¥ç®© ®à¬ë |||H||| ¢ ¯à®¨§¢®«ì®©
â®çª¥ q ∈ D ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® |||H||| (q) < λ, ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® |||H||| (p) < λ ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ p
¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ D.

�®¯ãáâ¨¬ ¯à®â¨¢®¥. �®£¤ , ¢ë¡à ¢ ç¨á«® λ0 â ª, çâ®¡ë |||H||| (q) < λ0 < λ, ¨ ¯®«®¦¨¢ V = {p ∈
D : |||H||| (p) > λ0}, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® q ∈ clV . �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  p ∈ V ¯®¤¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥
up ∈ C(Q,X ) â ª, çâ®¡ë

up

6 1 ¨
H ⊗ up

(p) > λ0. � á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ äãªæ¨¨
H ⊗ up

¤«ï ª ¦¤®©
â®çª¨ p ∈ V  ©¤¥âáï â ª ï ¥¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ ï ®ªà¥áâ®áâì Vp ⊂ Q, çâ®

H ⊗ up

> λ0   Vp ∩ D.
�¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® cl

∪
p∈V Vp = clV . �§ ¯à¨æ¨¯  ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥

á¥¬¥©áâ¢  (Up)p∈V ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
ãá«®¢¨ï¬ Up ⊂ Vp (p ∈ V ) ¨ cl

∪
p∈V Up = clV . �« £®¤ àï ¯à®áâ®à®áâ¨ X ¥¯à¥àë¢®¥ ®£à ¨ç¥®¥

á¥ç¥¨¥
∪

p∈V up|Up ∪0|Q\ clV à áá«®¥¨ï X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¢ Q ¬®¦¥áâ¢®¬
∪

p∈V Up∪(Q\ clV ) ¬®¦®
¯à®¤®«¦¨âì ¤® £«®¡ «ì®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C(Q,X ). �ç¥¢¨¤®, çâ®

u6 1. �§ á®¢¯ ¤¥¨ï á¥ç¥¨© u ¨ up

  Up á«¥¤ã¥â, çâ®
H ⊗ u

> λ0   clV . �®á«¥¤¥¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥à ¢¥áâ¢ã |||H||| (q) < λ0. I

3.2.2. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®, â® «î¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ HomQ(X ,Y)
¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢ãî ¯®â®ç¥çãî ®à¬ã |||H||| .

�§ 3.1.9 ¢¨¤®, çâ® ãá«®¢¨¥ ¯à®áâ®à®áâ¨ X ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ á«¥¤áâ¢¨ï ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥ë¬.
�®«¥¥ â®£®, ¢ 3.3.8 ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¯à®áâ®à®áâì à áá«®¥¨ï X ¯®-áãé¥áâ¢ã ®ª §ë¢ ¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬
ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¯®â®ç¥çëå ®à¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ Y.

3.2.3. �¥®à¥¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (¨ ¥¤¨áâ¢¥®)
â ª®¥ ��� B(X ,Y)  ¤ Q, çâ® á«®© B(X ,Y)(q) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢®¬ B

(
X (q),Y(q)

)
¨ C

(
Q,B(X ,Y)

)
= HomQ(X ,Y).

J � áá¬®âà¨¬ ¤¨áªà¥â®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q, á«®© ª®â®à®£® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q à ¢¥
§ ¬ëª ¨î ¯®¤¯à®áâà áâ¢  {H(q) : H ∈ HomQ(X ,Y)} ¢ B

(
X (q),Y(q)

)
. � á¨«ã 3.2.2 ¯à®áâà áâ¢®

HomQ(X ,Y) ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ íâ®¬ à áá«®¥¨¨ ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¢à é ¥â ¥£® ¢
¨áª®¬®¥ ��� B(X ,Y). � ¢¥áâ¢® C

(
Q,B(X ,Y)

)
= HomQ(X ,Y) á«¥¤ã¥â ¨§ 2.5.9 ¨ 2.4.11. I

3.2.4. �«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ª«îç¥¨¥ B(X ,Y)(q) ⊂ B
(
X (q),Y(q)

)
¬®¦¥â ¡ëâì

áâà®£¨¬.
�ãáâì Q | ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¤¨áªà¥â®£® ¯à®áâà áâ¢  N ¯® �â®ãã | �¥åã, X | ¯à®áâ®à ï

®¡®«®çª  ¯®áâ®ï®£® ���Q×{X} á ¥à¥ä«¥ªá¨¢ë¬ á«®¥¬X ¨ Y = Q×{R}. �®ª ¦¥¬, çâ® B(X ,Y)(q) ̸=
B
(
X (q),Y(q)

)
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q\N. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à®áâà áâ¢® X (q) ¥à¥ä«¥ªá¨¢®, â ª ª ª

á®¤¥à¦¨â ¥à¥ä«¥ªá¨¢®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X. �® â¥®à¥¬¥ �¦¥©¬á  áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® « x′ ∈ X (q)′ =
B
(
X (q),Y(q)

)
, ¥ ¤®áâ¨£ îé¨© á¢®¥© ®à¬ë   § ¬ªãâ®¬ ¥¤¨¨ç®¬ è à¥ BX (q). �®¯ãáâ¨¬, ¨¬¥¥âáï

á¥ç¥¨¥ H ∈ C
(
Q,B(X ,Y)

)
, ¯à¨¨¬ îé¥¥ § ç¥¨¥ H(q) = x′ ¢ â®çª¥ q. �«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¯®¤¡¥à¥¬

í«¥¬¥â u(n) ∈ X â ª, çâ®¡ë ∥u(n)∥ 6 1 ¨ ∥H(n)u(n)∥ > ∥H(n)∥ − 1/n. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �u ∈ C(Q,X )
¯à®¤®«¦¥¨¥ ¯®áâà®¥®£® â ª¨¬ ®¡à §®¬ á¥ç¥¨ï u ∈ C(N,X ). �á®, çâ®∣∣x′(�u(q))∣∣ = |H(q)�u(q)| = lim

n→q
|H(n)u(n)| = ∥H(n)∥ = ∥x′∥.
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�®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® x′ /∈ B(X ,Y)(q) (á¬. 2.3.5).
� ¬¥â¨¬, çâ® ¯®¤å®¤ïé¥© § ¬¥®© ¯à®áâà áâ¢  Q ¬®¦® ¤®¡¨âìáï á®®â®è¥¨© B(X ,Y)(q) ̸=

B
(
X (q),Y(q)

)
¢® ¢á¥å â®çª å q ∈ Q ®¤®¢à¥¬¥® (áà. 3.3.5).

3.2.5. �à¥¤«®¦¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥
(
(q, x), (q, T )

)
7→ (q, Tx), ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¨§ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 

(Q⊗X )×
(
Q⊗B(X ,Y)

)
¢ Q⊗ Y, ¥¯à¥àë¢®.

J � ä¨ªá¨àã¥¬ í«¥¬¥âë �q ∈ Q, �x ∈ X (�q) ¨ T ∈ B(X ,Y)(�q). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯ à  (�q, T �x)
¯à¨ ¤«¥¦¨â ®âªàëâ®© âàã¡ª¥ V (v, γ) ⊂ Q ⊗ Y (á¬. 2.1.4). �ë¡¥à¥¬ á¥ç¥¨ï u ∈ C(Q,X ) ¨ H ∈
C
(
Q,B(X ,Y)

)
â ª, çâ®¡ë u(�q) = �x ¨ H(�q) = T . �®£¤ , ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¥à ¢¥áâ¢®¬

∥v(q)− Tx∥ 6 ∥v(q)−H(q)u(q)∥+ ∥H∥∞∥u(q)− x∥

+ ∥H(q)− T∥
(
∥u(q)− x∥+ ∥u∥∞

)
,

¢ë¯®«¥ë¬ ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q, x ∈ X (q) ¨ T ∈ B(X ,Y)(q), ¬®¦® â ª ¯®¤®¡à âì ®ªà¥áâ®áâ¨ U(u, α) ⊂
Q ⊗ X ¨ W (H,β) ⊂ Q ⊗ B(X ,Y) ¯ à (�q, �x) ¨ (�q, T ) á®®â¢¥âáâ¢¥®, çâ®¡ë (q, Tx) ∈ V (v, γ) ¤«ï ¢á¥å
(q, x) ∈ U(u, α) ¨ (q, T ) ∈ W (H,β). I

3.2.6. �¥®à¥¬ . �ãáâì à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  á¥ç¥¨ï H ∈
S
(
D,B(X ,Y)

)
 ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q íª¢¨¢ «¥âë:

(1) H ∈ C
(
D,B(X ,Y)

)
;

(2) H ∈ HomD(X ,Y);
(3) H ⊗ u ∈ C(D,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ).

J �á«®¢¨¥ (2) á«¥¤ã¥â ¨§ (1) ¢ á¨«ã 3.2.5. �¬¯«¨ª æ¨ï (2)⇒(3) ®ç¥¢¨¤  (á¬. 2.4.4). �®ª ¦¥¬,
çâ® (3)⇒(1). �á«¨ á¥ç¥¨¥ H ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (3) ¨ G ∈ C

(
Q,B(X ,Y)

)
, â® (H −G)⊗ u ∈ C(D,Y)

¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �®£¤ 
H −G

∈ C(D) ¢ á¨«ã 3.2.1. I

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬, ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â ¬®¦¥â
¡ëâì § ç¨â¥«ì® ãá¨«¥ (á¬. 3.2.13).

3.2.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 3.2.6 ¢ë¯®«¥® ®¤® ¨§ á«¥¤ãî-
é¨å ¤¢ãå ãá«®¢¨©:

( ) ¬®¦¥áâ¢® D ®âªàëâ®,
(¡) à áá«®¥¨¥ Y ¯à®áâ®à®.

�®£¤  â¥®à¥¬  3.2.6 ®áâ ¥âáï ¢¥à®©, ¥á«¨ ¢ ¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ § ¬¥¨âì âà¥¡®¢ ¨¥ H ∈ S
(
D,B(X ,Y)

)
¡®«¥¥ á« ¡ë¬ ãá«®¢¨¥¬ H : q ∈ D 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
.

J � ª ¢¨¤® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3.2.6, ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì ¨¬¯«¨ª æ¨î 3.2.6 (3)⇒3.2.6 (1).
�ãáâì ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (3).

�à¥¤¯®«®¦¨¬ á ç « , çâ® ¬®¦¥áâ¢® D ®âªàëâ® (ãá«®¢¨¥ ( )). �®£¤  ª ¦¤ ï â®çª  q ∈ D ¨¬¥¥â
®ªà¥áâ®áâì U ⊂ D, ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî ¢ Q. �§ 2.4.7 á«¥¤ã¥â, çâ® ⟨U⟩H ∈ HomQ(X ,Y), ¢ á¨«ã ç¥£®
H(q) ∈ B(X ,Y)(q) ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, H ï¢«ï¥âáï á¥ç¥¨¥¬ à áá«®¥¨ï B(X ,Y). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  (1)
â¥¯¥àì ¬®¦® á®á« âìáï   â¥®à¥¬ã 3.2.6.

�à¥¤¯®«®¦¨¬   íâ®â à §, çâ® à áá«®¥¨¥ Y ¯à®áâ®à® (ãá«®¢¨¥ (¡)). �®áª®«ìªã äãªæ¨ï |||H|||
«®ª «ì® ®£à ¨ç¥  ¢ á¨«ã 3.2.1, ¬ë ¥  àãè¨¬ ®¡é®áâ¨ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ (1), ¥á«¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì
¥¥ ®£à ¨ç¥®©. �¢®©áâ¢® (1) ®â®¡à ¦¥¨ï H ¡ã¤¥â ãáâ ®¢«¥®, ¥á«¨ ¬ë ¯®áâà®¨¬ ¯à®¤®«¦ îé¥¥ ¥£®
á¥ç¥¨¥ H ∈ C

(
Q,B(X ,Y)

)
. �«ï «î¡ëå q ∈ Q ¨ x ∈ X (q) ¯®«®¦¨¬ H(q) := ext(H ⊗ u)(q), £¤¥ á¥ç¥¨¥

u ∈ C(Q,X ) â ª®¢®, çâ® u(q) = x. �â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®, â ª ª ª § ç¥¨¥ á¥ç¥¨ï ext(H ⊗ u) ¢
â®çª¥ q ®¯à¥¤¥«¥® (¢ á¨«ã ®£à ¨ç¥®áâ¨ |||H||| ¨ ¯à®áâ®à®áâ¨ Y) ¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  u (çâ® «¥£ª®
¯à®¢¥à¨âì ®¯ïâì ¦¥ ¡« £®¤ àï ®£à ¨ç¥®áâ¨ äãªæ¨¨ |||H||| ). �ç¥¢¨¤®, H | ¨áª®¬®¥ á¥ç¥¨¥. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ï . 1. �¨¦¥ (á¬. 3.2.13) ¯®ª § ®, çâ® ãá«®¢¨¥ ( ),  ª« ¤ë¢ ¥¬®¥   ¬®¦¥áâ¢®
D ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï, ï¢«ï¥âáï ¨§¡ëâ®çë¬. �®áâ â®ç® ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë
¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q ¡ë«® ª®â®é¨¬.

2. �¢â®àã ¥ ¨§¢¥áâ®, ï¢«ï¥âáï «¨ âà¥¡®¢ ¨¥ (¡) ¯à®áâ®à®áâ¨ à áá«®¥¨ï Y áãé¥áâ¢¥ë¬ ¢
ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï.
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3.2.8. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®, ¨ ¯ãáâì q ∈ Q. �®£¤  ¨§ X (q) ̸= 0 ¨
Y(q) ̸= 0 á«¥¤ã¥â B(X ,Y)(q) ̸= 0.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X (q) ̸= 0 ¨ Y(q) ̸= 0. �ãáâì á¥ç¥¨ï u0 ∈ C(Q,X ) ¨ v0 ∈ C(Q,Y) â ª®¢ë,
çâ® u0(q) ̸= 0 ¨ v0(q) ̸= 0. �® â¥®à¥¬¥ �   | �  å  | � â®à®¢¨ç  [90: 1.4.14 (1)] áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©
«¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : C(Q,X ) → C(Q), çâ® |Tu| 6u ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ) ¨ |Tu0| =

u0. �«ï
ª ¦¤®© â®çª¨ p ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à H(p) ∈ B

(
X (p),Y(p)

)
, ¯®«®¦¨¢ H(p)x =

(
Tu

)
(p) · v0(p) ¤«ï

ª ¦¤®£® x ∈ X (p), £¤¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î u(p) = x. �¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  T ,
®ç¥¢¨¤®, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ª®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï H(p). �§ ¯®áâà®¥¨ï ®â®¡à ¦¥¨ï H á«¥¤ã¥â, çâ®
H ⊗ u = Tu · v0 ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). � á¨«ã 2.4.7 ¯®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® H ∈ C

(
Q,B(X ,Y)

)
.

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ∥H(q)u(q)∥ = ∥u0(q)∥ · ∥v0(q)∥ ≠ 0. I

3.2.9. �¥®à¥¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X | ¯à®áâ®à®¥ à áá«®¥¨¥.
(1) �á«¨ à áá«®¥¨¥ Y ¯à®áâ®à®, â® B(X ,Y) ¯à®áâ®à®.
(2) �á«¨ X (q) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ¨ à áá«®¥¨¥ B(X ,Y) ¯à®áâ®à®, â® Y ¯à®áâ®à®.

J (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ Y ¯à®áâ®à®, ¨ ¯ãáâì H | ®£à ¨ç¥®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥-
ç¥¨¥ B(X ,Y)  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ª®¬¯ ªâ  Q. �®£¤ , ¯®¢â®àïï ¨¤¥î ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2.7, ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¤®«¦¥¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
®â®¡à ¦¥¨ï H,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥áâ¢ã H(q)u(q) = ext(H ⊗ u)(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ) ¨ q ∈ Q.
(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® à áá«®¥¨¥ B(X ,Y) ¯à®áâ®à® ¨ ¢á¥ á«®¨ X ¥¢ëà®¦¤¥ë¥. �ãáâì

v | ®£à ¨ç¥®¥ á¥ç¥¨¥ Y  ¤ ®âªàëâë¬ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q. �§ 3.1.2 á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à®áâ®à®áâ¨ Y ¤®áâ â®ç® ¯à®¤®«¦¨âì á¥ç¥¨¥ v ¤® £«®¡ «ì®£®.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ R ¯®áâ®ï®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ Q × {R}. � á¨«ã 2.5.12 ¨ 3.2.8 áãé¥áâ¢ã¥â
á¥ç¥¨¥ w ∈ C

(
Q,B(X ,R)

)
á ¯®â®ç¥ç®© ®à¬®© |||w||| ≡ 1. � ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ D ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à

H(q) ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
, ¯®«®¦¨¢ H(q)x :=

(
w(q)x

)
· v(q) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X (q). �ç¥¢¨¤®, çâ® H ⊗ u ∈ C(D,Y)

¯à¨ u ∈ C(D,X ). �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2.7 á«¥¤ã¥â, çâ® H ∈ C
(
D,B(X ,Y)

)
. �« £®¤ àï ®£à ¨ç¥®áâ¨

äãªæ¨¨ |||H||| = |||v||| ¨ ¯à®áâ®à®áâ¨ à áá«®¥¨ï B(X ,Y) á¥ç¥¨¥ H ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® £«®¡ «ì®£® H ∈
C
(
Q,B(X ,Y)

)
.

�ãáâì Y | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  à áá«®¥¨ï Y. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �v ∈ C(Q,Y) á¥ç¥¨ï v ¨ ¢

ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à H(q) ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
, ¯®«®¦¨¢ H(q)x :=

(
w(q)x

)
· �v(q) ¤«ï ¢á¥å

x ∈ X (q). �á®, çâ® H ∈ C
(
Q,B(X ,Y)

)
. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¢  ¥¯à¥àë¢ëå £«®¡ «ìëå á¥ç¥¨ï

H ¨ H à áá«®¥¨ï B(X ,Y), á®¢¯ ¤¥¨¥ ª®â®àëå   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q ¯à¨¢®¤¨â ª

à ¢¥áâ¢ã H = H. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® H | á¥ç¥¨¥ B(X ,Y),   § ç¨â, �v | á¥ç¥¨¥ Y, ¯®áª®«ìªã
w(q) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q. I

3.2.10. �¥¬¬ . �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ®¡®«®çª¨ ��� X ¨ Y, D | ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
Q ¨ U ⊂ C(D,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X   D. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ D 7→ H(q) ∈
B
(
X (q),Y(q)

)
¯¥à¥¢®¤¨â «î¡®© í«¥¬¥â u ∈ U ¢ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ H ⊗ u ∈ C(D,Y). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨áâ¢¥®¥ á¥ç¥¨¥ H ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
â ª®¥, çâ® ®¯¥à â®à H(q) ¯à®¤®«¦ ¥â H(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈

D ∩ domH. �à¨ íâ®¬ |||H||| 6
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣   D ¨ äãªæ¨¨ |||H||| ¨

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ á®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.

J �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ U1 á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå ®áª®«ª®¢ ⟨A⟩u í«¥¬¥â®¢ u ∈ U , á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬ A ⊂ Q,   ª®â®àëå |||u||| 6 1. �§ ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ U ¢
X   ¬®¦¥áâ¢¥ D á«¥¤ã¥â, çâ® supu∈U1

H ⊗ u
(q) = ∥H(q)∥ < ∞ ¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �®áª®«ìªã D ï¢«ï¥âáï

ª®â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q, á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.3.5 ¬®¦¥áâ¢® {
H ⊗ u

: u ∈ U1} ¨¬¥¥â ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥
C∞(Q) â®çãî ¢¥àåîî £à ¨æã, ª®â®àãî ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ h. �ç¥¢¨¤®, çâ® |||H||| 6 h   D, ¨ ¯®-
íâ®¬ã äãªæ¨ï |||H||| |D0

«®ª «ì® ®£à ¨ç¥    (ª®â®é¥¬) ¬®¦¥áâ¢¥ D0 := D ∩ domh. �§ 2.4.9 á«¥¤ã¥â,
çâ® H|D0

∈ HomD0
(X ,Y).

�ãáâì H0 ∈ HomD0
(X ,Y) | ¯à®¤®«¦¥¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  H

∣∣
D0

(á¬. 3.1.8). �®£¤  H0 ∈
C
(
D0, B(X ,Y)

)
¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.2.7. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ H ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ á¥ç¥¨ï H0,

H ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
. �®£« á® 3.1.8 äãªæ¨¨ |||H||| ¨

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ á®¢¯ ¤ îâ   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q,

çâ® ¤ ¥â  ¬ à ¢¥áâ¢®
H= h. �« £®¤ àï ¯à®áâ®à®áâ¨ à áá«®¥¨ï B(X ,Y) (á¬. 3.2.9) ¬ë ¯®«ãç ¥¬
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á®®â®è¥¨ï domH = domh ¨ D0 = D ∩ domH. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥ç¥¨¥ H ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. �¤¨-
áâ¢¥®áâì H ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á®¢¯ ¤¥¨¥¬ á¥ç¥¨© H⊗�u ¨ H⊗�u   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¤«ï ª ¦¤®£®
�u ∈ C(Q,X ). I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �à¨¬¥à 2.4.6 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãá«®¢¨ï ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë ¥ £ à â¨àãîâ ¢ª«îç¥¨ï
¬®¦¥áâ¢  D ¢ domH.

3.2.11. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à® ¨ Y | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  Y. �®£¤ 
B(X ,Y) | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  à áá«®¥¨ï B(X ,Y).

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 3.2.10 ¨ 3.2.9. I

3.2.12. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®. �«ï «î¡®£® á¥ç¥¨ï H ∈
C∞

(
Q,B(X ,Y)

)
¨ ç¨á«  ε > 0  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â u ∈ C(Q,X ), çâ®

u6 1 ¨
H ⊗ u

>H− ε.

J �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  q ∈ D := dom
H¯®¤¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ uq ∈ C(Q,X ) ¨ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâãî

®ªà¥áâ®áâì Uq ⊂ Q â®çª¨ q â ª, çâ®¡ë   Uq ¡ë«¨ ¢ë¯®«¥ë ¥à ¢¥áâ¢ 
uq

6 1 ¨
H ⊗ uq

>H− ε.
� â¥¬, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯à¨æ¨¯®¬ ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1),  ©¤¥¬ â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® (Vq)q∈D ¯®¯ à®
¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, çâ® Vq ⊂ Uq ¤«ï ¢á¥å q ∈ D ¨ cl

∪
q∈D Vq = Q.

�ç¥¢¨¤®, á¥ç¥¨¥ u = o-
∑

q∈D⟨Vq⟩uq ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. I

3.2.13. �¥®à¥¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨¥ X ¯à®áâ®à®, D | ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q
¨ U ⊂ C(D,X ) ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X   D. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ H : q ∈ D 7→ H(q) ∈
B
(
X (q),Y(q)

)
¯¥à¥¢®¤¨â «î¡®© í«¥¬¥â u ∈ U ¢ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ H ⊗ u ∈ C(D,Y). �®£¤  H ∈

C
(
D,B(X ,Y)

)
.

J �ãáâì Y | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  Y ¨ H ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
| á¥ç¥¨¥, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®£®

ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï ¢ «¥¬¬¥ 3.2.10. �á®, çâ® H = H   D ∩ domH. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® D ⊂ domH.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  q ∈ D\domH. �®£« á® 3.2.12 ¨¬¥¥âáï
â ª®¥ á¥ç¥¨¥ �u ∈ C(Q,X ), çâ®

H ⊗ �u
>

H−1. �« £®¤ àï ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ U ¢ X   D, áãé¥áâ¢ã¥â
í«¥¬¥â u ∈ U â ª®©, çâ® ∥u(q)− �u(q)∥ < 1/2. �®£¤ 

u− �u
6 1/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ q, ¨ ¯®íâ®¬ã

∥H(q)u(q)∥ =
H ⊗ u

(q) =H ⊗ u
(q)

>
(H ⊗ u

−
Hu− �u

)(q) > (
1
2

H− 1
)
(q) = ∞.

�®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. I
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§ 3.3. �®¯àï¦¥®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥

�á®¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ á®¯àï¦¥®£® ª X à áá«®¥¨ï X ′ ã¤¥«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¬¥¦¤ã
á¥ç¥¨ï¬¨ X ¨ X ′. �à®¬¥ â®£®, ¢ ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á ® á®¢¯ ¤¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢ X ′(q)
¨ X (q)′,   â ª¦¥ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¢«®¦¥¨¥ ��� ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥®¥.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ ¥¯ãáâë¬ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬
ª®¬¯ ªâ®¬ Q.

3.3.1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ R (¯à®áâ®à®¥) ¯®áâ®ï®¥ ��� Q × {R}. � áá«®¥¨¥ B(X ,R) ¡ã¤¥â
 §ë¢ âìáï á®¯àï¦¥ë¬ ª X ¨ ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ X ′. �¨¦¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢ 
á®¯àï¦¥®£® à áá«®¥¨ï, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q.
(1) � áá«®¥¨¥ X ′ ¯à®áâ®à®.
(2) � ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q á«®© X ′(q) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (q)′. �ª«îç¥¨¥

X ′(q) ⊂ X (q)′ ¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬.
(3) �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¥à ¢¥áâ¢® X (q) ̸= 0 ¢«¥ç¥â X ′(q) ̸= 0. (�¨¦¥ ¢ 3.3.4 ¯®«ãç¥® ¡®«¥¥

á¨«ì®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.)
(4) �ãáâì D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. � ¦¤®¥ ¨§ ¯à¨¢¥¤¥ëå ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨© ( ){(¢)(

  ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® D ª®â®é¥¥, â® ¨ (£)
)
íª¢¨¢ «¥â® ¯à¨ ¤«¥¦®áâ¨ ®â®¡à ¦¥¨ï u′ : q ∈ D 7→ u′(q) ∈

X (q)′ ¯à®áâà áâ¢ã C(D,X ′):

( ) u′ ∈ HomD(X ,R);
(¡) ⟨u(·)|u′(·)⟩ ∈ C(D) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X );
(¢) äãªæ¨ï |||u′||| «®ª «ì® ®£à ¨ç¥  ¨ ⟨u(·)|u′(·)⟩ ∈ C(D) ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ u ¥ª®â®à®£®

(¯à®¨§¢®«ì®£®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C(D,X ), ¯®á«®©® ¯«®â®£® ¢ X   D;
(£) ⟨u(·)|u′(·)⟩ ∈ C(D) ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ u ¥ª®â®à®£® ¯®á«®©® ¯«®â®£® ¢ X ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 

C(Q,X ).

J (1): 3.2.9; (2): 3.2.4; (3): 3.2.8; (4)( ),(¡): 3.2.7; (4)(¢): 2.4.9; (4)(£): 3.2.13. I

3.3.2. �¥¬¬ . � ª ¦¤ë¬ í«¥¬¥â®¬ u′ ∈ C(Q,X ′) á¢ï¦¥¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à |u′⟩ : C∞(Q,X ) →
C∞(Q), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¯® ¯à ¢¨«ã |u′⟩(u) = ⟨u|u′⟩ (á¬. 1.7.4). �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ u′ 7→ |u′⟩ ®áãé¥áâ¢«ï¥â
¡¨¥ªæ¨î ¬®¦¥áâ¢  {u′ ∈ C(Q,X ′) :

u′
6 1}   áã¡¤¨ää¥à¥æ¨ « ∂

·à¥è¥â®ç®© ®à¬ë ¯à®áâà áâ¢ 
C∞(Q,X ).

J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : C∞(Q,X ) → C∞(Q), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à -
¢¥áâ¢ã |Tu| 6u¤«ï ¢á¥å u ∈ C∞(Q,X ). �«ï ¢á¥å q ∈ Q ¨ x ∈ X (q) ¯®«®¦¨¬ u′(q)x :=

(
Tu

)
(q), £¤¥

u ∈ C∞(Q,X ) | ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥, ¯à¨¨¬ îé¥¥ § ç¥¨¥ u(q) = x ¢ â®çª¥ q. �¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à 
T , ®ç¥¢¨¤®, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ª®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨áª®¬®£® á¥ç¥¨ï u′ ∈ C(Q,X ′). I

3.3.3. �¥®à¥¬ . �¯à¥¤¥«¥ ï ¢ 1.7.4 ä®à¬  ⟨·|·⟩ ¯à¨¢®¤¨â ¯à®áâà áâ¢  C∞(Q,X ) ¨ C∞(Q,X ′)
¢ C∞(Q)-§ çãî ¤¢®©áâ¢¥®áâì (á¬. [83: 1.1.1]), ª®â®à ï ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.

(1) �«ï ¢áïª®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C∞(Q,X ) ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥
u=

max
{
⟨u|u′⟩ : u′ ∈ C(Q,X ′),

u′
6 1

}
.

(2) �ãáâì u′ ∈ C∞(Q,X ′).

( ) � K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥u′= sup
{
⟨u|u′⟩ : u ∈ C(Q,X ),

u6 1
}
.

(¡) �«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®u′(q) = sup
{
⟨u|u′⟩(q) : u ∈ C(Q,X ),

u6 1
}
.

(¢) �á«¨ â®çª  q ∈ Q ¥ ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®©, â®u′(q) = max
{
⟨u|u′⟩(q) : u ∈ C(Q,X ),

u6 1
}
.



106 �« ¢  3. ���������� �������� ����������

J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) á«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ 3.3.2 ¨ â¥®à¥¬ë �   | �  å  | � â®à®¢¨ç 
[90: 1.4.14 (1)]. � ¢¥áâ¢® (2)( ) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á®®â®è¥¨¥¬ (2)(¡), ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¢ëâ¥ª ¥â
¨§ 3.2.12. �áâ ¥âáï ¤®ª § âì (2)(¢).

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥ u′ ∈ C∞(Q,X ′). � á¨«ã 3.2.12 ¨¬¥¥âáï â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
á¥ç¥¨© un ∈ C(Q,X ), çâ®

un
 6 1 ¨ ⟨un|u′⟩ >

u′
− 1/n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �á«¨ â®çª  q ∈ Q

¥ ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®©, â® áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â®¥ á¥¬¥©áâ¢® (Un)n∈N ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, ®¡ê¥¤¨¥¨¥

∪
n∈N Un ª®â®à®£® ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â

â®çª¨ q (á¬. 1.1.8). �ç¥¢¨¤®, á¥ç¥¨¥ u := o-
∑

n∈N⟨Un⟩un ∈ C(Q,X ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã
u6 1

¨, ªà®¬¥ â®£®, ⟨u|u′⟩ >
u′

− 1/n   Un. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥áâ¢  ⟨u|u′⟩(q) =
u′

(q) ®áâ ¥âáï
§ ¬¥â¨âì, çâ® «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ q ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ¡¥áª®¥çë¬ ç¨á«®¬ ç«¥®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨
(Un)n∈N. I

3.3.4. �«¥¤áâ¢¨¥. (1) �«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¯à®áâà áâ¢® X ′(q) ®à¬¨àã¥â X (q). �®«¥¥ â®£®,
∥x∥ = max{⟨x|x′⟩ : x′ ∈ X ′(q), ∥x′∥ 6 1} ¤«ï ¢á¥å x ∈ X (q).

(2) �®â ä ªâ, çâ® X (q) ®à¬¨àã¥â X ′(q), ®ç¥¢¨¤¥ ¢ á¨«ã ¢ª«îç¥¨ï X ′(q) ⊂ X (q)′. �¤ ª® ¥á«¨
â®çª  q ∈ Q ¥ ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®©, â® ¬¥¦¤ã X (q) ¨ X ′(q) ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ¨¬¥¥âáï ¡®«¥¥ á¨«ì ï
á¢ï§ì: ∥x′∥ = max{⟨x|x′⟩ : x ∈ X (q), ∥x∥ 6 1} ¤«ï ¢á¥å x′ ∈ X ′(q).

3.3.5. �¥®à¥¬ . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã q ∈ Q.
(1) �á«¨ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X (q) à¥ä«¥ªá¨¢®, â® X ′(q) = X (q)′.
(2) �á«¨ â®çª  q ¥ ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®© ¨ X ′(q) = X (q)′, â® ¯à®áâà áâ¢® X (q) à¥ä«¥ªá¨¢®.

J (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® X (q) à¥ä«¥ªá¨¢®. �á«¨ X ′(q) ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ (§ -
¬ªãâë¬) ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (q)′, â® ¯® â¥®à¥¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ (¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®© ä®à¬¥) áãé¥áâ¢ã¥â
¥ã«¥¢®© äãªæ¨® « x ∈ X (q)′′ = X (q) â ª®©, çâ® ⟨x|x′⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å x′ ∈ X ′(q). �â® ¯à®â¨¢®à¥-
ç¨â 3.3.4 (1).

(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª  q ¥ ï¢«ï¥âáï σ -¨§®«¨à®¢ ®© ¨ X ′(q) = X (q)′. �®£¤  ¨§ 3.3.4 (2)
á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡®© äãªæ¨® « x′ ∈ X (q)′ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ supx∈B⟨x|x′⟩ ¢ ®¤®© ¨§ â®ç¥ª ¥¤¨¨ç®£®
è à  B ¯à®áâà áâ¢  X (q). �® â¥®à¥¬¥ �¦¥©¬á  íâ® ®§ ç ¥â à¥ä«¥ªá¨¢®áâì X (q). I

�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â § ª«îç¨âì, çâ® à ¢¥áâ¢® X ′(q) = X (q)′ ¤«ï ª®ªà¥âëå X ¨ q
¬®¦¥â ª ª ¡ëâì, â ª ¨ ¥ ¡ëâì ¢ë¯®«¥ë¬. � ¯à¨¬¥à, ¯ãáâì X | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®,   X |
¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  ¯®áâ®ï®£® ��� Q × {X}. �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® X £¨«ì¡¥àâ®¢®, â® ¢ á¨«ã 3.1.7
¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® X ′(q) = X (q)′. �á«¨ ¦¥ X | ¥à¥ä«¥ªá¨¢®¥ ¡  å®¢®
¯à®áâà áâ¢®, â® X ′(q) ̸= X (q)′ ¢ ª ¦¤®© ¥ σ -¨§®«¨à®¢ ®© â®çª¥ q ∈ Q.

3.3.6. �¥¬¬ . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã q ∈ Q ¨ à áá¬®âà¨¬ ª ®¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥
x 7→ x′′ ¯à®áâà áâ¢  X (q) ¢ X (q)′′. �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ x 7→ x′′|X ′(q) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥
¢«®¦¥¨¥ X (q) ¢ X ′′(q), £¤¥ X ′′ | á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ª X ′.

J �®ª ¦¥¬, çâ® x′′|X ′(q) ∈ X ′′(q) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  x ∈ X (q). �ãáâì á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X )
¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨¥ u(q) = x ¢ â®çª¥ q. �«ï ¢á¥å p ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨® « u′′(p) ∈ X ′(p)′ ¯® ä®à¬ã«¥
u′′(p) := u(p)′′|X ′(p). �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï v ∈ C(Q,X ′) äãªæ¨ï ⟨v(·)|u′′(·)⟩ = ⟨u(·)|v(·)⟩ ¥¯à¥àë¢ ,
çâ® á®£« á® 3.3.1 (4) ®§ ç ¥â ¢ª«îç¥¨¥ u′′ ∈ C(Q,X ′′). � ç áâ®áâ¨, x′′|X ′(q) = u′′(q) ∈ X ′′(q).

�§®¬¥âà¨ç®áâì ¢«®¦¥¨ï x 7→ x′′|X ′(q) á«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ 3.3.4 (1). I

3.3.7. �à¨¨¬ ï ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ 3.3.6 ¢«®¦¥¨¥ á«®¥¢ X ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á«®¨ X ′′ §  â®¦¤¥áâ¢¥-
®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥, ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® X (q) ⊂ X ′′(q) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q.

�¥®à¥¬ . ��� X ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X ′′. � ç áâ®áâ¨, íâ® ®§ ç ¥â, çâ®

(1) ¤«ï ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X )  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q ¥®¡å®¤¨¬®
¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë äãªæ¨ï ⟨u(·)|u′(·)⟩ ¡ë«  ¥¯à¥àë¢  ¤«ï ª ¦¤®£® u′ ∈ C(Q,X ′);

(2) C∞(Q,X ) = {u ∈ C∞(Q,X ′′) : u(q) ∈ X (q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ domu}.

J �ª«îç¥¨¥ C(Q,X ) ⊂ C(Q,X ′′) ®ç¥¢¨¤®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® £«®¡ «ì®¥ á¥ç¥¨¥ u à áá«®¥-
¨ï X ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q,X ′′). �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® c ∈ C(Q,X ) ¬ë ¨¬¥¥¬ u − c ∈ C(Q,X ′′) ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, |||u− c||| ∈ C(Q). �®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® u ∈ C(Q,X ). I
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3.3.8. �ä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®¯®«ï¥â á«¥¤áâ¢¨¥ 3.2.2.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâ®à®£® ��� X  ¤ Q íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ¥á«¨ X | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ X , Y | ���  ¤ Q, Y(q) ̸= 0 ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ¨
¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||H||| «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ HomQ(X ,Y) ¥¯à¥àë¢ , â® X = X ;

(2) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¨ «î¡®£® á®¡áâ¢¥®£® ¡  å®¢  ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X ⊂ X (q) áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© äãªæ¨® « x′ ∈ X ′

(q), çâ® ∥x′|X∥ < ∥x′∥.

J (1)⇒(2). �®¯ãáâ¨¬, çâ® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (1), X | á®¡áâ¢¥®¥ ¡  å®¢® ¯®¤¯à®áâà -

áâ¢® á«®ï X (q0) ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ q0 ∈ Q ¨ ∥x′|X∥ = ∥x′∥ ¤«ï ¢á¥å x′ ∈ X ′
(q0). � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

X ′
(q0) ̸= X (q0)′, ¨ ¯®íâ®¬ã â®çª  q0 ¥ ï¢«ï¥âáï ¨§®«¨à®¢ ®©. �®«®¦¨¬ X (q0) := X ¨ X (q) := X (q)

¯à¨ q ̸= q0. �á®, çâ® ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ X , á ¡¦¥®¥ ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ¨§ X ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®©
(á¬. 2.2.2), ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X (á¬. 2.5.8). �®«®¦¨¬ Y := Q× {R} ¨ à áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ìë© £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ HomQ(X ,Y). �«ï ¤®áâ¨¦¥¨ï ¨áª®¬®£® ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï ¤®áâ â®ç® ¯®-
ª § âì ¥¯à¥àë¢®áâì ¯®â®ç¥ç®© ®à¬ë |||H||| . �§ 3.1.8 á«¥¤ã¥â, çâ® H ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® £®¬®¬®àä¨§¬ 
H ∈ HomQ(X ,Y), ®à¬ 

∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ ª®â®à®£® ¥¯à¥àë¢  ¢ á¨«ã 3.2.2. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® |||H||| =
∣∣∣∣∣∣H∣∣∣∣∣∣ ,

¯®áª®«ìªã H(q) = H(q) ¯à¨ q ̸= q0 ¨, ªà®¬¥ â®£®, ∥H(q0)∥ =
∥∥H(q0)|X

∥∥ = ∥∥H(q0)
∥∥.

(2)⇒(1). �®¯ãáâ¨¬, çâ® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2), X | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ X ,
á«®¨ Y ¥ ¢ëà®¦¤¥ë ¨ |||H||| ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å H ∈ HomQ(X ,Y), ® â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ X (q0) ̸= X (q0)
¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ q0 ∈ Q. � á¨«ã 2.3.5 ¨ ãá«®¢¨ï (2) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥ç¥¨¥ �u′ ∈ C

(
Q,X ′)

, çâ®∥∥�u′(q0)|X (q0)

∥∥ < ∥�u′(q0)∥. �®«®¦¨¬ u′(q) := �u′(q)
∣∣X (q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q. �ç¥¢¨¤®, u′ ∈ HomQ(X , Q× {R}).

�§ 3.1.8 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®â®ç¥çë¥ ®à¬ë |||u′||| ¨ |||�u′||| á®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.
�®íâ®¬ã ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ |||�u′||| ¨ ¥¥ ¥á®¢¯ ¤¥¨¥ á |||u′|||   ¢á¥¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q £®¢®àïâ ® â®¬, çâ®
äãªæ¨ï |||u′||| ¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®©.

�®£« á® 2.5.12 áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,Y) á ¯®â®ç¥ç®© ®à¬®© |||v||| ≡ 1. � ª ¦¤®© â®çª¥
q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
, ¯®«®¦¨¢ H(q)x := ⟨x|u′(q)⟩ · v(q) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X (q).

�§ 2.3.1 ¨ 2.4.4 á«¥¤ã¥â, çâ® H ∈ HomQ(X ,Y), ¨ ¯®íâ®¬ã äãªæ¨ï |||u′||| = |||H||| ¥¯à¥àë¢ . �®«ãç¥®¥
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . ( ) �à®áâ®à®¥ ��� X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ (2), ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, X ′
(q) = X (q)′

¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q. � ¢¥áâ¢® X ′
(q) = X (q)′, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 

¯à®áâà áâ¢® X (q) à¥ä«¥ªá¨¢® ¨«¨ â®çª  q ¨§®«¨à®¢   (á¬. 3.3.5).
(¡) �¢â®àã ¥ ¨§¢¥áâë ¯à¨¬¥àë ¯à®áâ®àëå ��� X , ª®â®àë¥ ¡ë ¥ ®¡« ¤ «¨ á¢®©áâ¢®¬ (2).
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§ 3.4. �¥ «¨§ æ¨ï ¯à®áâà áâ¢ �  å  | � â®à®¢¨ç 

� íâ®¬ ¥¡®«ìè®¬ ¯ à £à ä¥ ¢áªàë¢ ¥âáï ®á®¢®¯®« £ îé ï à®«ì ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (£« ¢ë¬
®¡à §®¬, ¯à®áâ®àëå) ¢ ¢®¯à®á å   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ���. �ëïáï¥âáï (á¬. 3.4.2{3.4.4), çâ®
¢áïª®¥ o-¯®«®¥ ��� ¨§®¬¥âà¨ç® äã¤ ¬¥âã ¯à®áâà áâ¢  à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© ¥ª®-
â®à®£® ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ¯à®áâ®à®£® ���. �á¥ ®á®¢ë¥ ä ªâë ®¡ ��� ¨ ¨å á¥ç¥¨ïå á«¥¤ã¥â
®æ¥¨¢ âì á ãç¥â®¬ íâ¨å à¥ «¨§ æ¨®ëå â¥®à¥¬. � ¯à¨¬¥à, á ä®à¬ «ì®© â®çª¨ §à¥¨ï â¥®à¥¬  2.5.7
£®¢®à¨â ® á¢®©áâ¢ å ¥ª®â®à®£® ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨©. � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¦¥ ®  ¯à¥¤« £ ¥â ª®ªà¥âë¥
  «¨â¨ç¥áª¨¥ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¯à®¨§¢®«ì®£® ���.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¤ ®£® ¯ à £à ä  ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® Q | ¥¯ãáâ®© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë©
ª®¬¯ ªâ.

3.4.1. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ Q, E | äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢ 
C∞(Q). ��� E(X ) ¨ E(Y) ¨§®¬¥âà¨çë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à áá«®¥¨ï X ¨ Y ¨§®¬¥âà¨çë.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥¨ï X ¨ Y ¨§®¬¥âà¨çë. �®£¤  á®£« á® 2.4.12 ¨§®¬¥âà¨çë ���
C(Q,X ) ¨ C(Q,Y). � á¨«ã 2.5.7 ��� C(Q,X ) o-¯«®â® ¢ C∞(Q,X ). �®£¤  ¨§ 1.5.4 á«¥¤ã¥â, çâ®
C(Q,X )∩E(X ) o-¯«®â® ¢ E(X ). � «®£¨ç® ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® C(Q,Y)∩E(Y) o-¯«®â® ¢ E(Y). �«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ ��� E(X ) ¨ E(Y) ®áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¨å o-¯®«®â®© (á¬. 2.5.4).

�ãáâì â¥¯¥àì ��� E(X ) ¨ E(Y) ¨§®¬¥âà¨çë. �®£¤  ¨§®¬¥âà¨çë ��� E0(X ) ¨ E0(Y), £¤¥ E0 =
E ∩ C(Q). �« £®¤ àï ¯à®áâ®à®áâ¨ à áá«®¥¨© X ¨ Y ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨ï E0(X ) ⊂ C(Q,X ) ¨
E0(Y) ⊂ C(Q,Y). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X0 ¨ Y0 ¯®¤à áá«®¥¨ï X ¨ Y, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨
E0(X ) ¨ E0(Y) á®®â¢¥âáâ¢¥® (á¬. 2.2.2). �ç¥¢¨¤®, ��� E0(X ) ¨ E0(Y) ¯®á«®©® ¯«®âë (¢ X0 ¨
Y0 á®®â¢¥âáâ¢¥®) ¨ ¨§®¬¥âà¨çë. �§ 2.4.12 á«¥¤ã¥â, çâ® à áá«®¥¨ï X0 ¨ Y0 ¨§®¬¥âà¨çë. �®áª®«ìªã
K-¯à®áâà áâ¢® E ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â®¬ C∞(Q), à áá«®¥¨¥ X ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã
X0,   Y | ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã Y0 (¡®«¥¥ â®£®, X ≡ X0 ¨ Y ≡ Y0   ®âªàëâ®¬ ¢áî¤ã ¯«®â®¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q). �®ª § â¥«ìáâ¢® § ¢¥àè ¥â ááë«ª    3.1.10. I

3.4.2. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ï¢«ï¥âáï à §¢¨â¨¥¬ à¥ «¨§ æ¨®®© â¥®à¥¬ë �ãáà ¥¢  | �âà¨¦¥¢-
áª®£® [95: 5.5].

�¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ C∞(Q) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî
¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâ®à®¥ ��� X  ¤ Q â ª®¥, çâ® ��� U ¨ E(X ) ¨§®¬¥âà¨çë.

J �ãáâì ��� U ¨ K-¯à®áâà áâ¢® E ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë. �¡®§ ç¨¬ äã¤ ¬¥â
{u ∈ U :

u ∈ C(Q)} ¯à®áâà áâ¢  U ç¥à¥§ U0. � ¡¤¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® U0 ¬ã«ìâ¨®à¬®©
(∥·∥q)q∈Q, ¯®«®¦¨¢ ∥u∥q :=

u(q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U0. �ãáâì X0 | ���  ¤ Q, ¯®à®¦¤¥®¥ ¯®áâà®¥ë¬
¬ã«ìâ¨®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¨ i : U0 → C(Q,X0) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥
(á¬. 2.2.7). �ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  X à áá«®¥¨ï X0 ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ���.

�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  u ∈ U áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® (πn)n∈N ¯®¯ à®
¤¨§êîªâëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬ u = o-

∑
n∈N πnu ¨ πnu ∈ U0

(n ∈ N). �®¯ à ï ¤¨§êîªâ®áâì á¥ç¥¨© i(πnu) ∈ C(Q,X ), ¥à ¢¥áâ¢®
i(πnu)

6u¨ ¯®àï¤ª®¢ ï
¯®«®â  ��� E(X ) ¯®§¢®«ïîâ ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ áã¬¬ã j(u) := o-

∑
n∈N i(πnu) ∈ E(X ), ª®â®à ï,

®ç¥¢¨¤®, ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  á¥¬¥©áâ¢  (πn)n∈N. �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ j ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î
U   E(X ).

� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì áîàê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï j. �§ ¯®á«®©®© ¯«®â®áâ¨ ¬®¦¥-
áâ¢  i[U0] ¢ X0 á«¥¤ã¥â ¯«®â®áâì Q⊗ j[U ] ¢ Q⊗X . �®£« á® 2.5.7 ¬®¦¥áâ¢® j[U ] o-¯«®â® ¢ C∞(Q,X ),
  â®£¤  ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.4 j[U ] o-¯«®â® ¢ E(X ). �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï o-¯®«®â®© U .

�¤¨áâ¢¥®áâì à áá«®¥¨ï X , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, á«¥¤ã¥â ¨§ 3.4.1. I

3.4.3. �«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ E ¨ ¤«ï «î¡®£® ¨§®¬®àä¨§¬  K-¯à®áâà áâ¢  E  
äã¤ ¬¥â F ⊂ C∞(Q) áãé¥áâ¢ãîâ (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨) ¯à®áâ®à®¥ ��� X  ¤ Q
¨ ¨§®¬¥âà¨ï U   F (X ),  áá®æ¨¨à®¢  ï á ¤ ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ E   F .

3.4.4. �«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®£® ��� U áãé¥áâ¢ãîâ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ Q, äã-
¤ ¬¥â F ⊂ C∞(Q) ¨ ¯à®áâ®à®¥ ��� X  ¤ Q â ª¨¥, çâ® ��� U ¨ F (X ) ¨§®¬¥âà¨çë.

�à®áâà áâ¢® F (X )
(
  â®ç¥¥, ¨§®¬¥âà¨ï U   F (X )

)
¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï (¥¯à¥àë¢®©) à¥ «¨§ æ¨¥©

��� U ,   X | à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï U (áà. 4.4.8). �®¦® ¯®ª § âì, çâ® à¥ «¨§ æ¨®®¥ à áá«®¥¨¥
¤«ï ¤ ®£® ��� ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨.
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¥¤«®¦¥ ï à¥ «¨§ æ¨ï ��� ¨¤¥©® ¡«¨§ª    «®£¨ç®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î C(Q)-¢ë-
¯ãª«ëå ¬®¤ã«¥© (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [144: § 7]) ¨, ª ª ¢¨¤® ¨§ [95], ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥    ®á®¢¥ íâ®£®
¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï.

3.4.5. �«¥¤áâ¢¨¥. (1) � «î¡®¬ à áè¨à¥®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥ E á ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯®àï¤ª®¢®©
¥¤¨¨æ¥© 1E ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ â ª, çâ® E ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ã¯®àï¤®ç¥ãî
 «£¥¡àã, ¢ ª®â®à®© 1E ï¢«ï¥âáï ¥¤¨¨æ¥© ã¬®¦¥¨ï.

(2) �áïª®¥ ��� U  ¤ à áè¨à¥ë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E á ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥© 1E
¬®¦®  ¤¥«¨âì áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ï  ¤ E â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® 1Eu = u ¨

eu= |e|
u¤«ï ¢á¥å e ∈ E ¨

u ∈ U .

�¨¦¥ (á¬. 6.2.17) ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® á®®â®è¥¨¥
eu= |e|

u®¯à¥¤¥«ï¥â áâàãªâãàã ¬®¤ã«ï   U
¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬.

�ãáâì U | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  E . �ã¤¥¬ £®¢®-
à¨âì, çâ® ¢ U ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ í«¥¬¥â®¢ e ∈ E ¨ u ∈ U (¨ ¯¨á âì eu ∈ U), ¥á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu,
¢ëç¨á«¥®¥ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ U , ¯à¨ ¤«¥¦¨â U . �ç¥¢¨¤®, ¯®á«¥¤¥¥ ¢ë¯®«¥® â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  |e|

u∈ E.
�®¤ã«ì ï áâàãªâãà  ��� ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ ¯®¨áª¥ í«¥¬¥â®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ®¯à¥¤¥«¥-

ë¬ ãá«®¢¨ï¬   ®à¬ã. �®â ®¤¨ ¨§ â¨¯¨çëå ¯à¨¬¥à®¢.

�¥¬¬ . �ãáâì U | ���  ¤ E. �«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ e ∈ E+ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â ue ∈ U ,
çâ®

ue
= e ¨

u− ue
= |

u− e|.

J � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã 1 ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ E K-¯à®áâà áâ¢  E, á ¡¤¨¬
E á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ã¬®¦¥¨¥¬ ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ U ��� U áâàãªâãàã ¬®¤ã«ï  ¤
E. �« £®¤ àï ¯à¥¤«®¦¥¨î 1.4.3 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â �u ∈ U , çâ®

�u= 1 ¨ u =
u�u. �ç¥¢¨¤®,

í«¥¬¥â ue := e�u ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. I

3.4.6. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ ��� X  ¤ Q ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¤«ï ��� U ,
â® ��� C∞(Q,X ) ¨§®¬¥âà¨ç® ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã à áè¨à¥¨î U .

3.4.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâ®à®¥ ��� X  ¤ Q ¨ ¯à®¨§¢®«ìë© äã¤ ¬¥â E ⊂
C∞(Q).

(1) �«ï ¢áïª®£® ¯à®áâ®à®£® ¯®¤à áá«®¥¨ï X0 à áá«®¥¨ï X ¯à®áâà áâ¢® E(X0) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
o-¯®«®¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® E(X ).

(2) �«ï «î¡®£® o-¯®«®£® à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  U ⊂ E(X ) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-
áâ¢¥®¥ ¯à®áâ®à®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ X0 à áá«®¥¨ï X â ª®¥, çâ® U = E(X0).

J � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (2). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ o-¯®«®¥ à¥è¥â®ç®
®à¬¨à®¢ ®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® U ⊂ E(X ) ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X0 § ¬ëª ¨¥ (á¬. 3.1.6) ¯®¤à áá«®¥¨ï
��� X , ¨¤ãæ¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢®¬ U ∩ C(Q,X ) (á¬. 2.2.2). �ª«îç¥¨¥ U ⊂ E(X0) ®ç¥¢¨¤®.
�®¢¯ ¤¥¨¥ U á E(X0) á«¥¤ã¥â ¨§ 2.5.7, 1.5.4 ¨ o-¯®«®âë U (áà. á ¤®ª § â¥«ìáâ¢®¬ áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ j
¢ 3.4.2). I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ã¬¥áâ® áà ¢¨âì á â¥®à¥¬®© ® à¥ «¨§ æ¨¨ C(Q)-¯®¤¬®-
¤ã«¥© ¯à®áâà áâ¢  C(Q,X ) (á¬. [144: 8.6]).

3.4.8. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äã¤ ¬¥âë E ¨ F
à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  C∞(Q) ®¡à §ãîâ ¤ã «¨§¨àãîéãî ¯ àã (á¬. 1.4.4). �®£¤  ��� E∗(X ′)
¨§®¬¥âà¨ç® E(X )∗, £¤¥ ¨§®¬¥âà¨ï ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á®¯®áâ ¢«¥¨¥¬ á¥ç¥¨î u′ ∈ E∗(X ′) ®¯¥à â®à 
|u′⟩ : u 7→ ⟨u|u′⟩ ¨§ E(X ) ¢ F . � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ X | à¥ «¨§ æ¨®®¥ à áá«®¥¨¥ ¤«ï ��� U , â® X ′ |
à¥ «¨§ æ¨®®¥ à áá«®¥¨¥ ¤«ï á®¯àï¦¥®£® ��� U∗.

J �«¥¤ã¥â ¨§ 3.3.2 ¨ à ¢¥áâ¢  E(X )∗ = ∪{e∗∂
·: 0 6 e∗ ∈ E∗}. I

3.4.9. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ Q. �à®áâ®à ï ®¡®«®çª  X à áá«®¥¨ï X ï¢«ï¥âáï
à¥ «¨§ æ¨®ë¬��� ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  C∞(Q,X ). �«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  E ⊂ C∞(Q) ®¯¥à â®à ext (á¬. 2.5.1)
®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E(X )   E(X ).

J �«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.5.8. I
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�ãáâì X | ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ «®ª «ì® ª®¬¯ ªâë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ 
 á ¬¥à®©
� ¤® . �¥ç¥¨¥ u ∈ S(
,X )  §ë¢ ¥âáï ¨§¬¥à¨¬ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ª®¬¯ ªâ  K ⊂ 
 áãé¥áâ¢ã¥â ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© un ∈ C(
,X ), áå®¤ïé ïáï ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K. � ª®© ¯®¤å®¤
ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© ¤® á¨å ¯®à ï¢«ï«áï ¥á«¨ ¥ ¥¤¨áâ¢¥ë¬, â®, ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥,
£®á¯®¤áâ¢ãîé¨¬ ¢ «¨â¥à âãà¥ ® ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨ïå. �¤ ª® ¢  è¥© á¨âã æ¨¨ ®ª § «áï ã¬¥áâë¬
¥áª®«ìª® ¨®© ¯®¤å®¤. � íâ®© £« ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ á¥ç¥¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª ¯à¥¤¥«ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ( 
¯®¤¬®¦¥áâ¢ å ª®¥ç®© ¬¥àë) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© í«¥¬¥â®¢ ¥ª®â®à®£®  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ë¤¥«¥®-
£® ¬®¦¥áâ¢  á¥ç¥¨©,  §¢ ®£® ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®©. � ª®© á¯®á®¡ ¢¢¥¤¥¨ï ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©
  «®£¨ç¥ ª®áâàãªæ¨¨ � ¨í«ï ¨ ï¢«ï¥âáï ä®à¬ «ì® ¡®«¥¥ ®¡é¨¬ ¯® áà ¢¥¨î á âà ¤¨æ¨®ë¬ â®-
¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯®¤å®¤®¬. � ¤® áª § âì, çâ® ¨¤¥ï ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¡ë«  ¢ëáª §   �.�¨ªã«¥ ã
¥é¥ ¢ 1966 £., ®¤ ª® á â¥å ¯®à â ª, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¨ ¥ ¡ë«  ¯®¤¢¥à£ãâ  ¤®áâ â®ç® ¤¥â «ì®¬ã à áá¬®â-
à¥¨î.

� íâ®© £« ¢¥ ãáâ  ¢«¨¢ îâáï í«¥¬¥â àë¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©, ¯®«ãç¥ëå ¯®áà¥¤áâ¢®¬
¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë, ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®ïâ¨¥ «¨äâ¨£  ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå
á¥ç¥¨©,   â ª¦¥ ä®à¬ã«¨àãîâáï à¥§ã«ìâ âë ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¢
¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ¨§¬¥à¨¬ëå à áá«®¥¨©. �  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥© £« ¢ë 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©
(á¬. 1.1.11).
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§ 4.1. �á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¨§¬¥à¨¬®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï (���) ª ª ¡  å®¢  à á-
á«®¥¨ï, á ¡¦¥®£® â ª  §ë¢ ¥¬®© ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© | á¢®¥£® à®¤  ¨§¬¥à¨¬ë¬   «®£®¬ ¥¯à¥-
àë¢®© áâàãªâãàë (áà. 2.1.1). � ® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ ãª § ® ¥áª®«ìª® ªà¨â¥à¨¥¢ ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨ï
���. � à ¬ª å ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ª®æ¥¯æ¨¨ ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¢¢®¤ïâáï ¨ ãâ®çïîâáï ¯®ïâ¨ï íª¢¨¢ -
«¥âëå ¨  ¤¥ª¢ âëå áâàãªâãà,   â ª¦¥ ®¯¨áë¢ ¥âáï  ¨¡®«ìè ï ¨§  ¤¥ª¢ âëå ¨§¬¥à¨¬ëå áâàãªâãà,
á®¢¯ ¤ îé ï á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¤ ®£® ��� (á¬. 4.1.12). � íâ®¬ ¦¥ ¯ à £à ä¥
á®¡à ë á¢¥¤¥¨ï ®¡é¥£® å à ªâ¥à  ®¡ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨ïå ¨ ®¯¥à æ¨ïå  ¤ ¨¬¨. �§ãç¥¨¥ í«¥¬¥â à-
ëå á¢®©áâ¢ ��� § ¢¥àè ¥âáï à áá¬®âà¥¨¥¬ ¯à®áâà áâ¢  ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©,
ª®â®à®¥ ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ®ª §ë¢ ¥âáï o-¯®«ë¬ ��� (á¬. 4.1.14).

4.1.1. �ãáâì X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ 
 (á¬. 1.7.1). �®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© C ⊂ S∼(
,X )  §®¢¥¬
¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© ¢ X , ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) λ1c1 + λ2c2 ∈ C ¤«ï ¢á¥å λ1, λ2 ∈ R ¨ c1, c2 ∈ C;
(¡) ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  |||c||| : dom c → R «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C ¨§¬¥à¨¬ ;
(¢) ¬®¦¥áâ¢® C ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .
�á«¨ C | ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà  ¢ X , â® ¯ àã (X , C) ¬ë  §ë¢ ¥¬ ¨§¬¥à¨¬ë¬ ¡  å®¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬

 ¤ 
. �à¨ íâ®¬ ¢¬¥áâ® (X , C) ®¡ëç® ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® X ,   ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã C ®¡®§ ç âì
á¨¬¢®«®¬ CX (áà. 2.1.1). �®¦¥áâ¢® C ⊂ S∼(
,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ( ), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
«¨¥©ë¬.

4.1.2. �ãáâì (X , C) | ���  ¤ 
. �¥ç¥¨¥ s ∈ S∼(
,X )  §®¢¥¬ C -áâã¯¥ç âë¬ (¨«¨ ¯à®áâ®
áâã¯¥ç âë¬, ¥á«¨ ïá®, ® ª ª®© ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà¥ ¨¤¥â à¥çì), ¥á«¨ s =

∑n
i=1⟨Ai⟩ci ¤«ï ¥ª®â®àëå

n ∈ N, A1, . . . , An ∈ B(
) ¨ c1, . . . , cn ∈ C. �¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X )  §ë¢ ¥âáï C -¨§¬¥à¨¬ë¬ (¨«¨ ¯à®áâ®
¨§¬¥à¨¬ë¬), ¥á«¨ ¤«ï ¢áïª®£® K ∈ B�n(
)  ©¤¥âáï â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N C -áâã¯¥ç âëå
á¥ç¥¨©, çâ® sn(ω) → u(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ K. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å C -¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© X ®¡®§ ç ¥âáï
á¨¬¢®«®¬ M(
,X|C) ¨«¨, ª®à®ç¥, M(
,X ).

4.1.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ 
, u, v ∈ S∼(
,X ), e : 
 → R, λ, µ ∈ R.
(1) �á«¨ á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬®, â® äãªæ¨ï |||u||| ¨§¬¥à¨¬ .
(2) �á«¨ äãªæ¨ï e ¨ á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬ë, â® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu ¨§¬¥à¨¬®.
(3) �á«¨ á¥ç¥¨ï u ¨ v ¨§¬¥à¨¬ë, â® áã¬¬  λu+ µv ¨§¬¥à¨¬ .

4.1.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ X | ���  ¤ σ -ª®¥çë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®© 
, â® ¨§¬¥à¨-
¬®áâì á¥ç¥¨ï u ∈ S∼(
,X ) íª¢¨¢ «¥â   «¨ç¨î â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (sn)n∈N áâã¯¥ç âëå á¥ç¥-
¨©, çâ® sn(ω) → u(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
.

4.1.5. �«ï ¢áïª®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ M(
,X ) á¥ç¥¨© ��� X  ¤ 
 ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬
d�nV á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå áã¬¬

∑n
i=1⟨Ai⟩vi, £¤¥ vi ∈ V ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Ai ⊂ 
 ¯®¯ à®

¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.

�¥¬¬ . �ãáâì X | ���  ¤ 
, V | áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,X ), u ∈ S∼(
,X ). �à¥¤¯®«®-
¦¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® v ∈ V äãªæ¨ï |||u− v||| ¨§¬¥à¨¬  ¨ infv∈V ∥u(ω)− v(ω)∥ = 0 ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
.
�®£¤   ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ d�nV, áå®¤ïé ïáï ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.

J �ãáâì ¬®¦¥áâ¢® V = {vn : n ∈ N} ¨ á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë.
�®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (wn)n∈N ⊂ d�nV ¯® ¨¤ãªæ¨¨, ¯®«®¦¨¢ w1 := v1 ¨ wn+1 := ⟨An⟩wn +
⟨
\An⟩vn+1, £¤¥ An = {ω ∈ 
 : ∥wn(ω)− u(ω)∥ < ∥vn+1(ω)− u(ω)∥}. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äãªæ¨©
|||wn − u||| ¯®â®ç¥ç® ã¡ë¢ ¥â ¨ |||wn − u||| 6 |||vn − u||| ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �ç¥¢¨¤®, çâ® (wn)n∈N | ¨áª®¬ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. I

4.1.6. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ 
. �á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® K ∈ B�n(
) ¨¬¥¥âáï áç¥â ï
á¥âì ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© X , áå®¤ïé ïáï ª u ∈ S∼(
,X ) ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K, â® á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬®.

J � ä¨ªá¨àã¥¬ K ∈ B�n(
) ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® áç¥â ï á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U áå®¤¨âáï ª u ¯®çâ¨
¢áî¤ã   K. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  α ∈ A áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
sαn

)
n∈N áâã¯¥ç âëå á¥ç¥¨©,

áå®¤ïé ïáï ª uα ¯®çâ¨ ¢áî¤ã  K. �¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® äãªæ¨¨ ⟨K⟩|||sαn − u||| ¨§¬¥à¨¬ë ¤«ï «î¡ëå
α ∈ A ¨ n ∈ N ¨, ªà®¬¥ â®£®, infα∈A,n∈N ∥sαn(ω)− u(ω)∥ = 0 ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ K. �¥¯¥àì ¨§¬¥à¨¬®áâì
á¥ç¥¨ï u á«¥¤ã¥â ¨§ 4.1.5 ¨ ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  K ∈ B�n(
). I
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4.1.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ���  ¤ 
 ¨ (Aξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ B(
),  ¯¯à®ªá¨-
¬¨àãîé¥¥ 
. �á«¨ ®áª®«ª¨ ⟨Aξ⟩u á¥ç¥¨ï u ∈ S∼(
,X ) ¨§¬¥à¨¬ë ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �, â® á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬®.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® á¥¬¥©áâ¢® (Aξ)ξ∈� ¨ á¥ç¥¨¥ u ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï. �®áâ â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â K ∈ B�n(
) ¨ ¯®ª § âì ¨§¬¥à¨¬®áâì ®áª®«ª 
⟨K⟩u. �®£« á® 1.1.14 ¨¬¥¥âáï â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (ξn)n∈N ⊂ �, çâ®∪

n∈N
Aξn ∩K ∼ K.

�áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¨§¬¥à¨¬®áâìî ®áª®«ª®¢
⟨
Aξn ∩K

⟩
u ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 4.1.6. I

4.1.8. �ãáâì (X , C) | ���  ¤ 
. �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ St(
,X ) á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå
á¥ç¥¨© X , ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥

∑
ξ∈�⟨Aξ⟩cξ, £¤¥ (cξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ C,   (Aξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢®

¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ 
. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å í«¥¬¥â®¢
St(
,X ), ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ áç¥âëå áã¬¬

∑
n∈N⟨An⟩cn, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Stσ(
,X ). � ¬¥â¨¬, çâ®

¨§ 4.1.7 á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥¨¥ St(
,X ) ⊂ M(
,X ).

�à¥¤«®¦¥¨¥. (1) �¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ) ¨§¬¥à¨¬® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£®
K ∈ B�n(
) ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N ⊂ Stσ(
,X ), à ¢®¬¥à® áå®¤ïé ïáï ª u   ¥ª®â®à®¬
¬®¦¥áâ¢¥ K0 ∼ K.

(2) �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë, â® ¤«ï ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ∈
S∼(
,X ) ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¨¬¥« áì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N ⊂ St(
,X ), à ¢®¬¥à®
áå®¤ïé ïáï ª u   ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ 
0 ∼ 
.

J �« £®¤ àï 4.1.6 ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯à¥¤« £ ¥¬ëå ãá«®¢¨© ¨§¬¥-
à¨¬®áâ¨.

(1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® u ∈ M(
,X ), ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¬®¦¥áâ¢® K ∈ B�n(
) ¨ ç¨á-
«® n ∈ N. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ 4.1.2 áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áâã¯¥ç âëå á¥ç¥¨©(
snm

)
m∈N, áå®¤ïé ïáï ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K. �®£¤  o-limm→∞

(
|||snm − u|||

∣∣
K

)∼
= 0 ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ M(K)

(á¬. 1.3.10). �®£« á® 1.3.3 ¨¬¥¥âáï â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë
(
πn
m

)
m∈N ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®-

¥ªâ®à®¢ Pr
(
M(K)

)
, çâ® πn

m

(
|||snm − u|||

∣∣
K

)∼ 6 1/n ¯à¨ ¢á¥å m ∈ N. �®¦® ¢ë¡à âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì(
An

m

)
m∈N ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ K â ª, çâ®¡ë

⟨(
An

m

)∼⟩
= πn

m ¯à¨ ¢á¥å
m ∈ N (á¬. 1.3.11). �ç¥¢¨¤®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨©

∑
m∈N⟨An

m⟩snm ∈ Stσ(
,X ) (n ∈ N) ¨áª®¬ ï.
(2) �¢®©áâ¢® ¯àï¬®© áã¬¬ë ¯®§¢®«ï¥â § ä¨ªá¨à®¢ âì á¥¬¥©áâ¢® (Kξ)ξ∈� ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨å-

áï ¨§¬¥à¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢ ª®¥ç®© ¬¥àë,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ 
. �á«¨ u ∈ M(
,X ), â® ¢ á¨«ã ¤®ª § ®£®
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (1) ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
sξn

)
n∈N í«¥¬¥â®¢ Stσ(
,X ), ã¤®¢«¥â¢®-

àïîé¨å ¥à ¢¥áâ¢ã
∣∣∣∣∣∣u− sξn

∣∣∣∣∣∣ 6 1/n ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   Kξ. �á¯®«ì§ãï 1.2.12, «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨©

∑
ξ∈�⟨Kξ⟩sξn ∈ St(
,X ) (n ∈ N) ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®©. I

4.1.9. �¥¬¬ . �ãáâì X | ���  ¤ 
, V ⊂ M(
,X ) ¨ u ∈ S∼(
,X ). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
äãªæ¨¨ |||u− v||| ¨§¬¥à¨¬ë ¤«ï ¢á¥å v ∈ V ¨ infv∈V |||u− v|||∼ = 0 ¢ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
). �®£¤ 
á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬® ¨ ¤«ï ¢áïª®£® K ∈ B�n(
)  ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ d�nV, áå®¤ïé ïáï
ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X , V ¨ u ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï. �«ï
®¡®á®¢ ¨ï ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ¤®áâ â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â K ∈ B�n(
) ¨
¯®ª § âì, çâ® ®áª®«®ª ⟨K⟩u ¨§¬¥à¨¬. �®áª®«ìªã ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ áç¥â®£® â¨¯  M(K) ¢ë¯®«¥®
á®®â®è¥¨¥ infv∈V

(
|||u− v||| |K

)∼
= 0,  ©¤¥âáï â ª®¥ áç¥â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® {vn : n ∈ N} ⊂ V, çâ®

infn∈N
(
|||u− vn||| |K

)∼
= 0 (á¬. [33: VI.2.2]). �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï 4.1.5 ¨ 4.1.6. I

4.1.10. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì (X , C) | ���  ¤ 
. �«ï ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ∈ S∼(
,X ) ¥®¡-
å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë äãªæ¨¨ |||u− c||| ¡ë«¨ ¨§¬¥à¨¬ë ¤«ï ¢á¥å c ∈ C, ¨ infc∈C |||u− c|||∼ = 0 ¢
Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
).

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§ áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ªà¨â¥à¨ï ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© á«¥¤ã¥â ¯à¨æ¨¯¨ «ì ï
¢®§¬®¦®áâì ¯®«®áâìî à §¢¨âì â¥®à¨î ���, ¥ ¨á¯®«ì§ãï ¬¥àã ª ª â ª®¢ãî. �«ï íâ®£® ¥®¡å®¤¨¬
«¨èì σ -¯®«ë© ¨¤¥ « ¯à¥¥¡à¥¦¨¬ëå ¬®¦¥áâ¢, ª®â®àë© ¬®¦¥â ¡ëâì ¢¢¥¤¥ ≪ ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨≫, ¡¥§
¯à¨¢«¥ç¥¨ï ¬¥àë.
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4.1.11. �ãáâì X | ���  ¤ 
. �®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ M(
,X )  §®¢¥¬  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬, ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® u ∈ M(
,X ) ¢ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
) ¢ë¯®«¥® infv∈V |||u− v|||∼ = 0 (áà. 1.5.2).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨ C ¨ D ¢ ¡  å®¢®¬
à áá«®¥¨¨ X  ¤ 
 à ¢®á¨«ìë:

(1) M(
,X|C) = M(
,X|D);
(2) C ⊂ M(
,X|D) ¨ D ⊂ M(
,X|C);
(3) C |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,X|D);
(4) D |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,X|C);
(5) äãªæ¨¨ |||c− d||| ¨§¬¥à¨¬ë ¤«ï ¢á¥å c ∈ C ¨ d ∈ D, ¨ ¢ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
) ¨¬¥îâ ¬¥áâ®

á®®â®è¥¨ï infd∈D |||c− d|||∼ = 0 ¤«ï ª ¦¤®£® c ∈ C ¨ infc∈C |||c− d|||∼ = 0 ¤«ï ª ¦¤®£® d ∈ D.

J �®áâ â®ç® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï 4.1.6 ¨ 4.1.10. I

�§¬¥à¨¬ë¥ áâàãªâãàë C ¨ D, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ®¤®¬ã ¨§ à ¢®á¨«ìëå ãá«®¢¨© (1){(5), ¡ã¤¥¬  -
§ë¢ âì íª¢¨¢ «¥âë¬¨. �á«¨ X | ���, â® ¢áïª ï ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà , íª¢¨¢ «¥â ï ¥£® ¨áå®¤®©
áâàãªâãà¥ CX , ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï  ¤¥ª¢ â®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,X ) ï¢«ï¥âáï  ¤¥ª¢ â-
®© ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© ¢ X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® «¨¥©®, ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X ¨ ï¢«ï¥âáï
 ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¢ M(
,X ).

�®áª®«ìªã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¨§¬¥à¨¬ë¥ áâàãªâãàë, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥ ä¨£ãà¨à®¢ âì ¥ ¡ã¤ãâ,
¬ë ãá«®¢¨¬áï ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ��� (X , C) ¨ (X ,D), ¨¬¥îé¨¥ íª¢¨¢ «¥âë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ áâàãªâãàë. � ª®¥
®â®¦¤¥áâ¢«¥¨¥ ã¦¥ ¯®¤£®â®¢«¥® á®£« è¥¨¥¬ ®  ¯¨á ¨¨ X ¢¬¥áâ® (X , C) (áà. 2.1.9).

4.1.12. �¥®à¥¬ . �ãáâì ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà  U ¢ ¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ X  ¤ 
 á®¤¥à¦¨â
®áª®«ª¨ ¢á¥å á¢®¨å í«¥¬¥â®¢, â. ¥. ⟨A⟩u ∈ U ¤«ï «î¡ëå A ∈ B(
) ¨ u ∈ U . �®£¤  ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¨¦¥
á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  U íª¢¨¢ «¥âë.

(1) U = M(
,X|C) ¤«ï ¥ª®â®à®© ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë C ¢ X .
(2) �á«¨ á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ) â ª®¢®, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® K ∈ B�n(
) ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

í«¥¬¥â®¢ U , áå®¤ïé ïáï ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K, â® u ∈ U .
(3) �®¦¥áâ¢® U ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ âà¥¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ¥á«¨ (un)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ U , â®
∑∞

n=1 un ∈ U ;
(¡) ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ U áå®¤¨âáï ª á¥ç¥¨î u ∈ S∼(
,X ) à ¢®¬¥à®  

¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ A ∼ 
, â® u ∈ U ;
(¢) ¥á«¨ á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ) â ª®¢®, çâ® ⟨K⟩u ∈ U ¤«ï «î¡®£® K ∈ B�n(
), â® u ∈ U .

J �áâ ®¢¨¬ æ¥¯®çªã ¨¬¯«¨ª æ¨© (1)⇒(2)⇒(3)⇒(2)⇒(1). � ¥© «¨èì äà £¬¥â (3)⇒(2) ã¦-
¤ ¥âáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥: §¢¥ìï (2)⇒(3) ¨ (2)⇒(1) ®ç¥¢¨¤ë,   ¨¬¯«¨ª æ¨ï (1)⇒(2) ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬
á«¥¤áâ¢¨¥¬ 4.1.6.

�à¥¤¯®«®¦¨¢ ¢ë¯®«¥ë¬¨ ãá«®¢¨ï (3)( ){(3)(¢), à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ),
§ ä¨ªá¨àã¥¬ ¬®¦¥áâ¢® K ∈ B�n(
) ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N í«¥¬¥â®¢ U áå®¤¨âáï
ª u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   K. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå n,m ∈ N ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ An

m á®¢®ªã¯®áâì {ω ∈ K :
∥un(ω)− u(ω)∥ < 1/m}. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢  An

m ¨§¬¥à¨¬ë ¨ Am :=
∪

n∈N An
m ∼ K.

� ª ª ª ¬®¦¥áâ¢® B(K) := {A ∈ B(
) : A ⊂ K}, ã¯®àï¤®ç¥®¥ ®â®è¥¨¥¬ ¢ª«îç¥¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© σ -¯®«ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã, á®£« á® ¯à¨æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¨¬¥¥âáï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
Bn

m

)
n∈N ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ B(K) â ª ï, çâ® Bn

m ⊂ An
m ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨∪

n∈N Bn
m = Am. �®«®¦¨¢ vm :=

∑
n∈N

⟨
Bn

m

⟩
un, ¢ á¨«ã (3)( ) ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® vm ∈ U . �ç¨âë¢ ï (3)(¡)

¨ (3)(¢), ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¢ª«îç¥¨ï u ∈ U ®áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (vm)m∈N áå®¤¨âáï
ª u à ¢®¬¥à®   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨

∩
m∈N Am ∼ K. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �â®¦¤¥áâ¢«¥¨¥ ���, ¨¬¥îé¨å íª¢¨¢ «¥âë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ áâàãªâãàë, ¨ ¨áª«î-
ç¥¨¥ á¨¬¢®«  ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¨§ ®¡®§ ç¥¨ï ��� (á¬. 4.1.1, 4.1.2) | íâ® ¯à¨¥¬ë, à ¡®â îé¨¥ ¢
â®¬ ¦¥  ¯à ¢«¥¨¨, çâ® ¨ ¯®á«¥¤ïï â¥®à¥¬ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® â¥®à¥¬  4.1.12 ¯à¥¤-
« £ ¥â ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨§¬¥à¨¬®áâ¨, ¨áª«îç îé¨© ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã ª ª ¯®ïâ¨¥, | ¯®¤å®¤,
§ ª«îç îé¨©áï ¢ ï¢®¬ ãª § ¨¨ ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©.
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4.1.13. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X | ���  ¤ 
. �  ¬®¦¥áâ¢¥ M(
,X ) à áá¬®âà¨¬ ®â®è¥¨¥
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ∼, ®¡®§ ç îé¥¥ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã: u ∼ v à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã u(ω) = v(ω)
¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
. �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© í«¥¬¥â u ∈ M(
,X ) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§
u∼. � ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® M(
,X )/∼ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®: ¬ë
¯®« £ ¥¬ λu∼ + µv∼ = (λu + µv)∼ ¯à¨ λ, µ ∈ R ¨ u, v ∈ M(
,X ). �à®¬¥ â®£®, ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â 
u∼ ∈ M(
,X )/∼ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® (¢¥ªâ®àãî) ®à¬ã

u∼ := |||u|||∼ ∈ M(
) (á¬. 1.1.12). �á®,
çâ® ¯ à 

(
M(
,X )/∼,

·) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ M(
), ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬
M(
,X ). � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® M(
,X ) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬  ¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ï  ¤
ª®«ìæ®¬ M(
): á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨âì e∼u∼ := (eu)∼ ¤«ï ¢á¥å e ∈ M(
) ¨ u ∈ M(
,X ).

�®á¨â¥«¥¬ ª« áá  u ∈ M(
,X )  §ë¢ ¥âáï ª« áá {ω ∈ 
 : u(ω) ̸= 0}∼ ∈ B(
), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë©
¯à®¨§¢®«ìë¬ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ u ∈ u. �ç¥¢¨¤®, ¤¨§êîªâ®áâì í«¥¬¥â®¢ ��� M(
,X ) à ¢®á¨«ì 
¤¨§êîªâ®áâ¨ ¨å ®á¨â¥«¥© ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
). �á«¨ u ∈ M(
,X ) ¨ A ∈ B(
), â® § ç¥¨¥¬ ⟨A⟩u
¯®àï¤ª®¢®£® ¯à®¥ªâ®à  ⟨A⟩ (á¬. 1.3.11)   ª« áá¥ u ï¢«ï¥âáï ª« áá (⟨A⟩u)∼, £¤¥ A ∈ A ¨ u ∈ u.

4.1.14. �¥®à¥¬ . �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë,  
X | ���  ¤ 
, â® M(
,X ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ M(
).

J � §«®¦¨¬®áâì ��� M(
,X ) ®ç¥¢¨¤ . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.4.3 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  o-¯®«®âë
M(
,X ) ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì ¥£® d- ¨ r-¯®«®âã.

�ãáâì (u∼
ξ )ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ M(
,X ), ¨¬¥îé¨å ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë¥ ®á¨â¥«¨ Aξ ∈

B(
) (á¬. 4.1.13). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ � à áè¨à¥¨¥ �∪{∞} ¬®¦¥áâ¢  � ¥ á®¤¥à¦ é¨¬áï ¢ ¥¬ í«¥¬¥â®¬

∞ ¨ ¯®«®¦¨¬ u∞ := 0 ¨ A∞ :=
(
supξ∈�Aξ

)⊥
. � ä¨ªá¨àã¥¬ «¨äâ¨£ ρ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) (á¬. 1.1.14)

¨ ¯®«®¦¨¬ Aξ := ρ(Aξ) ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ �. � á¨«ã 1.2.12 ®¡ê¥¤¨¥¨¥
∪

ξ∈�Aξ ¨§¬¥à¨¬® ¨ ®â«¨ç ¥âáï ®â

 ¬®¦¥áâ¢®¬ ã«¥¢®© ¬¥àë. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® á¥ç¥¨¥

∪
ξ∈� uξ|Aξ

¨§¬¥à¨¬® ¨ á®¤¥à¦ é¨©
¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨áª®¬ãî áã¬¬ã o-

∑
ξ∈� u∼

ξ ∈ M(
,X ).
� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì r-äã¤ ¬¥â «ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (u∼

n )n∈N í«¥¬¥â®¢ M(
,X ). � íâ®¬
á«ãç ¥ ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
 äã¤ ¬¥â «ì  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(
un(ω)

)
n∈N. �« £®¤ àï ¯®«®â¥ á«®¥¢

X áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ), ª ª®â®à®¬ã ¯®çâ¨ ¢áî¤ã áå®¤¨âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (un)n∈N. �á®,
çâ® á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬® ¨ á®¤¥à¦ é¨© ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨áª®¬ë© r-¯à¥¤¥«
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨

(
u∼
n

)
n∈N. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ ¥ âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 ®¡« ¤ «® á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®©
áã¬¬ë, â® M(
,X ) ®ª §ë¢ ¥âáï áç¥â® (= á¥ª¢¥æ¨ «ì®), o-¯®«ë¬ ���  ¤ Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬ M(
)
(á¬. 1.4.3).

4.1.15. �á«¨ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë, ¨ E | ¨¤¥ « ¢
M(
), â® ¬®¦¥áâ¢® E(X ) := {u ∈ M(
,X ) :

u∈ E}, á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§
M(
,X ), ®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �¨¦¥ (â¥®à¥¬  4.4.8) ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢®
E(X ) ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®¡é¨¬ ¢¨¤®¬ ���  ¤ E (áà. 3.4.2). �¨¬¢®«®¬ L∞(
,X ) ¡ã¤¥â
®¡®§ ç âìáï ¬®¦¥áâ¢®

{
u ∈ M(
,X ) : |||u||| ∈ L∞(
)

}
,   ¥£® í«¥¬¥âë ¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï (áãé¥áâ¢¥®)

®£à ¨ç¥ë¬¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ��� X . �« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ áãé¥áâ¢¥®
®£à ¨ç¥ëå á¥ç¥¨©,  §ë¢ îâáï ®£à ¨ç¥ë¬¨ ª« áá ¬¨,   á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å ª« áá®¢ ®¡®§ -
ç ¥âáï ç¥à¥§ L∞(
,X ). �ç¥¢¨¤®, L∞(
,X ) á®¢¯ ¤ ¥â á E(X ), £¤¥ E = L∞(
). � ç áâ®áâ¨, L∞(
,X ) |
���  ¤ L∞(
).
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�¥¬®£®ç¨á«¥ë© á¯¨á®ª ¯à¨¬¥à®¢ ���, ¯à¨¢¥¤¥ë© ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¢ª«îç ¥â ��� á ¯®áâ®-
ïë¬ á«®¥¬, ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ ¨ ®£à ¨ç¥¨¥ ���,   â ª¦¥ ¯®ïâ¨¥ ¨§®¬¥âà¨çëå ���.

4.2.1. �ãáâì X | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®. �á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¢ ¯®áâ®ï®¬
¡  å®¢®¬ à áá«®¥¨¨ X = 
 × {X} ¢§ïâì á®¢®ªã¯®áâì ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© c : 
 → X, â® ¬®¦¥áâ¢®
M(
,X ) ¡ã¤¥â á®áâ®ïâì ¢ â®ç®áâ¨ ¨§ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �®å¥àã X -§ çëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå ¯®çâ¨
¢áî¤ã ¢ 
. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì M(
, X) ¢¬¥áâ® M(
,X ). � ¬¥â¨¬, çâ®
á®¢®ªã¯®áâì M(
, X) ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ ¯®áâ®ï®¬
à áá«®¥¨¨ 
× {X}, ¯à¨ç¥¬ íª¢¨¢ «¥â®© áâàãªâãà¥ ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© (áà. 2.2.1).

4.2.2. � áá¬®âà¨¬ ��� X  ¤ 
. ��� X0  ¤ 
  §ë¢ ¥âáï (¨§¬¥à¨¬ë¬) ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X , ¥á«¨
X0(ω) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (ω) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ω ∈ 
 ¨, ªà®¬¥ â®£®, M(
,X0) =
M(
,X ) ∩ S∼(
,X0) (áà. 2.2.2). �á«¨ X0 | ¯®¤à áá«®¥¨¥ X , â®, ®â®¦¤¥áâ¢«ïï ª« ááë {u ∈ M(
,X0) :
u ∼ u0} ∈ M(
,X0) ¨ {u ∈ M(
,X ) : u ∼ u0} ∈ M(
,X ) ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u0 ∈ M(
,X0), ¬ë ¡ã¤¥¬
áç¨â âì, çâ® M(
,X0) á®¤¥à¦¨âáï M(
,X ),

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ª ¦¤ë© á«®© X0(ω) ¤¨áªà¥â®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X0 ï¢«ï¥âáï ¡  -
å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® á«®ï X (ω). �á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ M(
,X ) ∩ S∼(
,X0) ¯®á«®©®
¯«®â® ¢ X0, â® ®® ®¡à §ã¥â ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã ¢ X0, ¢ ¯ à¥ á ª®â®à®© X0 áâ ®¢¨âáï ¨§¬¥à¨¬ë¬
¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X . �ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà  X0 ¨¤ãæ¨à®¢   ¨§ X . � ¬¥â¨¬,
çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ M(
,X ) ∩ S∼(
,X0) ¢á¥£¤  ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X0, ¥á«¨ ®¤®â®ç¥çë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  

¨§¬¥à¨¬ë.

�¢®©áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢áïª®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ⊂ M(
,X ) (á¬. 4.1.1) ¨¤ãæ¨àã¥â ¯®¤à á-
á«®¥¨¥ X0, ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© ª®â®à®£® ®® ï¢«ï¥âáï: X0(ω) = cl{u(ω) : u ∈ U} (ω ∈ 
).

4.2.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ¯®¤à áá«®¥¨¥ ��� X  ¤ 
, C ¨ C |  ¤¥ª¢ âë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥
áâàãªâãàë ¢ X ¨ X á®®â¢¥âáâ¢¥®. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ª ¦¤®¥ á¥ç¥¨¥ �u ∈ M(
,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï �u(ω) ∈ X (ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
;
(2) E(X ) = E(X ) ¤«ï «î¡®£® äã¤ ¬¥â  E ⊂ M(
) (à ¢¥áâ¢® á«¥¤ã¥â ¯®¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥

®â®¦¤¥áâ¢«¥¨ï ª« áá®¢ á¥ç¥¨© X ¨ X | á¬. 4.2.2);
(3) E(X ) = E(X ) ¤«ï ¥ª®â®à®£® äã¤ ¬¥â  E ⊂ M(
);
(4) C ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ M(
,X );
(5) ¢ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
) ¢ë¯®«¥® infc∈C |||�c− c|||∼ = 0 ¤«ï ¢á¥å �c ∈ C.

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3) ¨ (4)⇒(5) ®ç¥¢¨¤ë. �á«¨ E | äã¤ ¬¥â M(
), â® ¬®¦¥áâ¢ 
{u ∈ M(
,X ) : |||u|||∼ ∈ E} ¨ {�u ∈ M(
,X ) : |||�u|||∼ ∈ E} ï¢«ïîâáï  ¤¥ª¢ âë¬¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ áâàãªâãà ¬¨
¢ X ¨ X á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®íâ®¬ã (3) ¢«¥ç¥â (4) á®£« á® 4.1.11. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® (5)⇒(1). �
á¨«ã 4.1.9 ¨§ (5) á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤®¥ á¥ç¥¨¥ �c ∈ C ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï �c(ω) ∈ X (ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å
í«¥¬¥â®¢ ω ∈ K «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢ K ∈ B�n(
). �®£¤  íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ ¢á¥ á¥ç¥¨ï �u ∈ M(
,X )
(á¬. 4.1.11 (1) ¨ 4.1.2). �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) â¥¯¥àì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 1.2.12. I

�®¤à áá«®¥¨¥ X , ®¡« ¤ îé¥¥ ®¤¨¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå á¢®©áâ¢ (1){(5), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢áî¤ã
¯«®âë¬ ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ ��� X .

4.2.4. �ãáâì X | ���  ¤ 
 ¨ D | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® 
. �á«¨ C | ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà 
X , â® á®¢®ªã¯®áâì {c|D : c ∈ C} ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã ¢ (¤¨áªà¥â®¬) ¡  å®¢®¬
à áá«®¥¨¨ X|D. �®«ãç¥®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ���  ¤ D  §ë¢ ¥âáï ®£à ¨ç¥¨¥¬ ��� X   D ¨
®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ X

∣∣
D. �ç¥¢¨¤®, çâ® M

(
D,X|D

)
=

{
u|D : u ∈ M(
,X )

}
(áà. 2.2.5).

4.2.5. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®© 
. �â®¡à ¦¥¨¥ H : ω ∈

 7→ H(ω) ∈ B

(
X (ω),Y(ω)

)
 §®¢¥¬ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬ X ¢ Y, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 


®¯¥à â®à H(ω) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ X (ω) ¢ Y(ω) ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® M(
,Y) ={
H ⊗ u : u ∈ M(
,X )

}
. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢á¥ ®¯¥à â®àë H(ω) áîàê¥ªâ¨¢ë, â® ¢«®¦¥¨¥ H  §ë¢ ¥âáï

¨§®¬¥âà¨¥© X   Y. � á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª®© ¨§®¬¥âà¨¨ H à áá«®¥¨ï X ¨ Y ¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï
¨§®¬¥âà¨çë¬¨. �á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® u ∈ M(
,X ) ®¯à¥¤¥«¨âì ª« áá H ⊗ u ∈ M(
,Y) ¯® ¯à ¢¨«ã
H ⊗ u = (H ⊗ u)∼, £¤¥ u | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ H ⊗ u ¡ã¤¥â ®áãé¥áâ¢«ïâì
¨§®¬¥âà¨î ��� M(
,X )   M(
,Y).
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�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ 
 ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ H á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 

«¨¥©ãî ¨§®¬¥âà¨î H(ω) á«®ï X (ω)   Y(ω). �«ï â®£® çâ®¡ë ®â®¡à ¦¥¨¥ H ¡ë«® ¨§®¬¥âà¨¥© X
  Y, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®  «¨ç¨ï â ª®£®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C ⊂ M(
,X ), çâ®
{H ⊗ c : c ∈ C} |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,Y).

J � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¤®áâ â®ç®áâì ¯à¥¤«®¦¥®£® ãá«®¢¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
¨¬¥¥âáï ¬®¦¥áâ¢® C, ®¡« ¤ îé¥¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ á¢®©áâ¢®¬. �á«¨ u ∈ M(
,X ), â® ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥-
¬¥â  c ∈ C äãªæ¨ï |||H ⊗ u−H ⊗ c||| = |||u− c||| ¨§¬¥à¨¬  ¨ infc∈C |||H ⊗ u−H ⊗ c|||∼ = infc∈C |||u− c|||∼ =
0 ¢ Kσ -¯à®áâà áâ¢¥ M(
), ®âªã¤  ¢ á¨«ã 4.1.9 á«¥¤ã¥â ¨§¬¥à¨¬®áâì á¥ç¥¨ï H ⊗ u. �®¢¥àè¥®   «®-
£¨ç® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§¬¥à¨¬®áâì á¥ç¥¨ï u ∈ S∼(
,X ) ¨§ ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ H ⊗ u. I
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� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®ïâ¨¥ «¨äâ¨£  ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥-
ç¥¨© ���. �§¬¥à¨¬ë¥ ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï á «¨äâ¨£®¬ ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ��� § ¨¬ îâ, ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬
á¬ëá«¥, â® ¦¥ ¬¥áâ®, çâ® ¨ ¯à®áâ®àë¥ ¥¯à¥àë¢ë¥ ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ���. �®£®ç¨á-
«¥ë¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨ï â®¬ã ¬®¦® ¨§¢«¥çì ¨§ § 4.4, §¤¥áì ¦¥ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ï¢ ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ���
á «¨äâ¨£®¬ ¨ ¯à®áâ®àë¬¨ ���. �¥®à¥¬  4.3.4 ¯à¥¤« £ ¥â ¬¥å ¨§¬ ¯®áâà®¥¨ï ��� á «¨äâ¨£®¬
  ®á®¢¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯à®áâ®à®£® ���  ¤ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬,  
â¥®à¥¬  4.3.5 ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® â ª®© ¬¥å ¨§¬ ï¢«ï¥âáï ã¨¢¥àá «ìë¬.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬
¯àï¬®© áã¬¬ë.

4.3.1. �ãáâì X | ���  ¤ 
. � áá¬®âà¨¬ «¨äâ¨£ ρ : L∞(
) → L∞(
) (á¬. 1.1.13). �â®¡à ¦¥¨¥
ρX : L∞(
,X ) → L∞(
,X ) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì «¨äâ¨£®¬ L∞(
,X ) ( áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á ρ), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
u,v ∈ L∞(
,X ) ¨ e ∈ L∞(
) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( ) ρX (u) ∈ u ¨ dom ρX (u) = 
;
(¡) |||ρX (u)||| = ρ(

u);
(¢) ρX (u+ v) = ρX (u) + ρX (v);
(£) ρX (eu) = ρ(e)ρX (u);
(¤) ¬®¦¥áâ¢® {ρX (u) : u ∈ L∞(
,X )} ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .
� á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£  L∞(
) ¨  áá®æ¨¨à®¢ ®£® á ¨¬ «¨äâ¨£  L∞(
,X ) ¡ã¤¥¬

£®¢®à¨âì, çâ® X | ��� á «¨äâ¨£®¬. �à¨ íâ®¬ ¥á«¨ ïá®, ® ª ª¨å «¨äâ¨£ å ¨¤¥â à¥çì, â® ¤«ï
e ∈ L∞(
) ¨ u ∈ L∞(
,X ) ¢¬¥áâ® ρ(e) ¨ ρX (u) ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì á®®â¢¥âáâ¢¥® e∼ ¨ u∼. �«ï e ∈ L∞(
)
¨ u ∈ L∞(
,X ) § ¯¨á¨ ρ(e∼), ρX (u∼), (e∼)∼ ¨ (u∼)∼ § ¬¥ïîâáï á¨¬¢®« ¬¨ ρ(e), ρX (u), e∼ ¨ u∼
á®®â¢¥âáâ¢¥®.

4.3.2. �à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥àë, ¯®ª §ë¢ îé¨¥, çâ® ãá«®¢¨¥ (¤) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨äâ¨£  4.3.1 ¥ ¢ëâ¥-
ª ¥â ¨§ ãá«®¢¨© ( ){(£).

(1) � áá¬®âà¨¬ ¯®áâ®ï®¥ à áá«®¥¨¥ X = [0, 1] × {R}  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ [0, 1] á ¬¥à®© �¥¡¥£ . �
ª ç¥áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¢ X ¢®§ì¬¥¬ á®¢®ªã¯®áâì ¯®çâ¨ ¢áî¤ã à ¢ëå ã«î äãªæ¨© u : [0, 1] →
R. �®£¤ , ¢ë¡à ¢ ¯à®¨§¢®«ìë© «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞([0, 1]), ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥, áâ ¢ïé¥¥ ¢
á®®â¢¥âáâ¢¨¥ «î¡®¬ã ª« ááã u ∈ L∞([0, 1],X ) â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ãî ã«î äãªæ¨î ρX (u), ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨ï¬ 4.3.1 ( ){(£), ® ¥ (¤).

(2) �á«®¢¨¥ 4.3.1 (¤) áª®à¥¥ ï¢«ï¥âáï ®âà ¦¥¨¥¬ ¨¤¨¢¨¤ã «ìëå á¢®©áâ¢ «¨äâ¨£  L∞(
,X ),
¥¦¥«¨ á¢®©áâ¢ ��� X . �®ç¥¥ £®¢®àï, ¢®§¬®¦® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥¨© ρ1 ¨ ρ2 ¨§ L∞(
,X )
¢ L∞(
,X ), ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ 4.3.1 ( ){(£), ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¢®¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ª¦¥
¨ ãá«®¢¨î (¤), â. ¥. ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬,   ¢â®à®¥ | ¥â. �à®áâ®© ¯à¨¬¥à ¬®¦® ¯®«ãç¨âì, à áá¬®âà¥¢
¯à®¨§¢®«ì®¥ ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 
, á«®© X (�ω) ª®â®à®£® ¢ ¥ª®â®à®© ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®© â®çª¥ �ω ∈ 

(â. ¥. â ª®©, çâ® {�ω} ∼ ∅) ¨§®¬¥âà¨ç¥ á®¡áâ¢¥®¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ã X ⊂ X (�ω). �®£¤  ¥á«¨ ρ1 |
«¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
,X ),   T | ¨§®¬¥âà¨ï X (�ω)   X, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ ρ2 : L∞(
,X ) → L∞(
,X ),
¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

ρ2(u)(ω) =

{
ρ1(u)(ω), ¥á«¨ ω ̸= ω,

T
(
ρ1(u)(ω)

)
, ¥á«¨ ω = ω,

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ 4.3.1 ( ){(£), ® ¥ (¤).
�¥å¨ª  ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¯®§¢®«ï¥â § ç¨â¥«ì® ãá¨«¨âì ¯à¨¬¥à (2) (á¬. 4.4.9).

4.3.3. �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ L∞(
),   X ¨ Y | ��� á «¨äâ¨£ ¬¨  ¤ 
. � áá«®¥¨ï X ¨ Y
 §®¢¥¬ ρ-¨§®¬¥âà¨çë¬¨, ¥á«¨ ¨å «¨äâ¨£¨ ρX ¨ ρY  áá®æ¨¨à®¢ ë á ρ ¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¨§®¬¥âà¨ï
H à áá«®¥¨ï X   Y, çâ® ρY(H ⊗ u) = H ⊗ ρX (u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ���
X ¥¯®¤¢¨¦® ®â®á¨â¥«ì® ρ ¨«¨ ρ-¥¯®¤¢¨¦®, ¥á«¨ ¢ «î¡ëå ρ-¥à §«¨ç¨¬ëå â®çª å ω1, ω2 ∈ 

(á¬. 1.1.13) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  X (ω1) = X (ω2) ¨ u∼(ω1) = u∼(ω2) ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ).

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¤¯®« £ âì, ¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, çâ® ª ¦¤®¥ à áá¬ âà¨¢ ¥-
¬®¥ ��� á «¨äâ¨£®¬ ¥¯®¤¢¨¦® ®â®á¨â¥«ì® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ≪áª «ïà®£®≫ «¨äâ¨£ .

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï ¢áïª®£® ���  ¤ 
, ¨¬¥îé¥£® «¨äâ¨£,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ρ,  ©¤¥âáï
ρ-¨§®¬¥âà¨ç®¥ ¥¬ã ρ-¥¯®¤¢¨¦®¥ ��� á «¨äâ¨£®¬.
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J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¤®ª §ë¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï. � ä¨ªá¨àã¥¬
¯à®¨§¢®«ìãî ¯ àã ρ-¥à §«¨ç¨¬ëå â®ç¥ª ω1, ω2 ∈ 
. �®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì â ªãî ¨§®¬¥âà¨î i á«®ï
X (ω1)   X (ω2), çâ® i

(
u∼(ω1)

)
= u∼(ω2) ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á«®¨  ¤

¥à §«¨ç¨¬ë¬¨ â®çª ¬¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ≪®â®¦¤¥áâ¢«¥ë≫ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ â ª¨å ¨§®¬¥âà¨©.
�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ ω ∈ 
 ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X0(ω) ¯®¤¯à®áâà áâ¢® {u∼(ω) : u ∈ L∞(
,X )} á«®ï

X (ω). �ãáâì ª« ááë u,v ∈ L∞(
,X ) â ª®¢ë, çâ® u∼(ω1) = v∼(ω1). �®£¤  u∼(ω2) = v∼(ω2), ¯®áª®«ìªã á
ãç¥â®¬ 1.1.13 ¬ë ¨¬¥¥¬

∥u∼(ω2)− v∼(ω2)∥ =
u− v

∼(ω2)

=
u− v

∼(ω1) = ∥u∼(ω1)− v∼(ω1)∥ = 0.

�â® ¯®§¢®«ï¥â  ¬ ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¡¨¥ªæ¨î i0 : X0(ω1) → X0(ω2), ¤¥©áâ¢ãîéãî ¯® ¯à ¢¨«ã
i0
(
u∼(ω1)

)
= u∼(ω2) ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  u ∈ L∞(
,X ). �« £®¤ àï ¯«®â®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ X0(ω)

¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á«®ïå X (ω), ¨§®¬¥âà¨ï i0 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨áª®¬®© ¨§®¬¥âà¨¨ i : X (ω1) → X (ω2). I

4.3.4. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
) (á¬. 1.2.8) ¨ τ : 
 →
Q | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ «¨äâ¨£ã ρ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) (á¬. 1.2.13).

�¥®à¥¬ . �ãáâì X = Y ◦ τ , £¤¥ Y | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ Q.
(1) �á«¨ C | ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¢ Y ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® C(Q,Y) ( ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ C = CY), â®

¬®¦¥áâ¢® C ◦ τ ï¢«ï¥âáï ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© ¢ X . �«ï «î¡ëå ¯®á«®©® ¯«®âëå ¢ Y ¯®¤¯à®áâà áâ¢
C,D ⊂ C(Q,X ) ¨§¬¥à¨¬ë¥ áâàãªâãàë C ◦ τ ¨ D ◦ τ íª¢¨¢ «¥âë. (� ¤ «ì¥©è¥¬ à áá«®¥¨¥ X = Y ◦ τ
¢á¥£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ª ª ��� ®â®á¨â¥«ì® ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë CY ◦ τ .)

(2) �®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥®¥ á¥ç¥¨¥ u à áá«®¥¨ï X ¨§¬¥à¨¬® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v◦τ
¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈ C∞(Q,Y).

(3) �«ï «î¡®£® ª« áá  u ∈ M(
,X ) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á¥ç¥¨¥ û ∈ C∞(Q,Y), ¤ îé¥¥
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ u ¢ ¢¨¤¥ (û ◦ τ)∼.

(4) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� M(
,X )   C∞(Q,Y),  áá®æ¨¨à®¢ ãî
á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q) (á¬. 1.3.13, 1.4.2). �¡à §®¬ L∞(
,X ) ¯à¨ íâ®© ¨§®¬¥âà¨¨
ï¢«ï¥âáï C(Q,Y). �¡à â ï ¨§®¬¥âà¨ï C∞(Q,Y)   M(
,X ) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã v 7→ (v ◦ τ)∼ ¨
 áá®æ¨¨à®¢   á ¨§®¬®àä¨§¬®¬

(
e 7→ (e ◦ τ)∼

)
: C∞(Q) → M(
).

(5) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û◦τ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «¨äâ¨£ L∞(
,X ),  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ρ. � ¡¦¥®¥
íâ¨¬ «¨äâ¨£®¬ ��� X ï¢«ï¥âáï ρ-¥¯®¤¢¨¦ë¬.

J (1) �á«¨ C | ¯®á«®©® ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® C(Q,Y) ¨ c ∈ C, â® |||c ◦ τ ||| = |||c||| ◦ τ |
¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï (á¬. 1.3.13). �áâ «ìë¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  C◦τ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨§¬¥à¨¬®©
áâàãªâãàë, ®ç¥¢¨¤ë. �ª¢¨¢ «¥â®áâì ¨§¬¥à¨¬ëå áâàãªâãà C ◦ τ ¨ D ◦ τ ¤«ï «î¡ëå ¯®á«®©® ¯«®âëå
¢ Y ¯®¤¯à®áâà áâ¢ C,D ⊂ C(Q,Y) á«¥¤ã¥â ¨§ 2.5.7 ¨ 4.1.11.

(2) �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1.2.13 ¤«ï ¢áïª®£® v ∈ C∞(Q,Y) ª®¬¯®§¨æ¨ï v ◦ τ
®¯à¥¤¥«¥  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ U ¬®¦¥áâ¢® {u ∈ S∼(
,X ) : u ∼ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£®
v ∈ C∞(Q,Y)} ¨ ¤®ª ¦¥¬, çâ® U = M(
,X ).

�ãáâì v ∈ C∞(Q,Y). �®£« á® 3.1.4 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (vn)n∈N ¯®¯ à® ¤¨§ê-
îªâëå í«¥¬¥â®¢ C(Q,Y), çâ® v = o-

∑
n∈N vn. �ç¥¢¨¤®, çâ® v ◦ τ ∼

∑
n∈N(vn ◦ τ). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

U ⊂ M(
,X ). �á«¨ v ∈ C∞(Q,Y), A ∈ B(
) ¨ A = A∼, â®

⟨A⟩(v ◦ τ) ∼ ⟨A∼⟩(v ◦ τ) =
⟨
τ−1

[
Â
]⟩
(v ◦ τ) =

(
⟨Â⟩v

)
◦ τ,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®¦¥áâ¢® U á®¤¥à¦¨â ®áª®«ª¨ ¢á¥å á¢®¨å í«¥¬¥â®¢. �®£« á® 4.1.12 ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï
®¡à â®£® ¢ª«îç¥¨ï U ⊃ M(
,X ) ¤®áâ â®ç® ¯à®¢¥à¨âì ãá«®¢¨ï 4.1.12 (4)( ){(¢) ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  U .

( ) �ãáâì á¥ç¥¨ï un ∼ vn ◦ τ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë. �®£¤  ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë á¥ç¥¨ï vn ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥âáï v := o-

∑
n∈N vn ∈ C∞(Q,Y). �á®, çâ®

∑
n∈N un ∼ v ◦ τ .

(¡) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì á¥ç¥¨© un ∼ vn ◦ τ áå®¤¨âáï ª á¥ç¥¨î u ∈ S∼(
,X )
à ¢®¬¥à®   ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ A ∼ 
. �§ r-áå®¤¨¬®áâ¨

u∼
n − u∼

m

→ 0 ¢ M(
) á®£« á® 1.3.13
á«¥¤ã¥â r-áå®¤¨¬®áâì

vn − vm
→ 0 ¢ C∞(Q). �« £®¤ àï o-¯®«®â¥ ��� C∞(Q,Y), áãé¥áâ¢ã¥â r-¯à¥¤¥«

v ∈ C∞(Q,Y) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (vn). �ç¥¢¨¤®, u ∼ v ◦ τ .
(¢) �ãáâì á¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X ) â ª®¢®, çâ® ⟨K⟩u ∈ U ¤«ï «î¡®£® K ∈ B�n(
). �¢®©áâ¢® ¯àï¬®©

áã¬¬ë ¯®§¢®«ï¥â à §¡¨âì ¬®¦¥áâ¢® 
   ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Kξ (ξ ∈ �) ª®¥ç®© ¬¥àë â ª, çâ® supξ∈�K∼
ξ =
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∼ (á¬. 1.2.12). �«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¨¬¥¥âáï â ª®¥ á¥ç¥¨¥ vξ ∈ C∞(Q,Y), çâ® ⟨Kξ⟩u ∼ vξ ◦ τ . �®áª®«ìªã
á¥ç¥¨ï vξ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, áãé¥áâ¢ã¥â o-áã¬¬  v := o-

∑
ξ∈� vξ ∈ C∞(Q,Y). �ª¢¨¢ «¥â®áâì

u ∼ v ◦ τ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 1.2.12.
(3) �á«¨ á¥ç¥¨ï v, w ∈ C∞(Q,Y) á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬ v ◦ τ ∼ w ◦ τ , â®

v − w
◦ τ = 0. �®£¤ 

¨§ 1.3.13 á«¥¤ã¥â, çâ®
v − w

= 0, â. ¥. v = w.
(4), (5) �ä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¯à®¢¥àïîâáï í«¥¬¥â à®. � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï à §¢¥

çâ® à ¢¥áâ¢® dom(û ◦ τ) = 
 ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® u ∈ L∞(
,X ). �¥à ¢¥áâ¢®
u6 λ, ¢ë¯®«¥®¥ ¤«ï

¥ª®â®à®£® ç¨á«  λ, ¢ á¨«ã 1.3.13 ¢«¥ç¥â ¥à ¢¥áâ¢®
̂u6 λ. �¥¯¥àì ¨§ 3.1.3 á«¥¤ã¥â, çâ® dom û = Q,  

â®£¤  dom(û ◦ τ) = 
. I

�¥ç¥¨¥ û ∈ C∞(Q,Y), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ í«¥¬¥âã u ∈ M(
,X ) á®£« á® ¯. (3), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ u (áà. 1.3.13).

4.3.5. �¥®à¥¬  4.3.4 ®¯¨áë¢ ¥â á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï ��� á «¨äâ¨£®¬   ®á®¢¥ ¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®à-
®£® ���  ¤ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ áâ®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ª ¦¤®¥
��� á «¨äâ¨£®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥® ¨¬¥® â ª¨¬ á¯®á®¡®¬.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ρ | «¨äâ¨£ L∞(
) ¨ τ : 
 → Q | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥

 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
).

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ρ-¥¯®¤¢¨¦®¥ ���  ¤ 
, ¨¬¥îé¥¥ «¨äâ¨£,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ρ. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâ®à®¥ ��� X̂  ¤ Q â ª®¥, çâ® X = X̂ ◦ τ ¨
u∼ = û ◦ τ ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ), £¤¥ û | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ u.

J �¥¯®¤¢¨¦®áâì ��� X ®â®á¨â¥«ì® ρ ¯®§¢®«ï¥â  ¬ ®¯à¥¤¥«¨âì ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ Y  ¤
τ [
] ä®à¬ã«®© Y

(
τ(ω)

)
:= X (ω) ¨ á ¡¤¨âì ¥£® ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®©

{
u∼ ◦ τ−1 : u ∈ L∞(
,X )

}
.

�®£¤  ¯à®¤®«¦¥¨¥ X̂ à áá«®¥¨ï Y   Q ¯® �â®ãã | �¥åã (á¬. 2.5.10) ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ���. �®«ì-

è¨áâ¢® ¥®¡å®¤¨¬ëå á¢®©áâ¢ à áá«®¥¨ï X̂ ¯à®¢¥àïîâáï í«¥¬¥â à®. �ë ®áâ ®¢¨¬áï «¨èì   ¥£®
¯à®áâ®à®áâ¨.

�®£« á® 2.5.10 ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  u ∈ L∞(
,X ) ®£à ¨ç¥®¥ á¥ç¥¨¥ u∼ ◦ τ ∈ C
(
τ [
],Y

)
¯à®¤®«-

¦ ¥âáï ¤® í«¥¬¥â  C(Q, X̂ ), ª®â®àë© ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ û. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥

u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ ��� L∞(
,X ) ¢ C(Q, X̂ ),  áá®æ¨¨à®¢ ®¥ á ¨§®¬®àä¨§-
¬®¬ (e 7→ ê) : L∞(
) → C(Q). �§ 2.5.7 ¨ 1.5.4 á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § L∞(
,X ) ¯à¨ íâ®¬ ¢«®¦¥¨¨ o-¯«®â¥

¢ C(Q, X̂ ). � á¨«ã o-¯®«®âë L∞(
,X ) íâ®â ®¡à § á®¢¯ ¤ ¥â á C(Q, X̂ ), ¨ ¯®íâ®¬ã ��� C(Q, X̂ ) â®¦¥
o-¯®«®.

�¤¨áâ¢¥®áâì à áá«®¥¨ï X̂ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.3.4 (4) ¨ 3.4.1. I

�à®áâ®à®¥ ��� X̂ , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï áâ®-
ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ ��� á «¨äâ¨£®¬ X . � ¬¥â¨¬, çâ® X̂ ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï
M(
,X ) (á¬. 3.4.4).
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§ 4.4. �à¨«®¦¥¨ï â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©

�®áâàãªâ¨¢ ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ��� á «¨äâ¨£®¬ ¨ ¯à®áâ®àë¬¨ ���, ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ ï â¥®à¥¬ -
¬¨ 4.3.4 ¨ 4.3.5, ¯®§¢®«ï¥â ¯¥à¥¥áâ¨ ¡ãª¢ «ì® ¢á¥ ®á®¢ë¥ ä ªâë â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ���   á«ãç ©
���. �¥§ã«ìâ âë, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ¯®«ãç¥ë ¨¬¥® â ª¨¬ ¯¥à¥®á®¬. �¤¥áì, ¢
ç áâ®áâ¨, ¯à¨¢¥¤¥ ªà¨â¥à¨© ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¥ç¥¨© ¢ â¥à¬¨ å «¨äâ¨£ , ®¯¨á ë  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¢ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©, ãª §  á¯®á®¡ ¢«®¦¥¨ï ®¯à¥¤¥«¥®£® ª« áá 
��� ¢ ��� á «¨äâ¨£®¬ (  «®£ ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¨ ���), ¯¥à¥ç¨á«¥ë ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨-
¬ëå à áá«®¥¨© B(X ,Y) ¨ X ′,   â ª¦¥ áä®à¬ã«¨à®¢  àï¤ à¥§ã«ìâ â®¢ ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ��� ¢ ¢¨¤¥
¯à®áâà áâ¢  ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ��� á «¨äâ¨£®¬.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬
¯àï¬®© áã¬¬ë, ρ | «¨äâ¨£ L∞(
) ¨ τ : 
 → Q | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢
áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
). �á«¨ X | (ρ-¥¯®¤¢¨¦®¥) ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
 ¨

X̂ | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X , â®, ª ª ®¡ëç®, áâ®ã®¢áª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ª« áá®¢ e ∈ M(
) ¨

u ∈ M(
,X ) ®¡®§ ç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¥à¥§ ê ∈ C∞(Q) ¨ û ∈ C∞(Q, X̂ ),   ¨å «¨äâ¨£¨ | ç¥à¥§ e∼
¨ u∼.

4.4.1. �á«®¢¨¥ (¤) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨äâ¨£  4.3.1 ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ ¡®«¥¥ á¨«ì®© ä®à¬¥:

�à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ X | ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
, â® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ω ∈ 
 ¬®¦¥áâ¢®
{u∼(ω) : u ∈ L∞(
,X )} á®¢¯ ¤ ¥â á X (ω).

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.3.3, 4.3.5 ¨ 2.3.5. I

4.4.2. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
. �¥ç¥¨¥ u ∈ S(
,X ) ¨§¬¥à¨¬®
¨ «¥¦¨â ¢ ®¡à §¥ «¨äâ¨£  L∞(
,X ) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  v ∈ L∞(
,X )
äãªæ¨ï |||u− v∼||| ¨§¬¥à¨¬  ¨ «¥¦¨â ¢ ®¡à §¥ «¨äâ¨£  L∞(
).

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯à¥¤« £ ¥¬®£® ªà¨â¥à¨ï ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ®ç¥¢¨¤ , ¯®ª ¦¥¬ ¥£® ¤®áâ â®ç®áâì.
�ãáâì «¨äâ¨£ L∞(
,X )  áá®æ¨¨à®¢  á ρ. �®£« á® 4.3.3 à áá«®¥¨¥ X ¬®¦® áç¨â âì ρ-¥¯®¤¢¨¦-

ë¬. �ãáâì X̂ | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï |||u− v∼||| «¥¦¨â ¢ ®¡à §¥
«¨äâ¨£  L∞(
) ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  v ∈ L∞(
,X ). �á¯®«ì§ãï 4.4.1 ¨ ρ-¥¯®¤¢¨¦®áâì à áá«®¥¨ï X ,
«¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® á¥ç¥¨¥ u ¯à¨¨¬ ¥â ®¤¨ ª®¢ë¥ § ç¥¨ï ¢ ρ-¥à §«¨ç¨¬ëå â®çª å. �â® ¯®§¢®«ï¥â
 ¬ ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ S(τ [
], X̂ ), ®¯à¥¤¥«¥®¥ ä®à¬ã«®© v

(
τ(ω)

)
:= u(ω). �¢®©áâ¢ 

á¥ç¥¨ï u ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨© |||v − v̂||| ¤«ï ¢á¥å v ∈ L∞(
,X ), çâ® ®§ ç ¥â ¥¯à¥-

àë¢®áâì á¥ç¥¨ï v. �ç¥¢¨¤ ï ®£à ¨ç¥®áâì u ¢«¥ç¥â ®£à ¨ç¥®áâì v, ¨ ¡« £®¤ àï ¯à®áâ®à®áâ¨ X̂
á¥ç¥¨¥ v ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® �v ∈ C(Q, X̂ ). �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® u = �v ◦ τ , ¨ á®á« âìáï   4.3.4. I

4.4.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢  M(
), X ¨ Y | ���  ¤ 
 á
«¨äâ¨£ ¬¨ ( áá®æ¨¨à®¢ ë¬¨ á ρ). ��� E(X ) ¨ E(Y) ¨§®¬¥âà¨çë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
à áá«®¥¨ï X ¨ Y ¨§®¬¥âà¨çë (ρ-¨§®¬¥âà¨çë).

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.3.3, 4.3.5 ¨ 3.4.1. I

4.4.4. �ãáâì X | ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ L∞(
,X ) ¨
â®çª¨ ω ∈ 
 ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® {u∼(ω) : u ∈ U} á¨¬¢®«®¬ U∼(ω).

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ L∞(
,X ) íª¢¨¢ «¥âë:
(1) ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ M(
,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï v(ω) ∈ clU∼(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
;
(2) ¤«ï «î¡®£® ª« áá  v ∈ L∞(
,X ) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨ï v∼(ω) ∈ clU∼(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å

ω ∈ 
;
(3) U ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ M(
,X );
(4) {u ∈ M(
,X ) : u∼ ∈ U} |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® M(
,X ).

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2) ¨ (3)⇔(4) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª ¦¥¬, çâ® (2)⇒(3). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨äâ¨£

L∞(
,X )  áá®æ¨¨à®¢  á ρ. �®£« á® 4.3.3 à áá«®¥¨¥ X ¬®¦® áç¨â âì ρ-¥¯®¤¢¨¦ë¬. �ãáâì X̂ |

áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X . �¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® {û : u ∈ U} ⊂ C(Q, X̂ ) ç¥à¥§ Û . � ãç¥â®¬ 4.3.4 (4)
¨ 2.5.7

(
(2)⇒(4)

)
çâ®¡ë ®¡®á®¢ âì (3) ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ª« áá  v ∈ L∞(
,X ) á¥ç¥¨¥
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v̂ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï v̂(q) ∈ cl Û(q)   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q. �á«¨ ¯®á«¥¤¥¥ ¥ ¢ë¯®«¥®, â®

v̂(q) /∈ cl Û(q) ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ q ¥ª®â®à®£® ¥¯ãáâ®£® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ⊂ Q. �®£¤ 
v∼(ω) /∈ clU∼(ω) ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ ω ¬®¦¥áâ¢  τ−1[A], ¨¬¥îé¥£® ¥ã«¥¢ãî ¬¥àã, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â
(2). �¬¯«¨ª æ¨ï (3)⇒(1) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.3.5 ¨ 2.5.7

(
(4)⇒(3)

)
. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �®   «®£¨¨ á 2.5.7 ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¬®¦® ®¡®¡é¨âì   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì-
®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ M(
,X ). �à¨ íâ®¬ ¯®¤ U∼(ω) á«¥¤ã¥â ¯®¨¬ âì á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥¢®§¬®¦ëå
§ ç¥¨©

(
⟨A⟩u

)
∼(ω), £¤¥ u ∈ M(
,X ) ¨ A ∈ B(
) â ª®¢ë, çâ® ⟨A⟩u ∈ L∞(
,X ) (á¬. 4.1.13).

4.4.5. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ���  ¤ 
. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® C | ¥ª®â®à ï  ¤¥ª¢ â ï ¨§¬¥-
à¨¬ ï áâàãªâãà  ¢ X , ¢á¥ í«¥¬¥âë c ∈ C ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ |||c||| ∈ L∞(
) ¨ ρ(|||c||| ) = |||c||| .
�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ρ-¨§®¬¥âà¨¨) ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 
 â ª®¥, çâ® ¥£®
«¨äâ¨£ ρX  áá®æ¨¨à®¢  á ρ, X ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X ¨ ρX (c) = c ¤«ï ¢á¥å c ∈ C.

J �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ¨ ¥£® ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà  C ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë.
�®£« á® 3.4.3 ¨¬¥îâáï ¯à®áâ®à®¥ ��� Y  ¤ Q ¨ ¨§®¬¥âà¨ï i : M(
,X ) → C∞(Q,Y),  áá®æ¨¨à®¢  ï
á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : L∞(
) → C(Q). �¡®§ ç¨¬ ��� á «¨äâ¨£®¬ Y ◦ τ ç¥à¥§ X (á¬. 4.3.4). �«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì ¨§®¬¥âà¨î H ��� X   ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥
��� X â ªãî, çâ® ρ �X (H ⊗ c) = H ⊗ c ¤«ï ¢á¥å c ∈ C. (� íâ®¬ á«ãç ¥ á«®¨ X ¬®¦® ¡ã¤¥â ≪¯®¤¯à ¢¨âì≫

â ª, çâ® ¨§®¬¥âà¨ï H áâ ¥â â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ¢«®¦¥¨¥¬.)
�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ ω ∈ 
 ®¡®§ ç¨¬ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® {c(ω) : c ∈ C} á«®ï X (ω)

ç¥à¥§ X0(ω) ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à H0(ω) : X0(ω) → X (ω) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: H0(ω)c(ω) :=
i(c∼)

(
τ(ω)

)
, c ∈ C. �®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  H0(ω) ¨ ¥£® ¨§®¬¥âà¨ç®áâì á«¥¤ãîâ ¨§ á®®â®-

è¥¨© ∥∥i(c∼)(τ(ω))∥∥ =i(c∼)(τ(ω)) =c∼∧(τ(ω)) = ρ(
c∼)(ω) = ∥c(ω)∥,

¢ë¯®«¥ëå ¤«ï ¢á¥å c ∈ C. �ãáâì H(ω) | ¯à®¤®«¦¥¨¥ H0(ω) ¤® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¢«®¦¥¨ï X (ω) →
X (ω). �®¦¥áâ¢® {c∼ : c ∈ C} ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¢ M(
,X ). �«¥¤®¢ â¥«ì®, {i(c∼) : c ∈ C} |
 ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C∞(Q,Y),  , ¯®áª®«ìªã H ⊗ c = i(c∼) ◦ τ ¤«ï ¢á¥å c ∈ C, ¬®¦¥áâ¢®
{(H ⊗ c)∼ : c ∈ C} ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬ ¢ M(
,X ). �§ 4.2.5 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ H

®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î X   ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ X , ¨¤ãæ¨à®¢ ®¥ «¨¥©ë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬
{H ⊗ c : c ∈ C} ⊂ M(
,X ) (á¬. 4.2.2).

�¤¨áâ¢¥®áâì à áá«®¥¨ï (á â®ç®áâìî ¤® ρ-¨§®¬¥âà¨¨) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.2.3 ¨ 4.4.3. I

4.4.6. �¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ���  ¤ 
, ¨¬¥îé¨¥ «¨äâ¨£¨,  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ á ®¤¨¬ ¨
â¥¬ ¦¥ «¨äâ¨£®¬ L∞(
). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (¨ ¥¤¨áâ¢¥®) â ª®¥ ��� á «¨äâ¨£®¬ B(X ,Y)  ¤ 
, çâ®

( ) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 
 á«®© B(X ,Y)(ω) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ B
(
X (ω),Y(ω)

)
;

(¡) ¥á«¨ u ∈ M(
,X ) ¨ H ∈ M
(

, B(X ,Y)

)
, â® H ⊗ u ∈ M(
,Y);

(¢) (H ⊗ u)∼ = H∼ ⊗ u∼ ¤«ï «î¡ëå u ∈ L∞(
,X ) ¨ H ∈ L∞(

, B(X ,Y)

)
;

(£) ¥á«¨ ®£à ¨ç¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ H : ω ∈ 
 7→ H(ω) ∈ B
(
X (ω),Y(ω)

)
â ª®¢®, çâ® ¤«ï ¢áïª®£®

u ∈ L∞(
,X ) á¥ç¥¨¥ H ⊗ u ¨§¬¥à¨¬® ¨ H ⊗ u∼ = (H ⊗ u)∼, â® H ∈ L∞(

, B(X ,Y)

)
.

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.3.3, 4.3.5 ¨ 3.2.3. I

4.4.7. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ R ¯®áâ®ï®¥ ��� 
× {R} (á «¨äâ¨£®¬). �á«¨ X | ��� á «¨äâ¨£®¬
 ¤ 
, â® à áá«®¥¨¥ B(X ,R)  §ë¢ ¥âáï á®¯àï¦¥ë¬ ��� ª X ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ X ′. �¨¦¥
¯¥à¥ç¨á«¥ë ®á®¢ë¥ á¢®©áâ¢  á®¯àï¦¥®£® ���, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¡« £®¤ àï 4.3.5 ¨§   «®£¨çëå á¢®©áâ¢
á®¯àï¦¥®£® ���.

(
� ¯¨áì ⟨u|u′⟩ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢¬¥áâ® ⟨u(·)|u′(·)⟩ | á¬. 1.7.4.

)
�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
.
(1) X ′ | ��� á «¨äâ¨£®¬.
(2) �á«¨ Y | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X , â® Y ′ | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X ′.
(3) � ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 
 á«®© X ′(ω) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (ω)′. �ª«îç¥¨¥

X ′(ω) ⊂ X (ω)′ ¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬.
(4) �á«¨ u ∈ M(
,X ) ¨ u′ ∈ M(
,X ′), â® ⟨u|u′⟩ ∈ M(
).
(5) �«ï «î¡ëå u ∈ L∞(
,X ) ¨ u′ ∈ L∞(
,X ′) ¢ë¯®«¥® ⟨u|u′⟩∼ = ⟨u∼|u′

∼⟩.
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(6) �á«¨ ®£à ¨ç¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ u : ω ∈ 
 7→ u′(ω) ∈ X (ω)′ â ª®¢®, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® u ∈ L∞(
,X )
äãªæ¨ï ⟨u|u′⟩ ¨§¬¥à¨¬  ¨ ⟨u∼|u′⟩ = ⟨u|u′⟩∼, â® u′ ∈ L∞(
,X ′).

(7) �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ª« áá®¢ u ∈ M(
,X ) ¨ u′ ∈ M(
,X ′) ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ⟨u|u′⟩ ª« áá ⟨u|u′⟩∼ ∈
M(
), £¤¥ u ∈ u, u′ ∈ u′. �®£¤  ¡¨«¨¥© ï ä®à¬  (u,u′) 7→ ⟨u|u′⟩ ¯à¨¢®¤¨â ¯à®áâà áâ¢  M(
,X ) ¨
M(
,X ′) ¢ M(
)-§ çãî ¤¢®©áâ¢¥®áâì.

(8) �«ï ª ¦¤®£® u ∈ M(
,X ) ¢ë¯®«¥®

u= max{⟨u|u′⟩ : u′ ∈ L∞(
,X ′),
u′6 1}.

(9) �«ï ª ¦¤®£® u′ ∈ M(
,X ′) ¢ë¯®«¥®

u′= sup{⟨u|u′⟩ : u ∈ L∞(
,X ),
u6 1}.

(10) �á«¨ u′ ∈ L∞(
,X ′), â® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 
 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

u′∼(ω) = sup{⟨u|u′⟩∼(ω) : u ∈ L∞(
,X ),
u6 1}.

(11) �«ï «î¡®© â®çª¨ ω ∈ 
 ¯à®áâà áâ¢® X ′(ω) ®à¬¨àã¥â X (ω). �®«¥¥ â®£®,

∥x∥ = max{⟨x|x′⟩ : x′ ∈ X ′(ω), ∥x′∥ 6 1}

¤«ï ¢á¥å x ∈ X (ω).
(12) �á«¨ á«®© X (ω) ¢ ¥ª®â®à®© â®çª¥ ω ∈ 
 à¥ä«¥ªá¨¢¥, â® X ′(ω) = X (ω)′.
(13) � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã ω ∈ 
 ¨ à áá¬®âà¨¬ ª ®¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ x 7→ x′′ ¯à®-

áâà áâ¢  X (ω) ¢ X (ω)′′. �®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ x 7→ x′′|X ′(ω) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ X (ω)
¢ X ′′(ω), £¤¥ X ′′ | á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ª X ′.

(14) �à¨¨¬ ï ¢¢¥¤¥®¥ ¢ (13) ¢«®¦¥¨¥ á«®¥¢ X ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á«®¨ X ′′ §  â®¦¤¥áâ¢¥®¥
®â®¡à ¦¥¨¥, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® X (ω) ⊂ X ′′(ω) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ω ∈ 
. �®£¤  X ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥¨¥¬
X ′′.

4.4.8. �à¥¤« £ ¥¬ë© ¨¦¥  ¡®à ä ªâ®¢ ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯à¨«®¦¥¨ï â¥®-
à¥¬ë 4.3.5 ª à¥ «¨§ æ¨®ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬ â¥®à¨¨ ¯à®áâ®àëå ��� (á¬. § 2.4).

�¥®à¥¬ . �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë.
(1) �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ M(
) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤®

¨§®¬¥âà¨¨ ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 
 â ª®¥, çâ® ��� U ¨ F (X ) ¨§®¬¥âà¨çë.
(2) �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ E ¨ ¤«ï «î¡®£® ¨§®¬®àä¨§¬ K-¯à®áâà áâ¢  E   äã¤ ¬¥â F ⊂ M(
)

áãé¥áâ¢ãîâ (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨) ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 
 ¨ ¨§®¬¥âà¨ï U   F (X ),
 áá®æ¨¨à®¢  ï á ¤ ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ E   F .

(3) �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ � â®à®¢¨ç  | �¨áª¥à  áãé¥áâ¢ãîâ ¯à®áâà áâ¢® á
¬¥à®© 
, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë, äã¤ ¬¥â F ⊂ M(
) ¨ ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 

â ª¨¥, çâ® ��� U ¨ F (X ) ¨§®¬¥âà¨çë.(

�à®áâà áâ¢® F (X ) |   â®ç¥¥, ¨§®¬¥âà¨ï U   F (X ) | ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï (¨§¬¥à¨¬®©) à¥ «¨§ æ¨¥©
��� U ,   X | à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï U (áà. 3.4.4). �®¦® ¯®ª § âì, çâ® à¥ «¨§ æ¨®®¥ ��� ¤«ï
¤ ®£® ��� ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨.

)
(4) �á«¨ ��� X  ¤ 
 ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¤«ï ��� U , â® ��� M(
,X ) ¨§®-

¬¥âà¨ç® ¬ ªá¨¬ «ì®¬ã à áè¨à¥¨î U .
(5) �ãáâì X | ��� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äã¤ ¬¥âë E ¨ F à áè¨à¥®£®

K-¯à®áâà áâ¢ M(
) ®¡à §ãîâ ¤ã «¨§¨àãîéãî ¯ àã (á¬. 1.4.4). �®£¤  ��� E∗(X ′) ¨§®¬¥âà¨ç® E(X )∗,
£¤¥ ¨§®¬¥âà¨ï ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á®¯®áâ ¢«¥¨¥¬ ª« ááã u′ ∈ E∗(X ′) ®¯¥à â®à  |u′⟩ : u 7→ ⟨u|u′⟩ ¨§ E(X ) ¢ F .
� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ X | à¥ «¨§ æ¨®®¥ ��� ¤«ï ��� U , â® X ′ | à¥ «¨§ æ¨®®¥ ��� ¤«ï á®¯àï¦¥®£®
��� U∗.
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4.4.9. � 4.3.2 ãáâ ®¢«¥®, çâ® á¢®©áâ¢® «¨äâ¨£  (¤) (á¬. 4.3.1) ¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á¢®©áâ¢ ( ){
(£). �à¨¬¥¨¢ â¥å¨ªã ¯à®áâ®àëå ���, ¬ë ãá¨«¨¬ íâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ãá«®¢¨ï ( ){(£)
á®¢¬¥áâ¨¬ë á ≪¯®á«®©ë¬≫ ®âà¨æ ¨¥¬ (¤), ¯à¨ç¥¬ ¤ ¦¥ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ���
¨¬¥¥â «¨äâ¨£.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï «î¡®£® ¡¥§ â®¬®£® ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© 
 ¨ «¨äâ¨£  ρ ¯à®áâà áâ¢ 
L∞(
) áãé¥áâ¢ãîâ ��� X  ¤ 
 ¨ ¤¢  ®â®¡à ¦¥¨ï ρ1 ¨ ρ2 ¨§ L∞(
,X ) ¢ L∞(
,X ), ª ¦¤®¥ ¨§ ª®-
â®àëå ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ 4.3.1 ( ){(£), ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¢®¥ ®¡« ¤ ¥â â ª¦¥ ¨ á¢®©áâ¢®¬ (¤), â. ¥. ï¢«ï¥âáï
«¨äâ¨£®¬,   ¢â®à®¥ â ª®¢®, çâ® ¬®¦¥áâ¢®

{
ρ2(u)(ω) : u ∈ L∞(
,X )

}
¥ ï¢«ï¥âáï ¯«®âë¬ ¢ X (ω) ¨

¤«ï ®¤®© â®çª¨ ω ∈ 
.

J �ãáâì 
 | ¡¥§ â®¬®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, ρ | «¨äâ¨£ L∞(
) ¨ τ : 
 → Q | á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
). � ä¨ªá¨àã¥¬
¯à®¨§¢®«ìë¥ (¡¥áª®¥ç®¬¥à®¥) £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢® Z ¨ «¨¥©ãî ¨§®¬¥âà¨î T : Z → Z0   á®¡-
áâ¢¥®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Z0 ⊂ Z. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢® ℓ2(Q,Z), á ¡¦¥®¥
áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬

⟨x, y⟩ =
∑
q∈Q

⟨
x(q), y(q)

⟩
(x, y ∈ X).

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à H(q) : X → X, ¯®«®¦¨¢
(
H(q)x

)
(q) := T

(
x(q)

)
¨
(
H(q)x

)
(p) := x(q) ¯à¨ p ̸= q. �ç¥¢¨¤®, ®¯¥à â®à H(q) ¨§®¬¥âà¨ç® ®â®¡à ¦ ¥â ¯à®áâà áâ¢® X  

¥£® á®¡áâ¢¥®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® {x ∈ X : x(q) ∈ Z0}. �ãáâì Y | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  ¯®áâ®ï®£® ���
Q×{X}. �®£« á® 3.1.7 ¢á¥ á«®¨ Y ï¢«ïîâáï £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨. �á¯®«ì§ãï íâ®â ä ªâ, ¤«ï
ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¨§®¬¥âà¨î H(q) ¬®¦® á «¥£ª®áâìî ¯à®¤®«¦¨âì ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ H(q) ¯à®áâà áâ¢ 
Y(q)   ¥ª®â®à®¥ ¥£® á®¡áâ¢¥®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,Y) á®¢¯ ¤ ¥â á H⊗ v   ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.
( ) �áâ ®¢¨¬ á ç « , çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® x ∈ X ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® H(q)x = x ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢

q ¥ª®â®à®£® ª®â®é¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Q. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  H(q) ¢¨¤®, çâ®
H(q)x = x ¤«ï ¢á¥å â¥å â®ç¥ª q ∈ Q, ¢ ª®â®àëå x(q) = 0. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ Q :
x(q) ̸= 0} áç¥â®,   ¢ á¨«ã ¡¥§ â®¬®áâ¨  «£¥¡àë B(
) ¢á¥ áç¥âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Q ï¢«ïîâáï â®é¨¬¨.

(¡) �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ C á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© c : Q → X,   á¨¬¢®«®¬ dC |
æ¨ª«¨ç¥áªãî ®¡®«®çªã ¬®¦¥áâ¢  C ¢ ��� C∞(Q,Y) (á¬. 1.4.1). �« £®¤ àï 1.1.10, ¨§ ( ) á«¥¤ã¥â, çâ®
¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  s ∈ dC á¥ç¥¨¥ H ⊗ s á®¢¯ ¤ ¥â á s   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.

(¢) �ãáâì â¥¯¥àì v | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â C(Q,Y). �§ 2.5.7 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® C ï¢«ï¥âáï  ¯¯à®ª-
á¨¬¨àãîé¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ C∞(Q,Y). � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.7 ¬®¦¥áâ¢® dC à ¢®¬¥à® ¯«®â® ¢
C∞(Q,Y) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ dC, à ¢®¬¥à® (â. ¥. á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1)
áå®¤ïé ïáï ª v. �®¢¯ ¤¥¨¥ á¥ç¥¨© v ¨ H ⊗ v   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q â¥¯¥àì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (¡).

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X ��� Y ◦ τ á «¨äâ¨£®¬ ρ1 : u 7→ û ◦ τ (á¬. 4.3.4). �â®à®¥ ¨§ ¨áª®¬ëå ®â®¡à -
¦¥¨© ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯® ¯à ¢¨«ã ρ2(u) := (H ⊗ û) ◦ τ , u ∈ L∞(
,X ). �®«ìè¨áâ¢® ¥®¡å®¤¨¬ëå á¢®©áâ¢
ρ2 ¯à®¢¥àï¥âáï í«¥¬¥â à®. � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¢ª«îç¥¨¥ ρ2(u) ∈ u, ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï ª®-
â®à®£® ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì á®¢¯ ¤¥¨¥ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã á¥ç¥¨© ρ1(u) ¨ ρ2(u). �®á«¥¤¥¥ ¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§
â¥®à¥¬ë 1.2.13 ¨ á®¢¯ ¤¥¨ï á¥ç¥¨© û ¨ H ⊗ û   ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q. I
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�« áá¨ç¥áª¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ¯à®áâà áâ¢ �  å  | � â®à®¢¨ç  ï¢«ïîâáï ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢-
ëå, á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå, ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. �â¨ ¯à®áâà áâ¢  ¤®áâ â®ç®
¯à®áâ® ãáâà®¥ë, ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¨å ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¥ ¢®á¨â ¤®-
¯®«¨â¥«ì®© ïá®áâ¨ ¢ ¨å áâàãªâãàã. �¤ ª® â ª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï ¯à¨¬¥¥¨ï ª ¯à®-
áâà áâ¢ ¬ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ®¡é¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ® ¯à®áâ®àëå ��� ¨ ��� á «¨äâ¨£®¬ (á¬. £« ¢ë 3 ¨ 4).
�  ï £« ¢  ¯®á¢ïé¥  ¨§ãç¥¨î áâàãªâãàë à¥ «¨§ æ¨®ëå à áá«®¥¨© ¯à®áâà áâ¢ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©.
�¤¥áì ¦¥ ¯à¨¢®¤ïâáï ¥ª®â®àë¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ¯®«ãç¥ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ª ãáâ ®¢«¥¨î á¢ï§¥© ¬¥¦¤ã ¯à®-
áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©,   â ª¦¥ ª ¯®áâà®¥¨î à §«¨çëå «¨äâ¨£®¢ ¢
¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©.

�¨¦¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® X ¨ Y | ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡¨«¨-
¥©®© ä®à¬®© ⟨·|·⟩ : X × Y → R, ¯à¨ç¥¬ Y ®à¬¨àã¥â X, â. ¥. ∥x∥ = sup

{
⟨x|y⟩ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1

}
¤«ï

¢á¥å x ∈ X. � ª ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ X ¨ Y ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì, çâ® X ⊂ Y ′, £¤¥ x ∈ X
®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á ⟨x| ∈ Y ′.
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� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®áâà®¥ë à¥ «¨§ æ¨®ë¥ ��� XQ ¨ (X|Y )Q ¤«ï ��� ¥¯à¥àë¢ëå ¨ Y -á« ¡®
¥¯à¥àë¢ëå X -§ çëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢ Q, ¨áá«¥¤®¢  ¢®¯à®á ® ¯à®áâ®à®áâ¨ ��� á ¯®áâ®-
ïë¬ á«®¥¬,   â ª¦¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯®«ãç¥ë¥
¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨«®¦¥¨ï â¥®à¨¨ ���.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¤ ®£® ¯ à £à ä  Q | ¥¯ãáâ®© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ.

5.1.1. � ª ã¦¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ 2.2.1, ¥¯à¥àë¢ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ¯®áâ®ï®£® ��� Q × {X} ï¢-
«ïîâáï ¥¯à¥àë¢ë¥ X -§ çë¥ äãªæ¨¨. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ à¥§ã«ìâ âë â¥®à¨¨ ���, ª á îé¨¥áï á¢®©áâ¢
¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©, ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨© ¯¥à¥®áïâáï   á«ãç © ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©. �¨¦¥ ¯à¨¢¥-
¤¥ë ¥ª®â®àë¥ á¢¥¤¥¨ï, ¯®«ãç¥ë¥ á ¯®¬®éìî â ª®£® ¯¥à¥®á .

�ãáâì u : D → X | ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â®ç¥ª Q, ¢ ª®â®àëå äãªæ¨ï u ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«, ¨ ¯®«®¦¨¬ �u(q) =
lim
p→q

u(p) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �®£¤  ¬®¦¥áâ¢® D ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢ Q ¨ äãªæ¨ï �u : D → X ¥¯à¥àë¢ .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, äãªæ¨ï �u ï¢«ï¥âáï  ¨¡®«ìè¨¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ u, â. ¥. ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥-
¨ï «î¡®£® ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï u á®¤¥à¦¨âáï ¢ D ¨, ¡®«¥¥ â®£®, �u ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ «î¡®£®
¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï u. �ãªæ¨ï �u  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ u ¨ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬-
¢®«®¬ ext(u) ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, extX(u). �¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï u : D → X, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¢áî¤ã
¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q,  §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥®©, ¥á«¨ ext(u) = u. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ à áè¨à¥ë¥
äãªæ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥ë   ª®â®é¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å Q.

�¨¬¢®« C∞(Q,X) ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å à áè¨à¥ëåX -§ çëå äãªæ¨©. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å
®£à ¨ç¥ëå à áè¨à¥ëå äãªæ¨© ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Cb

∞(Q,X). �  ¬®¦¥áâ¢¥ C∞(Q,X) ¥áâ¥áâ¢¥-
ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï áâàãªâãà  ���  ¤ C∞(Q) ¨ ¬®¤ã«ï  ¤ C∞(Q). �à¨ íâ®¬ ®à¬ 

u∈ C∞(Q) í«¥-
¬¥â  u ∈ C∞(Q,X) ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¯®â®ç¥ç®© ®à¬ë |||u||| : q ∈ domu 7→ ∥u(q)∥.

��� C∞(Q,X) ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���  ¤ C∞(Q). �á«¨ E | ¨¤¥ « C∞(Q), â® ¬®¦¥áâ¢®
E(X) :=

{
u ∈ C∞(Q,X) :

u∈ E
}
, á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ C∞(Q,X), ®ç¥¢¨¤®,

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©
C(Q,X), ¡ã¤ãç¨ ���  ¤ C(Q), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ï¢«ï¥âáï ��� (á¬. 5.1.3) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á
¯à®áâà áâ¢®¬ E(X), £¤¥ E = C(Q).

5.1.2. �¨¬¢®«®¬ XQ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ®¡®§ ç âì ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã ¯®áâ®ï®£® ���
Q × {X} (á¬. 3.1.5). �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.4.9 ¤«ï à á-
á«®¥¨ï X = Q× {X}.

�¥¬¬ . � áá«®¥¨¥ XQ ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï ��� C∞(Q,X) (á¬. 3.4.4). �«ï
«î¡®£® ¨¤¥ «  E ⊂ C∞(Q) ®¯¥à â®à extXQ (á¬. 2.5.1) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E(X)   E(XQ).

5.1.3. �¥®à¥¬ . �«ï ¯à®áâ®à®áâ¨ ¯®áâ®ï®£® à áá«®¥¨ï Q × {X} ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®,
çâ®¡ë ª®¬¯ ªâ Q ¡ë« ª®¥ç¥ ¨«¨ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X ¡ë«® ª®¥ç®¬¥à®.

J �®áâ â®ç®áâì áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ãá«®¢¨ï ¯à®áâ®à®áâ¨ ��� Q × {X} ®ç¥¢¨¤ . �«ï ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢  ¥£® ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¬ë ¯à¥¤¯®«®¦¨¬ ¡¥áª®¥ç®áâì Q ¨ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâì X ¨ ãáâ ®¢¨¬,
çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ à áá«®¥¨¥ Q × {X} ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®àë¬. �§ ¡¥áª®¥ç®áâ¨ ª®¬¯ ªâ  Q á«¥-
¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Un)n∈N ¥¯ãáâëå ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâ®-
§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, çâ® ®¡ê¥¤¨¥¨¥ D :=

∪
n∈N Un ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q. �§ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâ¨

¯à®áâà áâ¢  X á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N í«¥¬¥â®¢ X, çâ® ∥xn∥ = 1 ¨
∥xn − xm∥ > 1/2 ¤«ï ¢á¥å n,m ∈ N, n ̸= m. �¯à¥¤¥«¨¬ ®£à ¨ç¥ãî äãªæ¨î u ∈ C(D,X), ¯®«®¦¨¢
u(q) := xn ¯à¨ q ∈ Un (n ∈ N). �®£¤  u ¥ ¨¬¥¥â ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï   Q. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï �u ∈ C(Q,X) ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ u. � á¨«ã á¢®¥© § ¬ªãâ®áâ¨ ®¡à §
{xn : n ∈ N} äãªæ¨¨ u á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡à §®¬ �u. �®íâ®¬ã ®¡ê¥¤¨¥¨¥

∪
n∈N �u

−1(xn) ¥¯ãáâëå ¯®¯ à®
¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®áâà áâ¢®¬ Q, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ª®¬¯ ªâ®áâ¨
¯®á«¥¤¥£®. I

5.1.4. � ¯®¬¨¬, çâ® äãªæ¨ï u : D → X, ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥D ⊂ Q, ï¢«ï¥âáï Y -á« ¡®
¥¯à¥àë¢®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  y ∈ Y ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï |y⟩◦u : D → R ¥¯à¥àë¢ . �á«¨ ¯à¨
íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® D ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q, â® á¨¬¢®«®¬ ⟨u|y⟩ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥
äãªæ¨¨ |y⟩ ◦ u ¤® í«¥¬¥â  C∞(Q).



126 �« ¢  5. ������������ ������-�������

�«ï «î¡®© Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨ï u : D → X, ®¯à¥¤¥«¥®©   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q, áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¡®«ìè¥¥ Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥, â. ¥. Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ ï
äãªæ¨ï �u : D → X, ¯à®¤®«¦ îé ï «î¡®¥ Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ u.

(
�®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì,

çâ® ¯à®áâà áâ¢® X, á ¡¦¥®¥ Y -á« ¡®© â®¯®«®£¨¥©, ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ à¥£ã«ïàë¬, ¨ á®á« âìáï   â¥®-
à¥¬ã 1.1.1.

)
� ¨¡®«ìè¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �u äãªæ¨¨ u ¬ë, ª ª ®¡ëç®,  §ë¢ ¥¬ ¬ ªá¨¬ «ìë¬ (Y -á« ¡®

¥¯à¥àë¢ë¬) à áè¨à¥¨¥¬ u ¨ ®¡®§ ç ¥¬ á¨¬¢®«®¬ ext(u) ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡®, extX|Y (u).

5.1.5. � ®â«¨ç¨¥ ®â à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© (á¬. 5.1.1), ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬ ªá¨-
¬ «ì®£® á« ¡® ¥¯à¥àë¢®£® à áè¨à¥¨ï ¬®¦¥â ¥ ¡ëâì ª®â®é¥© ¢ Q ¨ ¤ ¦¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï â®é¥©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãé¥áâ¢ãîâ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ Q, ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X, â®-
é¥¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q ¨ X ′ -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ ï ®£à ¨ç¥ ï äãªæ¨ï u : D → X,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î extX|X′(u) = u.

J �®«ì X ¢  è¥¬ ¯à¨¬¥à¥ ¡ã¤¥â ¨£à âì ¯à®áâà áâ¢® c0 áå®¤ïé¨åáï ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ B § ¬ªãâë© ¥¤¨¨çë© è à ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ℓ∞,   ç¥à¥§ B0 | ¥£® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á
c0. � àë B ¨ B0 ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ®â®á¨â¥«ì® ℓ1 -á« ¡®©
â®¯®«®£¨¨. �ç¥¢¨¤®, B0 | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ  B. �à®¬¥ â®£®, B0 ï¢«ï¥âáï â®é¨¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ B, ¯®áª®«ìªã á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®¡ê¥¤¨¥¨¨ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¬®¦¥áâ¢ {x ∈ B : |xm| 6 1/2
¯à¨ m > n}, n ∈ N.

�ãáâì Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Rop(B) ¨ α : QB → B |  ¡á®«îâ¨§ æ¨ï B.
�§ 1.2.10 (2) á«¥¤ã¥â, çâ® QB = Q, ®â®¡à ¦¥¨¥ α : Q → B ¥¯à¥àë¢®,   ¬®¦¥áâ¢® D := α−1[B0]
ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¨ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¢ Q. �ç¥¢¨¤®, áã¦¥¨¥ α   D ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®© äãªæ¨¥© u. I

5.1.6. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ 5.1.5, ¤«ï â®£® çâ®¡ë   ª ª®¬-«¨¡® ¬®¦¥áâ¢¥ á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå äãª-
æ¨© ¬®¦® ¡ë«® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¬ë ¢ëã¦¤¥ë  -
ª« ¤ë¢ âì ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ®£à ¨ç¥¨ï   ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨© ¨§ íâ®£® ¬®¦¥áâ¢ . �áïª®¥
®£à ¨ç¥¨¥ â ª®£® à®¤  ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ¨áªãááâ¢¥®. �®§¬®¦®, ¡®«¥¥ ¯à¥¤¯®çâ¨â¥«ìë¬ ¡ë-
«® ¡ë  «®¦¥¨¥ ãá«®¢¨ï   ¯ àã (X,Y ), ¯à¨ á®¡«î¤¥¨¨ ª®â®à®£® ¬ ªá¨¬ «ìë¥ Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ë¥
à áè¨à¥¨ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨¬¥«¨ ¡ë ¤®áâ â®ç® è¨à®ª¨¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �¤ ª® ¢ ¤ ®© à ¡®â¥
¢ë¡à  ¯¥à¢ë© ¯®¤å®¤, ª ª ¡®«¥¥ ®¡é¨©.

�ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ãî äãªæ¨î u : D → X à áè¨à¥®©, ¥á«¨ D | ª®â®é¥¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q ¨ extX|Y (u) = u. �®¦¥áâ¢® C∞(Q,X|Y ) ¢á¥å à áè¨à¥ëå Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå
X -§ çëå äãªæ¨© ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, £¤¥ ¯®¤ «¨¥©®©
ª®¬¡¨ æ¨¥© λu + µv ¯®¨¬ ¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®¥ Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢®¥ à áè¨à¥¨¥ ¯®â®ç¥ç®© áã¬¬ë
λu|dom v + µv|domu. �§ â¥®à¥¬ë 1.3.5 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© äãªæ¨¨ u ∈ C∞(Q,X|Y ) á¥¬¥©áâ¢®{
⟨u|y⟩ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1

}
®£à ¨ç¥® ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ C∞(Q). �¥àï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®à¬ë

uâ®çãî ¢¥àåîî
£à ¨æã íâ®£® á¥¬¥©áâ¢ , ¬ë ¯à¥¢à é ¥¬ ¯à®áâà áâ¢® C∞(Q,X|Y ) ¢ ���  ¤ C∞(Q). � ¬¥â¨¬, çâ®
äãªæ¨ï |||u||| : q ∈ domu 7→ ∥u(q)∥ ï¢«ï¥âáï ¯®â®ç¥ç®© â®ç®© ¢¥àå¥© £à ¨æ¥© â®£® ¦¥ á¥¬¥©áâ¢ .
�®íâ®¬ã |||u||| 6u  domu, ¯à¨ç¥¬ § ç¥¨ï ®â®¡à ¦¥¨© |||u||| ¨

uá®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q (á¬. â¥®à¥¬ã 1.3.5). �§ á«¥¤ãîé¥£® ¯à¨¬¥à  ¢¨¤®, çâ® |||u||| ¨

u¬®£ãâ ¥ á®¢¯ ¤ âì  
domu.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì Q | ¡¥áª®¥çë© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,   X| ¡¥áª®¥ç®¬¥à-
®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢®. �ãé¥áâ¢ãîâ äãªæ¨ï u ∈ C∞(Q,X|X ′) ¨ â®çª  q ∈ domu â ª¨¥, çâ®
u(q) = 0, ®

u(q) = ∞.

J � á¨«ã ¡¥áª®¥ç®áâ¨ Q ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Un)n∈N ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàë-
â®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, ®¡ê¥¤¨¥¨¥ D :=

∪
n∈N Un ª®â®à®© ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q. �à®áâà áâ¢® X

¢¢¨¤ã á¢®¥© ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâ¨ á®¤¥à¦¨â ¥ª®â®àãî ®àâ®®à¬¨à®¢ ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (en)n∈N.
� áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î u0 : D → X, â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ãî

√
nen   Un (n ∈ N). �ãáâì X | ª ª ï-«¨¡®

ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨ï ¯à®áâà áâ¢  X, á ¡¦¥®£® á« ¡®© â®¯®«®£¨¥©,   �u0 : Q → X | ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®-
¤®«¦¥¨¥ äãªæ¨¨ u0. �á®, çâ® áã¦¥¨¥ u := �u0

∣∣X ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ C∞(Q,X|X ′). � ª ¨§¢¥áâ®,
ã«ì 0 ¯à®áâà áâ¢  X ¯à¨ ¤«¥¦¨â á« ¡®¬ã § ¬ëª ¨î ¬®¦¥áâ¢  {

√
nen : n ∈ N} (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [106:

à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ 21]). �®íâ®¬ã ®¡à § äãªæ¨¨ �u0, ¡ã¤ãç¨ § ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ X, á®¤¥à¦¨â 0, ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, u(q) = 0 ¤«ï ¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ domu. � ¤àã£®© áâ®à®ë,

u(q) = ∞, â ª ª ª
u≡

√
n

  Un (n ∈ N) ¨ q /∈ D. I
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5.1.7. �¢¥¤¥¬ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨∼   ¬®¦¥áâ¢¥ C∼(Q,X|Y ) ¢á¥å Y -á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå
X -§ çëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   ª®â®é¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å Q, ¯®«®¦¨¢ u ∼ v ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬
á«ãç ¥, ¥á«¨ u ¨ v á®¢¯ ¤ îâ   domu ∩ dom v. �ç¥¢¨¤®, á¨¦¥¨¥ ®¯¥à â®à  extX|Y ®áãé¥áâ¢«ï¥â
¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥â ¬¨ ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢  C∼(Q,X|Y )/∼ ¨ ¯à®áâà áâ¢ 
C∞(Q,X|Y ). � ¯®¬®éìî â ª®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬®¦¥áâ¢® C∼(Q,X|Y )/∼ ¬®¦® ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬
 ¤¥«¨âì áâàãªâãà®© ���  ¤ C∞(Q) (á¬. 5.1.6). � áá¬®âà¥¨¥ à áè¨à¥ëå äãªæ¨©, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥
á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© (áà. 2.5.6), § ª«îç ¥âáï ¢ ¢ë¤¥«¥¨¨ ¢ ª ¦¤®¬ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§
C∼(Q,X|Y )/∼ ¯® ª ®¨ç¥áª®¬ã ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«î á  ¨¡®«ìè¥© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï.

5.1.8. �ãáâì Y ′ | á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ª ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¥ Y ¯®áâ®ï®£® ��� Q × {Y }
(á¬. 2.2.1, 3.1.5, 3.3.1). �ª«îç¥¨ï Y ′(q) ⊂ Y(q)′, Y ⊂ Y(q) ¨ X ⊂ Y ′ ¯®§¢®«ïîâ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨
q ∈ Q à áá¬®âà¥âì ¡  å®¢® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Y ′

0(q) =
{
z ∈ Y ′(q) : z|Y ∈ X

}
á«®ï Y ′(q). �à®áâ®à®¥ ���

Y ′∧Y ′
0 (á¬. 2.2.4, 3.1.11) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ (X|Y )Q. �«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C∞

(
Q, (X|Y )Q

)
®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ uY äãªæ¨î

(
q 7→ u(q)

∣∣
Y

)
: domu → Y ′. �ç¥¢¨¤®, çâ® uY ∈ C∼(Q,Y ′|Y ), ¯à¨ç¥¬

¨§ 3.1.11 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à®®¡à § u−1
Y [X] ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áã¦¥¨¥

uY |X ¯à¨ ¤«¥¦¨â C∼(Q,X|Y ), ¨ ¬ë ¢¯à ¢¥ à áá¬®âà¥âì ¥£® ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ uX
Y ∈ C∞(Q,X|Y )

(á¬. 5.1.6).

�¥¬¬ . �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ uX
Y ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ 

C∞
(
Q, (X|Y )Q

)
  C∞(Q,X|Y ).

J �®ª ¦¥¬ ¨§®¬¥âà¨ç®áâì «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï u 7→ uX
Y . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥-

¨¥ u ∈ C∞
(
Q, (X|Y )Q

)
. �¥à ¢¥áâ¢®

uX
Y

6u ®ç¥¢¨¤®. �®áª®«ìªã (X|Y )Q | ¯®¤à áá«®¥¨¥ Y ′,
á®£« á® 3.3.3 ¬ë ¨¬¥¥¬ u= sup{⟨v|u⟩ : v ∈ C(Q,Y),

v6 1}.

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,Y),
v6 1, ¨ § ¬¥â¨¬, çâ®   ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®-

¦¥áâ¢¥ Q ¢ë¯®«¥ë á®®â®è¥¨ï uY = uX
Y ,

uX
Y

=
∣∣∣∣∣∣uX

Y

∣∣∣∣∣∣ ¨ v = vY := v|Y , ®âªã¤ 

⟨v|u⟩ =
⟨
vY |u

⟩
=

⟨
vY |uY

⟩
=

⟨
vY |uX

Y

⟩
6

∣∣∣∣∣∣uX
Y

∣∣∣∣∣∣ =uX
Y


  â®¬ ¦¥ ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q. �à®¨§¢®«ì®áâì ¢ë¡®à  á¥ç¥¨ï v ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¥¤®áâ îé¥¥
¥à ¢¥áâ¢®

u6
uX

Y

.
�áâ «®áì ¯®ïá¨âì áîàê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï u 7→ uX

Y . �á«¨ w ∈ C∞(Q,X|Y ), â® ¤«ï ª ¦¤®£®
á¥ç¥¨ï v ∈ C(Q,Y) äãªæ¨ï q 7→ ⟨w(q)|v(q)⟩ ®¯à¥¤¥«¥  ¨ ¥¯à¥àë¢    ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥
domw ∩ v−1[Y ] ⊂ Q. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ⟨w|v⟩ ¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¤® í«¥¬¥â  C∞(Q). �«ï «î¡ëå q ∈ dom

u
¨ y ∈ Y(q) ¯®«®¦¨¬ u(q)(y) := ⟨w|v⟩(q), £¤¥ á¥ç¥¨¥ v ∈ C(Q,Y) â ª®¢®, çâ® v(q) = y. �¥á«®¦ ï
¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¥¤«®¦¥ë¥ ¯®áâà®¥¨ï ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«ïîâ á¥ç¥¨¥ u ∈ C∞

(
Q, (X|Y )Q

)
,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨î uX
Y = w. I

5.1.9. �á«¨ E | ¨¤¥ « C∞(Q), â® ¬®¦¥áâ¢®

E(X|Y ) := {u ∈ C∞(Q,X|Y ) :
u∈ E},

á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ C∞(Q,X|Y ), ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E.

�«¥¤áâ¢¨¥. (1) ��� C∞(Q,X|Y ) ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���  ¤ C∞(Q).
(2) ��� (X|Y )Q ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¤«ï C∞(Q,X|Y ).
(3) �«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  E ⊂ C∞(Q) ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ uX

Y ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E
(
(X|Y )Q

)
  E(X|Y ).

5.1.10. � áá¬®âà¨¬ ®â¤¥«ì® á«ãç ©, ª®£¤  ¢ à®«¨ ¤¢®©áâ¢¥ëå ¯à®áâà áâ¢ X ¨ Y ¢ëáâã¯ îâ
á®®â¢¥âáâ¢¥® X ′ ¨ X. �®£« á® 3.3.1 ¨ 5.1.2 á¨¬¢®« (XQ)′ ®¡®§ ç ¥â á®¯àï¦¥®¥ à áá«®¥¨¥ ª
¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª¥ ¯®áâ®ï®£® ��� Q × {X},   á¨¬¢®« (X ′)Q | ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã ¯®áâ®ï®£®
��� Q × {X ′}. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á 5.1.8 ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C∞

(
Q, (X ′|X)Q

)
ç¥à¥§ uX ®¡®§ ç ¥âáï

äãªæ¨ï
(
q 7→ u(q)|X

)
: domu → X ′.
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�«¥¤áâ¢¨¥. � áá«®¥¨¥ (X ′|X)Q á®¢¯ ¤ ¥â á (XQ)′. �«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  E ⊂ C∞(Q) ®â®¡à ¦¥¨¥
u 7→ extX′|X

(
uX

)
®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E

(
(XQ)′

)
  E(X ′|X).

J �ëâ¥ª ¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ 5.1.8 ¨ 5.1.9. I

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ��� C∞(Q,X ′|X) ¨§®¬¥âà¨ç® C∞
(
Q, (XQ)′

)
. �à®¬¥ â®£®, ¢ 5.1.2 ãáâ ®¢«¥ 

¨§®¬¥âà¨ç®áâì C∞(Q,X ′) ¨ C∞
(
Q, (X ′)Q

)
. �®áª®«ìªã ��� C∞(Q,X ′) ¨§®¬¥âà¨ç® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢

C∞(Q,X ′|X), ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.4.7 á«¥¤ã¥â, çâ® ��� (X ′)Q ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¡  å®¢® ¯®¤-
à áá«®¥¨¥ (XQ)′. � ¢¥áâ¢® (X ′)Q = (XQ)′ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ á«ãç ¥ á®¢¯ ¤¥¨ï ¯à®áâà áâ¢ C∞(Q,X ′) ¨
C∞(Q,X ′|X), çâ® ¢ë¯®«¥®,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨ à¥£ã«ïà®áâ¨ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Q) ¨ á¥¯ à ¡¥«ì®áâ¨
¯à®áâà áâ¢  X ′ (á¬. [83: 4.1.12 (¢)]).
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§ 5.2. �§¬¥à¨¬ë¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨¨

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤®¢  ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ «¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-
äãªæ¨©, ¯®áâà®¥® ¢«®¦¥¨¥ ��� á ¯®áâ®ïë¬ á«®¥¬ ¢ ��� á «¨äâ¨£®¬,   â ª¦¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë
¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯®«ãç¥ë¥ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨«®¦¥-
¨ï â¥®à¨¨ ���.

�áî¤ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© (®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë),
ρ | «¨äâ¨£ L∞(
). � ª ¨ à ìè¥, X ¨ Y | ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ ,
¯à¨ç¥¬ Y ®à¬¨àã¥â X.

5.2.1. �¨¬¢®« M(
, X) ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå (¯® �®å¥àã) äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥-
«¥ëå ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ¨ ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X. �¥à¥§ M(
, X) ¬ë ®¡®§ ç ¥¬
á®¢®ªã¯®áâì ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ í«¥¬¥â®¢ M(
, X) ¯® ®â®è¥¨î à ¢¥áâ¢  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �¨¬-
¢®«®¬ L∞(
, X) ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® {u ∈ M(
, X) : |||u||| ∈ L∞(
)},   ¥£® í«¥¬¥âë  §ë¢ îâáï
(áãé¥áâ¢¥®) ®£à ¨ç¥ë¬¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ äãªæ¨ï¬¨. �« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ áãé¥-
áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå äãªæ¨©,  §ë¢ îâáï ®£à ¨ç¥ë¬¨ ª« áá ¬¨,   á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å ª« áá®¢
®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ L∞(
, X).

�  ¬®¦¥áâ¢¥ M(
, X) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï áâàãªâãà  ���  ¤ M(
) ¨ ¬®¤ã«ï  ¤
M(
). �à¨ íâ®¬ ®à¬ 

uª« áá  u ∈ M(
, X) ¢ª«îç ¥â ¯®â®ç¥çë¥ ®à¬ë |||u||| ¢á¥å ¥£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥©
u ∈ u. �á«¨ E | ¨¤¥ « M(
), â® ¬®¦¥áâ¢® E(X) := {u ∈ M(
, X) :

u∈ E}, á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨,
¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ M(
, X), ®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �ç¥¢¨¤®, L∞(
, X) á®¢¯ ¤ ¥â
á E(X), £¤¥ E = L∞(
).

5.2.2. �â®¡à ¦¥¨¥ ρX : L∞(
, X) → L∞(
, X)  §®¢¥¬ «¨äâ¨£®¬ L∞(
, X) ( áá®æ¨¨à®¢ ë¬
á ρ), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå u,v ∈ L∞(
, X) ¨ e ∈ L∞(
) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

( ) ρX(u) : 
 → X ¨ ρX(u) ∈ u;
(¡) |||ρX(u)||| = ρ(

u);
(¢) ρX(u+ v) = ρX(u) + ρX(v);
(£) ρX(eu) = ρ(e)ρX(u);
(¤) ρX(c∼) = c ¤«ï ¢á¥å ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© c : 
 → X.

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ «¨äâ¨£  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ á¥ç¥¨© (áà. 4.3.1), ¬ë ¡ã¤¥¬ ã¯®âà¥¡«ïâì § ¯¨áì ρX(u) ¢¬¥áâ®
ρX(u∼) ¤«ï u ∈ L∞(
, X), ρ(e) ¢¬¥áâ® ρ(e∼) ¤«ï e ∈ L∞(
) ¨ ρ(A) ¢¬¥áâ® ρ(A∼) ¤«ï A ∈ B(
).

�¥®à¥¬ . �«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨äâ¨£  ¯à®áâà áâ¢  L∞(
, X) ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë
¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 ¡ë«®  â®¬ë¬ ¨«¨ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® X ¡ë«® ª®¥ç®¬¥àë¬.

J �à®¢¥àª  ¤®áâ â®ç®áâ¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ®£® ãá«®¢¨ï ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ , ¨ ¬ë ®áâ ®¢¨¬áï
«¨èì   ®¡®á®¢ ¨¨ ¥£® ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®X ¡¥áª®¥ç®¬¥à® ¨ 
 ¥ ï¢«ï¥âáï  â®¬ë¬.
�¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì 
 ¡¥§ â®¬ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ª®¥ç®© ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©.
�®¯ãáâ¨¬, çâ®, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, ¯à®áâà áâ¢® L∞(
, X) ¨¬¥¥â «¨äâ¨£ ρX ,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á
ρ.

�§ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢  X á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N
í«¥¬¥â®¢ X, çâ® ∥xn∥ = 1 ¨ ∥xn − xm∥ > 1/2 ¤«ï ¢á¥å n,m ∈ N, n ̸= m. �« £®¤ àï ¡¥§ â®¬®áâ¨
¯à®áâà áâ¢  
, áãé¥áâ¢ãîâ â®çª  ω0 ∈ 
 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (An)n∈N ¯®¯ à® ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
¥¯ãáâëå ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
 â ª¨¥, çâ® ρ(An) = An ¨ ω0 /∈

∪
n∈N An ∼ 
. � ªãî ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâì ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¨¤ãªâ¨¢®, à §¡¨¢ ï   ª ¦¤®¬ è £¥ ®ç¥à¥¤®© ®áâ â®ª 
\
∪n

i=1Ai   ¤¢ 
¯®¤¬®¦¥áâ¢  A ¨ B, ¨¬¥îé¨å à ¢ë¥ ¬¥àë, ¨ ¢ë¡¨à ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ An+1 â® ¨§ ¬®¦¥áâ¢ ρ(A) ¨«¨ ρ(B),
ª®â®à®¥ ¥ á®¤¥à¦¨â â®çªã ω0.

�¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î u ∈ L∞(
, X), ¯®«®¦¨¢ u(ω) = xn ¯à¨ ω ∈ An. �§ á¢®©áâ¢  (£) «¨äâ¨£  ρX
á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï ρX(u) ¯à®¤®«¦ ¥â u. �¡®§ ç¨¬ § ç¥¨¥ ρX(u) ¢ â®çª¥ ω0 ç¥à¥§ x0 ¨ ¯®ª ¦¥¬,
çâ® x0 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã {xn : n ∈ N}. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ íâ® ¥ â ª, â® ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á« 
ε > 0 ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ∥x0 − xn∥ > ε ¯à¨ ¢á¥å n ∈ N, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬ á®®â®è¥¨ï¬

0 = |||ρX(u)− x0||| (ω0) = |||ρX(u− x0)||| (ω0) = ρ(|||u− x0||| )(ω0) > ε > 0.

�â ª, x0 = xn ¤«ï ¥ª®â®à®£® n ∈ N. �®áª®«ìªã |||u− xn||| > 1/2 ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   
\An, ¬ë ¨¬¥¥¬
|||ρX(u)− xn||| = ρ(|||u− xn||| ) > 1/2   
\An. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ω0 ∈ An, ¨ ¨áª®¬®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®«ãç¥-
®. I
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5.2.3. � áá¬®âà¨¬ ¯®áâ®ï®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ 
×{X}. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ 4.2.1,
á®¢®ªã¯®áâìM(
,
×{X}) ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© íâ®£® à áá«®¥¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á M(
, X). �§ 4.3.1 á«¥¤ã¥â,
çâ®  «¨ç¨¥ «¨äâ¨£  ¢ à áá«®¥¨¨ 
 × {X} | ï¢«¥¨¥ à¥¤ª®¥. �¤ ª®, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé ï
â¥®à¥¬ , à áá«®¥¨¥ 
× {X} ¬®¦® ¯«®â® ¢«®¦¨âì ¢ ��� á «¨äâ¨£®¬.

�¥®à¥¬ . �ãé¥áâ¢ã¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ρ-¨§®¬¥âà¨¨) ��� á «¨äâ¨£®¬ X  ¤ 

â ª®¥, çâ®

(1) X ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ª ¦¤®£® á«®ï X (ω), ω ∈ 
;
(2) ª ¦¤®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ M(
,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï u(ω) ∈ X ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
;
(3) M(
, X) = {u ∈ M(
,X ) : imu ⊂ X} =

{
u
∣∣X : u ∈ M(
,X )

}
;

(4) «¨äâ¨£ ρX  áá®æ¨¨à®¢  á ρ;
(5) ρX (c∼) = c ¤«ï ¢á¥å ¯®áâ®ïëå äãªæ¨© c : 
 → X.

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.2.3 ¨ 4.4.5. I

��� X , ® ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì ¢ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬¥, ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ X
. �á®, çâ®
¯®áâ®ï®¥ ��� 
× {X} ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X
 ¢ á¬ëá«¥ 4.2.3.

5.2.4. �«¥¤áâ¢¨¥. ��� M(
, X) ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���  ¤ M(
). � áá«®¥¨¥ X


ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï ¯à®áâà áâ¢  M(
, X). �á«¨ E | ¨¤¥ « M(
), â® ®â®¡à ¦¥¨¥
u 7→ u ∩M(
, X) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E(X
)   E(X).

5.2.5. �ãªæ¨ï u, ®¯à¥¤¥«¥ ï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ¨ ¯à¨¨¬ îé ï § ç¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X,
 §ë¢ ¥âáï Y -á« ¡® ¨§¬¥à¨¬®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® y ∈ Y ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï ⟨u|y⟩ := |y⟩ ◦ u ¨§¬¥à¨¬ .
�®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å äãªæ¨© u ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬M(
, X|Y ). �®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥-
ë¥ X -§ çë¥ äãªæ¨¨ u ¨ v  §ë¢ îâáï Y -á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® y ∈ Y äãªæ¨¨
⟨u|y⟩ ¨ ⟨v|y⟩ á®¢¯ ¤ îâ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �â®è¥¨¥ Y -á« ¡®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   ¬®¦¥áâ¢¥ M(
, X|Y ) ¬ë
¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ≃ ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â á¨¬¢®«  ∼, ®¡®§ ç îé¥£® ®â®è¥¨¥ à ¢¥áâ¢  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.
� ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® M(
, X|Y )/≃ ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ M(
, X|Y ). � ¯®¬¨¬, çâ® ¤«ï ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢ 
M(
, X)/∼ ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ®¡®§ ç¥¨¥ M(
, X) (á¬. 5.2.1). �á«¨ u ∈ u ∈ M(
, X|Y ) ¨ y ∈ Y , â® á¨¬¢®«
⟨u|y⟩ ®¡®§ ç ¥â ª« áá ⟨u|y⟩∼ ∈ M(
).

�ç¥¢¨¤®, çâ® M(
, X) ⊂ M(
, X|Y ), ¯à¨ç¥¬ ¢ª«îç¥¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬. �ãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨-
¬¥àë á« ¡® íª¢¨¢ «¥âëå äãªæ¨©, ¥ á®¢¯ ¤ îé¨å ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (á¬. [131: II.1]). �¤ ª® ¨§¢¥áâ®, çâ®
X ′ -á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë¥ ¨§¬¥à¨¬ë¥ ¯® �®å¥àã äãªæ¨¨ à ¢ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã (á¬. [131: II.2, á«¥¤áâ¢¨¥ 7]).
�á¯®«ì§®¢ ¨¥ «¨äâ¨£  ρ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) ¯®§¢®«ï¥â á «¥£ª®áâìî ãá¨«¨âì íâ®â à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬ . �á«¨ äãªæ¨¨ u, v ∈ M(
, X) Y -á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë, â® ®¨ à ¢ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.

J �«ï ¢áïª®© áâã¯¥ç â®© (= ¨§¬¥à¨¬®© ª®¥ç®§ ç®©) äãªæ¨¨ s =
∑n

i=1 χAixi ®¯à¥¤¥«¨¬
áâã¯¥ç âãî äãªæ¨î ρ(s) ∼ s ¯® ¯à ¢¨«ã ρ(s) =

∑n
i=1 χρ(Ai)xi. �ç¥¢¨¤®, çâ® ⟨ρ(s)|y⟩ = ρ

(
⟨s|y⟩

)
¤«ï

«î¡®£® y ∈ Y .
�â ¤ àâë¬¨ à ááã¦¤¥¨ï¬¨ ¬®¦® á¢¥áâ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ª á«ãç î u ∈ L∞(
, X),

v ≡ 0. � áá¬®âà¨¬ â ªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N áâã¯¥ç âëå äãªæ¨©, çâ® |||sn − u||| 6 1/n ¤«ï
¢á¥å n ∈ N. �§ Y -á« ¡®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ u ≃ 0 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  y ∈ Y ¨ ç¨á« 
n ∈ N ¢ë¯®«¥® |⟨sn|y⟩| 6 ∥y∥/n ¯®çâ¨ ¢áî¤ã, ¨ ¯®íâ®¬ã |⟨ρ(sn)|y⟩| 6 ∥y∥/n ¢áî¤ã   
. �«¥¤®¢ â¥«ì®,
ρ(sn) → 0   
. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ρ(sn) → u ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. I

�®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â  ¬ ¤«ï ª ¦¤®© äãªæ¨¨ u ∈ M(
, X) ®â®¦¤¥áâ¢¨âì ª« ááë
{v ∈ M(
, X) : v ∼ u} ∈ M(
, X) ¨ {v ∈ M(
, X|Y ) : v ≃ u} ∈ M(
, X|Y ). � ¤ «ì¥©è¥¬ ®¡  íâ¨ ª« áá 
¡ã¤ãâ ®¡®§ ç âìáï ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬ u∼.

5.2.6. �®¦¥áâ¢® M(
, X|Y ) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®: ¬ë
¯®« £ ¥¬ λu∼+µv∼ :=

(
λu|dom v +µv|domu

)∼
¤«ï λ, µ ∈ R ¨ u, v ∈ M(
, X|Y ). �ç¥¢¨¤®, çâ® M(
, X) |

¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® M(
, X|Y ). �§ 1.3.10 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª« áá  u ∈ M(
, X|Y )
¬®¦¥áâ¢® {⟨u|y⟩ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ M(
). �¥àï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®à¬ë

u
ª« áá  u ∈ M(
, X|Y ) â®çãî ¢¥àåîî £à ¨æã ¬®¦¥áâ¢  {⟨u|y⟩ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1} ¢ M(
), ¬ë
¯à¥¢à é ¥¬ ¯à®áâà áâ¢® M(
, X|Y ) ¢ ���  ¤ M(
). �á«¨ E | ¨¤¥ « ¢ M(
), â® ¬®¦¥áâ¢®
E(X|Y ) := {u ∈ M(
, X|Y ) :

u ∈ E}, á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ M(
, X|Y ),
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®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �à¨ E = L∞(
) ¯à®áâà áâ¢® E(X|Y ) ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§
L∞(
, X|Y ),   ∪L∞(
, X|Y ) | ç¥à¥§ L∞(
, X|Y ). �«ï u ∈ M(
, X|Y ) á¨¬¢®«®¬

u¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ -
ç âì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â ª« áá 

u∼ (ª®ªà¥âë© ¢ë¡®à ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï
u∈

u∼¥ ¡ã¤¥â ¨£à âì
à®«¨ ¯à¨ ã¯®âà¥¡«¥¨¨ á¨¬¢®« 

u).
5.2.7. �á«¨ u ∈ M(
, X|Y ), â® ¤«ï «î¡®£® ª« áá  K ∈ B(
) ª®¥ç®© ¬¥àë áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (yn)n∈N í«¥¬¥â®¢ ¥¤¨¨ç®£® è à  Y , çâ® ⟨K⟩
u= supn∈N⟨K⟩⟨u|yn⟩. �¥¬ á ¬ë¬

¥á«¨ (Kξ)ξ∈� | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ª« áá®¢ ª®¥ç®© ¬¥àë, â® ¤«ï

«î¡®£® u ∈ M(
, X|Y ) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢®
(
yξn

)ξ∈�
n∈N í«¥¬¥â®¢ ¥¤¨¨ç®£® è à  Y , çâ®

u= sup
ξ∈�

sup
n∈N

⟨Kξ⟩
⟨
u|yξn

⟩
.

�§ ¢ëè¥áª § ®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ u ∈ M(
, X|Y ) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢®u6 |||u||| ¯®çâ¨ ¢áî¤ã   
. �®«ìè¥£® áª § âì ® á¢ï§¨ äãªæ¨©
u ¨ |||u||| ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¥«ì§ï.

�ãªæ¨ï |||u||| ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¨§¬¥à¨¬®©. �®§¬®¦  á¨âã æ¨ï, ¯à¨ ª®â®à®©
u∼ 0, ® |||u||| ≡ 1. � ª¨¬

®¡à §®¬, äãªæ¨ï
u¨ ¯®â®ç¥ç ï £à ¨æ  sup{⟨u|y⟩ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1}, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ á¢ï§ ë ¤àã£

á ¤àã£®¬. �¨âã æ¨ï ¬¥ï¥âáï, ¥á«¨, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
), § ¬¥¨âì ¢ ¯®á«¥¤¥©
ä®à¬ã«¥ ⟨u|y⟩   ⟨u|y⟩∼ (á¬. 1.1.13): á®£« á® 1.3.10 ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ u ∈ M(
, X|Y ) ¯®çâ¨ ¢áî¤ã  

 ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

u= sup
{
⟨u|y⟩∼ : y ∈ Y , ∥y∥ 6 1

}
.

5.2.8. �á«¨ v ∈ M
(

, (X
)′

)
, â® äãªæ¨ï vX : ω 7→ v(ω)|X ¨§ dom v ¢ X ′, ®ç¥¢¨¤®, ¯à¨ ¤«¥¦¨â

M(
, X ′|X). �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  v ∈ M
(

, (X
)′

)
®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ vX ª« áá ¨§ M(
, X ′|X),

á®¤¥à¦ é¨© äãªæ¨¨ vX ¯à¨ v ∈ v.

�¥¬¬ . �â®¡à ¦¥¨¥ v 7→ vX ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ 
M

(

, (X
)′

)
  M(
, X ′|X).

J �®ª ¦¥¬ ¨§®¬¥âà¨ç®áâì «¨¥©®£® ®â®¡à ¦¥¨ï v 7→ vX . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá
v ∈ M

(

, (X
)′

)
. �®£« á® 4.4.7 ¬ë ¨¬¥¥¬

v= sup{⟨u|v⟩ : u ∈ M(
, X
),
u6 1}. �¥à ¢¥áâ¢®vX6v®ç¥¢¨¤®. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ M(
, X
),

u6 1, ¨ § ¬¥â¨¬, çâ®

⟨u|v⟩ =
⟨
uX |vX

⟩
6
uX

·
vX6vX,

£¤¥ uX | ª« áá ¨§ M(
, X), á®¤¥à¦ é¨© äãªæ¨¨ u|X ¯à¨ u ∈ u (á¬. 5.2.3). �à®¨§¢®«ì®áâì ¢ë¡®à  u
®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¥¤®áâ îé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢®

v6vX.
�áâ «®áì ¯®ïá¨âì áîàê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï v 7→ vX . �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  w ∈ M(
, X ′|X)

 ©¤¥âáï â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (Kξ)ξ∈� ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B(
), çâ® ⟨Kξ⟩
w∈ L∞(
) ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �

(á¬. 1.3.3). � ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ξ ∈ �, ω ∈ (Kξ)∼ ¨ x ∈ X
(ω), ¢ë¡¥à¥¬ u ∈ L∞(
, X
) â ª, çâ®¡ë
u∼(ω) = x (á¬. 4.4.1) ¨ ¯®«®¦¨¬ v(ω)x := ⟨u|w⟩∼(ω). �¥á«®¦ ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯à¥¤«®¦¥ë¥
¯®áâà®¥¨ï ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«ïîâ á¥ç¥¨¥ v ∈ M

(

, (X
)′

)
, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨î (v∼)X =

w. I

�«¥¤áâ¢¨¥. ��� M(
, X ′|X) ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���  ¤ M(
). � áá«®¥¨¥ (X
)′ ï¢«ï-
¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ��� ¤«ï à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  M(
, X ′|X). �á«¨ E | ¨¤¥ «
M(
), â® ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ uX ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� E

(
(X
)′

)
  E(X ′|X).
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§ 5.3. �¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¥¯à¥àë¢ë¬¨
¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨ï¬¨

�¥§ã«ìâ âë, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥, ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ á¢ï§¥© âà¥å ¢¨¤®¢:

( ) ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ��� (á¬. § 4.1),
(¡) ¬¥¦¤ã ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¨ ��� (á¬. § 4.2),
(¢) ¬¥¦¤ã ��� ¨ ��� (á¬. § 3.3).

�¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¨áâàã¬¥âë ¯à¨¬¥ïîâáï §¤¥áì, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¤«ï ãáâ ®¢«¥¨ï á¢ï§¥© ¬¥¦¤ã ¯à®-
áâà áâ¢ ¬¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ ¥¯à¥àë¢ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© à §®®¡à §®£® â¨¯  ¢ â¥à¬¨ å â ª  §ë¢ -
¥¬®£® áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï. � ¢¥àè ¥âáï ¯ à £à ä á¥à¨¥© ¯®¯ãâ® ãáâ ®¢«¥ëå ä ªâ®¢ ®
áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ à §®£® à®¤  «¨äâ¨£®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©.

� ª ¨ à ìè¥, 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© (®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë), ρ |
«¨äâ¨£ L∞(
), X ¨ Y | ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ Y ®à¬¨àã¥â
X, çâ® ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì X ª ª ¡  å®¢® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Y ′. �à®¬¥ â®£®, Q | áâ®ã®¢áª¨©
ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B(
) ¨ τ | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ «¨äâ¨£ã ρ.
�®«¥§® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® â®é¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Q ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ ï¢«ïîâáï ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë¬¨ (á¬.
â¥®à¥¬ã 1.2.13).

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë áç¨â ¥¬, çâ® C∞(Q,X) ⊂ C∞(Q,X|Y ), ®â®¦¤¥áâ¢«ïï äãªæ¨¨ v ∈ C∞(Q,X) ¨
extX|Y (v) ∈ C∞(Q,X|Y ) (á¬. 5.1.4). � ¯®¬¨¬, çâ® ¯®å®¦¨¬ á¯®á®¡®¬ ¢ 5.2.5 ¬ë ¢«®¦¨«¨ M(
, X) ¢
M(
, X|Y ).

5.3.1. �¥¬¬ . ��� XQ ï¢«ï¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ ��� X
, â. ¥. ¬®¦® áç¨â âì,
çâ® X
 = XQ ◦ τ .

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.3.4, 4.3.5 ¨ 5.2.3. I

5.3.2. �¥®à¥¬ . (1) �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ®¯à¥¤¥«¥ ï X -§ ç ï äãªæ¨ï u ¨§¬¥à¨¬  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈ C∞(Q,X).

(2) �«ï «î¡®£® ª« áá  u ∈ M(
, X) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï û ∈ C∞(Q,X), ¤ îé ï
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ u ¢ ¢¨¤¥ (û ◦ τ)∼.

(3) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� M(
, X)   C∞(Q,X),  áá®æ¨¨à®¢ ãî
á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q) (á¬. 1.3.13). �¡à â ï ¨§®¬¥âà¨ï C∞(Q,X)   M(
, X)
¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã v 7→ (v ◦ τ)∼ ¨  áá®æ¨¨à®¢   á ¨§®¬®àä¨§¬®¬

(
e 7→ (e ◦ τ)∼

)
: C∞(Q) → M(
).

J �«¥¤ã¥â ¨§ 4.3.4, 5.2.3, 5.2.4 ¨ 5.3.1. �àã£¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨M(
, X) ¨ C∞(Q,X)
¬®¦®  ©â¨ ¢ [235: â¥®à¥¬  2.9] ¨ ¢ [83: â¥®à¥¬  4.1.15]. I

�ãªæ¨ï û ∈ C∞(Q,X), á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª« ááã u ∈ M(
, X) á®£« á® ¯. (2), ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï
áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ u.

5.3.3. �¥¬¬ . �ãáâì ¢ë¯®«¥  ®¤  ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯ à ãá«®¢¨©:

(1) v ∈ C∞(Q,X) ¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X0 ⊂ X § ¬ªãâ® ¢ â®¯®«®£¨¨ ®à¬ë,
(2) v ∈ C∞(Q,X|Y ) ¨ X0 ⊂ X § ¬ªãâ® ¢ Y -á« ¡®© â®¯®«®£¨¨.

�¡à § äãªæ¨¨ v á®¤¥à¦¨âáï ¢ X0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ X0 á®¤¥à¦¨âáï ®¡à § ª®¬¯®§¨æ¨¨ v ◦ τ .

J �á«¨ ®¡à § äãªæ¨¨ v ¥ á®¤¥à¦¨âáï ¢X0, â® ¬®¦¥áâ¢® v−1[X0] ¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¢Q,
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥âáï ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¢ Q ¯®¤¬®¦¥áâ¢® U ⊂ Q\v−1[X0]. � â ª®¬ á«ãç ¥
¯®çâ¨ ¢áî¤ã   ¬®¦¥áâ¢¥ τ−1[U ] ¥ã«¥¢®© ¬¥àë äãªæ¨ï v ◦ τ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥
X0. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X0 | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X. � ç¥¨ï u(ω) äãªæ¨¨ u ∈ M(
, X)
¯à¨ ¤«¥¦ â X0 ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¡à § áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
ª« áá  u∼ á®¤¥à¦¨âáï ¢ X0.
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5.3.4. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Lc(
, X)
(
á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¥à¥§ Lc

Y (
, X)
)
á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â¥å äãªæ¨©

u ∈ M(
, X), ¤«ï ª®â®àëå ®¡à § u[A] ¥ª®â®à®£® ¬®¦¥áâ¢  A ∼ 
 ï¢«ï¥âáï ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâë¬
¢ á¬ëá«¥ â®¯®«®£¨¨ ®à¬ë (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ á¬ëá«¥ Y -á« ¡®© â®¯®«®£¨¨). �â¬¥â¨¬, çâ® Lc(
, X) ⊂
Lc
Y (Q,X) ⊂ L∞(
, X) ¨ Lc

X(
, X
′) = L∞(
, X ′). �¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® {u∼ : u ∈ Lc

Y (
, X)} ⊂
L∞(
, X) ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ Lc

Y (
, X),   ¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢® {u∼ : u ∈ Lc(
, X)} |
á¨¬¢®«®¬ Lc(
, X).

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì äãªæ¨ï u ®¯à¥¤¥«¥  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ¨ ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥
X.

(1) �ãªæ¨ï u ¯à¨ ¤«¥¦¨â Lc(
, X) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 
v ∈ C(Q,X). �â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� Lc(
, X)   C(Q,X),
 áá®æ¨¨à®¢ ãî á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q).

(2) �ãªæ¨ï u ¯à¨ ¤«¥¦¨â Lc
Y (
, X) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v ◦τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 

v ∈ C∞(Q,X) ∩ C(Q,X|Y ). �â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� Lc
Y (
, X)

  C∞(Q,X) ∩ C(Q,X|Y ),  áá®æ¨¨à®¢ ãî á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q).

5.3.5. �¥®à¥¬  (F.D. Sentilles). �à®áâà áâ¢  C∞(Q,X|X ′) ¨ C∞(Q,X) á®¢¯ ¤ îâ.

J �§ [235: â¥®à¥¬ë 2.5 ¨ 2.8] á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® Cb
∞(U,X|X ′) = Cb

∞(U,X) ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â 
U ∈ Clop(Q), ¯à®®¡à § τ−1[U ] ª®â®à®£® ¨¬¥¥â ª®¥çãî ¬¥àã. �¢®©áâ¢® ¯àï¬®© áã¬¬ë, ª®â®àë¬ ®¡« ¤ ¥â

, ¯®§¢®«ï¥â  ¬ à á¯à®áâà ¨âì ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢®   ¢¥áì ª®¬¯ ªâ: Cb

∞(Q,X|X ′) = Cb
∞(Q,X). �â¢¥à-

¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® ¤«ï ª ¦¤®© äãªæ¨¨ u ∈ C∞(Q,X|X ′) áãé¥áâ¢ã¥â
à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (Un)n∈N ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q), ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥¥ ¢ª«îç¥¨¥ ⟨Un⟩u ∈ Cb

∞(Q,X|X ′)
¯à¨ ¢á¥å n ∈ N (á¬. 1.3.3). I

5.3.6. �«¥¤áâ¢¨¥. �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ®¯à¥¤¥«¥ ï X -§ ç ï äãªæ¨ï u ¯à¨ ¤«¥¦¨â
Lc
X′(
, X) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈ C(Q,X|X ′). �â®ã®¢-

áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� Lc
X′(
, X)   C(Q,X|X ′),  áá®æ¨¨à®¢ ãî á

¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q).

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.3.4 (2) ¨ 5.3.5. I

5.3.7. �¥®à¥¬ . (1) �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ®¯à¥¤¥«¥ ï X ′ -§ ç ï äãªæ¨ï X -á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  X -á« ¡® íª¢¨¢ «¥â  ª®¬¯®§¨æ¨¨ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈
C∞(Q,X ′|X).

(2) �«ï «î¡®£® ª« áá  u ∈ M(
, X ′|X) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï û ∈ C∞(Q,X ′|X), ¤ îé ï
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ u ¢ ¢¨¤¥ (û ◦ τ)∼.

(3) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� M(
, X ′|X)   C∞(Q,X ′|X),  áá®æ¨¨à®-
¢ ãî á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q). �¡à â ï ¨§®¬¥âà¨ï C∞(Q,X ′|X)   M(
, X ′|X)
¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã v 7→ (v ◦ τ)∼ ¨  áá®æ¨¨à®¢   á ¨§®¬®àä¨§¬®¬

(
e 7→ (e ◦ τ)∼

)
: C∞(Q) → M(
).

J �§ 5.2.8, 5.3.1, 4.4.7 (2), 4.3.4 ¨ 5.1.10 á«¥¤ã¥â æ¥¯®çª  ¨§®¬¥âà¨© M(
, X ′|X) ≃ M
(

, (X
)′

)
≃

C∞
(
Q, (XQ)′

)
≃ C∞(Q,X ′|X). I

�ãªæ¨ï û ∈ C∞(Q,X ′|X), á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ª« ááã u ∈ M(
, X ′|X) á®£« á® ¯. (2), ¡ã¤¥â  -
§ë¢ âìáï áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ u. �á«¨ ª« áá u ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯à®áâà áâ¢ã M(
, X ′), â® ¥£®
áâ®ã®¢áª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¢ á¬ëá«¥ 5.3.2 ¨ ¢ á¬ëá«¥ 5.3.7 á®¢¯ ¤ îâ

(
á ãç¥â®¬ ¢«®¦¥¨© M(
, X ′) ⊂

M(
, X ′|X) ¨ C∞(Q,X ′) ⊂ C∞(Q,X ′|X)
)
, çâ® ®¯à ¢¤ë¢ ¥â ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¤«ï ¨å ®¤¨ ª®¢ëå â¥à¬¨®¢

¨ ®¡®§ ç¥¨©.

5.3.8. �®áª®«ìªã M(
, X|Y ) ⊂ M(
, Y ′|Y ), áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ û ∈ C∞(Q,Y ′|Y ) ¬®¦¥â
¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥® â ª¦¥ ¤«ï í«¥¬¥â®¢ u ∈ M(
, X|Y ). � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ u ∈ M(
, X|X ′), â® û ∈
C∞(Q,X ′′|X ′). � ç¥¨¥ û(q) ∈ Y ′ áâ®ã®¢áª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ª« áá  u ∈ M(
, X|Y ) ¢ â®çª¥ q ∈ dom û
¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ⟨y|û(q)⟩ = ⟨u|y⟩∧(q), y ∈ Y . � â ª®¬ ¢¨¤¥ ®® ¢®§¨ª ¥â ¢ à ¡®â å
[182, 236] ¤«ï ª« áá®¢ u ∈ L∞(
, X|X ′).

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 5.3.7, áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨ç®¥ ¢«®¦¥¨¥
��� M(
, X|Y ) ¢ ��� C∞(Q,Y ′|Y ). � ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à § íâ®£® ¢«®¦¥¨ï ¬®¦¥â ¥ á®¢¯ ¤ âì ¨ á
C∞(Q,Y ′|Y ), ¨ á C∞(Q,X|Y ).
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�¥®à¥¬  [236]. �« áá u ∈ M(
, X|X ′) ¯à¨ ¤«¥¦¨â M(
, X) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
û−1[X ′′\X] ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ (= ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë¬) ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q.

J �«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ 5.3.2 ¨ 5.3.5. I

5.3.9. �ãªæ¨î u ∈ M(
, X|Y )  §®¢¥¬ ª®¬¯ ªâ®©, ¥á«¨ ¥¥ ®¡à § ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâ¥ ¢
á¬ëá«¥ Y -á« ¡®© â®¯®«®£¨¨. �¨¬¢®«®¬ Lc(
, X|Y ) ®¡®§ ç ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å í«¥¬¥â®¢M(
, X|Y ),
Y -á« ¡® íª¢¨¢ «¥âëå ª®¬¯ ªâë¬ äãªæ¨ï¬. �â¬¥â¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Lc(
, X ′|X) á®¢¯ ¤ ¥â á
L∞(
, X ′|X) ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå X ′ -§ çëå äãªæ¨©
u, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î ⟨u|x⟩ ∈ L∞(
) ¤«ï ª ¦¤®£® x ∈ X. � ®¡é¥¬ ¦¥ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®«ìª®
¢ª«îç¥¨¥ Lc(
, X|Y ) ⊂ L∞(
, X|Y ). �¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® {u∼ : u ∈ Lc(
, X|Y )} ⊂ L∞(
, X|Y )
¬ë ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ Lc(
, X|Y ).

�«¥¤áâ¢¨¥. �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ 
 ®¯à¥¤¥«¥ ï X -§ ç ï äãªæ¨ï u ¯à¨ ¤«¥¦¨â Lc(
, X|Y ) â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  Y -á« ¡® íª¢¨¢ «¥â  ª®¬¯®§¨æ¨¨ v ◦τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈ C(Q,X|Y ).
�â®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î ��� Lc(
, X|Y )   C(Q,X|Y ),  áá®æ¨¨à®-
¢ ãî á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) : M(
) → C∞(Q).

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.3.7 ¨ 5.3.3. I

5.3.10. �«¥¤áâ¢¨¥ [131: III, § 4]. �à®áâà áâ¢  Lc(
, X|X ′) ¨ Lc
X′(
, X) á®¢¯ ¤ îâ. �ë¬¨

á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï u : 
 → X ¨¬¥¥â á« ¡® ®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâë© ®¡à §, â®
®  á« ¡® íª¢¨¢ «¥â  ¥ª®â®à®© ¨§¬¥à¨¬®© ¯® �®å¥àã äãªæ¨¨ v : 
 → X, â ª¦¥ ¨¬¥îé¥© á« ¡®
®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯ ªâë© ®¡à §.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.3.6, 5.3.9 ¨ 5.3.5. I

5.3.11. �«ï u ∈ u ∈ M(
, X|Y ) ¨ y ∈ Y äãªæ¨ï |y⟩ ◦ u ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ ⟨u|y⟩,   á®¤¥à¦ é¨©
¥¥ ª« áá ⟨u|y⟩∼ | ç¥à¥§ ⟨u|y⟩. �ãáâì L | ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L∞(
, X|Y ),   Z | ¡  å®¢®
¯®¤¯à®áâà áâ¢® Y ′. �â®¡à ¦¥¨¥ ρL : L → L∞(
, Z|Y ) ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì Z|Y -á« ¡ë¬ «¨äâ¨£®¬
¯à®áâà áâ¢  L ( áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á ρ), ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ρL(u) : 
 → Z ¤«ï «î¡®£® u ∈ L;
(¡) ⟨ρL(u)|y⟩ = ρ

(
⟨u|y⟩

)
¤«ï ¢á¥å u ∈ L ¨ y ∈ Y .

�á«¨ Z|Y -á« ¡ë© «¨äâ¨£ ρL ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ª¦¥ ãá«®¢¨ï¬:

(¢) ¥á«¨ u ∈ u ∈ L, â® äãªæ¨¨ u ¨ ρL(u) à ¢ë ¯®çâ¨ ¢áî¤ã;
(£) |||ρL(u)||| = ρ(

u) ¤«ï ª ¦¤®£® u ∈ L,

â® ® ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï Z|Y -á¨«ìë¬ «¨äâ¨£®¬ ¯à®áâà áâ¢  L. �â¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© Z|Y -á« ¡ë©
«¨äâ¨£ ρL ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) ¥á«¨ u ∈ u ∈ L, â® äãªæ¨¨ u ¨ ρL(u) Y -á« ¡® íª¢¨¢ «¥âë;
(2) ¥á«¨ u,v ∈ L, â® ρL(u+ v) = ρL(u) + ρL(v);
(3) ¥á«¨ u ∈ L, e ∈ L∞(
) ¨ eu ∈ L, â® ρL(eu) = ρ(e)ρL(u);
(4) ¥á«¨ äãªæ¨ï c : 
 → X ¯®áâ®ï  ¨ c∼ ∈ L, â® ρL(c∼) = c.

5.3.12. �¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® «¨äâ¨£  ρ : L∞(
) → L∞(
) áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥ë©
X|X ′ -á¨«ìë© «¨äâ¨£ ρX ¯à®áâà áâ¢  Lc(
, X) ¨ ¥¤¨áâ¢¥ë© X|Y -á« ¡ë© «¨äâ¨£ ρX|Y ¯à®áâà -

áâ¢  Lc(
, X|Y ),  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ á ρ. �à¨ íâ®¬ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  u ∈ Lc(
, X)
(
á®®â¢¥âáâ¢¥®

u ∈ Lc(
, X|Y )
)
äãªæ¨ï ρX(u)

(
á®®â¢¥âáâ¢¥® ρX|Y (u)

)
á®¢¯ ¤ ¥â á û ◦ τ , £¤¥ û | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡-

à §®¢ ¨¥ ª« áá  u ¢ á¬ëá«¥ 5.3.2 (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ á¬ëá«¥ 5.3.8),   τ | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢
Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ «¨äâ¨£ã ρ.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.3.4 ¨ 5.3.9. I

5.3.13. �¨¦¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë ¥ª®â®àë¥ à¥§ã«ìâ âë, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì 
 | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ ¯àï¬®© áã¬¬ë,
X ¨ Y | ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ Y ®à¬¨àã¥â X.

(1) �à®áâà áâ¢® Lc(
, X) ¨¬¥¥â X|X ′ -á¨«ìë© «¨äâ¨£.
(2) �à®áâà áâ¢® Lc

Y (
, X) ¨¬¥¥â X|Y -á« ¡ë© «¨äâ¨£.
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(3) �à®áâà áâ¢® L∞(
, X ′) ¨¬¥¥â X ′|X -á« ¡ë© «¨äâ¨£.
(4) �à®áâà áâ¢® Lc(
, X|Y ) ¨¬¥¥â X|Y -á« ¡ë© «¨äâ¨£.
(5) �à®áâà áâ¢® L∞(
, X|Y ) ¨¬¥¥â Y ′|Y -á« ¡ë© «¨äâ¨£.
(6) �à®áâà áâ¢® L∞(
, X ′|X) ¨¬¥¥â X ′|X -á« ¡ë© «¨äâ¨£.
(7) �à®áâà áâ¢® L∞(
, X|X ′) ¨¬¥¥â X ′′|X ′ -á« ¡ë© «¨äâ¨£.

�à¨¢¥¤¥ë© á¯¨á®ª à¥§ã«ìâ â®¢ ¥ ï¢«ï¥âáï ®¢ë¬ ¨ ¨¬¥¥â ¨««îáâà â¨¢ë© å à ªâ¥à. � ¯à¨¬¥à,
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (3) ¨ (4) ¬®¦® ¨§¢«¥çì ¨§ [166: VI, § 4{7].
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�¯¥à â®àë, á®åà ïîé¨¥ ¤¨§êîªâ®áâì, ¨¬¥îâ á®¡áâ¢¥ãî ¡®£ âãî à¥§ã«ìâ â ¬¨ â¥®à¨î, ¢ª«î-
ç îéãî â ª¨¥ ¢®¯à®áë, ª ª ®£à ¨ç¥®áâì, ¥¯à¥àë¢®áâì, á¯¥ªâà «ìë¥ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ ,
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì, ª®¬¯ ªâ®áâì ¨ ¤à. �¯¨á®ª à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå ¨áá«¥¤®¢ ¨î á®åà ïîé¨å ¤¨§ê-
îªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢,  áâ®«ìª® ¢¥«¨ª, çâ® ¬®£ ¡ë ¯®á«ã¦¨âì ¯®¢®¤®¬ ¤«ï ®â¤¥«ì®£® ®¡§®à . �áâ ¢¨¢
¡¥§ à áá¬®âà¥¨ï ¬®£¨¥ ¢¥áì¬  ¨â¥à¥áë¥  ¯à ¢«¥¨ï ¨áá«¥¤®¢ ¨©, ¬ë á®áà¥¤®â®ç¨¬ ¢¨¬ ¨¥ «¨èì
  ¯®¨áª¥   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �¤¨¬ ¨§ ¯¥à¢ëå § ¨â¥à¥á®¢ «áï íâ¨¬ ¢®¯à®á®¬ �. �.�ã«¨å
(á¬. [30{32]). � ¤ «ì¥©è¥¬ ª íâ®© ¯à®¡«¥¬ â¨ª¥ ¯®¤ª«îç¨«¨áì �.�.�¡à ¬®¢¨ç, �.�.�à¥á®,
�.�.�¥ªá«¥à, �.�.�¨ªáâ¥¤, �.�. �  ¥, �.�.�¨â®¢¥à, �.�.�®«¤ã®¢, �.�.�.� ª¯®«¨, �.�.� àâ
¨ ¬®£¨¥ ¤àã£¨¥ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [2{4, 108, 158, 199, 254, 256]). �â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ª ¢®¯à®áã ®¡   «¨â¨-
ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ®â®á¨âáï â ª®¥ ¬®é®¥  ¯à ¢«¥¨¥,
ª ª ®¯¨á ¨¥ ¨§®¬¥âà¨© ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© (â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ â¥®à¥¬ë �  å  |
�â®ã ).

� íâ®© £« ¢¥ ¬ë § ©¬¥¬áï ¨§ãç¥¨¥¬ ¨ ¯®¨áª®¬   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï á®åà ïîé¨å ¤¨§ê-
îªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ���. � ç ¢ á ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¡é¨å á¢®©áâ¢ â ª¨å ®¯¥à â®à®¢, ¬ë
§ â¥¬ à áá¬®âà¨¬ ®àâ®¬®àä¨§¬ë, ®¯¥à â®àë á¤¢¨£ , ®¯¥à â®àë ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨,  ª®¥æ, ¢®¢ì
¢¥à¥¬áï ª ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¯¥à â®à ¬ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à¨¬¥¨âì ª ¨¬  ª®¯«¥ë© ®¯ëâ.
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§ 6.1. �¥ì ®¯¥à â®à 

� è¨¬ ®á®¢ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ï¢«ï¥âáï
â ª  §ë¢ ¥¬ ï â¥ì | ¥ª®â®àë© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, ¯®à®¦¤¥ë© ¤¥©áâ¢¨¥¬
®¯¥à â®à    ª®¬¯®¥â å. �ª §ë¢ ¥âáï, ¬®£¨¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ë  
ï§ëª¥ ¥£® â¥¨. � ç áâ®áâ¨, ª á¢®©áâ¢ ¬ â¥¨ á¢®¤ïâáï ¬®£¨¥ ¢®¯à®áë ¥¯à¥àë¢®áâ¨.

6.1.1. �ãáâì U ¨ V | ���. �®¢®àïâ, çâ® ®¯¥à â®à T : U → V á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì, ¥á«¨ ¨§
u1 ⊥ u2 ¢ëâ¥ª ¥â Tu1 ⊥ Tu2 ¤«ï «î¡ëå u1, u2 ∈ U . �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¢áïª¨© á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å, ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®çë¬ £®¬®-
¬®àä¨§¬®¬. � ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, â¥áãî á¢ï§ì á à¥è¥â®çë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨
¨¬¥îâ «î¡ë¥ ®¯¥à â®àë, á®åà ïîé¨¥ ¤¨§êîªâ®áâì, | ¥ â®«ìª® ¯®«®¦¨â¥«ìë¥.

�¥®à¥¬ . �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª , F | K-¯à®áâà áâ¢® ¨ T : E → F | à¥£ã«ïàë©
®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �®«®¦¨¬ ρ :=

⟨
T+[E+]

⟩
, £¤¥ E+ = {e ∈ E : e > 0}. �®£¤ 

®¯¥à â®àë ρ ◦ T ¨ −ρ⊥ ◦ T ï¢«ïîâáï à¥è¥â®çë¬¨ £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨. � ç áâ®áâ¨, T = (ρ− ρ⊥)|T |.

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ [110: â¥®à¥¬  3.3]. I

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¥ à § ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬®©, çâ®¡ë á¢¥áâ¨ à áá¬®âà¥¨¥ ¯à®¨§¢®«ì-
®£® à¥£ã«ïà®£® ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì, ª á«ãç î ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ®¯¥à â®à .

6.1.2. �¥ìî ®¯¥à â®à  T : U → V ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®â®¡à ¦¥¨¥ h : Pr(U) → Pr(V), ®¯à¥¤¥«¥-
®¥ ä®à¬ã«®© h(π) = supu∈U ⟨Tπu⟩. � ç¥ £®¢®àï, h(π) =

⟨
T [πU ]

⟩
.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ ���, á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ì-
ª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£® â¥ì ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬.

J � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¥®¡å®¤¨¬®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «¨¥©ë© ®¯¥à â®à
T : U → V, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¢ ��� U ¨ V, á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì. �¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬ë ¬®¦¥¬
áç¨â âì, çâ® (imT )⊥⊥ = V. �®ª ¦¥¬, çâ® â¥ì h : Pr(U) → Pr(V) ®¯¥à â®à  T ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®-
¬®àä¨§¬®¬. �«ï íâ®£® ¬ë ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 1.2.4. �ãáâì (π1, π2, π3) | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢
 «£¥¡à¥ Pr(U). �®£¤ 

h(π1) ∧ h(π2) = sup
u1∈U

⟨Tπ1u1⟩ ∧ sup
u2∈U

⟨Tπ2u2⟩ = sup
u1,u2∈U

⟨Tπ1u1⟩ ∧ ⟨Tπ2u2⟩ = 0,

â. ¥. h(π1) ⊥ h(π2). � «®£¨ç® ãáâ  ¢«¨¢ îâáï á®®â®è¥¨ï h(π1) ⊥ h(π3) ¨ h(π2) ⊥ h(π3). �à®¬¥ â®£®,

h(π1) ∨ h(π2) ∨ h(π3) = sup
u1,u2,u3∈U

⟨Tπ1u1⟩ ∨ ⟨Tπ2u2⟩ ∨ ⟨Tπ3u3⟩

= sup
u1,u2,u3∈U

⟨
T (π1u1 + π2u2 + π3u3)

⟩
= sup

u∈U
⟨Tu⟩ = 1,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
(
h(π1), h(π2), h(π3)

)
| à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢  «£¥¡à¥ Pr(V). I

6.1.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ��� U ¨ V, «¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V ¨ ª®«ìæ¥¢®©
£®¬®¬®àä¨§¬ h : Pr(U) → Pr(V). �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) h ¬ ¦®à¨àã¥â â¥ì T (á¬. 1.2.6);
(2) ⟨Tu⟩ 6 h⟨u⟩ ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ;
(3) Tπu = h(π)Tu ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ¨ π ∈ Pr(U).

�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, h(1) = ⟨imT ⟩, â® ª ¦¤®¥ ¨§ ãá«®¢¨© (1){(3) à ¢®á¨«ì® á®¢¯ ¤¥¨î â¥¨ T á h.

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (3)⇒(1)⇒(2) ®ç¥¢¨¤ë. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢ë¯®«¥ë¬ ãá«®¢¨¥ (2) ¨ ãáâ ®¢¨¬ (3).
� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë u ∈ U ¨ π ∈ Pr(U). �§ (2) ¢ëâ¥ª ¥â ¤¨§êîªâ®áâì Tπu ¨
Tπ⊥u. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¯à®¥ªâ®à ρ ∈ Pr(V), çâ® Tπu = ρTu ¨ Tπ⊥u = ρ⊥Tu. �«ï
®¡®á®¢ ¨ï à ¢¥áâ¢  ρTu = h(π)Tu ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® ρ⟨Tu⟩ = h(π)⟨Tu⟩. �§ á®®â®è¥¨©
ρ⟨Tu⟩ = ⟨Tπu⟩ 6 h(π) ¢ëâ¥ª ¥â ¥à ¢¥áâ¢® ρ⟨Tu⟩ 6 h(π)⟨Tu⟩. � «®£¨ç® ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï, çâ®
ρ⊥⟨Tu⟩ 6 h(π⊥)⟨Tu⟩. �§ ¯®á«¥¤¨å ¤¢ãå ¥à ¢¥áâ¢ á ®ç¥¢¨¤®áâìî á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® ρ⟨Tu⟩ = h(π)⟨Tu⟩.

�á«®¢¨¥ (1) ¨ à ¢¥áâ¢® h(1) = ⟨imT ⟩ ¢«¥ªãâ á®¢¯ ¤¥¨¥ â¥¨ T á h ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2.6. I
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6.1.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì T | ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ��� ¢ ���. �®£¤ 
â¥¨ ®¯¥à â®à®¢ T ¨

Tá®¢¯ ¤ îâ.

J �ãáâì ®¯¥à â®à T ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ ��� U  ¤ E ¢ ��� V  ¤ F . �¡®§ ç¨¬ â¥ì T ç¥à¥§ hT ,   â¥ìT| ç¥à¥§ h|T|. �¥§ãá«®¢®, á®¢¯ ¤¥¨¥ äãªæ¨© hT : Pr(U) → Pr(V) ¨ h|T|: Pr(E) → Pr(F ) ¯®¨¬ ¥âáï
á ãç¥â®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨© Pr(U) = Pr(E) ¨ Pr(V) = Pr(F ) (á¬. 1.4.1). �¥à ¢¥áâ¢® hT (π) 6 h|T|(π)(
π ∈ Pr(E)

)
®ç¥¢¨¤®. �«ï ãáâ ®¢«¥¨ï ®¡à â®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ ãá«®¢¨©

e ∈ E, π ∈ Pr(E), u1, . . . , un ∈ U ,
u1+ · · ·+

un
6 πe

á«¥¤ã¥â
⟨
Tu1+ · · ·+

Tun
⟩ = ⟨

Tπu1+ · · ·+
Tπun

⟩ = ⟨Tπu1⟩ ∨ · · · ∨ ⟨Tπun⟩ 6 hT (π),

¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã«®©
Tπe = supT6(πe) (á¬. 1.6.10). I

�«¥¤áâ¢¨¥. � ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à T , ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ��� ¢ ���, á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£®  ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â 

Tá®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£®
 ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â  ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®çë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬.

6.1.5. �ãáâì U ¨ V | ��� ¨ h : Pr(U) → Pr(V) | ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬. �«¥¤ãï ®¡é¥¬ã
¯à ¢¨«ã (á¬. 1.1.15), ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ T : U → V ï¢«ï¥âáï h-o-¥¯à¥àë¢ë¬, ¥á«¨ ¨§
h- lim

α∈A
uα = u (á¬. 1.5.12) á«¥¤ã¥â o- lim

α∈A
Tuα = Tu ¤«ï «î¡®© á¥â¨ (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ U ¨ «î¡®£® u ∈ U .

�¥®à¥¬ . �ãáâì E ¨ F | K-¯à®áâà áâ¢ . �áïª¨© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì à¥£ã«ïàë©
®¯¥à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï h-o-¥¯à¥àë¢ë¬, £¤¥ h | â¥ì T .

J �®áª®«ìªã â¥ì |T | á®¢¯ ¤ ¥â á â¥ìî T (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.4), ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ®¯¥à â®à
T ¯®«®¦¨â¥«¥. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  h-o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ T ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì h-áå®¤ïéãîáï ª ã«î
á¥âì (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ E ¨ ¯®ª § âì, çâ® o- lim

α∈A
Teα = 0. �á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï ®£à ¨ç¥®áâì á¥â¨ (Teα)α∈A

á«¥¤ã¥â ¨§  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ (eα)α∈A ¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨ T . �®£« á® «¥¬¬¥ 1.5.10 (2)
o-áå®¤¨¬®áâì Teα ª ã«î ¡ã¤¥â ãáâ ®¢«¥ , ¥á«¨ ¬ë ¤®ª ¦¥¬, çâ® o- lim

α∈A
⟨Te⟩⟨Teα > Te/n⟩ = 0 ¤«ï

¢á¥å e ∈ E ¨ n ∈ N. �®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

⟨Te⟩⟨Teα > Te/n⟩ = ⟨Te⟩
⟨(
T (eα − e/n)

)+⟩
= ⟨Te⟩

⟨
T
(
(eα − e/n)+

)⟩
6 h

(
⟨e⟩

)
h
(⟨
(eα − e/n)+

⟩)
= h

(
⟨e⟩⟨eα > e/n⟩

) o→ 0. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �áïª¨© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ¬ ¦®à¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§
��� ¢ ���, ï¢«ï¥âáï h-o-¥¯à¥àë¢ë¬, £¤¥ h | ¥£® â¥ì.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.1.4 ¨ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �®£¤  ¯®«¥§® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¨© ä ªâ, á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª îé¨© ¨§
¯®á«¥¤¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï: ¥á«¨ U | ���, V | ��� ¨ ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ h : Pr(U) → Pr(V)
¬ ¦®à¨àã¥â â¥ì ®¯¥à â®à  T : U → V, â® ¯®á«¥¤¨© ï¢«ï¥âáï h-o-¥¯à¥àë¢ë¬.

6.1.6. �«¥¤áâ¢¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à -
â®à  T , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ��� ¢ ���, à ¢®á¨«ìë:

(1) ®¯¥à â®à T (á¥ª¢¥æ¨ «ì®) o-¥¯à¥àë¢¥;
(2) ®¯¥à â®à

T(á¥ª¢¥æ¨ «ì®) o-¥¯à¥àë¢¥;
(3) â¥ì T (á¥ª¢¥æ¨ «ì®) o-¥¯à¥àë¢ .

�ç¥â ï ¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï o-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  T íª¢¨¢ «¥âë.

J �®áâ â®ç® á®¯®áâ ¢¨âì 6.1.4, 1.2.5, 1.5.12 ¨ 6.1.5. I
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6.1.7. �«¥¤áâ¢¨¥. � áá¬®âà¨¬ ��� U ¨ ��� V ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â¥¨ ¤¢ãå ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå
®¯¥à â®à®¢ S, T : U → V ¬ ¦®à¨àãîâáï ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ h : Pr(U) → Pr(V).
�á«¨ S ¨ T á®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬ h- ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ U (á¬. 1.5.14), â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ
  ¢á¥¬ U .

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ § ¬¥ç ¨ï 6.1.5 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨© 1.5.16 ¨ 1.5.17. I

6.1.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ E, V | ���  ¤ F , U0 | ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® U , T0 : U0 → V | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à, S : E → F | ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§ê-
îªâ®áâì, ¨ h : Pr(E) → Pr(F )| â¥ì S. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ hU0 ��� ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ U , h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥-
¬ëå ¬®¦¥áâ¢®¬ U0 (á¬. 1.5.14, 1.5.15). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

T0u06 S
u0(

á®®â¢¥âáâ¢¥®
T0u0= S

u0)
¤«ï ¢á¥å u0 ∈ U0. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ T : hU0 → V ®¯¥à â®à  T0 â ª®¥,
çâ®

Tu6 S
u(

á®®â¢¥âáâ¢¥®
Tu= S

u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ hU0.

J �®ª ¦¥¬ á ç «  ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® ¯à®¤®«¦¥¨¨ á á®åà ¥¨¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ . �á«¨ π ∈ Pr(U) ¨
u0 ∈ U0 â ª®¢ë, çâ® πu0 = 0, â® h(π)T0u0 = 0, â ª ª ª h(π)

T0u06 h(π)S
u0= Sπ

u0= 0. �â®
®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ª®àà¥ªâ®áâì á«¥¤ãîé¥£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  T 0:

T 0

( n∑
i=1

πiui

)
:=

n∑
i=1

h(πi)T0ui(
πi ∈ Pr(U) ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, ui ∈ U0

)
,

ª®â®àë© ¯à®¤®«¦ ¥â T0   d�nU0 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã
T 0u

6 S
u¤«ï ¢á¥å u ∈ d�nU0. � á¨«ã

¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.15 ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  u ∈ hU0 áãé¥áâ¢ã¥â á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ d�nU0, h-áå®¤ïé ïáï
ª u. �§ ¥à ¢¥áâ¢ 

T 0uα − T 0uβ

6 S
uα − uβ

¨ h-o-¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  S (á¬. 6.1.5) á«¥¤ã¥â

o-äã¤ ¬¥â «ì®áâì á¥â¨ (T 0uα)α∈A. �« £®¤ àï o-¯®«®â¥ ��� V ¢ ¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â o-¯à¥¤¥« íâ®©
á¥â¨, ª®â®àë©, ®ç¥¢¨¤®, § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â u ¨ ¯®íâ®¬ã ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡®§ ç¥ á¨¬¢®«®¬ Tu. �¥á«®¦®
ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¯®«ãç¥ë© â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®¯¥à â®à T : hU0 → V ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. �¤¨áâ¢¥®áâì
¯®áâà®¥®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¥£® h-o-¥¯à¥àë¢®áâìî,  á«¥¤ã¥¬®© ®â ®¯¥à â®à  S.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ®
T0u0 = S

u0 ¤«ï ¢á¥å u0 ∈ U0. �® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ áãé¥áâ¢ã¥â
¯à®¤®«¦¥¨¥ T : hU0 → V ®¯¥à â®à  T0 â ª®¥, çâ®

Tu6 S
u¤«ï ¢á¥å u ∈ hU0. �«ï «î¡ëå u0 ∈ U0 ¨

π ∈ Pr(U) ¨§ á®®â®è¥¨©

S
u0=

Tu0=
Tπu0+Tπ⊥u0

6 S
πu0+ S

π⊥u0
= S

u0
¨ ¥à ¢¥áâ¢

Tπu06 S
πu0¨

Tπ⊥u0
6 S

π⊥u0
á«¥¤ã¥â, çâ®

Tπu0= S
πu0. �®áª®«ìªã u0 ∈ U0 ¨

π ∈ Pr(U) ¡ë«¨ ¢ë¡à ë ¯à®¨§¢®«ì®, ¬ë ¨¬¥¥¬
Tu= S

u¤«ï ¢á¥å u ∈ d�nU0. � ¢¥áâ¢®
Tu= S

u
¤«ï ¢á¥å u ∈ hU0 â¥¯¥àì ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ ¤®ª § ®£® á ¯®¬®éìî ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.16. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ E, V | ���  ¤ F , U0 |  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ¢¥ªâ®à®¥
¯®¤¯à®áâà áâ¢® U , T0 : U0 → V | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¨ S : E → F | o-¥¯à¥àë¢ë© ¯®«®¦¨â¥«ìë©
®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

T0u06 S
u0(

á®®â¢¥âáâ¢¥®
T0u0=

S
u0) ¤«ï ¢á¥å u0 ∈ U0. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ T : U → V ®¯¥à â®à  T0

â ª®¥, çâ®
Tu6 S

u(
á®®â¢¥âáâ¢¥®

Tu= S
u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U .

6.1.9. �á«¨ D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® K-¯à®áâà áâ¢  E, â® á¨¬¢®«®¬ |D| ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® {|d| :
d ∈ D},   á¨¬¢®«®¬ lin|D| | «¨¥© ï ®¡®«®çª  |D|. � ¨¬¥ìè¨© ¨¤¥ « E, á®¤¥à¦ é¨© ¬®¦¥áâ¢® D,
ª ª ®¡ëç®, ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ ED (á¬. 1.3.1).

�¥¬¬ . �ãáâì E | K-¯à®áâà áâ¢®, D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E, V ¨ W | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ���  ¤ ®¤-
¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ K-¯à®áâà áâ¢®¬ F ,   S : E → V ¨ T : E → W | ¬ ¦®à¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® â¥¨ S ¨ T ¬ ¦®à¨àãîâáï ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ h : Pr(E) → Pr(F ) ¨ ®¡®§ ç¨¬
h-§ ¬ëª ¨¥ ¨¤¥ «  ED á¨¬¢®«®¬ hED.

(1) �á«¨ V = W ¨ ®¯¥à â®àë S ¨ T á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥ D, â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥
hED.

(2) �á«¨
Se=

Te¤«ï ¢á¥å e ∈ lin|D|, â®
Se=

Te¤«ï ¢á¥å e ∈ hED.
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J �ë ¤®ª ¦¥¬ «¨èì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (1), ¯®áª®«ìªã ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (2) ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç® ¨
¤ ¦¥ ¯à®é¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®àë S ¨ T ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë ¨ á®¢¯ ¤ îâ  
¬®¦¥áâ¢¥ D. �®¢¯ ¤¥¨¥ S ¨ T   hED ¬ë ¤®ª ¦¥¬ ¢ ¥áª®«ìª® íâ ¯®¢.

( ) �ãáâì e ∈ |D|, â. ¥. e = |d| ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  d ∈ D. �®£¤ 

Se = S⟨d+⟩d+ S⟨d−⟩d = h
(
⟨d+⟩

)
Sd+ h

(
⟨d−⟩

)
Sd

= h
(
⟨d+⟩

)
Td+ h

(
⟨d−⟩

)
Td = T ⟨d+⟩d+ T ⟨d−⟩d = Te.

(¡) �§ ( ) á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®àë S ¨ T á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥ lin|D|.
(¢) �ãáâì í«¥¬¥â e ∈ E ï¢«ï¥âáï d-áâã¯¥ç âë¬, £¤¥ d ∈ lin|D|, â. ¥. e =

∑n
i=1 πiλid ¤«ï ¥ª®â®àëå

ç¨á¥« λi ¨ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå ¯à®¥ªâ®à®¢ πi ∈ Pr(E). �®£¤  ¢ á¨«ã (¡)

Se =
n∑

i=1

S(πiλid) =
n∑

i=1

λih(πi)Sd =
n∑

i=1

λih(πi)Td =
n∑

i=1

T (πiλid) = Te.

(£) �ãáâì â¥¯¥àì e ∈ ED. �®£¤  |e| 6 d ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  d ∈ lin|D|. � á¨«ã 1.3.4 áãé¥áâ¢ã¥â
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (en)n∈N d-áâã¯¥ç âëå í«¥¬¥â®¢ E, r-áå®¤ïé ïáï ª e. �®£« á® (¢) ®¯¥à â®àë S
¨ T á®¢¯ ¤ îâ   í«¥¬¥â å en. �®íâ®¬ã, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì r-¥¯à¥àë¢®áâìî S ¨ T , ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª
à ¢¥áâ¢ã Se = Te.

(¤) � ª®¥æ, ¥á«¨ e| ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â hED, â® à ¢¥áâ¢® Se = Te ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (£) ¨ h-o-¥¯à¥-
àë¢®áâ¨ S ¨ T . I

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ E, D | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E,
V ¨ W | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ���  ¤ ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ K-¯à®áâà áâ¢®¬ F ,   S : U → V ¨ T : U → W |
¬ ¦®à¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â¥¨ S ¨ T ¬ ¦®à¨àãîâáï ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ª®«ìæ¥¢ë¬
£®¬®¬®àä¨§¬®¬ h : Pr(E) → Pr(F ) ¨ ®¡®§ ç¨¬ h-§ ¬ëª ¨¥ ¨¤¥ «  ED á¨¬¢®«®¬ hED.

(1) �á«¨ V = W ¨ ®¯¥à â®àë S ¨ T á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥ {u ∈ U :
u∈ D}, â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ  

¬®¦¥áâ¢¥ {u ∈ U :
u∈ hED}.

(2) �á«¨
Su=

Tu¤«ï ¢á¥å u ∈ U á ®à¬®©
u∈ linD, â®

Su=
Tu¤«ï ¢á¥å u ∈ U á ®à¬®©u∈ hED.

J �®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (1) (ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (2) ¤®ª §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥®   «®£¨ç®). �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®àë S ¨ T ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬ á«¥¤áâ¢¨ï ¨ á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥
{u ∈ U :

u∈ D}. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U á ®à¬®©
u∈ hED ¨ ãáâ ®¢¨¬ à ¢¥áâ¢®

Su = Tu.
� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã 1 ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ E K-¯à®áâà áâ¢  E, á ¡¤¨¬ E

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ã¬®¦¥¨¥¬ ¨ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ U ��� U áâàãªâãàã ¬®¤ã«ï  ¤
E (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 3.4.5). �ãáâì �u â ª®© í«¥¬¥â U , çâ®

�u = 1 ¨ u =
u�u. � áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®àë

Su, Tu : E → V, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¯® ¯à ¢¨« ¬ Sue = S(e�u) ¨ Tue = T (e�u). �á®, çâ® â¥¨ ®¯¥à â®à®¢ Su

¨ Tu ¬ ¦®à¨àãîâáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ h,   á ¬¨ ®¯¥à â®àë á®¢¯ ¤ îâ   ¬®¦¥áâ¢¥ D. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (1) ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë ®¯¥à â®àë Su ¨ Tu á®¢¯ ¤ îâ   hED. � ç áâ®áâ¨, Su = Su

u=
Tu
u= Tu. I

6.1.10. � ª ¢¨¤® ¨§ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë, ¤«ï á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à , ®¯à¥¤¥-
«¥®£®   ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥, ¢á¥ à áá¬®âà¥ë¥ ¢ 1.6.3 ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ á®¢¯ ¤ îâ.

�¥®à¥¬ . �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¨ V | ���. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  á®åà ïîé¥£® ¤¨§ê-
îªâ®áâì ®¯¥à â®à  T : E → V íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T ®£à ¨ç¥;
(2) ®¯¥à â®à T áç¥â® ®£à ¨ç¥;
(3) ®¯¥à â®à T á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥;
(4) ®¯¥à â®à T ¯®«ã®£à ¨ç¥;
(5) ¥á«¨ e1, e2 ∈ E ¨ |e1| 6 |e2|, â®

Te16Te2.
J �¬¯«¨ª æ¨¨ (5)⇒(1)⇒(2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2.1 ¢ áâ âì¥ [199], ãáâ -

 ¢«¨¢ îé¥¥ ¨¬¯«¨ª æ¨î (4)⇒(5), ¯à¨¢¥¤¥® ¤«ï á«ãç ï V = E, ®¤ ª® ®® ¥ ®¯¨à ¥âáï   íâ® ãá«®¢¨¥
¨ á®åà ï¥â á¨«ã ¤«ï ®¯¥à â®à  á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¬ ���. I
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�®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (4)⇒(5) áâ ®¢¨âáï ®á®¡¥® ¯à®áâë¬ ¨ ¯à®§à çë¬ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®-
£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë   £« ¢ë¥ ª®¬¯®¥âë à¥è¥âª¨ E ( ¯à¨¬¥à, ª®£¤  E ï¢«ï¥âáï
Kσ -¯à®áâà áâ¢®¬). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®à T ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (4), § ä¨ªá¨-
àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë e1, e2 ∈ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ã |e1| 6 |e2|, ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢®{∑n

i=1 πiλi|e2| : πi ∈ Pr(E), |λi| 6 1
}
ç¥à¥§ S. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®

Ts6Te2¤«ï ¢á¥å s ∈ S.
�à®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã 1.3.4 áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N í«¥¬¥â®¢ S, r-áå®¤ïé ïáï ª e1 á à¥£ã«ï-
â®à®¬ |e2|. �¥¯¥àì ãá«®¢¨¥ (4) ¢¬¥áâ¥ á á®®â®è¥¨ï¬¨

Te16Te1 − Tsn
+Te2(n ∈ N) ¤ ¥â ã¦®¥

 ¬ ¥à ¢¥áâ¢®
Te16Te2.

6.1.11. � «®£ â¥®à¥¬ë 6.1.10 ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, ®¯à¥¤¥«¥ëå   ���, ¥ ¢¥à¥. �®«¥¥ â®£®, ¢á¥
ç¥âëà¥ â¨¯  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯®¯ à® à §«¨çë ¤«ï íâ®£® ª« áá  ®¯¥à â®à®¢. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, «î¡®¥ ®à-
¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ R ¨ «î¡®© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§
®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ���, á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®-
àë, à áá¬®âà¥ë¥ ¢ ¯à¨¬¥à å 1.6.4{1.6.6, ¤¥©áâ¢ãîâ ¨§ ��� ¢ ��� ¨ á®åà ïîâ ¤¨§êîªâ®áâì.

6.1.12. �¥¬¬ . �ãáâì U | ���  ¤ E, V | ���, T : U → V | á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì
¯®«ã®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ¨ e | ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E. �«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  u ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¥£® ¥à ¢¥áâ¢ã

u6 e,  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â �u ∈ U , çâ®
�u= e ¨

Tu6T �u.
J �ãáâì

u6 e. �« £®¤ àï à ¢¥áâ¢ã {
u: u ∈ U} = {e ∈ E : e > 0} ¬ë ¥  àãè¨¬ ®¡é®áâì,

¯à¥¤¯®«®¦¨¢, çâ® ⟨u⟩ = ⟨e⟩. �ç¥¢¨¤®, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (e′/
u)u ®¯à¥¤¥«¥® ¢ U ¤«ï ¢á¥å e′ ∈ E (á¬.

á«¥¤áâ¢¨¥ 3.4.5), £¤¥ ¤à®¡ì e′/
u¯®¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ § ¬¥ç ¨ï 1.3.7. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à S : E → V

ä®à¬ã«®© S(e′) = T
(
(e′/

u)u) ¨ ¯®«®¦¨¬ �u := (e/
u)u. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¯¥à â®à S á®åà ï¥â

¤¨§êîªâ®áâì ¨ ¯®«ã®£à ¨ç¥. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 6.1.10 ®¯¥à â®à S ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 6.1.10 (5).
�  íâ®¬ ®á®¢ ¨¨ ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®

Tu= S
u6 Se =

T �u. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®�u= e. I

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ E ¨ V | ���. �®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à
T : U → V ¬ ¦®à¨àã¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ®£à ¨ç¥. �à¨ íâ®¬

Te = sup{
Tu : u ∈ U ,u6 e} = sup{

Tu: u ∈ U ,
u= e} ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E.

J � ¢¥áâ¢®
Te = sup{

Tu: u ∈ U ,
u6 e} ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E

¡¥§ âàã¤  ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ ªà¨â¥à¨ï ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâ¨ 1.6.10, § ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¬®¦¥áâ¢® T⊥(e). �áâ ¥âáï
¯à¨¢«¥çì ¤®ª § ãî ¢ëè¥ «¥¬¬ã. I

�®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â ¥ ¤ ¥â ®¢®© ¨ä®à¬ æ¨¨ ®¡ ®¯¥à â®à å, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â-
ª å, ¯®áª®«ìªã ¬ ¦®à¨àã¥¬®áâì ¨ ®£à ¨ç¥®áâì ¢á¥£¤  íª¢¨¢ «¥âë ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, ¯à¨¨¬ îé¨å
§ ç¥¨ï ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥

(
á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 1.6.7 (3)

)
. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥   «®£ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï

¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª:

�¥®à¥¬  [200]. �ãáâì E ¨ F | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨. �®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì
®¯¥à â®à T : E → F à¥£ã«ïà¥ (= ¬ ¦®à¨àã¥¬) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ®£à ¨ç¥.

6.1.13. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ 6.1.11, áç¥â ï ®£à ¨ç¥®áâì ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¤®-
áâ â®çë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¤«ï ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì. �ë«® ¡ë ¨â¥à¥á®
¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ (¯® ¢®§¬®¦®áâ¨, «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¥) ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¯à¨¢®¤ïâ ª ®£à -
¨ç¥®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢, ®£à ¨ç¥ëå ¢ ¡®«¥¥ á« ¡®¬ á¬ëá«¥. �áâ ¢¨¢ íâ®â ¢®¯à®á ®âªàëâë¬, ¬ë «¨èì
áä®à¬ã«¨àã¥¬ ®¤® á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 6.1.12, ï¢«ïîé¥¥áï à®¡ª¨¬ è £®¬ ¢ ãª § ®¬  ¯à ¢«¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U |���  ¤ E ¨ V | ���  ¤ F . �®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à
T : U → V ®£à ¨ç¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¯®«ã®£à ¨ç¥ ¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â 
e ∈ E ¬®¦¥áâ¢® {

Tu: u ∈ U ,
u= e} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ F .

� ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ¯®«ã®£à ¨ç¥ë© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à, ®¯à¥¤¥«¥ë©  
¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥, á ®ç¥¢¨¤®áâìî ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï. �  íâ®¬ ®á®¢ ¨¨
¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.13 ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë 6.1.10.

6.1.14. �¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ®¡ ®¯¥à â®à å, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, ï¢«ï¥âáï
¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ®¯¥à â®à®¢ á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤ , ¯à¨¨¬ îé¨å ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë¥
§ ç¥¨ï (á¬. § 6.4). �¤¥áì ¬ë ã¤¥«¨¬ ¢¨¬ ¨¥ ¯®¤®¡ë¬ áã¬¬ ¬.
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�¥¬¬ . �ãáâì U ¨ V | ��� ¨ S, T : U → V | «¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
íª¢¨¢ «¥âë:

(1) Su ⊥ Tu ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ;
(2) Su1 ⊥ Tu2 ¤«ï ¢á¥å u1, u2 ∈ U , â. ¥. imS ⊥ imT .

J � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¨¬¯«¨ª æ¨ï (1)⇒(2). �ãáâì u1 ¨ u2 | ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë U .
�§ á®®â®è¥¨© Su1 ⊥ Tu1 ¨ Su2 ⊥ Tu2 á®®â¢¥âáâ¢¥® á«¥¤ã¥âSu1∧

Tu2=
Su1∧

Tu1 + Tu2
6

T (u1 + u2)
,Su1∧

Tu2=
Su1 + Su2

∧
Tu26

S(u1 + u2)
.

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® S(u1 + u2) ⊥ T (u1 + u2). I

�¯¥à â®àë S ¨ T , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ «î¡®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (1) ¨«¨ (2), ¬ë ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì á¨«ì® ¤¨§êîªâë¬¨. �ãáâì U ¨ V | ��� ¨ (Tξ)ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢
¨§ U ¢ V. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¯¥à â®à T : U → V à §« £ ¥âáï ¢ á¨«ì® ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã ®¯¥à â®à®¢
Tξ

(
¨ ¯¨á âì T =

⊕
ξ∈� Tξ

)
, ¥á«¨ ®¯¥à â®àë Tξ ¯®¯ à® á¨«ì® ¤¨§êîªâë ¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  u ∈ U

¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ Tu = o-
∑

ξ∈� Tξu.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® T =

⊕
ξ∈� Tξ, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¯®«®¦¨¬ ρξ := ⟨imTξ⟩. �®£« á® «¥¬¬¥ ¯à®¥ªâ®àë

ρξ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë, ¯®íâ®¬ã ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ � ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® Tξ = ρξ ◦ T . �§ áª § ®£®, ¢
ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® á¨«ì® ¤¨§êîªâ ï áã¬¬ 

⊕
ξ∈� Tξ á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ Tξ.
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§ 6.2. �àâ®¬®àä¨§¬ë

�â®â ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ®¤®¬ã ¨§  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® ãáâà®¥ëå ª« áá®¢ ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å
¤¨§êîªâ®áâì, | ª« ááã ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢. �¥á¬®âàï   ¢áî ¯à®áâ®âã ®¯¥à â®à®¢ íâ®£® ª« á-
á , ¢®¯à®á ®¡ ¨å à¥£ã«ïà®áâ¨ (= ¯®àï¤ª®¢®© ®£à ¨ç¥®áâ¨) ¤ «¥ª® ¥ âà¨¢¨ «¥. �§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥
¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ à áè¨à¥®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥, à¥£ã«ïàë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®-
£¤ , ª®£¤  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ K-¯à®áâà áâ¢® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®. �¤ ª® ¤® á¨å ¯®à ¡ë«®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã,
¥¨§¢¥áâ®, áãé¥áâ¢ãîâ «¨ ¥¤¨áªà¥âë¥ «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¥ K-¯à®áâà áâ¢ . �  áâ®ïé¥¬ ¯ à £à -
ä¥ ¤  ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®â¢¥â   íâ®â ¢®¯à®á. � ª ç¥áâ¢¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì®£® à¥§ã«ìâ â  ãáâ ®¢«¥®, çâ®
«®ª «ì ï ®¤®¬¥à®áâì K-¯à®áâà áâ¢  à ¢®á¨«ì  σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨ ¥£® ¡ §ë.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  G | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® á ä¨ªá¨à®¢ ®© ¯®àï¤ª®¢®©
¥¤¨¨æ¥© 1G, Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Pr(G) ( §ë¢ ¥¬®© ¡ §®© G), E ¨ F | äã¤ -
¬¥âë G,   U ¨ V | ���  ¤ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥®. � K-¯à®áâà áâ¢¥ G à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ã¬®¦¥¨¥,
¯à¥¢à é îé¥¥ ¥£® ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ã¯®àï¤®ç¥ãî  «£¥¡àã á ¥¤¨¨æ¥© 1G (á¬. § ¬¥ç ¨¥ 1.3.7). � -
¯®¬¨¬, çâ® ¢ á¨«ã á®£« è¥¨©, § ª«îç¥ëå ¢ 1.3.1 ¨ 1.4.1, ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë Pr(G),
Pr(E), Pr(F ), Pr(U) ¨ Pr(V). � §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¬ë ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
à §¡¨¥¨ï¬¨  «£¥¡àë,   ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , áã¯à¥¬ã¬ ª®â®àëå à ¢¥ ¥¤¨¨æ¥, | ¯®ªàëâ¨ï¬¨  «£¥¡àë.

6.2.1. �«¥¬¥â g ∈ G+  §®¢¥¬ «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬ ®â®á¨â¥«ì® f ∈ G+, ¥á«¨ g =
∨

ξ∈� λξπξf

¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«®¢®£® á¥¬¥©áâ¢  (λξ)ξ∈� ¨ á¥¬¥©áâ¢  (πξ)ξ∈� ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå ¯®àï¤ª®¢ëå ¯à®¥ª-
â®à®¢. � áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® G  §ë¢ ¥âáï «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¬, ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤®¬ã
¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (á¬. [199: â¥®à¥¬  3.1]):

(1) ¢á¥ í«¥¬¥âëG+ ï¢«ïîâáï «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬¨ ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë
G;

(2) ¢á¥ í«¥¬¥âë G+ ï¢«ïîâáï «®ª «ì® ¯®áâ®ïë¬¨ ®â®á¨â¥«ì® «î¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë G;
(3) ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ g ∈ C∞(Q) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�  «£¥¡àë Clop(Q), çâ®

äãªæ¨ï g ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ Uξ.

6.2.2. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : G → G  §ë¢ ¥âáï ¥à áè¨àïîé¨¬ ¨«¨ á®åà ïîé¨¬ ª®¬¯®¥-
âë, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå f, g ∈ G ¨§ f ⊥ g á«¥¤ã¥â Tf ⊥ g. �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ®¡ê¥¤¨ï¥â à¥§ã«ìâ -
âë �.�.�¡à ¬®¢¨ç , �.�.�¥ªá«¥à  ¨ �.�.�®«¤ã®¢  [4: â¥®à¥¬  2.1],   â ª¦¥ �.�.�.� ª¯®«¨  ¨
�.�.�¨ªáâ¥¤  [199: â¥®à¥¬  3.2].

�¥®à¥¬ . �ãáâìG|à áè¨à¥®¥K-¯à®áâà áâ¢®. � ¦¤ë© ¥à áè¨àïîé¨© ®¯¥à â®à T : G → G
à¥£ã«ïà¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  K-¯à®áâà áâ¢® G «®ª «ì® ®¤®¬¥à®.

�® ¨§¡¥¦ ¨¥ ¥¤®à §ã¬¥¨© ¯à¨ çâ¥¨¨ áâ â¥© [4] ¨ [199] á«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢ 
®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢ . �®-¯¥à¢ëå, ¥á¬®âàï   â®, çâ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2.1 ¨§ [4] ä¨£ãà¨àã¥â ¯à®¨§-
¢®«ì®¥ ¥¤¨áªà¥â®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à¨¢¥¤¥® «¨èì ¤«ï K-¯à®áâà áâ¢,
¥ ï¢«ïîé¨åáï «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¬¨. �®-¢â®àëå, ¯à¨¬¥à ¥¤¨áªà¥â®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®-
áâà áâ¢ , ¯à¨¢¥¤¥ë© ¢ [199], á®¤¥à¦¨â ®è¨¡ªã, ® ç¥¬ �.�.�¨ªáâ¥¤ ¥¤ ¢® á®®¡é¨« ¢ áâ âì¥ [111].
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® â®¬, ¢áïª®¥ «¨ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¤®«¦® ¡ëâì ¤¨áªà¥âë¬
(â. ¥. ¨¬¥âì  â®¬ãî ¡ §ã), ¯® ¢á¥© ¢¨¤¨¬®áâ¨, ¤® á¨å ¯®à ®áâ ¢ «áï ®âªàëâë¬.

6.2.3. �®ïâ¨¥ «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£®K-¯à®áâà áâ¢  ¨¬¥¥â á«¥¤ãîéãî ¡ã«¥¢®§ çãî ¨â¥à¯à¥-
â æ¨î. (�  à §êïá¥¨¥¬ ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© ¡ã«¥¢®§ ç®£®   «¨§  ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª® ¢â®à®©
ç áâ¨ ¬®®£à ä¨¨ [91].) �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , R | ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« ¢ãâà¨ V(B)

¨ R∧ | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ R ¢ V(B).

�¥®à¥¬ . � ¢¥áâ¢® R∧ = R ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¯ãáª R ï¢«ï¥âáï «®ª «ì®
®¤®¬¥àë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬.

J � ï ®¡é¥¥ ãáâà®©áâ¢® á¯ãáª  ®¡ê¥ªâ®¢ ¢¨¤  X∧, áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨
¨§ ¨§¢¥áâ®© â¥®à¥¬ë �.�. �®à¤®  (á¬. [91: 3.1.1 (1), 5.2.1 ¨ 5.2.2]). I

�§ «¨çëå ¡¥á¥¤ á ª®««¥£ ¬¨  ¢â®àã ¨§¢¥áâ®, çâ® áà¥¤¨ á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¡ã«¥¢®§ ç®£®
  «¨§  ¢¥áì¬  ¯®¯ã«ïà  £¨¯®â¥§  ®¡  â®¬®áâ¨ ¢á¥å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à B, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨å à ¢¥áâ¢® R∧ =
R ¢ V(B). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢®¯à®á ® á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ¤¨áªà¥âë¬¨ ¨ «®ª «ì® ®¤®¬¥àë¬¨K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨
¨¬¥¥â ¤®¢®«ì® è¨à®ªãî ®¡« áâì ¯à¨«®¦¥¨©, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ¢ª«îç îéãî â¥®à¨î ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª,
â¥®à¨î ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®¯¥à â®à®¢ ¨ ¡ã«¥¢®§ çë©   «¨§.
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�®á«¥ ¥ª®â®à®£® ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì®£® ®¡áã¦¤¥¨ï ®á®¢ëå ¯®ïâ¨© ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¡¥§ â®¬-
®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢ . � á¨«ã â¥®à¥¬ë 6.2.2 ¬ë â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¨¬ ¡¥§ â®¬®¥
à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® G, ¤«ï ª®â®à®£® ¢á¥ ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë T : G → G à¥£ã«ïàë,   ¢
á¨«ã â¥®à¥¬ë 6.2.3 ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ¡¥§ â®¬ãî ¯®«ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã B, ¤«ï ª®â®à®© R∧ = R ¢ V(B).

6.2.4. � ¯®¬¨¬, çâ® σ -¯®« ï  «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï σ-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©, ¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
®¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© (á¬. [100: 19.1]):

(1)
∧

n∈N
∨

m∈N bnm =
∨

m∈NN
∧

n∈N bnm(n) ¤«ï «î¡ëå bnm ∈ B (n,m ∈ N);
(2)

∨
n∈N

∧
m∈N bnm =

∧
m∈NN

∨
n∈N bnm(n) ¤«ï «î¡ëå bnm ∈ B (n,m ∈ N);

(3)
∨

ε∈{1,−1}N
∧

n∈N ε(n)bn = 1 ¤«ï «î¡ëå bn ∈ B (n ∈ N), £¤¥ 1bn = bn,   (−1)bn | ¤®¯®«¥¨¥ bn.

6.2.5. �ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¬¥â b ∈ B  §ë¢ ¥âáï ¢¯¨á ë¬ ¢ ¯®ªàëâ¨¥
C  «£¥¡àë B, ¥á«¨ b 6 c ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  c ∈ C. �®¢®àïâ, çâ® ¯®ªàëâ¨¥ C0 ¢¯¨á ® ¢ ¯®ªàëâ¨¥
C, ¥á«¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥â C0 ¢¯¨á  ¢ C. �á«¨ (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë B ¨
í«¥¬¥â b ∈ B ¢¯¨á  ¢ ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®ªàëâ¨© Cn (n ∈ N), â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥â b ¢¯¨á  ¢
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N. �®ªàëâ¨¥, ¢á¥ í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ¢¯¨á ë ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N,
¬ë â ª¦¥ ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¯¨á ë¬ ¢ íâã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì B | σ -¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1)  «£¥¡à  B σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ;
(2) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áç¥âëå ¯®ªàëâ¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì (¢®§¬®¦®, ¥áç¥â®¥) ¯®-

ªàëâ¨¥;
(3) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì (¢®§¬®¦®, ¡¥áª®¥ç®¥)

¯®ªàëâ¨¥;
(4) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì ¯®ªàëâ¨¥.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨© (1) ¨ (2) ¬®¦®  ©â¨ ¢ [100: 19.3]. �â¢¥à-
¦¤¥¨¥ (4) ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© ãá«®¢¨ï (3) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®áâ¨. �¬¯«¨ª -
æ¨¨ (2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:
(1)  «£¥¡à  B σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ ;
(2) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áç¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì (¢®§¬®¦®, ¥áç¥â®¥) à §-

¡¨¥¨¥;
(3) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì (¢®§¬®¦®, ¡¥áª®¥ç®¥)

à §¡¨¥¨¥;
(4) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì à §¡¨¥¨¥.

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¢ á¨«ã ¯à¨æ¨¯  ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1). I

6.2.6. �ãªæ¨î g ∈ C∞(Q)  §®¢¥¬ ¢¯¨á ®© ¢ ¯®ªàëâ¨¥ C ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Q), ¥á«¨ ¤«ï
«î¡ëå ¤¢ãå â®ç¥ª q′, q′′ ∈ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å à ¢¥áâ¢ã g(q′) = g(q′′), áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â U ∈ C,
çâ® q′, q′′ ∈ U . �á«¨ (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë Clop(Q) ¨ äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢
ª ¦¤®¥ ¨§ ¯®ªàëâ¨© Cn (n ∈ N), â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(Cn)n∈N.

�¥¬¬ . � «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë Clop(Q) ¬®¦® ¢¯¨á âì äãª-
æ¨î ¨§ C(Q).

J �ãáâì (Cn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª®¥çëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë Clop(Q). � ¯®¬®éìî ¨-
¤ãªæ¨¨ ¥á«®¦® ¯®áâà®¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à §¡¨¥¨© Pm =

{
Um
1 , Um

2 , . . . , Um
2m

}
 «£¥¡àë Clop(Q),

®¡« ¤ îéãî á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:
(1) ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N  ©¤¥âáï ®¬¥à m ∈ N â ª®©, çâ® à §¡¨¥¨¥ Pm ¢¯¨á ® ¢ ¯®ªàëâ¨¥ Cn;
(2) Um

n = Um+1
2j−1 ∨ Um+1

2j ¤«ï ¢á¥å m ∈ N ¨ j ∈ {1, 2, . . . , 2m}.
�«ï ª ¦¤®£® ®¬¥à  m ∈ N ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤¢ã§ çãî äãªæ¨î χm ∈ C(Q) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

χm :=
2m−1∑
i=1

χ(Um
2i ),
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£¤¥ χ(U) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U ⊂ Q. �®áª®«ìªã àï¤
∑∞

m=1
1
3mχm à ¢®¬¥à®

áå®¤¨âáï, ¥£® áã¬¬  g ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q). �®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢ (Cn)n∈N. �« £®¤ àï
á¢®©áâ¢ã (1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Pm)m∈N, ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢
(Pm)m∈N.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢®¥ ¨ à áá¬®âà¨¬  ¨¬¥ìè¥¥ ç¨á«® m ∈ N, ¤«ï ª®â®à®£® äãªæ¨ï g ¥
¢¯¨áë¢ ¥âáï ¢ à §¡¨¥¨¥ Pm. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥îâáï ¤¢¥ â®çª¨ q′, q′′ ∈ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ à ¢¥áâ¢ã
g(q′) = g(q′′) ¨ ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ à §«¨çë¬ í«¥¬¥â ¬ Pm. �®áª®«ìªã äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢ à §¡¨¥¨¥
Pm−1 (¯à¨ m > 1), ¨§ á¢®©áâ¢  (2) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Pm)m∈N á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª¨ q′ ¨ q′′ ¯à¨ ¤«¥¦ â
á®á¥¤¨¬ í«¥¬¥â ¬ Pm, â. ¥. í«¥¬¥â ¬ ¢¨¤  Um

j ¨ Um
j+1, £¤¥ j ∈ {1, . . . , 2m−1}. �ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨

q′ ¯à¨ ¤«¥¦¨â í«¥¬¥âã á ç¥âë¬ ¨¦¨¬ ¨¤¥ªá®¬,   q′′ | á ¥ç¥âë¬, â. ¥. χm(q′) = 1 ¨ χm(q′′) = 0.
�®£¤ , ãç¨âë¢ ï, çâ® χi(q′) = χi(q′′) ¤«ï ¢á¥å i ∈ {1, . . . ,m− 1}, ¬ë ¨¬¥¥¬

g(q′)− g(q′′) =
1
3m

+
∞∑

i=m+1

1
3i
(
χi(q′)− χi(q′′)

)
> 1
3m

−
∞∑

i=m+1

1
3i

=
1

2 · 3m
> 0,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥áâ¢ã g(q′) = g(q′′). I

6.2.7. �¥®à¥¬ . � áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® «®ª «ì® ®¤®¬¥à® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¥£® ¡ §  σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ .

J �ãáâì G | à áè¨à¥®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ¨ Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ §ë G. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® K-¯à®áâà áâ¢® G «®ª «ì® ®¤®¬¥à®, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N
ª®¥çëå à §¡¨¥¨© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Q). �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 6.2.5 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  σ -¤¨áâà¨-
¡ãâ¨¢®áâ¨ ¡ §ë G ¤®áâ â®ç® ¢¯¨á âì ¢ (Pn)n∈N ª ª®¥-«¨¡® à §¡¨¥¨¥ Clop(Q). � á¨«ã «¥¬¬ë 6.2.6 ¢
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N ¬®¦® ¢¯¨á âì äãªæ¨î g ∈ C∞(Q). �®áª®«ìªã K-¯à®áâà áâ¢® G «®ª «ì®
®¤®¬¥à®, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�  «£¥¡àë Clop(Q), çâ® äãªæ¨ï g ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬
¨§ ¬®¦¥áâ¢ Uξ. �®ª ¦¥¬, çâ® à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈� ¢¯¨á ® ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N. �«ï íâ®£® ¬ë
§ ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ ¨¤¥ªáë ξ ∈ � ¨ n ∈ N ¨ ãáâ ®¢¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Uξ ¢¯¨á ® ¢ à §¡¨¥¨¥
Pn. �®¦® áç¨â âì, çâ® Uξ ̸= ∅. �ãáâì q0 | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â Uξ. �®¥ç®áâì à §¡¨¥¨ï Pn ¯®§-
¢®«ï¥â ¯®¤®¡à âì â ª®© ¥£® í«¥¬¥â U , çâ® q0 ∈ U . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® Uξ ⊂ U . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨
q ∈ Uξ, â® g(q) = g(q0),   ¯®áª®«ìªã äãªæ¨ï g ¢¯¨á   ¢ Pn, â®çª¨ q ¨ q0 ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã
¦¥ í«¥¬¥âã à §¡¨¥¨ï Pn, â. ¥. q ∈ U .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¡ §  G σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ , ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî äãªæ¨î g ∈
C∞(Q). �®£« á® ãá«®¢¨î (3) ®¯à¥¤¥«¥¨ï «®ª «ì®© ®¤®¬¥à®áâ¨, ¤®áâ â®ç® ¯®áâà®¨âì â ª®¥ à §-
¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�  «£¥¡àë Clop(Q), çâ® äãªæ¨ï g ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ Uξ. �«ï «î¡®£®
 âãà «ì®£® n ¨ æ¥«®£® m ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Un

m ¢ãâà¥®áâì § ¬ëª ¨ï ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å â®ç¥ª q ∈ Q,
¤«ï ª®â®àëå m

n 6 g(q) < m+1
n , ¨ ¯®«®¦¨¬ Pn :=

{
Un
m : m ∈ Z

}
. � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 6.2.5 ¢ ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N áç¥âëå à §¡¨¥¨©  «£¥¡àë Clop(Q) ¬®¦® ¢¯¨á âì ¥ª®â®à®¥ à §¡¨¥¨¥ (Uξ)ξ∈�.
�¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¯®áâà®¥®¥ à §¡¨¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. I

� ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¡¥§ â®¬®£® «®ª «ì® ®¤®¬¥à®£® K-¯à®áâà áâ¢  á¢®¤¨âáï ª áãé¥-
áâ¢®¢ ¨î ¡¥§ â®¬®© σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë.

6.2.8. �ã«¥¢   «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï σ-¨¤ãªâ¨¢®©, ¥á«¨ «î¡ ï ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ B ¨¬¥¥â ¥ã«¥¢ãî ¨¦îî £à ¨æã. �®¤ «£¥¡à  B0 ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B  §ë¢ ¥âáï
¯«®â®© ¨«¨ ¬ áá¨¢®©, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® B0\{0} ª®¨¨æ¨ «ì® ¢ B\{0} (¨«¨, çâ® íª¢¨¢ «¥â®, ¬®¦¥-
áâ¢® B0\{1} ª®ä¨ «ì® ¢ B\{1}), â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  b ∈ B áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®©
í«¥¬¥â b0 ∈ B0 â ª®©, çâ® b0 6 b.

�¥¬¬ . �á«¨ σ -¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á®¤¥à¦¨â σ -¨¤ãªâ¨¢ãî ¯«®âãî ¯®¤ «£¥¡àã, â® ® 
σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ .

J �ãáâì B | σ -¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ B0 | ¥¥ σ -¨¤ãªâ¨¢ ï ¯«®â ï ¯®¤ «£¥¡à . � áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N áç¥âëå ¯®ªàëâ¨©  «£¥¡àë B, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ C ¬®¦¥áâ¢®
¢á¥å í«¥¬¥â®¢ B, ¢¯¨á ëå ¢ (Cn)n∈N, ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® C ¥ ï¢«ï¥âáï
¯®ªàëâ¨¥¬  «£¥¡àë B. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â b ∈ B, ¤¨§êîªâë© ¢á¥¬ í«¥¬¥â ¬ C.

�®áâà®¨¬ ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (bn)n∈N ¨ (cn)n∈N á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì c1 â ª®©
í«¥¬¥â C1, çâ® b∧c1 ̸= 0. � á¨«ã ¯«®â®áâ¨ B0 ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â b1 ∈ B0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ ¬
0 < b1 6 b ∧ c1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® í«¥¬¥âë bn ¨ cn ¯®áâà®¥ë. �ãáâì cn+1 â ª®© í«¥¬¥â Cn+1, çâ®
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bn ∧ cn+1 ̸= 0. � ª ç¥áâ¢¥ bn+1 ¬ë ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â B0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à ¢¥áâ¢ ¬
0 < bn+1 6 bn ∧ cn+1.

�â ª, ¬ë ¯®áâà®¨«¨ â ª¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (bn)n∈N ¨ (cn)n∈N, çâ® bn ∈ B0, bn 6 cn ∈ Cn ¨
0 < bn+1 6 bn 6 b ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �« £®¤ àï σ -¨¤ãªâ¨¢®áâ¨  «£¥¡àë B0 ¢ ¥© ¨¬¥¥âáï â ª®© ¥ã«¥¢®©
í«¥¬¥â b0, çâ® b0 6 bn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. � á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢ b0 6 cn í«¥¬¥â b0 ¢¯¨á  ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(Cn)n∈N, â. ¥. ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã C. � ¤àã£®© áâ®à®ë, b0 6 b, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¤¨§êîªâ®áâ¨ b
¢á¥¬ í«¥¬¥â ¬ C. I

6.2.9. � ª ¨§¢¥áâ®, ¤«ï «î¡®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B, á®¤¥à¦ -
é ï B ª ª ¯«®âãî ¯®¤ «£¥¡àã (á¬. 1.2.7). �ç¥¢¨¤®, ¯®¯®«¥¨¥ ¡¥§ â®¬®©  «£¥¡àë ¡¥§ â®¬®. �à®¬¥
â®£®, ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6.2.8 ¯®¯®«¥¨¥ σ -¨¤ãªâ¨¢®©  «£¥¡àë σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®. �®íâ®¬ã ¤«ï ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¡¥§ â®¬®© σ -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¤®áâ â®ç® ¯à¥¤êï¢¨âì
¯à®¨§¢®«ìãî ¡¥§ â®¬ãî σ -¨¤ãªâ¨¢ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �à¨¬¥àë â ª¨å  «£¥¡à, ¡¥§ãá«®¢®, ¨§¢¥áâë.
�«ï ¯®«®âë ª àâ¨ë ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ §¤¥áì ®¤ã ¨§  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâëå ª®áâàãªæ¨©.

� à ¨ ¬ ¥ à . �ãáâì B | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ N,   I | ¨¤¥ « B, á®áâ®ïé¨© ¨§ ¢á¥å
ª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ N. �®£¤  ä ªâ®à- «£¥¡à  B/I (á¬. [100: § 10]) ¡¥§ â®¬  ¨ σ -¨¤ãªâ¨¢ .

J �¥§ â®¬®áâì  «£¥¡àë B/I ®ç¥¢¨¤ . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  σ -¨¤ãªâ¨¢®áâ¨ íâ®©  «£¥¡àë ¤®-
áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¯à®¨§¢®«ìãî ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (bn)n∈N ¡¥áª®¥çëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢
N ¨ ¯®áâà®¨âì â ª®¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ¬®¦¥áâ¢® b ⊂ N, çâ® à §®áâì b\bn ª®¥ç  ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �¥®¡-
å®¤¨¬®¥ ¬®¦¥áâ¢® b = {mn : n ∈ N} «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á ¯®¬®éìî ¨¤ãªæ¨¨, ¯®«®¦¨¢ m1 := min b1 ¨
mn+1 := min{m ∈ bn+1 : m > mn}. I

6.2.10. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V  §ë¢ ¥âáï ¥à áè¨àïîé¨¬ ¨«¨ á®åà ïîé¨¬ ª®¬¯®¥-
âë, ¥á«¨ ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨©:

(1) ⟨Tu⟩ 6 ⟨u⟩ ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ;
(2) Tπu = πTu ¤«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ π ∈ Pr(G);
(3) ¨§ πu = 0 á«¥¤ã¥â πTu = 0 ¤«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ π ∈ Pr(G);
(4) ¨§

u⊥ g á«¥¤ã¥â
Tu⊥ g ¤«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ g ∈ G;

(5) ¨§
u ⊥ g á«¥¤ã¥â

Tu ⊥ g ¤«ï ¢á¥å u ∈ U ¨ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ g ¥ª®â®à®£® äã¤ ¬¥â 
K-¯à®áâà áâ¢  G.

�ç¥¢¨¤®, ¯®á«¥¤¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¡®¡é ¥â ¨§¢¥áâ®¥ ¯®ïâ¨¥ ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£®
¢ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å (á¬. 6.2.2,   â ª¦¥ [3, 4, 199, 254, 256]).

6.2.11. �£à ¨ç¥ë¥ ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë  §ë¢ îâáï ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨. �®¢®ªã¯®áâì
¢á¥å ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ U ¢ V ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ Orth(U ,V). �¬¥áâ® Orth(U ,U) ¯¨èãâ Orth(U).

� á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 6.2.2 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¨â¥à¥áë¬ ¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ âà¥¡®¢ ¨ï,
 « £ ¥¬ë¥   ¥à áè¨àïîé¨¥ ®¯¥à â®àë, ¯à¨¢®¤ïâ ª ¨å ®£à ¨ç¥®áâ¨. �¥§ãá«®¢®, ¥à áè¨àïîé¨¥
®¯¥à â®àë á®åà ïîâ ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ª ¨¬ ¯à¨¬¥¨¬ë â ª¨¥ ªà¨â¥à¨¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨,
ª ª 6.1.10 ¨ 6.1.13. �§¢¥áâ® (á¬. 1.6.4{1.6.6), çâ® ¯®«ã®£à ¨ç¥®áâì, á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ®£à ¨ç¥®áâì ¨
¤ ¦¥ áç¥â ï ®£à ¨ç¥®áâì á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  ¥é¥ ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ ¥£® ®£à ¨-
ç¥®áâ¨. � á«ãç ¥ ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ï ª àâ¨ .

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¥à áè¨àïîé¥£® ®¯¥à â®à  T , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ��� ¢ ���,
íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T ®£à ¨ç¥;
(2) ®¯¥à â®à T áç¥â® ®£à ¨ç¥;
(3) ®¯¥à â®à T á¥ª¢¥æ¨ «ì® ®£à ¨ç¥;
(4) ®¯¥à â®à T ¯®«ã®£à ¨ç¥.

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇒(3)⇒(4) ®ç¥¢¨¤ë. � ¬ ®áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® (4)⇒(1). �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ��� U ¯®àï¤ª®¢® ¯®«®,   ®¯¥à â®à T : U → V ï¢«ï¥âáï ¥à áè¨àïîé¨¬ ¨ ¯®«ã®£à ¨ç¥ë¬.
� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â e ∈ G. �®ª § â¥«ìáâ¢® â®£® ä ªâ , çâ® ¬®¦¥áâ¢®
{
Tu:

u6 e} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ F , ¬ë à §®¡ì¥¬   ¤¢  íâ ¯ .
( ) � ç «  ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {

Tu :
u6 e} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ à áè¨à¥®¬

K-¯à®áâà áâ¢¥ G. �¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® G = C∞(Q), £¤¥ Q | íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ (á¬. â¥®à¥¬ã 1.3.7). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D á®¢®ªã¯®áâì â¥å â®ç¥ª q ∈ Q, ¤«ï ª®â®àëå
sup{

Tu(q) :u6 e} = ∞. �®¯ãáâ¨¬, ¬®¦¥áâ¢® {
Tu :

u6 e} ¥ ®£à ¨ç¥® ¢ C∞(Q). �®£¤ 
á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.3.5 (2) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U := int clD ¥ ï¢«ï¥âáï ¯ãáâë¬. �«ï ª ¦¤®£®
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 âãà «ì®£® ç¨á«  n ¨ ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ U∩D ¢¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ í«¥¬¥â uq
n ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©

ãá«®¢¨ï¬
uq

n

6 e ¨
Tuq

n

(q) > n. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Uq
n â ª®¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q, çâ®

q ∈ Uq
n ⊂ U ¨

Tuq
n

(p) > n ¤«ï ¢á¥å p ∈ Uq
n. �á®, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q)

¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ supq∈U∩D Uq
n = U . � á¨«ã ¯à¨æ¨¯  ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥

á¥¬¥©áâ¢®
(
V q
n

)
q∈U∩D ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ Clop(Q), çâ® V q

n ⊂ Uq
n ¤«ï ¢á¥å q ∈ U ∩ D ¨

supq∈U∩D V q
n = U . �®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.4.3 áãé¥áâ¢ã¥â áã¬¬  o-

∑
q∈U∩D

⟨
V q
n

⟩
uq
n ¢ ��� U , ª®â®àãî ¬ë

®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ un. �«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ q ∈ U ∩D ¬ë ¨¬¥¥¬⟨
V q
n

⟩Tun
=

T⟨V q
n

⟩
un

=
T⟨V q

n

⟩
uq
n

=
⟨
V q
n

⟩Tuq
n

> nχV q
n
.

�¥à¥å®¤ï ª áã¯à¥¬ã¬ã ¯® q ∈ U ∩D, ¬ë ¯®«ãç ¥¬
Tun

> nχU ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, çâ® á ãç¥â®¬ ¥à ¢¥áâ¢un
6 e ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á ¯®«ã®£à ¨ç¥®áâìî ®¯¥à â®à  T .
(¡) �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ f â®çãî ¢¥àåîî £à ¨æã ¬®¦¥áâ¢  {

Tu :
u 6 e} ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥

G ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® f ∈ F . �¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® f > 0   ¥ª®â®à®¬ ª®â®-
é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q. �®£¤  á®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.3.5 (3) ¬®¦¥áâ¢® â¥å â®ç¥ª q ∈ Q, ¤«ï ª®â®àëå
0 < sup{

Tu(q) :u6 e} = f(q) < ∞, ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¢ Q. �«ï ª ¦¤®© â ª®© â®çª¨ q à áá¬®â-
à¨¬ í«¥¬¥â uq ∈ U , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬

uq

6 e ¨
Tuq

(q) > f(q)/2. �®¢â®à¨¢ ¨¤¥î íâ ¯  ( )
¨ ≪¯¥à¥¬¥è ¢≫ ¤®«¦ë¬ ®¡à §®¬ í«¥¬¥âë uq, ¬®¦® ¯®áâà®¨âì â ª®© í«¥¬¥â u ∈ U , çâ®

Tu> f/2,
®âªã¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª ¥â ¢ª«îç¥¨¥ f ∈ F . I

�®¯®«¨â¥«ìë¥ âà¥¡®¢ ¨ï, ¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¥à áè¨àïîé¨å ®¯¥à â®à®¢, ¬®£ãâ
 « £ âìáï ¥   á ¬¨ ®¯¥à â®àë,     ¯à®áâà áâ¢ , ¢ ª®â®àëå ®¨ ¤¥©áâ¢ãîâ. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¬ë
¥  ¬¥à¥ë à §¢¨¢ âì íâã ¨¤¥î. �â¬¥â¨¬ «¨èì, çâ® àï¤ à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ ãª § ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ ¨¬¥¥âáï
¢ à ¡®â å [3: â¥®à¥¬  2; 4: â¥®à¥¬ë 3.2 ¨ 3.3; 199: á«¥¤áâ¢¨ï 2.3 ¨ 2.4].

6.2.12. �¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® Orth(E,F ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨¤¥ « K-¯à®áâà áâ¢  M(E,F )
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, â®¦¥ ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬.

�á«¨ í«¥¬¥â g ∈ G â ª®¢, çâ® g · e ∈ F ¤«ï ¢á¥å e ∈ E, â® ®¯¥à â®à ã¬®¦¥¨ï   g, ®ç¥¢¨¤®,
ï¢«ï¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ E ¢ F . � ¡®«ìè¨áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®àâ®¬®àä¨§¬ë ï¢«ïîâáï
®¯¥à â®à ¬¨ ã¬®¦¥¨ï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ á¬ëá«¥. �®£¨¥ à ¡®âë ®¡ ®¯¥à â®à å, á®åà ïîé¨å ¤¨§ê-
îªâ®áâì, á®¤¥à¦ â à¥§ã«ìâ âë ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨ (á¬,  ¯à¨¬¥à, [2{4, 122, 128, 254, 256]). �«¥¤ãîé ï
ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¢ ¥ª®â®à®¬ á¬ëá«¥ ®¡®¡é ¥â ®¯ëâ ¯®¨áª  ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®àâ®¬®à-
ä¨§¬®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å.

�¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  T : E → F áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â gT ∈ G â ª®©,
çâ® Te = gT ·e ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �®¯®áâ ¢«¥¨¥ T 7→ gT ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬
K-¯à®áâà áâ¢  Orth(E,F )   ¨¤¥ « {g ∈ G : g · e ∈ F ¤«ï ¢á¥å e ∈ E} K-¯à®áâà áâ¢  G.

�â®¦¤¥áâ¢«ïï ®àâ®¬®àä¨§¬ T á í«¥¬¥â®¬ gT ∈ G, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ áç¨â âì, çâ®
Orth(E,F ) ⊂ G. �ç¥¢¨¤®, Orth(E) á®¤¥à¦¨â 1G ¨ ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© G. � ç áâ®áâ¨, Orth(E)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© f - «£¥¡àã (á¬. [158, 256]). �¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ¯®á«¥¤îî â¥®à¥¬ã, ®àâ®¬®àä¨§¬ë ¨®£¤ 
 §ë¢ îâ ¢¥á®¢ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¨«¨ ®¯¥à â®à ¬¨ ¢¥á .

6.2.13. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì ��� U ¯®àï¤ª®¢® ¯®«®. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V ï¢«ï¥âáï
®àâ®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ ¨ ¥£®  ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â 

T: E → F
ï¢«ï¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬. � ç áâ®áâ¨, ¯à®áâà áâ¢® Orth(U ,V), á ¡¦¥®¥ ¬ ¦®à â®© ®à¬®©,
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ Orth(E,F ).

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.1.12 ¨ 6.1.4. I

6.2.14. �«¥¤áâ¢¨¥. �î¡®© ®àâ®¬®àä¨§¬, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ��� ¢ ���, o-¥¯à¥àë¢¥.

6.2.15. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¤¢  ®àâ®¬®àä¨§¬ , ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¨§ ��� U ¢ ��� V, á®¢¯ ¤ îâ  
¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª®¢®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ U (á¬. 1.5.2), â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ   ¢á¥¬ U .

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ 6.2.14 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.4. I

6.2.16. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¤¢  ®àâ®¬®àä¨§¬  S, T ∈ Orth(E,V) á®¢¯ ¤ îâ   ¥ª®â®à®¬ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢¥ E0 ⊂ E, â® ®¨ á®¢¯ ¤ îâ   E⊥⊥

0 . � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¨¬¥¥âáï ¯®àï¤ª®¢ ï
¥¤¨¨æ  1 ¨ S(1) = T (1), â® S = T .
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6.2.17. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï «î¡®£® ��� U  ¤ E áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ®¯¥à æ¨ï Orth(E)×
U → U , ¯à¥¢à é îé ï U ¢ ¬®¤ã«ì  ¤ Orth(E) â ª®©, çâ®

gu= |g|
u¤«ï ¢á¥å g ∈ Orth(E) ¨ u ∈ U .

�à¨ íâ®¬ U ï¢«ï¥âáï ã¨â «ìë¬ ¬®¤ã«¥¬, â. ¥. 1Gu = u ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �«ï «î¡ëå g ∈ Orth(E) ¨
u ∈ U í«¥¬¥â gu á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ g ¨ u, ¢ëç¨á«¥ë¬ ¢ ¬ ªá¨¬ «ì®¬ à áè¨à¥¨¨ U (á¬.
á«¥¤áâ¢¨¥ 3.4.5).

J �ãáâì ��� mU  ¤ G | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ U (á¬. 1.4.3). �®£¤  U = {u ∈ mU :
u∈ E}.

� á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 3.4.5 ¯à®áâà áâ¢® mU ¬®¦®  ¤¥«¨âì áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ï  ¤ ª®«ìæ®¬ G â ª¨¬
®¡à §®¬, çâ® 1Gu = u ¨

gu= |g|
u¤«ï ¢á¥å g ∈ G ¨ u ∈ mU . �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï

¨áª®¬®© áâàãªâãàë ¬®¤ã«ï ¢ ��� U ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ¢á¥å g ∈ Orth(E) ¨ u ∈ U ¢ë¯®«¥®
|g|
u∈ E ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, gu ∈ U .

�à¨áâã¯¨¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®¬¨¬® ¢¢¥¤¥®© ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨¨
(g, u) 7→ gu ¨¬¥¥âáï ¥é¥ ®¤ : (g, u) 7→ g ∗ u, â ª¦¥ ¯à¥¢à é îé ï U ¢ ¬®¤ã«ì  ¤ Orth(E) ¨ ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î

g ∗ u= |g|
u¤«ï ¢á¥å g ∈ Orth(E) ¨ u ∈ U . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â

u ∈ U ¨ à áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨ï S, T : Orth(E) → V, ®¯à¥¤¥«¥ë¥ ä®à¬ã« ¬¨ S(g) = gu ¨ T (g) = g ∗ u.
�ç¥¢¨¤®, S ¨ T ï¢«ïîâáï ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ® T (1G) = S(1G), â. ¥. 1G∗u = u. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,

1G ∗ u− u
= 1G ·

1G ∗ u− u
=

1G ∗ (1G ∗ u− u)


=
(1G · 1G) ∗ u− 1G ∗ u

= 0.

�«ï ãáâ ®¢«¥¨ï à ¢¥áâ¢  S = T ®áâ ¥âáï ¯à¨¢«¥çì 6.2.16. I

�® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ¢áïª®¥ ���  ¤ G ¬®¦®  ¤¥«¨âì áâàãªâãà®© ¬®¤ã«ï  ¤ G, ¯®§¢®«ï¥â
®¯à¥¤¥«¨âì ®¤¨ ¯à®áâ®© ª« áá ®àâ®¬®àä¨§¬®¢. �á«¨ ��� U  ¤ E ¨ ��� V  ¤ F ï¢«ïîâáï äã¤ -
¬¥â ¬¨ ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ���  ¤ G ¨ g ∈ Orth(E,F ), â® ®¯¥à â®à u 7→ gu ï¢«ï¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬ ¨§
U ¢ V. �àâ®¬®àä¨§¬ë â ª®£® ¢¨¤  ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áª «ïàë¬¨.

6.2.18. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì ��� U ¯®àï¤ª®¢® ¯®«®, T ∈ Orth(U ,V), g ∈ G ¨ u ∈ U . �á«¨ ¢
U ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ gu (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 3.4.5), â® ¢ V ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ gT (u) ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢® T (gu) = gT (u). � ç áâ®áâ¨, T ◦ g = g ◦ T ¤«ï «î¡®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  g ∈ Orth(E).

J � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Gu äã¤ ¬¥â {g ∈ G : gu ∈ U}
K-¯à®áâà áâ¢  G. �ãáâì mV | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ V. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨ï L,R : Gu → mV,
®¯à¥¤¥«¥ë¥ ä®à¬ã« ¬¨ L(g) = T (gu) ¨ R(g) = gT (u). �ç¥¢¨¤®, L ¨ R ï¢«ïîâáï ®àâ®¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨
L(1G) = R(1G). �§ 6.2.16 á«¥¤ã¥â, çâ® L = R. I

6.2.19. � § ª«îç¥¨¥ íâ®£® ¯ à £à ä  ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¤¨ ¯®«¥§ë© ä ªâ, ª®â®àë© ¢ ¤ «ì¥©è¥¬
¡ã¤¥â ¥®¤®ªà â® ¨á¯®«ì§®¢ .

�¥®à¥¬  [96]. �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¨ F | K-¯à®áâà áâ¢®. �®«®¦¨â¥«ìë© ®¯¥à â®à
T : E → F á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  S : E → F ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 S 6 T ,  ©¤¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬ g ∈ Orth(F ) â ª®©, çâ® 0 6 g 6 idF ¨
S = g ◦ T , £¤¥ idF : F → F | â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à.

�®¯®áâ ¢¨¢ ¯®á«¥¤îî â¥®à¥¬ã á â¥®à¥¬®© 6.1.1, ¬ë ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  ¨ F | K-¯à®áâà áâ¢®. �¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à T : E →
F á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® à¥£ã«ïà®£® ®¯¥à â®à  S : E → F ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¥à ¢¥áâ¢ã |S| 6 |T |,  ©¤¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬ g ∈ Orth(F ) â ª®©, çâ® |g| 6 idF ¨
S = g ◦ T , £¤¥ idF : F → F | â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à.



§ 6.3. �¯¥à â®àë á¤¢¨£  149

§ 6.3. �¯¥à â®àë á¤¢¨£ 

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ®ç¥à¥¤®© ª« áá ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì.
�¢®¤¨¬ë¥ ¨ ¨§ãç ¥¬ë¥  ¬¨ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£  ï¢«ïîâáï  ¡áâà ªâë¬¨   «®£ ¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï § -
¬¥ë ¯¥à¥¬¥®© f 7→ f ◦ s. � íâ¨¬ ª« áá®¬ ®¯¥à â®à®¢ â¥á® á¢ï§ ® ¥é¥ ®¤® ®¡áã¦¤ ¥¬®¥ §¤¥áì
¯®ïâ¨¥ | ®¯¥à â®à, è¨à®ª¨©   ¥ª®â®à®¬ ¬®¦¥áâ¢¥. �® ¬¥à¥ ¨§ãç¥¨ï ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  ¬ë ¯à¥¤-
« £ ¥¬ ¨å íª¢¨¢ «¥âë¥ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨, ®¯¨áë¢ ¥¬ ¬ ªá¨¬ «ìãî ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï,   ª®â®àãî
®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥ë, ¨ ¯®ª §ë¢ ¥¬, çâ® ¯®ïâ¨ï ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¨ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®£® ®¯¥-
à â®à  á®¢¯ ¤ îâ. �áá«¥¤®¢ ¨¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å ¢®áå®¤¨â ª à ¡®â ¬
�. �.�ã«¨å  [30] ¨ [32], £¤¥, ¢ ç áâ®áâ¨, ãáâ ®¢«¥  ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì t-¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à 
á¤¢¨£  ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å á ¥¤¨¨æ¥©. � è  â¥®à¥¬  6.3.10 ®¡®¡é ¥â ¯®á«¥¤¨© à¥§ã«ìâ â   á«ãç ©
¯à®¨§¢®«ì®£® ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå K-¯à®áâà áâ¢ å. �à¥â¨© ¨§ ®á®¢ëå ®¡ê¥ªâ®¢ íâ®£®
¯ à £à ä  | á¤¢¨£ ®¯¥à â®à , á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì, | ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¥â
¢ á¥¡¥ ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¨áå®¤®£® ®¯¥à â®à . � «®£¨ íâ®£® ¯®ïâ¨ï ¨¬¥îâáï ¢ áâ âì¥ [158],
  â ª¦¥ ¢® ¬®£¨å à ¡®â å ®¡ ¨§®¬¥âà¨ïå Lp -¯à®áâà áâ¢.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ íâ®£® ¯ à £à ä  E ¨ F | à áè¨à¥ë¥ K-¯à®áâà áâ¢ . � â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¢
K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F ä¨ªá¨à®¢ ë ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F , ¬ë ¯® ã¬®«ç ¨î ¢¢®¤¨¬ ã¬®¦¥¨¥,
¯à¥¢à é îé¥¥ E ¨ F ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ë¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¥  «£¥¡àë á ¥¤¨¨æ ¬¨ 1E ¨ 1F á®®â¢¥âáâ¢¥® (á¬.
§ ¬¥ç ¨¥ 1.3.7). �¤¥ « K-¯à®áâà áâ¢  E , ¯®à®¦¤¥ë© í«¥¬¥â®¬ d ∈ E , ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Ed. �
ç áâ®áâ¨, E1 ®¡®§ ç ¥â ¨¤¥ « E , ¯®à®¦¤¥ë© 1E . �â¬¥â¨¬, çâ® ¥ª®â®àë¥ ¢¢®¤¨¬ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥
¯®ïâ¨ï § ¢¨áïâ ®â ª®ªà¥â®£® ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F .

6.3.1. �ãáâì E | K-¯à®áâà áâ¢®, D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E ¨ V | ���. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®
®¯¥à â®à T : E → V è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ T [D]⊥⊥ = T [E]⊥⊥.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | K-¯à®áâà áâ¢®, D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® E, V | ���, T : E → V |
á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ¨ h : Pr(E) → Pr(V) | ¥£® â¥ì. �«¥¤ãîé¨¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ D;
(2) ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¨¤¥ «¥ ED;
(3) â¥ì áã¦¥¨ï T   ED á®¢¯ ¤ ¥â á â¥ìî T ;
(4) ¬®¦¥áâ¢® T [ED] o-¯«®â® ¢ T [E];
(5) ¨¤¥ « ED h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ¯à®áâà áâ¢® E.

J �¬¯«¨ª æ¨¨ (1)⇒(2)⇐(4) ®ç¥¢¨¤ë. �®áª®«ìªã â¥ì T ¬ ¦®à¨àã¥â â¥ì áã¦¥¨ï T   ED, íª-
¢¨¢ «¥â®áâì (2)⇔(3) á ®ç¥¢¨¤®áâìî á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.2.6. �ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® (1)⇐(2)⇒(5)⇒(4).

(2)⇒(5). �à¥¤¯®«®¦¨¢ ¢ë¯®«¥ë¬ ãá«®¢¨¥ (2), à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â e ∈ E ¨
¯®ª ¦¥¬, çâ® h-infπ∈� πe = e, £¤¥ � = {π ∈ Pr(E) : πe ∈ ED}. �«ï «î¡ëå n ∈ N ¨ d ∈ ED ¯®«®¦¨¬
πd
n :=

⟨
|e| 6 n|d|

⟩
. �ç¥¢¨¤®, πd

n ∈ �. �®áª®«ìªã

∣∣d− πd
nd

∣∣ = (
πd
n

)⊥|d| 6 (
πd
n

)⊥|e|/n 6 |e|/n

¤«ï ¢á¥å n ∈ N, ¬ë ¨¬¥¥¬ r- lim
n→∞

πd
nd = d. �á¯®«ì§ãï r-¥¯à¥àë¢®áâì ®¯¥à â®à  T ¨ ãç¨âë¢ ï à ¢¥áâ¢®

T
(
πd
nd

)
= h

(
πd
n

)
Td, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â®è¥¨î supn∈N h

(
πd
n

)
> ⟨Td⟩. �®áª®«ìªã í«¥¬¥â d ∈ ED ¡ë«

¢ë¡à  ¯à®¨§¢®«ì®, ¢ á¨«ã (2) ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® supπ∈� h(π) = h(1) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, h-infπ∈� πe = e.
(5)⇒(4). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â e ∈ E. �§ (5) ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.3 á«¥¤ã¥â, çâ® e ï¢«ï¥â-

áï h-¯à¥¤¥«®¬ ¥ª®â®à®© á¥â¨ (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ ED. � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 6.1.5 ¬ë ¨¬¥¥¬ o- lim
α∈A

T (eα) = Te.

(2)⇒(1). �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  e ∈ ED áãé¥áâ¢ãîâ d1, . . . , dn ∈ D â ª¨¥, çâ® |e| 6 |d1|+ · · ·+ |dn|. � 
®á®¢ ¨¨ â¥®à¥¬ë 6.1.10 ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ⟨Te⟩ 6 ⟨Td1⟩∨· · ·∨⟨Tdn⟩. �áâ ¥âáï ¯à¨¢«¥çì ãá«®¢¨¥ (2). I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � ª ¢¨¤® ¨§ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï, â®â ä ªâ, çâ® ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¬®-
¦¥áâ¢¥ D, ®âà ¦ ¥â á¢ï§ì ¬®¦¥áâ¢  D ¥ á ®¯¥à â®à®¬ T ª ª â ª®¢ë¬,   á ¥£® ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨
â¥ìî.

6.3.2. �ãáâì U ¨ V | ��� ¨ D | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ®à¬¨àãîé¥© à¥è¥âª¨ ¯à®áâà áâ¢  U . �ë
¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¯¥à â®à T : U → V è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ D, ¥á«¨ {Tu :

u∈ D}⊥⊥ = (imT )⊥⊥.
�á«¨ U ¨ V ï¢«ïîâáï K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨, â® ¯®á«¥¤¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â® ¤ ®¬ã ¢ 6.3.1, çâ®
®¯à ¢¤ë¢ ¥â á®åà ¥¨¥ â¥à¬¨®«®£¨¨.
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�¥¬¬ . �ãáâì U | ���  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E, V | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ��� ¨ D | ¥ª®â®à®¥
¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E. �®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à T : U →
V è¨à®ª   D â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥£®  ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â 

Tè¨à®ª    D.

J �®ª § â¥«ìáâ¢® ¬®¦® «¥£ª® ¯®«ãç¨âì á ¯®¬®éìî ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.1.12. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®®â®-
è¥¨ï ⟨Te⟩ = sup

|u|=e

⟨Tu⟩ 6 sup
|u|∈D

⟨Tu⟩ = sup
d∈D

sup
|u|=d

⟨Tu⟩ = sup
d∈D

⟨Td⟩,
¢ë¯®«¥ë¥ ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E, ¤®ª §ë¢ îâ ¥®¡å®¤¨¬®áâì,   á®®â®è¥¨ï

⟨Tu⟩ 6
⟨Tu⟩ 6 sup

d∈D

⟨Td⟩ = sup
d∈D

sup
|u|=d

⟨Tu⟩ = sup
|u|∈D

⟨Tu⟩,

¨¬¥îé¨¥ ¬¥áâ® ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  u ∈ U , ãáâ  ¢«¨¢ îâ ¤®áâ â®ç®áâì. I

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E, D | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®«®¦¨-
â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ E, V | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ���, T : U → V | á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë©
®¯¥à â®à ¨ h : Pr(U) → Pr(V) | ¥£® â¥ì. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ D;
(2) ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¨¤¥ «¥ ED;
(3) â¥ì áã¦¥¨ï T   ¨¤¥ « {u ∈ U :

u∈ ED} á®¢¯ ¤ ¥â á â¥ìî T ;
(4) ¬®¦¥áâ¢® {Tu :

u∈ ED} o-¯«®â® ¢ imT ;
(5) ¨¤¥ « ED h- ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ¯à®áâà áâ¢® E.

J �ª¢¨¢ «¥â®áâì (2)⇔(3) ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¢ 6.3.1. �ª¢¨¢ «¥â®áâì ãâ¢¥à¦¤¥-
¨© (1), (2) ¨ (5) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.1.4, 6.3.1 ¨ ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë. �¬¯«¨ª æ¨ï (4)⇒(2) ®ç¥¢¨¤ .
�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® (5)⇒(4).

�ãáâì u|¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â U . �§ (5) ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.5.3 á«¥¤ã¥â, çâ®
uï¢«ï¥âáï h-¯à¥¤¥«®¬

¥ª®â®à®© á¥â¨ (eα)α∈A ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ ED. � á¨«ã «¥¬¬ë 3.4.5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (uα)α∈A
í«¥¬¥â®¢ U , çâ®

uα
= eα ¨

u− uα
= |

u− eα|. �®£¤  h- lim
α∈A

uα = u, ¨ ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 6.1.5 ¬ë ¨¬¥¥¬

o-limα∈A Tuα = Tu. I

6.3.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | ¨¤¥ « E , ¯®à®¦¤¥ë© ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ í«¥¬¥â®¬ d ∈ E . �«ï
«î¡®£® ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  h : Pr(E) → Pr(F) á«¥¤ãîé¨¥ ¬®¦¥áâ¢  á®¢¯ ¤ îâ:

(1) h-§ ¬ëª ¨¥ E;
(2) h-æ¨ª«¨ç¥áª ï ®¡®«®çª  E;
(3) áç¥â® h-æ¨ª«¨ç¥áª ï ®¡®«®çª  E;
(4) ¬®¦¥áâ¢® â ª¨å e ∈ E , çâ® infn∈N h⟨|e| > nd⟩ = 0.

J �®®â®è¥¨ï (4)⊂(3)⊂(2)⊂(4) ®ç¥¢¨¤ë. �ª«îç¥¨¥ (4)⊂(1) «¥£ª® ãáâ ®¢¨âì á ¯®¬®éìî ¯¥à-
¢®£® á«¥¤áâ¢¨ï 1.5.15. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® (1)⊂(4). �ãáâì á¥âì (eα)α∈A í«¥¬¥â®¢ E h-áå®¤¨âáï ª e ∈ E .
�«ï ª ¦¤®£® α ∈ A ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ nα  âãà «ì®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢ã |eα| 6 nαd.
�á¯®«ì§ãï á®®â®è¥¨ï h-infα∈A |e− eα| = 0 ¨

h⟨|e| > 2nαd⟩ 6 h⟨|e| > 2|eα|⟩

= h
(
⟨e⟩

⟨
|e| − |eα| > |e|/2

⟩)
6 h

(
⟨e⟩

⟨
|e− eα| > |e|/2

⟩)
,

¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬®¥ à ¢¥áâ¢® infn∈N h⟨|e| > nd⟩ = 0. I

�®¢¯ ¤ îé¨¥ ¬®¦¥áâ¢  (1){(4), ®¯¨á ë¥ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨, ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬-
¢®«®¬ hE.

6.3.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã 1E ¢K-¯à®áâà áâ¢¥ E . �®£¤  ¬®¦¥áâ¢®
hE1 ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© E .
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J �â®â ä ªâ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 6.3.3 (¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã à ¢¥áâ¢® hE1 = (4) ¯à¨ d = 1E) ¨ á«¥¤ãîé¨å
á®®â®è¥¨©:

inf
n∈N

h⟨|ef | > n1E⟩ = inf
m,n∈N

h⟨|ef | > mn1E⟩

6 inf
m,n∈N

h
(
⟨|e| > m1E⟩ ∨ ⟨|f | > n1E⟩

)
= inf

m,n∈N

(
h⟨|e| > m1E⟩ ∨ h⟨|f | > n1E⟩

)
= inf

m∈N
h⟨|e| > m1E⟩ ∨ inf

n∈N
h⟨|f | > n1E⟩. I

6.3.5. �¥¬¬ . �ãáâì d | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  E . �«ï «î¡®© ¬®®â®® ã¡ë-
¢ îé¥© ª ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (πn)n∈N ¯à®¥ªâ®à®¢ ¨§ Pr(E)  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â e ∈ E , çâ®
πn = ⟨|e| > nd⟩ ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

J �®áª®«ìªã K-¯à®áâà áâ¢® E ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬, àï¤
∑∞

n=1 πnd ¨¬¥¥â ¢ ¥¬ o-áã¬¬ã, ª®-
â®àãî ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ s. �á®, çâ® ⟨s > nd⟩ = πn+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢ ª ç¥áâ¢¥
¨áª®¬®£® í«¥¬¥â  e ¬®¦® ¢§ïâì s+ d. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì h : Pr(E) → Pr(F) | ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ d | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®àï¤ª®¢ ï
¥¤¨¨æ  E . � ¢¥áâ¢® hEd = E ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ h : Pr(E) → Pr(F)
á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢¥.

6.3.6. �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢  E , d | ¯®«®¦¨â¥«ìë©
í«¥¬¥â E ¨ V | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ���. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¯¥à â®à T : U → V è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ d, ¥á«¨
® è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ {e ∈ E : e | ®áª®«®ª d}.

�¥¬¬ . �ãáâì E | äã¤ ¬¥â E , d | ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E , V | ���, T : E → V |
á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à ¨ h | ¥£® â¥ì. �®«®¦¨¬ � := {π ∈ Pr(E) : πd ∈
E}. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ d;
(2) supπ∈� h(π) = h(1) ¨ ¤«ï ¢á¥å π ∈ � ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ⟨Tπd⟩ = h(π);
(3) E ⊂ hEd.

J �ª¢¨¢ «¥â®áâì (1) ¨ (3) á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 6.3.1, ¨¬¯«¨ª æ¨ï (2)⇒(1) ®ç¥¢¨¤ .
�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® (1)⇒(2). �á«¨ ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥ (1), â® ¤«ï «î¡®£® ¯à®¥ªâ®à  π0 ∈ � ¬ë
¨¬¥¥¬

h(π0) = h(π0) sup
e∈E

⟨Te⟩ = h(π0) sup
π∈�

⟨Tπd⟩ = sup
π∈�

⟨Tπ0πd⟩ = ⟨Tπ0d⟩. I

6.3.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �«ï
«î¡®£® ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  h : Pr(E) → Pr(F) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à
S : hE1 → F â ª®©, çâ® â¥ì S à ¢  h ¨ S(1E) = h(1)1F . �à¨ íâ®¬ ®¯¥à â®à S ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨-
â¥«ìë¬.

J � ¤¨ ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® h(1) = 1. �ë à §®¡ì¥¬ ¯®áâà®¥¨¥ ®¯¥à â®à  S   âà¨ íâ ¯ .
1. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à S   ¬®¦¥áâ¢¥ áâã¯¥ç âëå í«¥¬¥â®¢ E , ¯®«®¦¨¢ S

(∑n
i=1 λiπi1E

)
:=∑n

i=1 λih(πi)1F ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå λ1, . . . , λn ∈ R ¨ π1, . . . , πn ∈ Pr(E).
2. �à®¤®«¦¨¬ ®¯¥à â®à S   E1. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â e ∈ E1 ¨ ¢ë¡¥à¥¬ ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâì (en)n∈N áâã¯¥ç âëå í«¥¬¥â®¢ E , r-áå®¤ïéãîáï ª e á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1E . �¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ®
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Sen)n∈N ¡ã¤¥â ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ r-äã¤ ¬¥â «ì  (á à¥£ã«ïâ®à®¬ 1F ). �ë ¯®« £ ¥¬
Se := r- lim

n→∞
Sen.

3. � ª®¥æ, ¯à®¤®«¦¨¬ S   ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢® hE1. �à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â e ∈ hE1 ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì
¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï o-

∑
n∈N πnen í«¥¬¥â®¢ en ∈ E1 ¯®áà¥¤áâ¢®¬ h-à §¡¨¥¨ï (πn)n∈N. �ë ¯®« £ ¥¬

Se := o-
∑

n∈N h(πn)Sen.
�®àà¥ªâ®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à  S   ª ¦¤®¬ íâ ¯¥ ¯à®¢¥àï¥âáï ¡¥§ ®á«®¦¥¨©. �ç¥¢¨¤ ï

¯®«®¦¨â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à  S ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¥£® à¥£ã«ïà®áâì. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ S
¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ®   íâ ¯¥ 3 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

(∑m
n=1 πnen

)
m∈N r-áå®¤¨âáï ª e á à¥£ã«ïâ®à®¬

o-
∑

n∈N nπn|en| ∈ hE1. I
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�¯¥à â®à S, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®£® ãâ¢¥à¦¤ ¥â ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥, ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï á¤¢¨£®¬
  h ¨ ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ Sh. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â E ,   F | äã¤ ¬¥â F . �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,
çâ® ®¯¥à â®à S : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬
h : Pr(E) → Pr(F), çâ® E ⊂ hE1 ¨ S = Sh   E. �á®, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ £®¬®¬®àä¨§¬ h ï¢«ï¥âáï â¥ìî
®¯¥à â®à  S. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯®ïâ¨ï á¤¢¨£  ¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F ¢
K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F .

6.3.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë ¢ à áè¨à¥ëå K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F .
�ãáâì E | äã¤ ¬¥â E , F | äã¤ ¬¥â F ¨ S, S : E → F | ®¯¥à â®àë á¤¢¨£ . �á«¨ S 6 S, â® S = ρ◦S
¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯à®¥ªâ®à  ρ ∈ Pr(F ).

J �ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 1.2.6 ¨ 6.3.7. I

�ãáâì ρ ∈ Pr(F), h : Pr(E) → Pr(F) | ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ S | á¤¢¨£   h. �®£¤  á¤¢¨£  
£®¬®¬®àä¨§¬ ρ ◦h ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ ρS. � ¬¥â¨¬, çâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, dom ρS è¨à¥ domS, ¨
¯®íâ®¬ã ®¯¥à â®à ρS ®â«¨ç ¥âáï ®â ª®¬¯®§¨æ¨¨ ρ◦S. �¯à®ç¥¬, ¢ á¨«ã ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ®¯¥à â®àë
ρS ¨ ρ ◦ S á®¢¯ ¤ îâ   domS, ¨, áâ «® ¡ëâì, ρS ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ρ ◦ S.

6.3.9. �¥®à¥¬ . �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �ãáâì E |
äã¤ ¬¥â E ,   F | äã¤ ¬¥â F . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à S : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ®¯¥à â®à S á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì;
(¡) ®¯¥à â®à S à¥£ã«ïà¥;
(¢) S ¯¥à¥¢®¤¨â ®áª®«ª¨ 1E ¢ ®áª®«ª¨ 1F ;
(£) S è¨à®ª   1E .

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© ( ){(¢) ®ç¥¢¨¤ ,   ¥®¡å®¤¨¬®áâì (£) á«¥¤ã¥â ¨§ 6.3.6. �®ª ¦¥¬ ¤®áâ -
â®ç®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¯¥à â®à S ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ( ){(£), ®¡®§ ç¨¬ â¥ì S ç¥à¥§ h ¨
¯®«®¦¨¬ � := {π ∈ Pr(E) : π1E ∈ E}. �§ «¥¬¬ë 6.3.6 á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®

⟨
S(π1E)

⟩
= h(π) ¤«ï ª ¦¤®£®

π ∈ �, çâ® ¢ á®ç¥â ¨¨ á ãá«®¢¨¥¬ (¢) ¤ ¥â S(π1E) = Sh(π1E). �  ¦¥ «¥¬¬  ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢ª«îç¥¨¥
E ⊂ hE1. �¥¯¥àì   ®á®¢ ¨¨ «¥¬¬ë 6.1.9 ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® S = Sh   E. I

�«¥¤áâ¢¨¥. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �ãáâì E |
äã¤ ¬¥â E , á®¤¥à¦ é¨© 1E ,   F | ¯à®¨§¢®«ìë© äã¤ ¬¥â F . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à S : E → F
ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ®¯¥à â®à S á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì;
(¡) ®¯¥à â®à S à¥£ã«ïà¥;
(¢) S(1E) ï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬ 1F ;

(£)
{
S(1E)

}⊥⊥
= (imS)⊥⊥.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«®¢¨ï (£) ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª å â¥®à¥¬ë ¨ á«¥¤áâ¢¨ï ¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯ãé¥ë. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì F = R, E | ¯à®áâà áâ¢® ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¨ E | ¨¤¥ « E , ¯®à®¦¤¥ë©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî e0(n) = n (n ∈ N). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î ¤¨áªà¥â®£® â®¯®«®£¨-
ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  N ¯® �â®ãã | �¥åã ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã q ∈ Q\N. �áâ¥áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïï ¯à®áâà áâ¢  E ¨ C∞(Q), ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à S : E → F ä®à¬ã«®© Se =

(
e/e0

)
(q).

�®« £ ï 1E(n) = 1 (n ∈ N) ¨ 1F = 1, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ®¯¥à â®à S ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ( ){(¢) ¯®á«¥¤¥©
«¥¬¬ë, ® S(1E) = 0.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§ ¯®á«¥¤¥£® á«¥¤áâ¢¨ï, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢¨¤®, çâ® ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï hE1 á¤¢¨£ 
  h ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì® è¨à®ª®©. �®ç¥¥ £®¢®àï, hE1 ®¡ê¥¬«¥â ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï «î¡®£® à¥£ã«ïà-
®£® ®¯¥à â®à  S, ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ äã¤ ¬¥â  E ¢ F , ¨¬¥îé¥£® â¥ì h ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® à ¢¥áâ¢ã
S(1E) = h(1)1F .

6.3.10. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à
S : E → F , ®¯à¥¤¥«¥ë©   äã¤ ¬¥â¥ E ⊂ E ,  §ë¢ ¥âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¬, ¥á«¨ Se1Se2 =
S(e1e2) ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥â®¢ e1, e2 ∈ E, ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®â®àëå ¯à¨ ¤«¥¦¨â E. �â¬¥â¨¬, çâ®
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâì ®¯¥à â®à  § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F .
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�¥®à¥¬ . �ãáâì E | äã¤ ¬¥â E . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à S : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥.

J � ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, ¯à®á«¥¤¨¢ ¢á¥ íâ ¯ë ¥£® ¯®áâà®¥¨ï
¢ 6.3.7. �ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë© ®¯¥à â®à S : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ , ¯à®¢¥à¨¢
ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 6.3.9 ( ){(£).

( ) �¨§êîªâ®áâì í«¥¬¥â®¢ e1, e2 ∈ E à ¢®á¨«ì  à ¢¥áâ¢ã e1e2 = 0. �® ¦¥ ®â®á¨âáï ¨ ª
í«¥¬¥â ¬ F . �«¥¤®¢ â¥«ì®, S á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì.

(¡) �ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®¯¥à â®à S ¯®«®¦¨â¥«¥. �®ª § â¥«ìáâ¢® à §®¡ì¥¬   âà¨ íâ ¯ .
(¡1) �á«¨ e ∈ E ¨ 0 6 e 6 1E , â® Se > 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ e3 ¨ e

√
e ¯à¨ ¤«¥¦ â E ¢

á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢ e3 6 e ¨ e
√
e 6 e, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (Se)3 = S(e3) = S

(
(e
√
e)2

)
= S

(
e
√
e
)2 > 0.

(¡2) �á«¨ e ∈ E ¨ e > 1E , â® Se > 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
√
e ∈ E ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢ 

√
e 6 e, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, Se = S

(
(
√
e)2

)
= S

(√
e
)2 > 0.

(¡3) �á«¨ e ∈ E ¨ e > 0, â® Se > 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, Se = S⟨e 6 1E⟩e + S⟨e > 1E⟩e > 0 ¢ á¨«ã (¡1) ¨
(¡2).

(¢) �®â ä ªâ, çâ® í«¥¬¥â e ∈ E ï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬ 1E , à ¢®á¨«¥ à ¢¥áâ¢ã e2 = e. �® ¦¥ ®â®á¨âáï
¨ ª ®áª®«ª ¬ 1F . �«¥¤®¢ â¥«ì®, S ¯¥à¥¢®¤¨â ®áª®«ª¨ 1E ¢ ®áª®«ª¨ 1F .

(£) �®ª ¦¥¬, çâ® {Se : |e| 6 1E}⊥⊥ = (imS)⊥⊥. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¥ªâ®à ρ ∈ Pr(F)   ª®¬¯®¥âã
{Se : |e| 6 1E}⊥ ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à T : E → F ä®à¬ã«®© Te = ρSe. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥â § ¢¥àè¥®,
¥á«¨ ¬ë ãáâ ®¢¨¬, çâ® T = 0. �ç¥¢¨¤®, ®¯¥à â®à T ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢¥ ¨ Te = 0 ¯à¨ |e| 6 1E . � ¬¥â¨¬
â ª¦¥, çâ® ¢ á¨«ã (¡) ®¯¥à â®à T ¯®«®¦¨â¥«¥. �ãáâì e| ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E. �«ï
ª ¦¤®£® n ∈ N ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢® T (e/n) = Ten, £¤¥ en = ⟨e/n > 1E⟩e/n. �®áª®«ìªã

√
en 6 en 6 e/n,

¬ë ¨¬¥¥¬ ¢ª«îç¥¨ï
√
en, en ∈ E ¨ ¥à ¢¥áâ¢® T

√
en 6 Ten. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

Te = nTen = nT
(√

en
2) = n

(
T
√
en

)2 6 n(Ten)2 = n(Te/n)2 = (Te)2/n

¤«ï ¢á¥å n ∈ N, çâ® ¢®§¬®¦® â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ Te = 0. I

6.3.11. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �¬¥¥âáï àï¤ à¥§ã«ìâ â®¢, ®¯¨áë¢ îé¨å ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ë¥ ®¯¥à â®àë
(= ®¯¥à â®àë á¤¢¨£ ) ª ª ªà ©¨¥ â®çª¨ â¥å ¨«¨ ¨ëå ¬®¦¥áâ¢ ®¯¥à â®à®¢ (á¬. [136, 137, 218]).

6.3.12. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§¢¥áâ® (á¬. [33: â¥®à¥¬  VIII.10.1]), çâ® ª ¦¤ë© à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à
T : E1 → F ¨¬¥¥â ¨â¥£à «ì®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

Te =

∞∫
−∞

λ dφ
(
⟨e 6 λ1E⟩

)
(e ∈ E1),

£¤¥ φ | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ ï  ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï ¨§ Pr(E) ¢ F . �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï
¢ â®¬, çâ® T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  § ç¥¨ï äãªæ¨¨ φ ï¢«ïîâáï
®áª®«ª ¬¨ 1F . �à¨ íâ®¬ â¥ì h ®¯¥à â®à  T ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© h(π) = ⟨φ(π)⟩. �¥ª®â®àë¥ ª« ááë
¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢ëå ®¯¥à â®à®¢ (= ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ ) ®¯¨á ë á â®çª¨ §à¥¨ï ¨â¥£à «ì®£® ¯à¥¤áâ ¢-
«¥¨ï ¢ à ¡®â å �. �. �ã«¨å  [30, 32].

6.3.13. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �ãáâì U ¨ V | ���
 ¤ äã¤ ¬¥â ¬¨ E ⊂ E ¨ F ⊂ F á®®â¢¥âáâ¢¥®, T : U → V | á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à
¨ h : Pr(E) → Pr(F ) | ¥£® â¥ì. �®£¤  á¤¢¨£ Sh : hE1 → F   h ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï á¤¢¨£®¬ ®¯¥à â®à  T .

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U ¨ V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â ¬¨ E ⊂ E ¨ F ⊂ F , ¯à¨ç¥¬ ��� U ¯®àï¤ª®¢®
¯®«®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® T : U → V | á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à á® á¤¢¨£®¬
S. �á«¨ í«¥¬¥âë e ∈ domS ¨ u ∈ U â ª®¢ë, çâ® ¢ U ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu, â® ¢ V ®¯à¥¤¥«¥®
¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ S(e)T (u) ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® T (eu) = S(e)T (u). � ç áâ®áâ¨, T ◦ g = S(g) ◦ T ¤«ï
«î¡®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  g ∈ Orth(E) ∩ domS.

J � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Eu äã¤ ¬¥â {e ∈ domS : eu ∈ U}
K-¯à®áâà áâ¢  E . �ãáâì mV | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ V. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨ï L,R : Eu → mV,
®¯à¥¤¥«¥ë¥ ä®à¬ã« ¬¨ L(e) = T (eu) ¨ R(e) = S(e)T (u). �ç¥¢¨¤®, ®¯¥à â®àë L ¨ R ®£à ¨ç¥ë
(= ¬ ¦®à¨àã¥¬ë) ¨ á®åà ïîâ ¤¨§êîªâ®áâì, ¯à¨ç¥¬ ¨å â¥¨ ¬ ¦®à¨àãîâáï â¥ìî ®¯¥à â®à  T .
�®áª®«ìªã L(1E) = R(1E) ¨ Eu ⊂ domS, ¨§ «¥¬¬ë 6.1.9 á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® L = R. I
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6.3.14. �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �ãáâì U | ���  ¤
äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F . �¯¥à â®à S : U → V  §®¢¥¬ ®¯¥à â®à®¬
á¤¢¨£ , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  s : E → F , çâ®

Su= s
u¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �ç¥¢¨¤®,

s =
S, â. ¥. ®¯¥à â®à s ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¥© ¬ ¦®à â®© S (á¬. 1.6.9).

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �â ª, ¥á«¨ S : U → V | ®¯¥à â®à á¤¢¨£ , â® ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ ¨ ¥£®  ¨¬¥ìè ï
¬ ¦®à â 

S: E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ . �¡à â®¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥¢¥à®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¥á«¨ U ¨ V | ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢  ¨ ®à¬  ®¯¥à â®à  S : U → V à ¢  ¥¤¨¨æ¥, â® ¥£®  ¨¬¥ìè ï
¬ ¦®à â 

S: R → R ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬ (  § ç¨â, ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ ), ¢ â® ¢à¥¬ï
ª ª á ¬ ®¯¥à â®à S ¡ã¤¥â ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  «¨èì ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ® ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬
¢«®¦¥¨¥¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F .
�¯¥à â®à S : U → V ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ®¯¥à â®à á¤¢¨£ 
s : E → F ¨ F -¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ ι : sU → V â ª¨¥, çâ® S = ι ◦ sU , £¤¥ sU : U → sU | ®¯¥à â®à
®à¬ â¨¢®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï U ¯®áà¥¤áâ¢®¬ s (á¬. 1.4.7).

J � ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¥®¡å®¤¨¬®áâì. �«¥¬¥â à ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®
ä®à¬ã« 

ι

( n∑
i=1

ρisUui

)
=

n∑
i=1

ρiSui

(
ui ∈ U , ρi ∈ Pr(V)

)
ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«ï¥â äãªæ¨î ι : sU → V, ¯à¥¤áâ ¢«ïîéãî á®¡®© ¨áª®¬ãî ¨§®¬¥âà¨î. I

6.3.15. �«¥¤ãîé¥¥ ®¯¨á ¨¥ ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£  ®¡®¡é ¥â ªà¨â¥à¨© 6.3.9   á«ãç © ���.

�¥®à¥¬ . �¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F . �ãáâì U | ���
 ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F . �¯¥à â®à S : U → V ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬
á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ®¯¥à â®à S á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì;
(¡) ®¯¥à â®à S ®£à ¨ç¥;
(¢) ¥á«¨ u ∈ U ¨

u| ®áª®«®ª 1E , â®
Su| ®áª®«®ª 1F ;

(£) ®¯¥à â®à S è¨à®ª   1E .

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨© ( ){(£) á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 6.3.9. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
®¯¥à â®à S ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ( ){(£). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

S ¨¬¥ìèãî ¬ ¦®à âã S ¨ ¯®ª ¦¥¬
á ç « , çâ®

S: E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ , ¯à®¢¥à¨¢ ãá«®¢¨ï ( ){(£) â¥®à¥¬ë 6.3.9. �á«®¢¨¥ ( )
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 6.1.4, ãá«®¢¨¥ (¡) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®áâìî

S, ãá«®¢¨¥ (¢) á«¥¤ã¥â ¨§
¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.1.12,   ãá«®¢¨¥ (£) | ¨§ «¥¬¬ë 6.3.2. �â ª,

S| ®¯¥à â®à á¤¢¨£ ,   ¯®áª®«ìªã â¥¨ S ¨Sá®¢¯ ¤ îâ (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.1.4), ®¯¥à â®à
S¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áã¦¥¨¥ á¤¢¨£  S   E.

�®«®¦¨¬ U1 := {u ∈ U :
u| ®áª®«®ª 1E}, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U1 ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ®Su=

Su. �«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®
u= 1E ¨

S1E = 1F . �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¥  àãè ¥â
®¡é®áâ¨, â ª ª ª S

[
⟨u⟩U

]
⊂ ⟨

Su⟩V, ¨ ¯®íâ®¬ã ¬ë ¬®¦¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì S ª ª ®¯¥à â®à ¨§ ⟨u⟩U ¢
⟨
Su⟩V. �¡®§ ç¨¬ ¯à®¥ªâ®à ⟨Su⟩⊥ ç¥à¥§ ρ. �®áª®«ìªã

Suï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬ 1F ,  ¬ ¤®áâ â®ç®
¯®ª § âì, çâ® ρ = 0. �à¥¤¯®«®¦¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ρ ̸= 0. �®£¤  ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.1.12
 ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â u1 ∈ U , çâ®

u1 = 1E ¨ ρSu1 ̸= 0. �®«®¦¨¬ e :=
u1 + 3u

. � ¢¥áâ¢ u=
u1= 1E á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢«¥ªãâ 21E 6 e 6 41E ,   § ç¨â, 1

41E 6 1/e 6 1
21E . �§ ¯®á«¥¤¥£®

¥à ¢¥áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ U ®¯à¥¤¥«¥® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ (1/e)(u1 +3u), ª®â®à®¥ ¬ë ®¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ �u.
�á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.3.13 ¨ à ¢¥áâ¢® ρSu = 0, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

ρ
S�u= ρ

S((1/e)(u1 + 3u)
)= ρ

S(1/e)S(u1 + 3u)


=
S(1/e)ρSu1 + 3ρSu

= ρ
S(1/e)Su1= ⟨ρSu1⟩

S(1/e).
� ¬¥â¨¬, çâ®

�u= 1E ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
S�uï¢«ï¥âáï ®áª®«ª®¬ 1F . �®íâ®¬ã á®®â®è¥¨ï

ρ
S�u= ⟨ρSu1⟩

S(1/e) > ⟨ρSu1⟩
S(1

4
1E

)
=
1
4
⟨ρSu1⟩1F ,
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¤ îâ ¥à ¢¥áâ¢® ρ
S�u> ⟨ρSu1⟩1F , ª®â®à®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â á«¥¤ãîé¨¬ á®®â®è¥¨ï¬:

⟨ρSu1⟩1F 6 ρ
S�u= ⟨ρSu1⟩

S(1/e) 6 ⟨ρSu1⟩
S(1

2
1E

)
=
1
2
⟨ρSu1⟩1F .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ãáâ ®¢¨«¨, çâ®
Su=

Su¤«ï ¢á¥å u ∈ U1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ h â¥ì ®¯¥à â®à 
S, á®¢¯ ¤ îéãî, ª ª ¨§¢¥áâ®, á â¥ìî

S. �®£¤ , ¯à¨¬¥¨¢ á«¥¤áâ¢¨¥ 6.1.9 (2) ª ®¯¥à â®à ¬ S : U → V ¨SU : U →
SU , ¬ë ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢®

Su=
Su¤«ï ¢á¥å u ∈ U á ®à¬®© ¨§ hE1. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì,

çâ® {u ∈ U :
u∈ hE1} = U , ¯®áª®«ìªã E = dom

S⊂ hE1. I



156 �« ¢  6. ���������, ����������� �������������

§ 6.4. �¯¥à â®àë ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 

� áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ®¯¥à â®àë ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª®¬¯®§¨æ¨¨
W ◦S◦w ¤¢ãå ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ w ¨W ¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  S. �à¥¤áâ ¢¨¬®áâì á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì
®¯¥à â®à  ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥ á¢ï§   á áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬ ®£à ¨ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢ ,   ª®â®à®¬ íâ®â ®¯¥à â®à
è¨à®ª. �à®¬¥ íâ®£® ªà¨â¥à¨ï ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬ â ª¦¥ ¥ª®â®àë¥ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨
®¯¥à â®à  ¢ ¢¨¤¥ W ◦ S ◦ w. �á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬  áâ®ïé¥£® ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
¯à®¨§¢®«ì®£® á®åà ïîé¥£® ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à  ¢ ¢¨¤¥ á¨«ì® ¤¨§êîªâ®© áã¬¬ë ®¯¥à â®à®¢
¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®àë ¢¨¤ W ◦S◦w ¨£à îâ à®«ì ¯à®áâëå í«¥¬¥â®¢, ¨§ ª®â®àëå
á®áâ ¢«ïîâáï ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¥ ª« ááë ®¯¥à â®à®¢. �â®â ä ªâ ¯®§¢®«¨â  ¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®áâà®¨âì ®¤®
¨§   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ â¥ªãé¥£® ¯ à £à ä  E ¨ F | äã¤ ¬¥âë à áè¨à¥ëå K-¯à®áâà áâ¢ E ¨ F . �
¯à®áâà áâ¢ å E ¨ F ä¨ªá¨àãîâáï ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¥¤¨¨æë 1E ¨ 1F ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ã¬®¦¥¨¥, ¯à¥¢à -
é îé¥¥ ¨å ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ë¥ ã¯®àï¤®ç¥ë¥  «£¥¡àë á ¥¤¨¨æ ¬¨ 1E ¨ 1F á®®â¢¥âáâ¢¥® (á¬. § ¬¥ç -
¨¥ 1.3.7). � ¯®¬¨¬, çâ® ®àâ®¬®àä¨§¬ë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå K-¯à®áâà áâ¢ å, ï¢«ïîâáï
®¯¥à â®à ¬¨ ã¬®¦¥¨ï ¨ ®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¬®¦¨â¥«ï¬¨ (á¬. 6.2.12). �¤¥ « ¯à®-
áâà áâ¢  E , ¯®à®¦¤¥ë© í«¥¬¥â®¬ 1E , ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ E1. �â¬¥â¨¬, çâ® ¥ª®â®àë¥ ¢¢®¤¨¬ë¥
¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®ïâ¨ï áãé¥áâ¢¥® § ¢¨áïâ ®â ª®ªà¥â®£® ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F .

6.4.1. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : E → F  §®¢¥¬ ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ
äã¤ ¬¥âë E′ ⊂ E ¨ F ′ ⊂ F , ®àâ®¬®àä¨§¬ë w : E → E′ ¨ W : F ′ → F ¨ ®¯¥à â®à á¤¢¨£  S : E′ → F ′

â ª¨¥, çâ® T = W ◦ S ◦ w, â. ¥. ¤¨ £à ¬¬ 
E

T−−−−→ F

w

y xW

E′ S−−−−→ F ′

ª®¬¬ãâ â¨¢ . �®¬¯®§¨æ¨ï W ◦S ◦w  §ë¢ ¥âáï WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  T ,   ®¯¥à â®àë W , S
¨ w | á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥è¨¬ ¢¥á®¬, á¤¢¨£®¬ ¨ ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï W ◦ S ◦ w.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 6.1.1, à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥-
®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â ª®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï ¥£® ¬®¤ã«ì |T |. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ®¤¨ ¨§
®¯¥à â®à®¢ T ¨«¨ |T | ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥, â® ¢â®à®© ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á â¥¬ ¦¥ á¤¢¨-
£®¬ ¨ ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¡áã¦¤ ï ¢®¯à®á ® â®¬, ï¢«ï¥âáï «¨ â®â ¨«¨ ¨®© ®¯¥à â®à
®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¬ë ¢á¥£¤  ¬®¦¥¬ áç¨â âì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ®¯¥à â®à ¯®«®¦¨â¥«ìë¬.

� â®çª¨ §à¥¨ï ¤ ®£® ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¢®©áâ¢® ®â®¡à ¦¥¨ï ¡ëâì ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£®
á¤¢¨£  § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F . � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¦¥ íâ®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¥â. � á ¬®¬ ¤¥«¥,
¯ãáâì ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

Te = W ∗ S(w ∗ e) (e ∈ E),

£¤¥ ∗ | ã¬®¦¥¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¤¨¨æ ¬ 1E ¨ 1F . �®£¤  ¯®á«¥ § ¬¥ë 1E ¨ 1F   1′E ¨ 1′F
¨ ¢¢¥¤¥¨ï ®¢®£® ã¬®¦¥¨ï · ®¯¥à â®à T ®áâ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì
WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

Te = W · S′(w′ · e) (e ∈ E),£¤¥
S′x = (1′F/1F ) · S(1E · x)

(
x ∈ (domS)/1E

)
¨ w′ = w/12E (§¤¥áì ¤¥«¥¨¥ ¨ ¢®§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª¢ ¤à â â ª¦¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¢ë¬ ¥¤¨¨æ ¬). � ª¨¬
®¡à §®¬, ¯®ïâ¨¥ ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  T : E → F ®á¬ëá«¥® ¤«ï ≪ç¨áâëå≫ K-¯à®áâà áâ¢ E
¨ F | ¢¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¨å ¢«®¦¥¨ï ¢ à áè¨à¥ë¥ K-¯à®áâà áâ¢  ¨ ¢¢¥¤¥¨ï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â¨¢®©
áâàãªâãàë. �§ áª § ®£®, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ìë© ®¯¥à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï
®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¢ë¡®à®¬ ¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F ¥£®
¬®¦® ¯à¥¢à â¨âì ¢ ®¯¥à â®à á¤¢¨£ .

�à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¬®¦¥â ¨¬¥âì
à §«¨çë¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ à §®®¡à §¨¥ ª®¬¯®¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤ ®£®
®¯¥à â®à  T , ¥áâ¥áâ¢¥®, ®£à ¨ç¨¢ ¥âáï ¨å á¢ï§ìî á ®¯¥à â®à®¬ T ¨ ¤àã£ á ¤àã£®¬. �¢  ®á®¢ëå
 á¯¥ªâ  íâ®© ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ®âà ¦¥ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì T : E → F | ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ W ◦ S ◦ w | ¥£® WSW-¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥. �®«®¦¨¬ ρ := ⟨imT ⟩.

(1) �¡®§ ç¨¬ á¤¢¨£ ®¯¥à â®à  T ç¥à¥§ ST . �®£¤  ST ¯à®¤®«¦ ¥â ρ ◦ S ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
W ◦ S ◦ w = W ◦ ST ◦ w.

(2) �â®¦¤¥áâ¢¨¬ w ¨ W á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ E ¨ F ¨ ¯®«®¦¨¬ WT := o- lim
π∈�

Tπ(1E/w) ∈

F , £¤¥ � = {π ∈ Pr(E) : π(1E/w) ∈ E}. �®£¤  ρW = WT ¨ W ◦ S ◦ w = WT ◦ S ◦ w.
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J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ 6.3.7 ¨ 6.3.8. �®ª ¦¥¬ (2). �« £®¤ àï ®ç¥¢¨¤®¬ã à ¢¥áâ¢ã
T ◦ ⟨w⟩⊥ = 0, ¬ë ¥  àãè¨¬ ®¡é®áâ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢, çâ® ⟨w⟩ = ⟨1⟩. �®£¤ 

o- lim
π∈�

Tπ(1E/w) = o- lim
π∈�

WSTwπ(1E/w) = o- lim
π∈�

WSTπ1E =
(
sup
π∈�

h(π)
)
W,

£¤¥ h | â¥ì T . �®áª®«ìªã ρ = h(1), ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® supπ∈� h(π) = h(1). �§ E ⊂ dom(ST ◦ w)
á«¥¤ã¥â w[E] ⊂ domST = hE1,   § ç¨â, E ⊂ hE1/w. �áâ «®áì ¯à¨¢«¥çì «¥¬¬ã 6.3.6. I

� ª¨¬ ®¡à §®¬, WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ª®ªà¥â®£® ®¯¥à â®à  ¢ § ç¨â¥«ì®© áâ¥¯¥¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¢ë¡®à®¬ ¢ãâà¥¥£® ¢¥á . � ¬¥â¨¬, çâ® «î¡®© ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
W ◦ S ◦ w. �â®¦¤¥áâ¢«ïï ®àâ®¬®àä¨§¬ w á í«¥¬¥â®¬ E (á¬. 6.2.12), ®¡®§ ç¨¬ ¯à®¥ªâ®à ⟨w+⟩ ∈ Pr(E)
á¨¬¢®«®¬ π ¨ ¯®«®¦¨¬ ρ :=

⟨
S(π1E)

⟩
. �®£¤ 

W ◦ S ◦ w = W ◦ S ◦
(
π|w| − π⊥|w|

)
= W ◦

(
ρ ◦ S ◦ |w| − ρ⊥ ◦ S ◦ |w|

)
= (ρW − ρ⊥W ) ◦ S ◦ |w|.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ W ◦S ◦w | WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  T á ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ¢ãâà¥¨¬
¢¥á®¬ w, â® ®¯¥à â®àë T+, T− ¨ |T | ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï: T+ = W+ ◦ S ◦ w, T− =
W− ◦ S ◦ w ¨ |T | = |W | ◦ S ◦ w.

6.4.2. �¥®à¥¬ . �ãáâì w | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à
T : E → F ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ w â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á®åà ï¥â
¤¨§êîªâ®áâì, à¥£ã«ïà¥ ¨ è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ 1E/w.

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.4.1 (2). �®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç®áâì. �ãáâì á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à T : E → F è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ 1E/w. �¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦®
áç¨â âì, çâ® ®¯¥à â®à T ¯®«®¦¨â¥«¥. �®«®¦¨¬ � :=

{
π ∈ Pr(E) : π(1E/w) ∈ E

}
¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

W ®àâ®¬®àä¨§¬ ã¬®¦¥¨ï   supπ∈� Tπ(1E/w) ∈ F . � áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î (1F/W ) ◦ T ◦ (1E/w) ª ª
®¯¥à â®à ¨§ w[E] ¢ F ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¥¥ á¨¬¢®«®¬ S. �®ª § ¢, çâ® S ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ , ¬ë â¥¬
á ¬ë¬ ¯®«ãç¨¬ ¨áª®¬®¥WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥W ◦S ◦w ¤«ï T . � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 6.3.9 ¤®áâ â®ç®
¯®ª § âì, çâ® ®¯¥à â®à S ®¡« ¤ ¥â ¯à¨¢¥¤¥ë¬¨ ¢ ¥¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ ( ){(£). �à®¢¥àª  íâ¨å
á¢®©áâ¢ ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ . I

�®¤¬®¦¥áâ¢® K-¯à®áâà áâ¢  E  §®¢¥¬ E -®£à ¨ç¥ë¬, ¥á«¨ ®® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® ¢ E .
�®¤¬®¦¥áâ¢® U0 ���  ¤ E  §®¢¥¬ E -®£à ¨ç¥ë¬, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢®

{u0: u0 ∈ U0
}
E -®£à ¨ç¥®.

�«¥¤áâ¢¨¥. �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì, à¥£ã«ïà¥ ¨ è¨à®ª   ª ª®¬-«¨¡® E -®£à ¨ç¥®¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ E.

J �á«¨ ®¯¥à â®à T è¨à®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ E ¨ í«¥¬¥â e ∈ E â ª®¢, çâ® |d| 6 e ¤«ï ¢á¥å d ∈ D,
â® ®¯¥à â®à T è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ e ¨ ¢ á¨«ã ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬
¢¥á®¬ 1E/e. I

6.4.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à¥£ã«ïàë¥ ®¯¥à â®àë T, T : E → F á®åà ïîâ ¤¨§ê-
îªâ®áâì ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¥à ¢¥áâ¢ã |T | 6

∣∣T ∣∣. �®£¤  T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¢

â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ â ª®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï T . �®«¥¥ â®£®, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.
(1) �á«¨ W ◦ S ◦ w | WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  T , â® ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥

¢¨¤  W ◦ S ◦ w, £¤¥ |W | 6
∣∣W ∣∣.

(2) �á«¨ W ◦ S ◦ w | WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  T , â® ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
¢¨¤  W ◦ S ◦ w, £¤¥ ⟨imT ⟩|W | 6

∣∣W ∣∣.
J �¥  àãè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ®¯¥à â®àë T ¨ T ¯®«®¦¨â¥«ìë.
(1) �¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 6.2.19.
(2) �®¯ãáâ¨¬, çâ® ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥âWSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥W ◦S ◦w, ¨ ¯®«®¦¨¬ ρ := ⟨imT ⟩. �®£« á®

â¥®à¥¬¥ 6.4.2 ®¯¥à â®à T è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ 1E/w. �®£¤  ®¯¥à â®à T â¥¬ ¡®«¥¥ ®¡« ¤ ¥â íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬
¨ ¢ á¨«ã â®© ¦¥ â¥®à¥¬ë 6.4.2 ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ W ◦ S ◦w. �à¥¡ã¥¬®¥ á®®â®è¥¨¥ ¬¥¦¤ã W ¨
W ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.4.1. I
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6.4.4. � á¢ï§¨ á ãâ¢¥à¦¤¥¨ï¬¨ à §¤¥«  6.4.2 ¡ë«® ¡ë ¨â¥à¥á® ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡® ¨áá«¥¤®¢ âì
â¥ á¨âã æ¨¨, ¢ ª®â®àëå ®¯¥à â®à T : E → F ®ª §ë¢ ¥âáï è¨à®ª¨¬   â®¬ ¨«¨ ¨®¬ E -®£à ¨ç¥®¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ E. �¥ § âà £¨¢ ï ¯à®¡«¥¬ë ¢ æ¥«®¬, ¬ë «¨èì ®¡áã¤¨¬ ¥áª®«ìª® ç áâëå á«ãç ¥¢.

�à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®â¬¥â¨¬ âà¨¢¨ «ì®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 6.4.2: ¥á«¨ {Te}⊥⊥ = (imT )⊥⊥ ¤«ï ¥ª®â®-
à®£® í«¥¬¥â  e ∈ E, â® T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  (¨ ¤®¯ãáª ¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á
¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ 1E/e). � ç áâ®áâ¨, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E áãé¥áâ¢ã¥â á¨«ì ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  e, â® «î¡®©
á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 
¨ ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ 1E/e.

�ª § ë¥ á«ãç ¨, ¡¥§ãá«®¢®, ¤®¯ãáª îâ ®¡®¡é¥¨ï. � ¯à¨¬¥à, ¯®áª®«ìªã «î¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯®-
¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ E ï¢«ï¥âáï E -®£à ¨ç¥ë¬, ¬ë ¨¬¥¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì T : E → F | à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �á«¨
{Teξ : ξ ∈ �}⊥⊥ = (imT )⊥⊥ ¤«ï ¥ª®â®à®£® á¥¬¥©áâ¢  (eξ)ξ∈� ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå í«¥¬¥â®¢ E, â® T
ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ .

�®¦¥â ¯®ª § âìáï, çâ® ãá«®¢¨¥, áä®à¬ã«¨à®¢ ®¥ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨, ï¢«ï¥âáï ¨ ¥®¡å®-
¤¨¬ë¬ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [2: â¥®à¥¬  5]), ®¤ ª® íâ® ¥ â ª. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì E = C∞(P ), £¤¥ P |
íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, á®¤¥à¦ é¨© ¥¨§®«¨à®¢ ãî â®çªã p ∈ P . �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ E äã-
¤ ¬¥â {e ∈ E : e(p) = 0} K-¯à®áâà áâ¢  E . � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® Q := P\{p} ¨ ¯®«®¦¨¬ F à ¢ë¬
K-¯à®áâà áâ¢ã ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ëå   Q. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à T : E → F á«¥-
¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Te = e

∣∣
Q. �ç¥¢¨¤®, ®¯¥à â®à T è¨à®ª   E -®£à ¨ç¥®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ {e ∈ E : |e| 6 1}

(¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ ), ® ã¯®¬ïãâ®¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤-
«®¦¥¨ï á¥¬¥©áâ¢® (eξ)ξ∈� ®âáãâáâ¢ã¥â.

�àã£®© ª« áá ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¢®§¨ª ¥â ¢ à¥§ã«ìâ â¥ á®¯®áâ ¢«¥¨ï «¥¬¬ë 6.3.6 á®
á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ 6.1.6 ¨ 6.3.5.

�¥®à¥¬ . � ¦¤ë© á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢ë© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì à¥£ã«ïàë© ®¯¥-
à â®à T : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �®«¥¥ â®£®, ¤«ï «î¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë
w ∈ E â ª®© ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ w.

6.4.5. �§¢¥áâ®, çâ® ¥ ¢áïª¨© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï ®¯¥à -
â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �«ï ¯®«®âë ª àâ¨ë ¬ë ¢®á¯à®¨§¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¨§ [108] |
â¥¬ ¡®«¥¥, çâ®, ª ª ¢ëïá¨âáï ¨¦¥, íâ®â ¯à¨¬¥à ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ â¨¯¨çë¬.

�ãáâì Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ¡¥§ ¨§®«¨à®¢ ëå â®ç¥ª. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®¦®
¯®¤®¡à âì äã¤ ¬¥â E ⊂ C∞(Q), á¥¬¥©áâ¢® (eξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ E ¨ á¥¬¥©áâ¢® (qξ)ξ∈� â®ç¥ª Q â ª,
çâ® ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï: ¬®¦¥áâ¢® {qξ : ξ ∈ �} ¯«®â® ¢ Q, eξ(qξ) = ∞ ¤«ï ¢á¥å
ξ ∈ � ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  e ∈ E ç¨á«®¢®¥ ¬®¦¥áâ¢®

{
(e/eξ)(qξ) : ξ ∈ �

}
®£à ¨ç¥®.

�®£¤  ®¯¥à â®à T : E → ℓ∞(�), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¯® ¯à ¢¨«ã (Te)(ξ) = (e/eξ)(qξ), á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì
¨ à¥£ã«ïà¥ (¤ ¦¥ ¯®«®¦¨â¥«¥), ® ¥ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ .

�à¨¢¥¤¥ ï ª®áâàãªæ¨ï ®¯¥à â®à  T ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¥á«¨ ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ρξ
®¯¥à â®à ã¬®¦¥¨ï   å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î χ{ξ}, â® ¯®«ãç¨¬ â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (ρξ)ξ∈�
¢  «£¥¡à¥ Pr

(
ℓ∞(�)

)
, çâ® ¢á¥ ®áª®«ª¨ ¢¨¤  ρξ◦T ï¢«ïîâáï ®¯¥à â®à ¬¨ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �ª §ë¢ ¥âáï,

â ª ãáâà®¥ë ¢á¥ à¥£ã«ïàë¥ ®¯¥à â®àë, á®åà ïîé¨¥ ¤¨§êîªâ®áâì.

�¥®à¥¬ . �ãáâì T : E → F | à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �®£¤  áã-
é¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (ρξ)ξ∈� ¢  «£¥¡à¥ Pr(F ), çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦ T
ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �®«¥¥ â®£®, ¯à®¥ªâ®àë ρξ ¬®¦® ¯®¤®¡à âì â ª, çâ® ª ¦¤ ï
ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦ T ¡ã¤¥â ¨¬¥âì WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ 1E/eξ, £¤¥ eξ | ¯®«®¦¨â¥«ìë©
í«¥¬¥â E. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à T à §« £ ¥âáï ¢ á¨«ì® ¤¨§êîªâãî áã¬¬ã:

T =
⊕
ξ∈�

W ◦ ρξS ◦ (1E/eξ),

£¤¥ S | á¤¢¨£ ®¯¥à â®à  T ,   W : F → F | ®àâ®¬®àä¨§¬ ã¬®¦¥¨ï   o-
∑

ξ∈� ρξTeξ.
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J �à¨¬¥¨¢ ¯à¨æ¨¯ ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï (á¬. 1.2.1) ª á®®â®è¥¨î

sup
e∈E+

⟨Te⟩ = ⟨imT ⟩,

¬ë ¯®«ãç¨¬ ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (ρξ)ξ∈� ¢  «£¥¡à¥ Pr(F ) ¨ á¥¬¥©áâ¢® (eξ)ξ∈� ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥-
¬¥â®¢ E â ª¨¥, çâ® supξ∈� ρξ⟨Teξ⟩ = ⟨imT ⟩. �®¡ ¢¨¢ ª á¥¬¥©áâ¢ã (ρξ)ξ∈� ¯à®¥ªâ®à ⟨imT ⟩⊥,   ª á¥¬¥©-
áâ¢ã (eξ)ξ∈� | ã«¥¢®© í«¥¬¥â, ¬ë ¯à¥¢à â¨¬ (ρξ)ξ∈� ¢ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¨ á®åà ¨¬ á®®â®è¥¨¥
supξ∈� ρξ⟨Teξ⟩ = ⟨imT ⟩. �® â¥®à¥¬¥ 6.4.2 ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦ T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®-
à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ 1E/eξ. �á«¨ S | á¤¢¨£ T ,
â® á¤¢¨£ ®¯¥à â®à  ρξ ◦ T à ¢¥ ρξS (á¬. 6.3.8), ¨, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.4.1, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®
ρξ ◦ T = ρξTeξ ◦ ρξS ◦ (1E/eξ). I

6.4.6. �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F . �¨¥©ë©
®¯¥à â®à T : U → V  §®¢¥¬ ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ��� U ′  ¤ äã¤ ¬¥â®¬
E′ ⊂ E , ��� V ′  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ′ ⊂ F , ®àâ®¬®àä¨§¬ë w : U → U ′ ¨ W : V ′ → V ¨ ®¯¥à â®à á¤¢¨£ 
S : U ′ → V ′ â ª¨¥, çâ® T = W ◦ S ◦ w, â. ¥. ¤¨ £à ¬¬ 

U T−−−−→ V

w

y xW

U ′ S−−−−→ V ′

ª®¬¬ãâ â¨¢ . � ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å, ª®¬¯®§¨æ¨ï W ◦ S ◦ w
 §ë¢ ¥âáï WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ ®¯¥à â®à  T ,   ®¯¥à â®àë W , S ¨ w | á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥è¨¬
¢¥á®¬, á¤¢¨£®¬ ¨ ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï W ◦ S ◦ w. �¥§ãá«®¢®, ¯¥à¥®á â¥à¬¨®«®£¨¨ 6.4.1
  á«ãç © ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ���, ¥ ¢¯®«¥ ª®àà¥ªâ¥, ¯®áª®«ìªã K-¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï
ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ���. �®íâ®¬ã, ¦¥« ï ãáâà ¨âì ¤¢ãá¬ëá«¥®áâì, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤   §ë¢ âì ®¯¥à â®à
¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  áª «ïàë¬ ¨«¨ ¢¥ªâ®àë¬, ¨¬¥ï ¢ ¢¨¤ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï 6.4.1 ¨«¨ 6.4.6 á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�®   «®£¨çë¬ á®®¡à ¦¥¨ï¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® áª «ïàëå ¨«¨ ¢¥ªâ®àëå WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ïå.
�¥ªâ®à®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ W ◦ S ◦ w ®¯¥à â®à  T : U → V ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï ¯®«ã¢¥ªâ®àë¬, ¥á«¨
w | áª «ïàë© ®àâ®¬®àä¨§¬ (á¬. 6.2.17), â. ¥. U ¨ U ′ ï¢«ïîâáï äã¤ ¬¥â ¬¨ ®¤®£® ¨ â®£® ¦¥ ���
 ¤ E ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ w ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã u 7→ eu ¤«ï ¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® ®àâ®¬®àä¨§¬ 
e ∈ Orth(E,E′).

�¥®à¥¬ . �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F .
�¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ® ¬ ¦®à¨àã¥¬ ¨ ¥£®  ¨¬¥ìè ï ¬ ¦®à â 

T: E → F ï¢«ï¥âáï áª «ïàë¬ ®¯¥à â®à®¬
¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �®«¥¥ â®£®, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

(1) �á«¨W ◦S◦w| ¢¥ªâ®à®¥WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à  T , â®
T¨¬¥¥â áª «ïà®¥WSW-¯à¥¤-

áâ ¢«¥¨¥ W ◦
S◦

wâ ª®¥, çâ® 0 6 W 6
W.

(2) �ãáâì W ◦ S ◦ w | áª «ïà®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à 
Tá ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ ¢¥á ¬¨ W

¨ w. �®£¤  T ¨¬¥¥â ¯®«ã¢¥ªâ®à®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ W ◦ S ◦ w â ª®¥, çâ®
W= W ,

S= S,   w |
®àâ®¬®àä¨§¬ ã¬®¦¥¨ï   w.

J (1) �«¥¤ã¥â ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ 6.4.3 (1).
(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® W ◦ S ◦ w | áª «ïà®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ®¯¥à â®à 

T, £¤¥ w : E → E′,
S : E′ → F ′ ¨ W : F ′ → F . �ãáâì mU | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ U , U ′ | ¨¤¥ « {u ∈ mU :

u∈ E′}
��� mU ,   w : U → U ′ | ®àâ®¬®àä¨§¬ ã¬®¦¥¨ï   w. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ V ′ o-¯®¯®«¥¨¥ ®à¬ â¨¢®£®
¯à¥®¡à §®¢ ¨ï U ′ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ S (á¬. 1.4.7) ¨ à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ®¯¥à â®à ®à¬ â¨¢®£®
¯à¥®¡à §®¢ ¨ï S : U ′ → V ′. �¥¯¥àì  ¬ ¯à¥¤áâ®¨â ¯®áâà®¨âì ®àâ®¬®àä¨§¬ W : V ′ → V.

�®«®¦¨¬ V ′
0 := (S ◦ w)[U ] ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à W 0 : V ′

0 → V á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
W 0(Swu) := Tu. � ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ®, ¯®áª®«ìªã ¨§ à ¢¥áâ¢  Swu1 = Swu2 á«¥¤ã¥â

Tu1 − Tu2
6Tu1 − u1

= WSw
u1 − u1


= WS

wu1 − wu2
= W

Swu1 − �Swu2
= 0.
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�®«®¦¨¬ ρ := ⟨imT ⟩. �®áª®«ìªã ρ 6
⟨
(S ◦w)[U ]

⟩
¨ w[U ] =

{
v′ ∈ V ′ :

v′∈ w[E]
}
, ®¯¥à â®à ρ◦S è¨à®ª  

¨¤¥ «¥ w[E] ⊂ E′. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.3.2
(
(2)⇒(3)

)
¬®¦¥áâ¢® V ′

0 = (ρ ◦ S)
[
w[U ]

]
 ¯¯à®ª-

á¨¬¨àã¥â (ρ ◦ S)[U ′]. �®á«¥¤¥¥ ¬®¦¥áâ¢® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®à¬ â¨¢®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï SU ′  ¯¯à®ªá¨-
¬¨àã¥â ¬®¦¥áâ¢® ρ[SU ′], ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì,  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ρ[V ′]. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã 1.5.2 ¬®¦¥áâ¢®
V ′
0  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ρ[V ′]. �ç¥¢¨¤®,

W 0v
′
0

6 W
v′0¤«ï ¢á¥å v′0 ∈ V ′

0. �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 6.1.8 ®¯¥à -

â®à W 0 ¨¬¥¥â (¥¤¨áâ¢¥®¥) «¨¥©®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ W 1 : ρ[V ′] → V â ª®¥, çâ®
W 1v

′
6 W

v′¤«ï ¢á¥å

v′ ∈ V ′. �®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï W 1 ◦ ρ : V ′ → V ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ã
W 1 ◦ ρ

6 W ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

ï¢«ï¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ã¦¥ ¯®áâà®¨«¨ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (W 1 ◦ ρ) ◦ S ◦ w ®¯¥-
à â®à  T . �¤ ª®, ¯®«®¦¨âì W := W 1 ◦ ρ   ¤ ®¬ íâ ¯¥ ¥«ì§ï, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ ¡ã¤¥â
®¡¥á¯¥ç¥® à ¢¥áâ¢®

W= W .
�«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E ¬ë ¨¬¥¥¬W 1 ◦ ρ

Swe = sup
{W 1ρv

′: v′ ∈ V ′,
v′= Swe

}
> sup

{
ρ
W 0v

′
0

: v′0 ∈ V ′
0,
v′0= Swe

}
= sup

{
ρ
W 0Swu

: u ∈ U ,
Swu= Swe

}
= sup

{Tu: Sw
u= Swe

}
> sup

{Tu:
u= e

}
=
Te

= WSwe,

®âªã¤ 
W 1 ◦ ρ

Swe = WSwe á ãç¥â®¬ ¥à ¢¥áâ¢ 
W 1 ◦ ρ

6 W . � ª¨¬ ®¡à §®¬, W ◦ S ◦ w ¨
W 1 ◦ ρ

◦
S ◦ w | ¤¢  WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®¯¥à â®à 

T. �®íâ®¬ã á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.4.1 (2) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥áâ¢®

W 1 ◦ ρ
= ρW . �«ï ®¡¥á¯¥ç¥¨ï à ¢¥áâ¢ 

W= W  ¬ ¤®áâ â®ç® ®¯à¥¤¥«¨âì W ª ª

áã¬¬ã ®àâ®¬®àä¨§¬  W 1 ◦ ρ ¨ ¥ª®â®à®© ≪å®«®áâ®©≫ ¤®¡ ¢ª¨ á ®à¬®© ρ⊥W . �§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.2.13
¨ 1.4.3 á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  W 2 ∈ Orth(U ,V), çâ®

W 2

= W . �ë ¯®« £ ¥¬

W := W 1 ◦ ρ+W 2 ◦ ρ⊥. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ï . (1) �¥à ¢¥áâ¢® W 6
W, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ (1) ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë,

¬®¦¥â ¡ëâì áâà®£¨¬. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, à ¢¥áâ¢®
T =

W◦
S◦

w ¥«ì§ï £ à â¨à®¢ âì ¤«ï

«î¡®£® WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï T = W ◦ S ◦ w. (�à®áâ®© ª®âà¯à¨¬¥à ¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ¢ á«ãç ¥ ¡  å®¢ëå
¯à®áâà áâ¢ U ¨ V.) �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¨§ (2) á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡®© ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  T : U → V ¨¬¥¥â
â ª®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ W ◦ S ◦ w, çâ®

T=
W◦

S◦
w.

(2) �§ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®àë© ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨¬¥¥â
¯®«ã¢¥ªâ®à®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ ®¯¥à â®à ¨¬¥¥â ¢¥ªâ®à®¥ WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á
¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ w, â® ® ¨¬¥¥â ¨ ¯®«ã¢¥ªâ®à®¥WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥, ¢ãâà¥¨© ¢¥á ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï
®¯¥à â®à®¬ ã¬®¦¥¨ï  

w.
(3) �á«¨ à áá¬®âà¥âì ª ¦¤®¥ ¨§ K-¯à®áâà áâ¢ E ¨ F ª ª ��� ( ¤ á ¬¨¬ á®¡®©), â®  ¨¬¥ìè ï

¬ ¦®à â  «î¡®£® à¥£ã«ïà®£® ®¯¥à â®à  T : E → F ¡ã¤¥â á®¢¯ ¤ âì á ¥£® ¬®¤ã«¥¬ |T |. �â®  ¡«î-
¤¥¨¥ ¯®§¢®«ï¥â á¤¥« âì á«¥¤ãîé¨© ¢ë¢®¤   ®á®¢ ¨¨ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë: ®â®¡à ¦¥¨¥ T : E → F
ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ï¢«ï¥âáï áª «ïàë¬
®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ®¡®á®¢ë¢ ¥â ª®àà¥ªâ®áâì ã¯®âà¥¡«¥¨ï ¥¤¨®£®
â¥à¬¨  ≪®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ ≫ ª ª ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å, â ª ¨ ¤«ï
®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ���.

6.4.7. � ¦¤®¥ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨©, áä®à¬ã«¨à®¢ ëå ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥-
ª ¥â ¨§   «®£¨ç®£® ≪áª «ïà®£®≫ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (á¬. 6.4.1{6.4.4) ¨ â¥®à¥¬ë 6.4.6.

�¥®à¥¬ . �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E ,   V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F .
(1) �¢®©áâ¢® ®â®¡à ¦¥¨ï T : U → V ¡ëâì ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à 

¥¤¨¨æ 1E ¨ 1F .
(2) �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ® á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ®áâì, ®£à ¨ç¥ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î T [U0]⊥⊥ = T [U ]⊥⊥ ¤«ï
¥ª®â®à®£® E -®£à ¨ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U0 ⊂ U .
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(3) �ãáâì w | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à T : U → V ¨¬¥¥â
WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ®à¬ë w â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á®åà ï¥â ¤¨§êîªâ-
®áâì, ®£à ¨ç¥ ¨ è¨à®ª   í«¥¬¥â¥ 1E/w.

(4) �ãáâì T : U → V | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �á«¨ {Tu}⊥⊥ =
(imT )⊥⊥ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  u ∈ U , â® T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¤®¯ãáª ¥â
WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ®à¬ë 1E/

u.
(5) �á«¨ ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ E áãé¥áâ¢ã¥â á¨«ì ï ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  e, â® «î¡®© á®åà ïîé¨©

¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à T : U → V ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¨¬¥¥â
WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ®à¬ë 1E/e.

(6) � ¦¤ë© á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢ë© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à
T : U → V ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �®«¥¥ â®£®, ¤«ï «î¡®© ¯®àï¤ª®¢®© ¥¤¨¨æë w ∈ E
â ª®© ®¯¥à â®à T ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ®à¬ë w.

6.4.8. �¥®à¥¬ . �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ⊂ E , V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ F ,
mU ¨ mV | ¬ ªá¨¬ «ìë¥ à áè¨à¥¨ï U ¨ V ¨ T : U → V | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (ρξ)ξ∈� ¢  «£¥¡à¥ Pr(V), çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®
ξ ∈ � ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦ T ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ . �à®¥ªâ®àë ρξ ¬®¦® ¯®¤®¡à âì â ª,
çâ® ª ¦¤ ï ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦ T ¡ã¤¥â ¨¬¥âì WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ ®à¬ë 1E/eξ, £¤¥
eξ | ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E. �«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¯®«®¦¨¬ Eξ := {e/eξ : e ∈ E}, Uξ := {u ∈ mU :

u∈
Eξ}, £¤¥ mU | ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ U , ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ wξ : U → Uξ áª «ïàë© ®àâ®¬®àä¨§¬
ã¬®¦¥¨ï   í«¥¬¥â 1E/eξ. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ��� V ′  ¤ F , á¨«ì® ¤¨§êîªâë¥ ®¯¥à â®àë á¤¢¨£ 
Sξ : Uξ → V ′ (ξ ∈ �) ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ W : V ′ → mV â ª¨¥, çâ® ®¯¥à â®àë T ¨

Tà §« £ îâáï ¢ á¨«ì®
¤¨§êîªâë¥ áã¬¬ë

T =
⊕
ξ∈�

W ◦ Sξ ◦ wξ,
T=

⊕
ξ∈�

W◦
Sξ

◦
wξ

.
J � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à T : U → V.

�® â¥®à¥¬¥ 6.4.5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (ρξ)ξ∈� ¢  «£¥¡à¥ Pr(F ), çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ �
ª®¬¯®§¨æ¨ï ρξ ◦

Tï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨, ¡®«¥¥ â®£®, ¨¬¥¥â WSW-¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥
á ¢ãâà¥¨¬ ¢¥á®¬ 1E/eξ, £¤¥ eξ | ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â E. �¯à¥¤¥«¨¬ ��� Uξ ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ë
wξ : U → Uξ â ª, ª ª íâ® á¤¥« ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¤®ª §ë¢ ¥¬®© â¥®à¥¬ë. �® â¥®à¥¬¥ 6.4.6 ¤«ï ª ¦¤®£®
ξ ∈ � áãé¥áâ¢ãîâ ��� Vξ  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ Fξ ⊂ ρξ[F ], ®¯¥à â®à á¤¢¨£  Sξ : Uξ → Vξ ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬
Wξ : Vξ → ρξ[V] â ª¨¥, çâ® ρξ◦T = Wξ◦Sξ◦wξ ¨ ρξ◦

T=
Wξ

◦Sξ

◦wξ

. �«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
®áâ ¥âáï «¨èì ¯®áâà®¨âì âà¥¡ã¥¬®¥ ��� V ′ ¨ ≪áª«¥¨âì≫ ®àâ®¬®àä¨§¬ë Wξ ¢ ®¤¨ ®àâ®¬®àä¨§¬ W .

�®«®¦¨¬ V ′
0 :=

⊕
ξ∈� Vξ (á¬. 1.4.5) ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ V ′ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ ��� V ′

0. �áâ¥-
áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïï Vξ ¨ ρξ[V ′

0], ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì Sξ ª ª ®¯¥à â®à ¨§ Uξ ¢ V ′. �«ï
ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  v′0 = (vξ)ξ∈� ∈ V ′

0 ¯®«®¦¨¬ W0(v′) := o-
∑

ξ∈�Wξ(vξ) ∈ mV. �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 6.1.8
®àâ®¬®àä¨§¬ W0 : V ′

0 → mV ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¤® ®àâ®¬®àä¨§¬  W : V ′ → mV. I
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§ 6.5. �¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì

�®¨áª   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ¤«ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì, | ¤ ¢ïï âà -
¤¨æ¨ï. �§ãç¥¨¥¬ íâ®£® ¢®¯à®á  â ª ¨«¨ ¨ ç¥ § ¨¬ «áï ª ¦¤ë© ¨§ â¥å, ª®£® íâ¨ ®¯¥à â®àë ¨â¥à¥á®¢ -
«¨ á  ¡áâà ªâ®© â®çª¨ §à¥¨ï. �à¥¤áâ ¢«¥¨¥ à §«¨çëå ª« áá®¢ ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¢¨¤¥ ®¯¥à â®à®¢ § ¬¥ë
¯¥à¥¬¥®© ¨ ã¬®¦¥¨ï ¨¬¥¥âáï ¢ à ¡®â å [3, 4, 31, 32, 84, 108{110, 254, 256]. �®£« á® â¥®à¥¬¥ �ã«¨-
å  | �£ á ¢ àë (â¥®à¥¬  1.3.7) äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢  C∞(Q), £¤¥ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë©
ª®¬¯ ªâ, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ K-¯à®áâà áâ¢ . �à®¬¥ â®£®, á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 äã¤ -
¬¥âë à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  C∞(Q,X ), £¤¥ X | ¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥
 ¤ Q, ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢  �  å  | � â®à®¢¨ç  (���). �â¨ ¤¢  ä ªâ  «¥¦ â ¢ ®á®¢¥ à¥ -
«¨§ æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ K-¯à®áâà áâ¢ å ¨ ���. �à¥¤« £ ¥¬ë¥
¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥   «¨â¨ç¥áª¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ®¯¥à â®à®¢ ª®áâàã¨àãîâáï á ¯®¬®éìî â ª¨å ®¯¥à æ¨©,
ª ª ¥¯à¥àë¢ ï § ¬¥  ¯¥à¥¬¥®©, ¯®â®ç¥ç®¥ ã¬®¦¥¨¥   ¢¥é¥áâ¢¥ãî äãªæ¨î ¨ ¯®â®ç¥ç®¥
¯à¨¬¥¥¨¥ ®¯¥à â®à®§ ç®© äãªæ¨¨.

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  X ¨ Y | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë,   P ¨ Q | íªáâà¥¬ «ì®
¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë. �¨¬¢®« 1M ®¡®§ ç ¥â â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ãî ¥¤¨¨æ¥ äãªæ¨î, ®¯à¥¤¥«¥ãî  
¬®¦¥áâ¢¥ M .

6.5.1. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ª ª¨å-«¨¡® ≪ ¡áâà ªâëå≫ ®¡ê¥ªâ®¢ A ¨ B ( ¯à¨¬¥à, ¡ã«¥¢ëå

 «£¥¡à, K-¯à®áâà áâ¢ ¨«¨ ���) à áá¬ âà¨¢ îâáï à¥ «¨§ æ¨¨ i : A → Â ¨ j : B → B̂ ¢ ¢¨¤¥ ª ª¨å-

«¨¡® ≪ª®ªà¥âëå≫ ®¡ê¥ªâ®¢ Â ¨ B̂ ( ¯à¨¬¥à,  «£¥¡à ¬®¦¥áâ¢ ¨«¨ ¯à®áâà áâ¢ äãªæ¨©). �®£¤ 
¨â¥à¯à¥â æ¨¥© ®â®¡à ¦¥¨ï f : A → B (®â®á¨â¥«ì® à¥ «¨§ æ¨© i ¨ j) ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®¬¯®§¨æ¨î

j ◦ f ◦ i−1 : Â → B̂.

6.5.2. �¨¬¢®«®¬ C0(Y,X) ¬ë ®¡®§ ç ¥¬ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© s : Y0 → X,
®¯à¥¤¥«¥ëå   ¢á¥¢®§¬®¦ëå ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å Y0 ⊂ Y .

�à¥¤«®¦¥¨¥. �â®¡à ¦¥¨¥ h : Clop(X) → Clop(Y ) ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï s ∈ C0(Y,X) â ª ï, çâ® h(U) = s−1[U ] ¤«ï ¢á¥å U ∈ Clop(X).
�«ï «î¡®£® ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  h â ª ï äãªæ¨ï s ¥¤¨áâ¢¥ .

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¨§¢¥áâ®© â¥®à¥¬ë �.�¨ª®àáª®£® (á¬. [100: § 11],   â ª¦¥ [239]). I

�®®â®è¥¨¥ h(U) = s−1[U ] ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ª®«ìæ¥¢®£® £®¬®¬®àä¨§¬  h ¯®áà¥¤áâ¢®¬
äãªæ¨¨ s. � ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ �â®ã  | �£ á ¢ àë 1.2.8 ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â
ãáâà®©áâ¢® ª®«ìæ¥¢ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å.

6.5.3. �«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áïª¨© ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-
¡®© (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ®¯¥à æ¨î ¯¥à¥á¥ç¥¨ï á ä¨ªá¨à®¢ ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì h : Clop(X) → Clop(Y ) | ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ
§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Z ⊂ X ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ i ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Clop(Z)   imh â ª¨¥,
çâ® h

(
U) = i(U ∩ Z) ¤«ï ¢á¥å U ∈ Clop(X).

J �ãáâì h(U) = s−1[U ] | à¥ «¨§ æ¨ï h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ∈ C0(Y,X). �®«®¦¨¬ Z := im s

¨ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  W ∈ Clop(Z) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® i(W ) ∈ Clop(Y ) ä®à¬ã«®© i(W ) := s−1[W ].
�à®¢¥àª  ãâ¢¥à¦¤¥¨© â¥®à¥¬ë ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ . I

6.5.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(Q). �â®¡à ¦¥¨¥ W : E → F ï¢«ï¥âáï
®àâ®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï w ∈ C∞(Q) â ª ï, çâ® W (e) = we ¤«ï
¢á¥å e ∈ E. �«ï «î¡®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  W â ª ï äãªæ¨ï w ¥¤¨áâ¢¥ .

J �à¨¢¥¤¥ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ï¢«ïîâáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë 6.2.12 á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë �ã-
«¨å  | �£ á ¢ àë 1.3.7. I

�®®â®è¥¨¥ W (e) = we ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®àâ®¬®àä¨§¬  W ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ w.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  | �£ á ¢ àë 1.3.7 ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢®
®àâ®¬®àä¨§¬®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå K-¯à®áâà áâ¢ å.



§ 6.5. �¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì 163

6.5.5. �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå s ∈ C0(Q,P ) ¨ e ∈ C∞(P ) ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î e • s : Q → R á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬ (áà. 1.7.4):

(e • s)(q) :=

{
e
(
s(q)

)
, ¥á«¨ q ∈ dom s,

0, ¥á«¨ q ∈ Q\dom s.

�¥§ãá«®¢®, ¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥¨ï ª®àà¥ªâ®áâ¨ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ®¡®§ ç¥¨ï e • s á«¥¤ã¥â ¢á¥£¤  ¨¬¥âì ¢
¢¨¤ã ¥ª®â®à®¥ ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ¬®¦¥áâ¢® Q, ®¡ê¥¬«îé¥¥ dom s. �ãªæ¨ï e • s, ®ç¥¢¨¤®, ¥¯à¥àë¢ ,
®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â C∞(Q), ¯®áª®«ìªã ¬®¦¥â ¯à¨¨¬ âì ¡¥áª®¥çë¥ § ç¥¨ï   ¬®-
¦¥áâ¢¥ á ¥¯ãáâ®© ¢ãâà¥®áâìî. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å äãªæ¨© e ∈ C∞(P ), ¤«ï ª®â®àëå e • s ∈ C∞(Q),
®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Cs(P ).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì h : Pr
(
C∞(P )

)
→ Pr

(
C∞(Q)

)
| ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ hC(P )|äã¤ -

¬¥â C∞(P ), ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢ 6.3.3. �®£¤  hC(P ) = Cs(P ), £¤¥ h(U) = s−1[U ]| à¥ «¨§ æ¨ï h ¯®áà¥¤áâ¢®¬
s ∈ C0(Q,P )

(
®â®á¨â¥«ì® ¥áâ¥áâ¢¥ëå à¥ «¨§ æ¨© Pr

(
C∞(P )

)
¨ Pr

(
C∞(Q)

)
, á¬. 1.3.7

)
.

J �«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.3.3 ¨ 6.5.2. I

�¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï s : Q → P  §ë¢ ¥âáï σ -â®ç®©, ¥á«¨ s−1[clG] = cl s−1[G] ¤«ï «î¡®£®
®âªàëâ®£® σ -§ ¬ªãâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  G ⊂ P . �¨¦¥ (á¬. 6.6.1) íâ® á¢®©áâ¢® äãªæ¨¨ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
¡®«¥¥ ¤¥â «ì®.

�¥¬¬ . �¡®§ ç¨¬ ®¡à § äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ) ç¥à¥§ R.
(1) �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ e ∈ Cs(P ) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ R ∩ dom e ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ R, â. ¥. Cs(P ) ⊂

{
e ∈

C∞(P ) : e|R ∈ C∞(R)
}
.

(2) �á«¨ äãªæ¨ï s|R σ -â®ç , â® Cs(P ) =
{
e ∈ C∞(P ) : e|R ∈ C∞(R)

}
¨ C∞(R) =

{
e
∣∣
R : e ∈ Cs(P )

}
.

J (1) � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî äãªæ¨î e ∈ Cs(P ). �á«¨ ¡ë áãé¥áâ¢®¢ «® ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥
¬®¦¥áâ¢® W ⊂ R, ¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥¥áï á dom e, â® äãªæ¨ï e • s ¯à¨¨¬ «  ¡ë ¡¥áª®¥çë¥ § ç¥¨ï
  ¥¯ãáâ®¬ ®âªàëâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ s−1[W ], çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ª«îç¥¨î e • s ∈ C∞(Q). �«¥¤®¢ â¥«ì®,
¯¥à¥á¥ç¥¨¥ R ∩ dom e ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ R.

(2) �ãáâì äãªæ¨ï e ∈ Cs(P ) â ª®¢ , çâ® ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ R ∩ dom e ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ R. �®£¤ , ¨á-
¯®«ì§ãï â®â ä ªâ, çâ® äãªæ¨ï s|R σ -â®ç ,   ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ R ∩ dom e ï¢«ï¥âáï σ -§ ¬ªãâë¬ ®âªàëâë¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ R, ¬ë ¯®«ãç ¥¬

cl(e ◦ s)−1[R] = cl s−1[dom e] = cl s−1[R ∩ dom e]

= s−1
[
cl(R ∩ dom e)

]
= s−1[R] = dom s,

¨ ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ ãáâ ®¢«¥®. �â®à®¥ à ¢¥áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯¥à¢®£® ¡« £®¤ àï «¥¬¬¥ 1.1.5. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �à¥¡®¢ ¨¥ σ -â®ç®áâ¨ äãªæ¨¨ s|R ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ (2) «¥¬¬ë ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥-
ë¬, ¯®áª®«ìªã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥áâ¢® Cs(P ) ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¡à §®¬ s. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ p |
¥ σ -¨§®«¨à®¢  ï â®çª  P ,   P := P ∪ {∞} | ®¡®£ é¥¨¥ ª®¬¯ ªâ  P ®¢®© ¨§®«¨à®¢ ®© â®çª®© ∞,
â® â®¦¤¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï s : P → P ¨ äãªæ¨ï �s := s ∪

{
(∞, p)

}
: P → P ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ ®¡à §, ¢

â® ¢à¥¬ï ª ª ¬®¦¥áâ¢  Cs(P ) ¨ C�s(P ), ®ç¥¢¨¤®, ¥ á®¢¯ ¤ îâ.

6.5.6. �á«¨ E ⊂ C∞(P ) ¨ R ⊂ P , â® ¬®¦¥áâ¢®
{
e|R : e ∈ E

}
®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ E|R.

�¥¬¬ . �¡®§ ç¨¬ ®¡à § äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ) ç¥à¥§R ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï s|R σ -â®ç .
�®£¤ 

(1) C∞(R) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© ¯®¤à¥è¥âª®© C∞(R);
(2) ¥á«¨ E | ¨¤¥ « K-¯à®áâà áâ¢  Cs(P ), â® E|R | ¨¤¥ « ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ C∞(R).

J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 6.5.5 (2). �®ª ¦¥¬ (2). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
äãªæ¨ï g ∈ C∞(R) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 g 6 e|R ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£® í«¥¬¥â 
e ∈ E. � á¨«ã «¥¬¬ë 6.5.5 (2)  ©¤¥âáï â ª ï ¯®«®¦¨â¥«ì ï äãªæ¨ï �e ∈ Cs(P ), çâ® g = �e|R. �®£¤ 
�e ∧ e ∈ E ¨ g = (�e ∧ e)|R. I
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6.5.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â C∞(P ),   F | äã¤ ¬¥â C∞(Q). �â®¡à ¦¥¨¥
S : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï s ∈ C0(Q,P )
â ª ï, çâ® Se = e • s ¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

J �®áâ â®ç®áâì «¥£ª® ãáâ ®¢¨âì á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 6.3.9. �®ª ¦¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì
S : E → F | ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¨ h : Pr(E) → Pr(F ) | ¥£® â¥ì. �¥ «¨§ã¥¬  «£¥¡àë Pr(E) ¨ Pr(F )
¢ ¢¨¤¥ Clop(P ) ¨ Clop(Q) ¨ à áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î ĥ(U) = s−1[U ] á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¨â¥à¯à¥â æ¨¨
ĥ : Clop(P ) → Clop(Q) £®¬®¬®àä¨§¬  h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ s ∈ C0(Q,P ). �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.5.5 ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® hC(P ) = Cs(P ). �®áª®«ìªã ®¯¥à â®àë (e 7→ e•s) : Cs(P ) → C∞(Q) ¨ Sh : hC(P ) → C∞(Q)
¨¬¥îâ ®¡éãî â¥ì h ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥áâ¢ ¬ 1P • s = Sh(1P ) = h(1)1Q, ®¨ á®¢¯ ¤ îâ ¢ á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.3.7. �®íâ®¬ã Se = She = e • s ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. I

6.5.8. �ãªæ¨ï s, á¢ï§  ï á ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  S ®¯¨á ë¬ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ á¯®á®¡®¬,
¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¥¤¨áâ¢¥ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ® ª®¬¯ ªâ P á®¤¥à¦¨â ¤¢¥ à §«¨çë¥
¥¨§®«¨à®¢ ë¥ â®çª¨ p1 ¨ p2, ¯®«®¦¨¬ E := {e ∈ C∞(P ) : e(p1) = e(p2) = 0} ¨ à áá¬®âà¨¬ äãªæ¨¨
s1, s2 : Q → P , â®¦¤¥áâ¢¥® à ¢ë¥ p1 ¨ p2 á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  e • s1 = e • s2 = 0 ¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ãâ®çï¥â ¢®¯à®á ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à  á¤¢¨£ .

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â C∞(P ), F | äã¤ ¬¥â C∞(Q) ¨ S : E → F | ®¯¥à â®à
á¤¢¨£ . �®«®¦¨¬ Q0 := supp imS (á¬. 1.3.7).

(1) �á«¨ äãªæ¨¨ s1, s2 ∈ C0(Q,P ) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥áâ¢ ¬ Se = e • s1 = e • s2 ¤«ï ¢á¥å e ∈ E, â®
Q0 ⊂ dom s1 ∩ dom s2 ¨ s1 = s2   Q0.

(2) �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãªæ¨ï s ∈ C(Q0, P ) â ª ï, çâ® Se = e • s ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �à¨ íâ®¬
h(U) = s−1[U ] | à¥ «¨§ æ¨ï â¥¨ h ®¯¥à â®à  S.

J (1) �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â®ç¥ª P , ¢ ª®â®àëå ®â«¨çë ®â ã«ï ª ª¨¥-«¨¡®
äãªæ¨¨ ¨§ E. �ç¥¢¨¤®, ¬®¦¥áâ¢® s−11 [D] ¯«®â® ¢ Q0, ¯®íâ®¬ã  ¬ ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢®
s1 = s2   íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã q ∈ s−11 [D] ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã,
çâ® s1(q) ̸= s2(q). �®áª®«ìªã s1(q) ∈ D, áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨ï e ∈ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á®®â®è¥¨ï¬
e
(
s1(q)

)
̸= 0 ¨ e

(
s2(q)

)
= 0, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â à ¢¥áâ¢ã e • s1 = e • s2.

(2) �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ äãªæ¨¨ s á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.5.7,   ¥¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâì | ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨ï (1). �®â ä ªâ, çâ® äãªæ¨ï s à¥ «¨§ã¥â â¥ì S ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.5.7. I

�á«¨ äãªæ¨ï s ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (2), â® á®®â®è¥¨¥ Se = e•s ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï
à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  S ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s. � ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  |
�£ á ¢ àë 1.3.7 ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.5.7 ¨ 6.5.8 ®¯¨áë¢ îâ ãáâà®©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢
¯à®¨§¢®«ìëå K-¯à®áâà áâ¢ å.

6.5.9. �«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áïª¨© ®¯¥à â®à á¤¢¨£  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© (á
â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ®¯¥à â®à áã¦¥¨ï   ä¨ªá¨à®¢ ®¥ ¬®¦¥áâ¢®.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â C∞(P ), F | äã¤ ¬¥â C∞(Q) ¨ S : E → F | ®¯¥à â®à
á¤¢¨£ . �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® R ⊂ P ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ i : E|R → F â ª¨¥, çâ®

(1) E|R | ¢¥ªâ®à ï ¯®¤à¥è¥âª  K-¯à®áâà áâ¢  C∞(R);
(2) i | «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ E|R   imS;
(3) Se = i

(
e|R

)
¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

J �ãáâì Se = e • s | à¥ «¨§ æ¨ï S ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ). �®«®¦¨¬ R := im s ¨
¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  g ∈ E|R ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î i(g) ∈ C(Q,R) ä®à¬ã«®© i(g) := g • s. �à®¢¥àª 
ãâ¢¥à¦¤¥¨© (1){(3) ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ . I

6.5.10. �¥®à¥¬ . �ãáâì E | äã¤ ¬¥â C∞(P ),   F | äã¤ ¬¥â C∞(Q). �â®¡à ¦¥¨¥
T : E → F ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ äãªæ¨¨
s ∈ C0(Q,P ), w ∈ C∞(P ) ¨ W ∈ C∞(Q) â ª¨¥, çâ® we • s ∈ C∞(Q) ¨ Te = W (we • s) ¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

J �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.5.4 ¨ 6.5.7. I
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6.5.11. �à®áâ¥©è¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ Te = W (we • s) ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥-
®£® á¤¢¨£  T ¥ ¥¤¨áâ¢¥®. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®¯ãáª ï ¥ª®â®àë¥ ¤¥â «¨, ¬®¦® áª § âì, çâ® äãªæ¨ï s
¥¤¨áâ¢¥ ,   W ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ë¡®à®¬ w. �â®  ¡«î¤¥¨¥ ¬®¦® áâà®£® áä®à¬ã«¨à®¢ âì
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E |äã¤ ¬¥â C∞(P ), F |äã¤ ¬¥â C∞(Q) ¨ T : E → F |à¥£ã«ïàë©
®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. �®«®¦¨¬ Q0 := supp imT .

(1) �ãáâì äãªæ¨¨ s1, s2 ∈ C0(Q,P ), w1, w2 ∈ C∞(P ) ¨ W1,W2 ∈ C∞(Q) â ª®¢ë, çâ® Te = W1(w1e •
s1) = W2(w2e• s2) ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �®£¤  Q0 ⊂ dom s1∩dom s2 ¨ s1 = s2   Q0. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, w1 = w2,
â® W1 = W2   Q0.

(2) �ãáâì ¯®«®¦¨â¥«ì ï äãªæ¨ï w ∈ C∞(P ) â ª®¢ , çâ® ®¯¥à â®à T è¨à®ª   1/w (á¬. 6.3.6).
�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨ s ∈ C(Q0, P ) ¨ W ∈ C∞(Q) â ª¨¥, çâ® W = 0 ¢¥ Q0 ¨
Te = W (we • s) ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �à¨ íâ®¬ suppW = s−1[suppw] = Q0, Se = e • s | à¥ «¨§ æ¨ï á¤¢¨£  S

®¯¥à â®à  T ,   h(U) = s−1[U ] | à¥ «¨§ æ¨ï ¥£® â¥¨ h.

J �â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.4.1 (á ãç¥â®¬ 6.5.4 ¨ 6.5.8). �®ïá-
¨¬ (2). �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ äãªæ¨© s ¨ W ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ 6.4.2 ¨ 6.5.10,   ¨å ¥¤¨áâ¢¥®áâì | ¨§
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (1). �¢ï§ì äãªæ¨¨ s á® á¤¢¨£®¬ ¨ â¥ìî ®¯¥à â®à  T á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.4.1 (1)
¨ 6.5.8 (2). I

�á«¨ s, w ¨ W ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (2), â® á®®â®è¥¨¥ Te = W (we • s) ¡ã¤¥â
 §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨© s, w ¨ W . � ¬¥â¨¬,
çâ® ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  | �£ á ¢ àë 1.3.7 ãâ¢¥à¦¤¥¨ï 6.5.10 ¨ 6.5.11 ®¯¨áë¢ îâ ãáâà®©áâ¢®
®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå K-¯à®áâà áâ¢ å.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ Te = W (we•s) | à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  T , â® ®¯¥à â®àë
T+, T− ¨ |T | ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨: T+e = W+(we • s), T−e = W−(we • s) ¨ |T |e = |W |(we • s).

6.5.12. �«ï «î¡ëå äãªæ¨© f, g ∈ C(Q,R) ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ fg ∈ C(Q,R) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ¯à ¢¨«ã

(fg)(q) :=


f(q)g(q), ¥á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ f(q)g(q) ®á¬ëá«¥®,

â. ¥. ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤  0 · ±∞ ¨«¨ ±∞ · 0,
0, ¥á«¨ f ≡ 0 ¨«¨ g ≡ 0 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ q

  ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¨ § â¥¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï   ¢¥áì ª®¬¯ ªâ Q ¯® ¥¯à¥àë¢®áâ¨.

�¥®à¥¬ . �ãáâì E | äã¤ ¬¥â C∞(P ), F | äã¤ ¬¥â C∞(Q) ¨ T : E → F | à¥£ã«ïàë©
®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì. � áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î h(U) = s−1[U ] â¥¨ h ®¯¥à â®à  T
¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ á¥¬¥©áâ¢® (wξ)ξ∈� ¯®«®¦¨â¥«ìëå äãªæ¨© ¨§
C∞(P ) ¨ á¥¬¥©áâ¢® (Wξ)ξ∈� ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå äãªæ¨© ¨§ C∞(Q) â ª¨¥, çâ® 1/wξ ∈ E ¤«ï ¢á¥å
ξ ∈ � ¨

Te = o-
∑
ξ∈�

Wξ(wξe • s) (e ∈ E). (∗)

J �à¨¢¥¤¥®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë 6.4.5 á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 6.5.11 (2). I

� ¬¥â¨¬, çâ® äãªæ¨¨ wξe • s, ãç áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ (∗), å®âï ¨ ï¢«ïîâáï ¥¯à¥àë¢ë¬¨
äãªæ¨ï¬¨ ¨§ Q ¢ R, ¥ ®¡ï§ ë ¯à¨ ¤«¥¦ âì C∞(Q), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï Wξ(wξe • s) ã¦¥
¯à¨ ¤«¥¦ â C∞(Q).

�®®â®è¥¨¥ Te = o-
∑

ξ∈�Wξ(wξe • s) ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬
äãªæ¨© s, wξ ¨ Wξ. � ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ �ã«¨å  | �£ á ¢ àë 1.3.7 ¯®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ®¯¨-
áë¢ îâ ãáâà®©áâ¢® à¥£ã«ïàëå á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå
K-¯à®áâà áâ¢ å.
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�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ Te = o-
∑

ξ∈�Wξ(wξe • s) | à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  T , â® ®¯¥à â®àë T+, T− ¨
|T | ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨:

T+e = o-
∑
ξ∈�

W+
ξ (wξe • s),

T−e = o-
∑
ξ∈�

W−
ξ (wξe • s),

|T |e = o-
∑
ξ∈�

|Wξ|(wξe • s).

�áâ ¢è ïáï ç áâì ¤ ®£® ¯ à £à ä  ¯®á¢ïé¥  à¥ «¨§ æ¨¨ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®áâà -
áâ¢ å �  å  | � â®à®¢¨ç .

6.5.13. �á«¨ X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ Q, u ∈ C∞(Q,X ) ¨ w ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
, â® á¥ç¥¨¥

ext(w ⊗ u) ∈ C∞(Q,Y) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ w ⊗ u.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ Q,   E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(Q). �â®¡-
à ¦¥¨¥ W : E(X ) → F (Y) ï¢«ï¥âáï ®àâ®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥¨¥
w ∈ C∞

(
Q,B(X ,Y)

)
â ª®¥, çâ® Wu = w ⊗ u ¤«ï ¢á¥å u ∈ E(X ). �«ï «î¡®£® ®àâ®¬®àä¨§¬  W â ª ï

äãªæ¨ï w ¥¤¨áâ¢¥ . �à¨ íâ®¬
W(e) =we ¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

J �ãáâì W : E(X ) → F (Y) | ®àâ®¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î
W(e) = ge ®àâ®¬®àä¨§¬ W: E → F ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ g ∈ C∞(Q) (á¬. 6.2.13 ¨ 6.5.4). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D (®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã

¯«®â®¥) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª Q, ¢ ª®â®àëå ª®¥ç  äãªæ¨ï g ¨ ®â«¨çë ®â ã«ï ª ª¨¥-«¨¡® äãªæ¨¨
¨§ E. �à®¬¥ â®£®, ¯®«®¦¨¬ E1 := E ∩ C(Q). �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ w0 : q ∈ D 7→ w(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï «î¡ëå q ∈ D ¨ x ∈ X (q) ¢®§ì¬¥¬ á¥ç¥¨¥ u ∈ E1(X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥áâ¢ã
u(q) = x, (â ª®¥ á¥ç¥¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã 2.3.11) ¨ ¯®«®¦¨¬ w0(q)x := (Wu)(q). �®àà¥ªâ®áâì â ª®£®
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®£à ¨ç¥®áâì ®¯¥à â®à  w0(q) ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâáï á®®â®è¥¨ï¬¨

∥(Wu)(q)∥ =
Wu

(q) 6 (Wu)(q) = (
g
u)(q) = g(q)∥u(q)∥,

¢ë¯®«ïîé¨¬¨áï ¤«ï ¢á¥å q ∈ D ¨ u ∈ E1(X ). �® â¥®à¥¬¥ 3.2.13 ¬ë ¨¬¥¥¬ w0 ∈ C
(
D,B(X ,Y)

)
. �®«®¦¨¬

w := ext(w0) ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¨§ ¯®áâà®¥¨ï á¥ç¥¨ï w á«¥¤ã¥â, çâ® Wu = w ⊗ u ¤«ï

¢á¥å u ∈ E1(X ). �®¦¥áâ¢® E1(X ), ¡ã¤ãç¨ äã¤ ¬¥â®¬ ��� E(X ),  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â ¯®á«¥¤¥¥. �®íâ®¬ã
¢ á¨«ã 6.2.15 ®àâ®¬®àä¨§¬ë W ¨ u 7→ w ⊗ u á®¢¯ ¤ îâ   ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥ E(X ).

�®ª ¦¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâì w. �ãáâì á¥ç¥¨ï w1, w2 ∈ C∞
(
Q,B(X ,Y)

)
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥áâ¢ã

w1 ⊗ u = w2 ⊗ u ¤«ï ¢á¥å u ∈ E(X ). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D0 ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª Q, ¢ ª®â®àëå ®â«¨çë
®â ã«ï ª ª¨¥-«¨¡® äãªæ¨¨ ¨§ E, ¨ ¯®«®¦¨¬ D := D0 ∩ domw1 ∩ domw2. �ãáâì q ∈ D ¨ x ∈ X (q). �
á¨«ã 2.3.11 ¨¬¥¥âáï â ª®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ E(X ), çâ® u(q) = x. �®íâ®¬ã

w1(q)x = (w1 ⊗ u)(q) = (w2 ⊗ u)(q) = w2(q)x.

�«ï ®¡®á®¢ ¨ï à ¢¥áâ¢  w1 = w2 ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® D ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Q.
�áâ ®¢¨¬ à ¢¥áâ¢®

W(e) =we. �§ 2.3.11 á«¥¤ã¥â, çâ®w= sup{
w ⊗ u

: u ∈ C(Q,X ),
u6 1}.

�®íâ®¬ã ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E ¬ë ¨¬¥¥¬We = sup
|u|6e

Wu
= sup

|u|61

W (eu)


= sup
|u|61

w ⊗ (eu)
= sup

|u|61

w ⊗ u
e =we. I

�®®â®è¥¨¥ Wu = w ⊗ u ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®àâ®¬®àä¨§¬  W ¯®áà¥¤áâ¢®¬ á¥ç¥¨ï w.
� ¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢® ®àâ®¬®àä¨§¬®¢,
¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ���.
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6.5.14. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¯à®¨§¢®«ìë¥ ���  ¤ Q, ¯à¨ç¥¬ Y ¯à®áâ®à®. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® E | äã¤ ¬¥â C∞(Q), U ¨ V | à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  E(X ) ¨
E(Y) á®®â¢¥âáâ¢¥® ¨ U  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â E(X ). �â®¡à ¦¥¨¥ I : U → V ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®-
¦¥¨¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ i à áá«®¥¨ï X ¢ Y â ª®¥, çâ®
I(u) = i⊗ u ¤«ï ¢á¥å u ∈ U .

J � ¯à®¢¥àª¥ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¥®¡å®¤¨¬®áâì. �ãáâì I : U → V | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥. �
á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 6.1.8 áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ �I : C∞(Q,X ) → C∞(Q,Y), ¯à®¤®«¦ îé¥¥ I.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X ¯à®áâ®àãî ®¡®«®çªã X , à¥ «¨§ã¥¬ C∞(Q,X ) ¢ ¢¨¤¥ C∞(Q, �X ) (á¬. 3.4.9) ¨ à áá¬®â-
à¨¬ à¥ «¨§ æ¨î Î(u) = i⊗ u á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ Î : C∞(Q,X ) → C∞(Q,Y) ®àâ®¬®àä¨§¬  �I
¯®áà¥¤áâ¢®¬ á¥ç¥¨ï �i ∈ C∞

(
Q,B(X ,Y)

)
. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® �i | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥

X ¢ Y. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¯®«®¦¨¬ i(q) := �i(q)
∣∣X (q). �® ®¯à¥¤¥«¥¨î £®¬®¬®àä¨§¬  (á¬. 2.4.2) ¬ë

¨¬¥¥¬ Q⊗�i ∈ C(Q⊗X , Q⊗ Y). �®íâ®¬ã Q⊗ i = (Q⊗�i)
∣∣
Q⊗X ∈ C(Q⊗X , Q⊗ Y), â. ¥. i ∈ HomQ(X ,Y) ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, i | ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ X ¢ Y. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® I(u) = �I(u) = �i⊗ u = i⊗ u
¤«ï ¢á¥å u ∈ U . I

�«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ãâ®çï¥â ªà¨â¥à¨© 3.4.1 ¨§®¬¥âà¨ç®áâ¨ ���.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ Q ¨ E | äã¤ ¬¥â C∞(Q). �â®¡à ¦¥¨¥
I : E(X ) → E(Y) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥¨¥¬ (¨§®¬¥âà¨¥©) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ (¨§®¬¥âà¨ï) i à áá«®¥¨ï X ¢ ( ) Y â ª®¥, çâ® I(u) = i ⊗ u ¤«ï ¢á¥å
u ∈ E(X ).

�« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¯®á«¥¤¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¢«®¦¥¨©
¯à®¨§¢®«ìëå ���.

6.5.15. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ P , s ∈ C0(Q,P ) ¨ u ∈ C∞(P,X ). �á«¨u∈ Cs(P ), â® u • s ∈ C∞(Q,X • s).

J �®-¯¥à¢ëå, ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï á¥ç¥¨ï u • s á®¢¯ ¤ ¥â á dom(
u• s) ¨ ¯®íâ®¬ã ¯«®â  ¢

Q ¡« £®¤ àï ¢ª«îç¥¨î
u∈ Cs(P ). �®-¢â®àëå, ¥á«¨ á¥ç¥¨¥ u • s ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¢ â®çª¥ q ∈ Q, â®

q ∈ dom
u • s

= dom(
u• s) = dom(u • s). I

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâ®à®áâì X ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¯à®áâ®à®áâ¨ X • s. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ á«®© X (p)
¡¥áª®¥ç®¬¥à¥, ª®¬¯ ªâ Q ¡¥áª®¥ç¥,   äãªæ¨ï s : Q → P ¯®áâ®ï  ¨ à ¢  p, â® ¯® â¥®à¥¬¥ 5.1.3
à áá«®¥¨¥ X • s ¥¯à®áâ®à®.

6.5.16. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ P , E | äã¤ ¬¥â C∞(P ), F | äã¤ ¬¥â
C∞(Q) ¨ S : E → F | ®¯¥à â®à á¤¢¨£ . �¡®§ ç¨¬ ��� E(X ) ç¥à¥§ U ¨ à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à ®à¬ -
â¨¢®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï SU : U → SU (á¬. 1.4.7). �ãáâì Se = e• s | à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  S ¯®áà¥¤áâ¢®¬
äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â F -¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ i : SU → F (X • s) â ª®¥, çâ®
iSUu = u • s ¤«ï ¢á¥å u ∈ E(X ).

J �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à i0 : SU [U ] → F (X •s), ¯®«®¦¨¢ i0(SUu) := u•s ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �®àà¥ªâ®áâì
â ª®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡®á®¢ë¢ ¥âáï à ¢¥áâ¢ ¬¨

u • s
=

u• s = S
u=

SUu
(u ∈ U), ¨§ ª®â®àëå ¢

â®¬ ç¨á«¥ á«¥¤ã¥â, çâ®
i0(v)=

v¤«ï ¢á¥å v ∈ SU [U ]. �® á«¥¤áâ¢¨î 6.1.8 ®¯¥à â®à i0 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤®
¨áª®¬®£® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¢«®¦¥¨ï i : SU → F (X • s). I

6.5.17. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ P ¨ Q,   E ¨ F | äã¤ ¬¥âë
C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â®¡à ¦¥¨¥ S : E(X ) → F (Y) ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ äãªæ¨ï s ∈ C0(Q,P ) ¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ i à áá«®¥¨ï X • s ¢ Y
â ª¨¥, çâ® Su = i⊗ (u • s) ¤«ï ¢á¥å u ∈ E(X ). � íâ®¬ á«ãç ¥

Se = e • s ¤«ï ¢á¥å e ∈ E.

J �®áâ â®ç®áâì «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 6.3.15,   ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¬®¦® ãáâ ®¢¨âì
¯®á«¥¤®¢ â¥«ìë¬ ¯à¨¬¥¥¨¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.3.14, «¥¬¬ë 6.5.16 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.5.14. I

�á«¨ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¤®¯®«¨â¥«ì® ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë äãªæ¨ï s ¡ë« 
®¯à¥¤¥«¥    supp imS (á¬. 2.5.4), â® ¢ë¡®à s ¨ i, ¤ îé¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ Su = i ⊗ (u • s), áâ ¥â
¥¤¨áâ¢¥ë¬ (íâ® «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.5.8). � íâ®¬ á«ãç ¥ á®®â®è¥¨¥ Su = i ⊗ (u • s)
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¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  á¤¢¨£  S ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ¨ ¢«®¦¥¨ï i. � ¬¥â¨¬, çâ®
¡« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¯®á«¥¤¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ , ¤¥©áâ¢ãîé¨å
¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ���.

6.5.18. �¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ P ¨ Q,   E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨
C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®. �â®¡à ¦¥¨¥ T : E(X ) → F (Y) ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯®«®¦¨â¥«ì ï äãªæ¨ï w ∈ C∞(P ), ®â®¡à ¦¥¨¥ s ∈ C0(Q,P ) ¨ á¥ç¥¨¥
W ∈ C∞

(
Q,B(X • s,Y)

)
(£¤¥ X • s | ¯à®áâ®à ï ®¡®«®çª  X • s) â ª¨¥, çâ® Tu = W ⊗ (wu • s) ¤«ï ¢á¥å

u ∈ E(X ) ¨
Te =W(we • s) ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �à¨ íâ®¬ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® dom s = supp imT ¨ W = 0

¢¥ supp imT .

J �®áâ â®ç®áâì «¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì á ¯®¬®éìî ¯à¥¤«®¦¥¨© 6.5.13 ¨ 6.5.17. �®ª ¦¥¬ ¥®¡å®¤¨¬®áâì.
�á«¨ T : E(X ) → F (Y) | ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ , â® á®£« á® â¥®à¥¬¥ 6.4.6 áãé¥áâ¢ãîâ ��� V ′

 ¤ ¥ª®â®àë¬ äã¤ ¬¥â®¬ F ′ ⊂ C∞(Q), áª «ïàë© ®àâ®¬®àä¨§¬ w : E(X ) → C∞(P,X ), ¯®à®¦¤¥ë©
¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ®àâ®¬®àä¨§¬®¬ w : E → C∞(P ), ®¯¥à â®à á¤¢¨£  S : (wE)(X ) → V ′ ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬
W : V ′ → F (Y) â ª¨¥, çâ® T = W ◦ S ◦ w ¨

T =
W◦

S◦
w. �« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¬ë

¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® V ′ = F ′(Z), £¤¥ Z | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ Q. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.5.17 ¨¬¥îâáï
äãªæ¨ï s ∈ C0(Q,P ) ¨ ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ i à áá«®¥¨ï X • s ¢ Z â ª¨¥, çâ® Su = i⊗ (u • s) ¤«ï
¢á¥å u ∈ (wE)(X ). � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 3.1.10 £®¬®¬®àä¨§¬ i ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬¥âà¨ç¥áª®£® ¢«®¦¥¨ï
�i à áá«®¥¨ï X • s ¢ Z. �« £®¤ àï ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.5.13 ®àâ®¬®àä¨§¬

(
v 7→ W (�i ⊗ v)

)
: F ′(X • s) → F (Y)

¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ v 7→ W ⊗ v, £¤¥ W ∈ C∞
(
Q,B(X • s,Y)

)
. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ®

¯®áâà®¥ë¥ äãªæ¨¨ w, s ¨ W ï¢«ïîâáï ¨áª®¬ë¬¨. I

�á«¨ äãªæ¨¨ w, s ¨ W ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬, áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬ ¢ â¥®à¥¬¥ 6.5.18, â® á®®â®-
è¥¨¥ Tu = W ⊗ (wu • s) ¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬ s, w ¨ W . � ¬¥â¨¬,
çâ® ¡« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¯®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ ,
¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ���.

6.5.19. �ãáâì Y | ���  ¤ Q ¨ (Qξ)ξ∈� | ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ Clop(Q). �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � § ¤ ® á¥ç¥¨¥ vξ ∈ C(Dξ,Y)  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬
Dξ ⊂ Qξ. �®«®¦¨¬ D := Q\ cl

∪
ξ∈�Qξ. �á®, çâ® ®¡ê¥¤¨¥¨¥

∪
ξ∈�Dξ ∪ D ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬

¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q,   ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¥¬ äãªæ¨ï
∪

ξ∈� vξ∪0|D ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥
Y. � ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ íâ®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬⊕

ξ∈� vξ.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ¯à®áâ®àë¥ ���  ¤ P ¨ Q, E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q)
á®®â¢¥âáâ¢¥®, T : E(X ) → F (Y) | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ h(U) =
s−1[U ]| à¥ «¨§ æ¨ï â¥¨ h ®¯¥à â®à  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ á¥¬¥©áâ¢®
(wξ)ξ∈� ¯®«®¦¨â¥«ìëå äãªæ¨© ¨§ C∞(P ), ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (Qξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ Clop(Q) ¨ á¥ç¥¨¥
W ∈ C∞

(
Q,B(X • s,Y)

)
â ª¨¥, çâ® suppW = cl

∪
ξ∈�Qξ = dom s = supp imT , 1/wξ ∈ E ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ � ¨

Tu =
⊕
ξ∈�

W ⊗ (wξu • s)|Qξ

(
u ∈ E(X )

)
. (∗∗)

J �à¨¢¥¤¥®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ª®© â¥®à¥¬ë 6.4.8 á ãç¥â®¬ 6.5.18. I

� ¬¥â¨¬, çâ® äãªæ¨¨ wξu • s, ãç áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ (∗∗), å®âï ¨ ï¢«ïîâáï ¥¯à¥àë¢ë¬¨
á¥ç¥¨ï¬¨ à áá«®¥¨ï X • s, ¥ ®¡ï§ ë ¯à¨ ¤«¥¦ âì C∞

(
Q,X • s

)
, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª áã¦¥¨ï (wξu • s)|Qξ

¯à¨ ¤«¥¦ â C∞
(
Qξ,X • s

)
.

�®®â®è¥¨¥ Tu =
⊕

ξ∈�W ⊗ (wξu • s)|Qξ
¡ã¤¥â  §ë¢ âìáï à¥ «¨§ æ¨¥© ®¯¥à â®à  T (¯®áà¥¤áâ¢®¬

s, wξ, Qξ ¨ W ). �â¬¥â¨¬, çâ® ¡« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 3.4.4 ¯®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ®¯¨áë¢ ¥â ãáâà®©áâ¢®
®£à ¨ç¥ëå á®åà ïîé¨å ¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¯à®¨§¢®«ìëå ���.
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§ 6.6. �â¥à¯à¥â æ¨ï á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à®¢
¢ â¥à¬¨ å ¨å à¥ «¨§ æ¨©

�¥ «¨§ æ¨®ë¥ â¥®à¥¬ë § 6.5 ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâ ¢®§¬®¦®áâì ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì à §®®¡à §ë¥ á¢®©-
áâ¢  ®àâ®¬®àä¨§¬®¢, ®¯¥à â®à®¢ á¤¢¨£ , ®¯¥à â®à®¢ ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£  ¨ ¯à®¨§¢®«ìëå á®åà ïîé¨å
¤¨§êîªâ®áâì ®¯¥à â®à®¢ ¢ â¥à¬¨ å á¢®©áâ¢ â¥å ¨«¨ ¨ëå ãç áâ¨ª®¢ ¨å à¥ «¨§ æ¨¨. � ª ç¥áâ¢¥ ¨«-
«îáâà æ¨¨ ¬ë à áá¬®âà¨¬ â ª¨¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à , ª ª ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¯à¥àë¢®áâì, ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ¨
¨¤¥ «ì®áâì ®¡à § .

�  ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥£® ¯ à £à ä  P ¨ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë.

6.6.1. �¥¬¬ . �ãáâì X ¨ Y | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë ¨ s : X → Y | ¥¯à¥àë¢ ï äãª-
æ¨ï.

( ) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:
(1) s−1[intF ] = int s−1[F ] ¤«ï «î¡®£® § ¬ªãâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ Y ;
(2) s−1[clG] = cl s−1[G] ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  G ⊂ Y ;
(3) ¥á«¨ F | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ¨ intF = ∅, â® int s−1[F ] = ∅;
(4) ¥á«¨ G | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ¨ clG = Y , â® cl s−1[G] = X;
(5) ¯à®®¡à § s−1[D] «î¡®£® â®é¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  D ⊂ Y ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ X;
(6) ¯à®®¡à § s−1[D] «î¡®£® ª®â®é¥£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  D ⊂ Y ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬

X.
(¡) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:

(1) s−1[intF ] = int s−1[F ] ¤«ï «î¡®£® § ¬ªãâ®£® σ -®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ Y ;
(2) s−1[clG] = cl s−1[G] ¤«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® σ -§ ¬ªãâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  G ⊂ Y ;
(3) ¥á«¨ F | § ¬ªãâ®¥ σ -®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ¨ intF = ∅, â® int s−1[F ] = ∅;
(4) ¥á«¨ G | ®âªàëâ®¥ σ -§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ¨ clG = Y , â® cl s−1[G] = X.

�ãªæ¨î s, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî «î¡®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© ( )
(
á®®â¢¥âáâ¢¥® (¡)

)
, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

â®ç®© (σ -â®ç®©).

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ ª®¬¯ ªâ Y íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥, â® á¯¨á®ª ( ) ¬®¦® ¤®¯®«¨âì á«¥¤ãî-
é¨¬¨ íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï¬¨:

(7) ¥á«¨ U | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â® s[U ]| ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ;
(8) ¥á«¨ U | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â® s[U ] | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y .

� ª ¨§¢¥áâ®, äãªæ¨ï s, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î (8),  §ë¢ ¥âáï ®âªàëâ®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¥á«¨ ª®¬¯ ªâ Y íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥, â® â®ç®áâì ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ s : X → Y à ¢®á¨«ì  ¥¥
®âªàëâ®áâ¨. �¢â®àã ¥ ¨§¢¥áâë   «®£¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨© (7) ¨ (8), à ¢®á¨«ìë¥ σ -â®ç®áâ¨ äãªæ¨¨ s.

6.6.2. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë ¨ h : Clop(X) → Clop(Y ) |
ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î h(U) = s−1[U ] £®¬®¬®àä¨§¬  h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨
s ∈ C0(Y,X). �®¬®¬®àä¨§¬ h o-¥¯à¥àë¢¥ (á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢¥) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
äãªæ¨ï s â®ç  (σ -â®ç ).

J �®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¥¥âáï ¢ [100: § 22]. I

6.6.3. �ãáâì U ¨ V | ���  ¤ äã¤ ¬¥â ¬¨ K-¯à®áâà áâ¢ C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�á«¨ T : U → V | ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ h(U) = s−1[U ] | à¥ «¨§ æ¨ï â¥¨ h
®¯¥à â®à  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨ s ∈ C0(Q,P ), â® ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® s| äãªæ¨ï á¤¢¨£  ®¯¥à â®à 
T . �¯à ¢¤ ¨¥¬ â ª®© â¥à¬¨®«®£¨¨ ï¢«ï¥âáï â®â ä ªâ, çâ® äãªæ¨ï s à¥ «¨§ã¥â á¤¢¨£ ®¯¥à â®à  T ¢
á¬ëá«¥ 6.5.17.

�¥®à¥¬ . �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, U | ���  ¤ E, V |
���  ¤ F , T : U → V | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ s ∈ C0(Q,P ) | ¥£®
äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �¯¥à â®à T o-¥¯à¥àë¢¥ (á¥ª¢¥æ¨ «ì® o-¥¯à¥àë¢¥) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
äãªæ¨ï s â®ç  (σ -â®ç ).

J �®áª®«ìªã äãªæ¨ï s à¥ «¨§ã¥â â¥ì ®¯¥à â®à  T , ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ 6.6.2
¨ 6.1.6. I
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6.6.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë ¨ h : Clop(X) → Clop(Y ) |
ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î h(U) = s−1[U ] £®¬®¬®àä¨§¬  h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨
s ∈ C0(Y,X). �®¬®¬®àä¨§¬ h ¨ê¥ªâ¨¢¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï s áîàê¥ªâ¨¢ .

6.6.5. �¥®à¥¬ . �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, T : E → F |
à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ s ∈ C0(Q,P ) | ¥£® äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �¯¥à â®à T
¨ê¥ªâ¨¢¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï s áîàê¥ªâ¨¢ .

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.4 ¤®áâ â®ç®, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢ ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ®¯¥à -
â®à  T , ãáâ ®¢¨âì ¨ê¥ªâ¨¢®áâì ¥£® â¥¨ h : Pr(E) → Pr(F ). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¯à®¥ªâ®à
π ∈ Pr(E) ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® h(π) = 0. �®£¤  Tπe = 0 ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �« £®¤ àï ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ T ,
¯®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® πe = 0 ¤«ï ¢á¥å e ∈ E, â. ¥. π = 0.

�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì Te =
⊕

ξ∈�W (wξe • s)|Qξ
| à¥ «¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à  T ¯®áà¥¤áâ¢®¬

s ∈ C0(Q,P ), wξ ∈ C∞(P ), Qξ ∈ Clop(Q) ¨ W ∈ C∞(Q), ¯à¨ç¥¬ äãªæ¨ï s áîàê¥ªâ¨¢ . �«ï ª ¦¤®£®
ξ ∈ � ¯®«®¦¨¬ Pξ := suppwξ. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî äãªæ¨î e ∈ E ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Te = 0.
�®£¤  W (wξe• s)|Qξ

= 0 ¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �. �®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ξ ∈ � ¢ë¯®«¥® wξe• s = 0
  Qξ, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® wξe = 0   s[Qξ],   § ç¨â ¨ à ¢¥áâ¢® e = 0   s[Qξ]∩Pξ. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
äãªæ¨ï e à ¢  ã«î   ®¡ê¥¤¨¥¨¨ D :=

∪
ξ∈� s[Qξ]∩Pξ. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® D ¢áî¤ã

¯«®â® ¢ P .
�ãáâì ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U á®¤¥à¦¨âáï ¢ à §®áâ¨ P\D. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å e ∈ E ¨ ξ ∈ �

¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® wξ⟨U⟩e = 0   U⊥ ∪ P⊥
ξ . �§ ¢ª«îç¥¨ï s[Qξ] ∩ Pξ ⊂ U⊥ á«¥¤ã¥â, çâ® wξ⟨U⟩e = 0

  s[Qξ]. �®íâ®¬ã (wξ⟨U⟩e) • s = 0   Qξ,   § ç¨â ¨ W
(
(wξ⟨U⟩e) • s

)
|Qξ

= 0. �à®¨§¢®«ì®áâì ξ ∈ �
¯®§¢®«ï¥â  ¬ § ª«îç¨âì, çâ® T ⟨U⟩e = 0,   ¯à®¨§¢®«ì®áâì e ∈ E ¤ ¥â à ¢¥áâ¢® h⟨U⟩ = 0. �®á«¥¤¥¥ ¢
á¨«ã ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ h (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.6.4) ®§ ç ¥â, çâ® U = ∅. I

6.6.6. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �¢â®àã ¥ ã¤ «®áì ¯®«ãç¨âì ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ìë© ªà¨â¥à¨© ¨ê¥ªâ¨¢®-
áâ¨ ®¯¥à â®à , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¢ ���. � ª ¯®ª §ë¢ îâ í«¥¬¥â àë¥ ¯à¨¬¥àë, ¯àï¬®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯®-
á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë   á«ãç © ®¯¥à â®à®¢ ¢ ��� ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . �¥ «¨§ æ¨®®¥ ®¯¨á ¨¥ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨
â ª®£® ®¯¥à â®à  ¤®«¦® ¢ â®¬ ¨«¨ ¨®¬ ¢¨¤¥ § âà £¨¢ âì ¢¥è¨© ¢¥á à¥ «¨§ æ¨¨.

6.6.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë ¨ h : Clop(X) → Clop(Y ) |
ª®«ìæ¥¢®© £®¬®¬®àä¨§¬. � áá¬®âà¨¬ à¥ «¨§ æ¨î h(U) = s−1[U ] £®¬®¬®àä¨§¬  h ¯®áà¥¤áâ¢®¬ äãªæ¨¨
s ∈ C0(Y,X). � ¢¥áâ¢® imh = [0, h(1)] ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢ .

6.6.8. �¥¬¬ . �¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï s : Q → P ¨ê¥ªâ¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¯¥à -
â®à (e 7→ e ◦ s) : C(P ) → C(Q) áîàê¥ªâ¨¢¥.

J �á«¨ äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢ , â® ®  ®áãé¥áâ¢«ï¥â £®¬¥®¬®àä¨§¬ Q   im s. � íâ®¬ á«ãç ¥
«î¡ãî äãªæ¨î f ∈ C(Q) ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ g ◦ s, £¤¥ g ∈ C(im s). �® â¥®à¥¬¥ �¨âæ¥ | �àëá® 
äãªæ¨î g ¬®¦® ¯à®¤®«¦¨âì ¤® äãªæ¨¨ e ∈ C(P ).

�á«¨ â®çª¨ q1, q2 ∈ Q à §«¨çë, â®  ©¤¥âáï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® V ⊂ Q, á®¤¥à¦ é¥¥
à®¢® ®¤ã ¨§ ¨å. � á«ãç ¥ áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  e 7→ e◦s å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ¬®¦¥áâ¢ 
V ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ e ◦ s, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® s(q1) ̸= s(q2). I

6.6.9. � ¤ «ì¥©è¥¬ à¥çì ¯®©¤¥â ® à¥ «¨§ æ¨®®© ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¨¤¥ «ì®áâ¨ ®¡à §  ®¯¥à â®à .
�«ï ¯®ïá¥¨ï íâ®£® á¢®©áâ¢  ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¤¨ à¥§ã«ìâ â, ãáâ ®¢«¥ë© ¢ [158: «¥¬¬  2.7].

�¥¬¬ . �ãáâì E ¨ F | ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ ¨ T : E → F | à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨©
¤¨§êîªâ®áâì. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) imT | ¨¤¥ « F ;
(2) im |T | | ¨¤¥ « F ;
(3) |T |[0, e] = [0, |T |e] ¤«ï ¢á¥å ¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E.

� á¯¨áªã íª¢¨¢ «¥âëå á¢®©áâ¢ (1){(3) ®¯¥à â®à  T ¬®¦® ¤®¡ ¢¨âì á«¥¤ãîé¥¥: ®¯¥à â®à T
¯¥à¥¢®¤¨â ¨¤¥ «ë E ¢ ¨¤¥ «ë F , â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ¨¤¥ «  E0 ⊂ E ¬®¦¥áâ¢® T [E0] | ¨¤¥ « F .
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6.6.10. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, T : E →
F | à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ s ∈ C0(Q,P )| ¥£® äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® ⟨T �e⟩ = ⟨imT ⟩ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  �e ∈ E. �¡à § ®¯¥à â®à  T ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ F â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢ .

J �« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ 6.1.1 ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® ®¯¥à â®à T ¯®«®¦¨â¥«¥ ¨ �e > 0. �à®¬¥ â®£®,
¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ⟨imT ⟩ = 1, â. ¥. dom s = Q.

�ãáâì ®¡à § T ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬. � á¨«ã «¥¬¬ë 6.6.8 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ s ¤®áâ -
â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§¢®«ìãî äãªæ¨î β ∈ C(Q), 0 6 β 6 1, ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ α ◦ s, £¤¥
α ∈ C(P ). �®£« á® «¥¬¬¥ 6.6.9 ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ 0 6 βT �e 6 T �e á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® í«¥¬¥â 
e ∈ E, çâ® 0 6 e 6 �e ¨ Te = βT �e. �ãáâì äãªæ¨ï α ∈ C(P ) â ª®¢ , çâ® e = α�e. �®£¤  á ãç¥â®¬ 6.3.13 ¬ë
¨¬¥¥¬ (α ◦ s)T �e = T (α�e) = Te = βT �e, ®âªã¤  α ◦ s = β ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  ⟨T �e⟩ = 1.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢ . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë e ∈ E
¨ f ∈ F , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ ¬ 0 6 f 6 Te, ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® f ∈ imT . �ãáâì äãªæ¨ï
β ∈ C(Q) â ª®¢ , çâ® f = βTe. � á¨«ã áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  (e 7→ e ◦ s) : C(P ) → C(Q) (á¬. 6.6.8)
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï α ∈ C(P ), çâ® α ◦ s = β. �®£¤  αe ∈ E ¨ á ãç¥â®¬ 6.3.13 ¬ë ¨¬¥¥¬
T (αe) = (α ◦ s)Te = βTe = f . I

6.6.11. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ í«¥¬¥â  �e ∈ E, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® à ¢¥áâ¢ã ⟨T �e⟩ = ⟨imT ⟩, ï¢«ï¥âáï
áãé¥áâ¢¥ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.10. �¥§ íâ®£® âà¥¡®¢ ¨ï äãªæ¨ï s ¬®¦¥â
¡ëâì ¥¨ê¥ªâ¨¢®© ¤ ¦¥ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  T ï¢«ï¥âáï áîàê¥ªâ¨¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ á¤¢¨£ . � íâ®¬
à §¤¥«¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¨¬¥à.

�¥¬¬ . � áá¬®âà¨¬ s ∈ C0(Q,P ) ¨ f ∈ C∞(Q). �ãáâì ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®
D ⊂ P , çâ® äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢    s−1[D],   äãªæ¨ï f à ¢  ã«î ¢¥ s−1[D]. �®£¤  f = e • s ¤«ï
¥ª®â®à®© äãªæ¨¨ e ∈ C∞(P ). �«ï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¨/¨«¨ ®£à ¨ç¥®© äãªæ¨¨ f ¬®¦® ¯®¤®¡à âì
á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî äãªæ¨î e á â¥¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬.

J �¡®§ ç¨¬ ®¡à § s ç¥à¥§ R ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î g : R → R á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

g(p) :=

{
f
(
s−1(p)

)
, ¥á«¨ p ∈ R ∩D,

0, ¥á«¨ p ∈ R\D.

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã p ∈ R ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï g ¥¯à¥àë¢  ¢ p.
(1) �ãáâì p ∈ R ∩ D. �®áª®«ìªã ¬®¦¥áâ¢® D ®âªàëâ®, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ®âªàëâ®-

§ ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U ⊂ P , çâ® p ∈ U ⊂ D. �§ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ s   s−1[D] á«¥¤ã¥â, çâ® áã¦¥¨¥ s|U

ï¢«ï¥âáï £®¬¥®¬®àä¨§¬®¬ s−1[U ]   R ∩ U . �®íâ®¬ã äãªæ¨ï g|U = f ◦
(
s|U

)−1
¥¯à¥àë¢ .

(2) �ãáâì â¥¯¥àì p ∈ R\D. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® ε > 0 ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® |g| < ε ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ p. �®«®¦¨¬ Qε :=

{
q ∈ Q : |f(q)| > ε

}
. �ç¨âë¢ ï, çâ® f = 0 ¢¥ s−1[D], ¬ë ¨¬¥¥¬

¢ª«îç¥¨¥ Qε ⊂ s−1[D],   § ç¨â, s[Qε] ⊂ D. �®áª®«ìªã |f | < ε ¢¥ Qε, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® |g| < ε ¢¥
s[Qε]. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® R\s[Qε] | ®ªà¥áâ®áâì â®çª¨ p ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ R.

�â ª, äãªæ¨ï g ¥¯à¥àë¢ . �ç¥¢¨¤®, çâ® g•s = f . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® g ∈ C∞(R)
(
¥á«¨ |g| = ∞

  ¥¯ãáâ®¬ ®âªàëâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ W ⊂ R, â® |f | = |g • s| = ∞   ¥¯ãáâ®¬ ®âªàëâ®¬ ¬®¦¥áâ¢¥ s−1[W ],
çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ª«îç¥¨î f ∈ C∞(Q)

)
. �®£« á® «¥¬¬¥ 1.1.5 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï e ∈ C∞(P ),

çâ® e = g   R. �ç¥¢¨¤®, e | ¨áª®¬ ï äãªæ¨ï. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ì®áâì ¨/¨«¨ ®£à ¨ç¥®áâì
äãªæ¨¨ f ¢«¥ç¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® g, ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯®§¢®«ï¥â ¯®¤®¡à âì äãªæ¨î
e á ã¦ë¬ á¢®©áâ¢®¬. I

�à ¨ ¬ ¥ à . � ª ¨§¢¥áâ®, à §®áâì βN\N á®¤¥à¦¨â ¤¨áªà¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® D ¬®é®áâ¨ ª®â¨ãã¬
(á¬. [8: £«. IV, § ¤ ç  52]). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ s : βD → βN ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ â®¦¤¥áâ¢¥®£®
®â®¡à ¦¥¨ï D. �¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ®¡®§ ç¥¨ï D := clβN D, E := {e ∈ C(βN) : e = 0   D\D}, F := {f ∈
C(βD) : f = 0   βD\D} ¨ ¯®«®¦¨¬ Se := e ◦ s ¤«ï ¢á¥å e ∈ E. �®£¤  S : E → F | áîàê¥ªâ¨¢ë©
®¯¥à â®à á¤¢¨£ , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¥£® äãªæ¨ï á¤¢¨£  s ¥ ï¢«ï¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢®©.

J �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®ª ¦¥¬, çâ® s ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï äãªæ¨¥© á¤¢¨£  ®¯¥à â®à  S. �«ï íâ®£®
ã¦® ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢® supp imS = βD (á¬. 6.5.8). �®áª®«ìªã ¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ βN ¤¨áªà¥â®,
ã ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ D ¨¬¥¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ®áâì U ⊂ βN, çâ® U ∩ D = {q}. �®£¤  χU ∈ E ¨
(SχU )(q) = χU

(
s(q)

)
= χU (q) = 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, D ⊂ supp imS, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® supp imS = βD.
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�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ®¯¥à â®à S áîàê¥ªâ¨¢¥. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â f ∈ F ¨
¯®«®¦¨¬ D := βN\(D\D). �®£¤  D | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® βN, s−1[D] = s−1[D] = D, äãªæ¨ï s
¨ê¥ªâ¨¢    D,   äãªæ¨ï f à ¢  ã«î ¢¥ D. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã «¥¬¬ë áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï
e ∈ C(βN), çâ® f = e ◦ s. �á®, çâ® e ∈ E, ¨ ¯®íâ®¬ã f ∈ imS.

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® äãªæ¨ï s : βD → βN ¥ ¨ê¥ªâ¨¢ , ¯®áª®«ìªã (á¬. [8: £«. VI, § ¤ ç  180])

|βD| = 22
|D|

> 22
|N|

= |βN|,

£¤¥ á¨¬¢®« |X| ®¡®§ ç ¥â ¬®é®áâì ¬®¦¥áâ¢  X. I

6.6.12. �¥®à¥¬ . �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, T : E → F |
à¥£ã«ïàë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ s ∈ C0(Q,P ) | ¥£® äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �¡à §
®¯¥à â®à  T ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ F â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  e ∈ E äãªæ¨ï s
¨ê¥ªâ¨¢    ¬®¦¥áâ¢¥ suppTe. �®á«¥¤¥¥ á¢®©áâ¢® äãªæ¨¨ s à ¢®á¨«ì® ¥¥ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨  
®¡ê¥¤¨¥¨¨ ∪{suppTe : e ∈ E} (¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥¬ á®¡®© ®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® dom s).

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¡à § T ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë©
í«¥¬¥â e ∈ E. �á®, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï ⟨Te⟩ ◦ T â®¦¥ ¨¬¥¥â ¨¤¥ «ìë© ®¡à § ¨ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.10
¥¥ äãªæ¨ï á¤¢¨£  ¨ê¥ªâ¨¢ . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® äãªæ¨ï á¤¢¨£  ®¯¥à â®à  ⟨Te⟩ ◦T ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© áã¦¥¨¥ s   suppTe.

�®áâ â®ç®áâì. �¥®à¥¬  6.1.1 ¯®§¢®«ï¥â áç¨â âì ®¯¥à â®à T ¯®«®¦¨â¥«ìë¬. � ä¨ªá¨àã¥¬
¯à®¨§¢®«ìë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ í«¥¬¥âë e ∈ E ¨ f ∈ F , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ã f 6 Te, ¨ ¯®ª ¦¥¬,
çâ® f ∈ imT . �®áª®«ìªã äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢    ¬®¦¥áâ¢¥ suppTe, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.10 ®¡à §
ª®¬¯®§¨æ¨¨ ⟨Te⟩ ◦ T ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬ F . �®£« á® «¥¬¬¥ 6.6.9 ¨§ ¥à ¢¥áâ¢ 0 6 f 6 ⟨Te⟩Te á«¥¤ã¥â
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® í«¥¬¥â  e0 ∈ E, çâ® 0 6 e0 6 e ¨ ⟨Te⟩Te0 = f , ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢® Te0 = f .

�§ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ äãªæ¨¨ s   ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ ¢¨¤  suppTe (e ∈ E) á«¥¤ã¥â ¨ê¥ªâ¨¢®áâì
s   ®¡ê¥¤¨¥¨¨ ∪{suppTe : e ∈ E}, ¯®áª®«ìªã ¢ª«îç¥¨ï q1 ∈ suppTe1 ¨ q2 ∈ suppTe2 ¢«¥ªãâ
q1, q2 ∈ suppT

(
|e1| ∨ |e2|

)
. I

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � ãá«®¢¨ïå ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë ¨ê¥ªâ¨¢®áâì äãªæ¨¨ s   ®¡ê¥¤¨¥¨¨
∪{SuppTe : e ∈ E} ¥¤®áâ â®ç  ¤«ï ¨¤¥ «ì®áâ¨ ®¡à §  T

(
§¤¥áì Supp f = {q ∈ Q : f(q) ̸= 0}

)
. �¥©-

áâ¢¨â¥«ì®, ¯®«®¦¨¬ P = Q = βN, § ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã p ∈ P\N ¨, ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïï
¯à®áâà áâ¢  C(Q) ¨ ℓ∞, à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à â®à T : C(P ) → C(Q), ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¯® ¯à ¢¨«ã

(Te)(n) =
{

e(p), ¥á«¨ n = 1,

e(n)/n, ¥á«¨ n > 1
(n ∈ N)

¤«ï ¢á¥å e ∈ C(P ). �¡à § ®¯¥à â®à  T ¥ ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬, â ª ª ª,  ¯à¨¬¥à, (1,1/2, . . . , 1/n, . . . )∈ imT ,
® (1,0,0,. . . )/∈ imT . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ äãªæ¨ï á¤¢¨£  s ®¯¥à â®à  T ¨ê¥ªâ¨¢    ¬®¦¥áâ¢¥ ∪{SuppTe :
e ∈ E} = N, â ª ª ª s(1) = p ¨ s(n) = n ¯à¨ n ∈ N\{1}.

6.6.13. � ª ¨§¢¥áâ® (á¬. 6.2.17), ¢áïª®¥ ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ C∞(P ) ï¢«ï¥âáï ¬®¤ã«¥¬  ¤
C(P ). �®¤¬®¦¥áâ¢® U0 â ª®£® ���  §ë¢ ¥âáï ¥£® C(P )-¯®¤¬®¤ã«¥¬, ¥á«¨ αu ∈ U0 ¤«ï ¢á¥å u ∈ U0 ¨
α ∈ C(P ).

�¥¬¬ . �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, U | ���  ¤ E, V | ���
 ¤ F . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à â®à  T : U → V íª¢¨¢ «¥âë:

(1) ®¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨ U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V;
(2) ¤«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ β ∈ C(Q) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï α ∈ C(P ), çâ® T (αu) = βTu.

J �®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢®
{
αu : α ∈ C(P )

}
ï¢«ï¥âáï C(P )-¯®¤¬®¤ã«¥¬ U . I

6.6.14. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, U |
���  ¤ E, V | ���  ¤ F , T : U → V | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨
s ∈ C0(Q,P ) | ¥£® äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ⟨T �u⟩ = ⟨imT ⟩ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  �u ∈ U .
�¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨ U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  äãªæ¨ï s
¨ê¥ªâ¨¢ .
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J �«ï ã¤®¡áâ¢  ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ⟨imT ⟩ = 1, â. ¥. dom s = Q. �ãáâì T ¯¥à¥¢®¤¨â C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨
U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V. � á¨«ã 6.6.8 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ s ¤®áâ â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì
¯à®¨§¢®«ìãî äãªæ¨î β ∈ C(Q) ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ α ◦ s, £¤¥ α ∈ C(P ). �®£« á® «¥¬¬¥ 6.6.13
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï α ∈ C(P ), çâ® T (α�u) = βT �u. �®£¤  á ãç¥â®¬ 6.3.13 ¬ë ¨¬¥¥¬ |α ◦ s− β|

T �u=(α ◦ s)T �u− βT �u
=

T (α�u)− βT �u
= 0, ®âªã¤  α ◦ s = β ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  ⟨T �u⟩ = 1.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢ . � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë u ∈ U ¨
β ∈ C(Q). � á¨«ã áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  (e 7→ e ◦ s) : C(P ) → C(Q) (á¬. 6.6.8) áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï
äãªæ¨ï α ∈ C(P ), çâ® α ◦ s = β. �®£¤  á ãç¥â®¬ 6.3.13 ¬ë ¨¬¥¥¬ T (αu) = (α ◦ s)Tu = βTu. �áâ «®áì
¯à¨¢«¥çì «¥¬¬ã 6.6.13. I

6.6.15. �¥¬¬ . �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ C∞(Q). �«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ u, v ∈ U
 ©¤¥âáï â ª ï äãªæ¨ï f ∈ C(Q), çâ® ⟨u+ fv⟩ = ⟨u⟩ ∨ ⟨v⟩.

J � ª ç¥áâ¢¥ f ¯®¤®©¤¥â «î¡ ï äãªæ¨ï, ¢áî¤ã ®â«¨ç ï ®â
u/v. � ¯à¨¬¥à, ¬®¦® ¯®«®¦¨âì

f :=
⟨u/v6 2

⟩
3 +

⟨u/v> 2
⟩
1. �®£¤  à ¢¥áâ¢® ⟨u + fv⟩ = ⟨u⟩ ∨ ⟨v⟩ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¨å

á®®â®è¥¨©:
⟨u⟩ ∨ ⟨v⟩ 6

⟨u̸= f
v⟩ 6 ⟨u+ fv⟩ 6 ⟨u⟩ ∨ ⟨v⟩. I

�¥®à¥¬ . �ãáâì E ¨ F | äã¤ ¬¥âë C∞(P ) ¨ C∞(Q) á®®â¢¥âáâ¢¥®, U | ���  ¤ E, V |
���  ¤ F , T : U → V | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, á®åà ïîé¨© ¤¨§êîªâ®áâì, ¨ s ∈ C0(Q,P ) | ¥£®
äãªæ¨ï á¤¢¨£ . �¯¥à â®à T ¯¥à¥¢®¤¨â C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨ U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  u ∈ U äãªæ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢    ¬®¦¥áâ¢¥ supp

Tu. �®á«¥¤¥¥ á¢®©áâ¢®
äãªæ¨¨ s à ¢®á¨«ì® ¥¥ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨   ®¡ê¥¤¨¥¨¨ ∪{supp

Tu: u ∈ U} (¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥¬ á®¡®©
®âªàëâ®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® dom s).

J �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® T ¯¥à¥¢®¤¨â C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨ U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V, ¨
à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â u ∈ U . �á®, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï ⟨Tu⟩ ◦ T â®¦¥ á®åà ï¥â ¯®¤¬®¤ã«¨,
¨ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.14 ¥¥ äãªæ¨ï á¤¢¨£  ¨ê¥ªâ¨¢ . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® äãªæ¨ï á¤¢¨£ 
®¯¥à â®à  ⟨Tu⟩ ◦ T ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áã¦¥¨¥ s   supp

Tu.
�®áâ â®ç®áâì. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë u ∈ U ¨ β ∈ C(Q). �®áª®«ìªã äãª-

æ¨ï s ¨ê¥ªâ¨¢    ¬®¦¥áâ¢¥ supp
Tu, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6.14 ª®¬¯®§¨æ¨ï ⟨Tu⟩ ◦ T ¯¥à¥¢®¤¨â

C(P )-¯®¤¬®¤ã«¨ U ¢ C(Q)-¯®¤¬®¤ã«¨ V. �®£« á® «¥¬¬¥ 6.6.13 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äãªæ¨ï α ∈ C(P ),
çâ® ⟨Tu⟩T (αu) = βTu, ®âªã¤  ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨© ⟨T (αu)⟩ = ⟨(α • s)Tu⟩ 6 ⟨Tu⟩ ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢®
T (αu) = βTu.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ ¨ê¥ªâ¨¢®áâ¨ äãªæ¨¨ s   ª ¦¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ ¢¨¤  supp
Tu(u ∈ U) á«¥¤ã¥â

¨ê¥ªâ¨¢®áâì s   ®¡ê¥¤¨¥¨¨ ∪{supp
Tu : u ∈ U}. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç® § ä¨ªá¨à®¢ âì ¯à®¨§-

¢®«ìë¥ í«¥¬¥âë u1, u2 ∈ U ¨  ©â¨ â ª®© í«¥¬¥â u ∈ U , çâ® supp
Tu= supp

Tu1∪ supp
Tu2.

�®£« á® «¥¬¬¥ ¨¬¥¥âáï äãªæ¨ï β ∈ C(Q), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á®®â®è¥¨î supp
Tu1 + βTu2

 =
supp

Tu1∪ supp
Tu2. �ê¥ªâ¨¢®áâì äãªæ¨¨ s   ¬®¦¥áâ¢¥ supp

Tu2 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6.6.8 ¢«¥-
ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© äãªæ¨¨ α ∈ C(P ), çâ® α ◦ s = β   supp

Tu2. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®
T (u1 + αu2) = Tu1 + (α • s)Tu2 = Tu1 + βTu2. I
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