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�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥¯à¥àë¢­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì-
­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢¢¥¤¥­® ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­® ¯®­ïâ¨¥ á®¯àï-
¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï. �à¥¤«®¦¥­ë à §­®®¡à §­ë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç-
­ë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï, ¨§ãç¥­ë á®®â­®è¥­¨ï
¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¬¥¦¤ã ¨áå®¤­ë¬ ¨ á®¯àï¦¥­­ë¬ à áá«®¥­¨ï¬¨, ¯®áâà®¥­®
¢«®¦¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥,   â ª¦¥ ¢¢¥¤¥­® ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­®
¯®­ïâ¨¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®£® á¥ç¥­¨ï. � âà®­ãâë¥ ¢®¯à®áë à áá¬®âà¥­ë ª ª
¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, â ª ¨ ¤«ï ª®­ªà¥â­ëå ª« áá®¢ à áá«®¥­¨© ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å
¯à®áâà ­áâ¢. �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë á­ ¡¦¥­ë ¯à¨¬¥à ¬¨, ¯®¤â¢¥à¦¤ î-
é¨¬¨ ¨å â®ç­®áâì.

�«îç¥¢ë¥ á«®¢  ¨ äà §ë: ­¥¯à¥àë¢­®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥, á®¯àï¦¥­­®¥
¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥, ¤¢®©áâ¢¥­­®áâì, £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©,
­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥, á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥.

�¢¥¤¥­¨¥

� áá«®¥­¨ï âà ¤¨æ¨®­­® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬  ­ «¨§¥
¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï à §­®®¡à §­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �¥å­¨ª  à áá«®-
¥­¨© ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ¡ ­ å®¢ëå à¥è¥-
â®ª, C∗- «£¥¡à, ¡ ­ å®¢ëå ¬®¤ã«¥© ¨ ¤à. (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [9, 11, 12, 17{19]).
�¥ «¨§ æ¨ï ­¥ª®â®àëå ®¡ê¥ªâ®¢ äã­ªæ¨®­ «ì­®£®  ­ «¨§  ¢ ¢¨¤¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢ á¥ç¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à áá«®¥­¨© ¯®á«ã¦¨«  ®á­®¢®© ¤«ï
á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ëå â¥®à¨©. �¤­  ¨§ â ª¨å â¥®à¨©, ¨§«®¦¥­­ ï ¢ à ¡®â å
[3, 13{16], ¯®á¢ïé¥­  ¯®­ïâ¨î ­¥¯à¥àë¢­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï (���) ¨
¥£® ¯à¨«®¦¥­¨ï¬ ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î à¥è¥â®ç­® ­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢
(���). � à ¬ª å íâ®© â¥®à¨¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯®«ãç¥­® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯à®-
¨§¢®«ì­®£® ��� ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà ­áâ¢  á¥ç¥­¨© ¯®¤å®¤ïé¥£® ���.

� ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ á¬ëá«¥, ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q
ä®à¬ «ì­® ®âà ¦ ¥â ¨­âã¨â¨¢­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ® á¥¬¥©áâ¢¥ ¡ ­ å®¢ëå

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì-
­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (ª®¤ ¯à®¥ªâ  97{01{00001).

c⃝ �.�. �ãâ¬ ­, �.�.�®¯â¥¢; 1999



� ¯®­ïâ¨¨ á®¯àï¦¥­­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï 9

¯à®áâà ­áâ¢ (Xq)q∈Q, ­¥¯à¥àë¢­® ¨§¬¥­ïîé¨åáï ®â â®çª¨ ª â®çª¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢  Q. �®ç­¥¥ £®¢®àï, ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ X ­ ¤ Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â
á®¡®© ®â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¡ ­ å®¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢® X (q), ­ §ë¢ ¥¬®¥ á«®¥¬ X ¢ â®çª¥ q. �à¨ íâ®¬ à áá«®¥­¨¥ X
á­ ¡¦ ¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© â®¯®«®£¨ç¥áª®© áâàãªâãà®©, ¯®§¢®«ïîé¥© £®-
¢®à¨âì ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¥ç¥­¨© íâ®£® à áá«®¥­¨ï | äã­ªæ¨© u, ®¯à¥¤¥-
«¥­­ëå ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ å Q ¨ ¯à¨­¨¬ îé¨å §­ ç¥­¨ï u(q) ∈ X (q) ¤«ï
¢á¥å q ∈ domu. �®­ïâ¨¥ á¥ç¥­¨ï ¬®¦­® áç¨â âì ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï
¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¨: ¥á«¨ X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, â® X -§­ ç­ë¥ äã­ª-
æ¨© ï¢«ïîâáï á¥ç¥­¨ï¬¨ ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï, ¢á¥ á«®¨ ª®â®à®£® à ¢­ëX.

�® ¬­®£¨å ¢®¯à®á å  ­ «¨§  áãé¥áâ¢¥­­ãî à®«ì ¨£à ¥â â¥®à¨ï ¤¢®©-
áâ¢¥­­®áâ¨, ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­®¥
¯à®áâà ­áâ¢® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [5]). � «¨ç¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®© à¥ «¨§ æ¨¨
¨áå®¤­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ á¥ç¥­¨© ­¥ª®â®à®£® à áá«®¥­¨ï ¯à¥-
¤®áâ ¢«ï¥â ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï  ­ «®£¨ç­®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¤«ï á®¯àï-
¦¥­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . � ç áâ­®áâ¨, § ¤ ç  à¥ «¨§ æ¨¨ á®¯àï¦¥­­®£®
��� ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®­ïâ¨î á®¯àï¦¥­­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï.

�®¯à®á ® â®¬, ª ª®¥ ��� X ′ á«¥¤ã¥â áç¨â âì á®¯àï¦¥­­ë¬ ª ¤ ­­®-
¬ã à áá«®¥­¨î X (§ âà®­ãâë©, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ à ¡®â å [3, 12{14, 20]), â¥á­®
á¢ï§ ­ á ¯®­ïâ¨¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬ . �®¬®¬®àä¨§¬ v ­¥¯à¥àë¢­®£® ¡ ­ å®¢ 
à áá«®¥­¨ï X ­ ¤ Q ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© äã­ªæ¨®­ «ì­®-§­ ç­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ v : q 7→ v(q) ∈ X (q)′, ¯¥à¥¢®¤ïé¥¥ «î¡®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥ u à á-
á«®¥­¨ï X ¢ ­¥¯à¥àë¢­ãî ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî äã­ªæ¨î ⟨u

∣∣v⟩ : q 7→ ⟨u(q)
∣∣v(q)⟩.

�¯à¥¤¥«ïï á®¯àï¦¥­­®¥ ��� X ′, ¥áâ¥áâ¢¥­­® àãª®¢®¤áâ¢®¢ âìáï á«¥¤ãî-
é¨¬¨ ¤¢ã¬ï âà¥¡®¢ ­¨ï¬¨: ¢®-¯¥à¢ëå, £®¬®¬®àä¨§¬ë ¤®«¦­ë ¡ëâì ­¥-
¯à¥àë¢­ë¬¨ á¥ç¥­¨ï¬¨ à áá«®¥­¨ï X ′ ¨, ¢®-¢â®àëå, ¢á¥ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ á¥-
ç¥­¨ï X ′ ¤®«¦­ë ¡ëâì £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨.

�«ï á«ãç ï ¯à®áâ®à­ëå à áá«®¥­¨© ­ ¤ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬¨
ª®¬¯ ªâ ¬¨ ¯à®¡«¥¬  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® ��� à¥è¥­  ¢ à ¡®â¥ [3]
(á¬. â ª¦¥ [13]). �¤­ ª® ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®­ïâ¨ï á®¯àï¦¥­­®£®
à áá«®¥­¨ï, ¯à¨¬¥­¥­­ë© ¢ íâ®© à ¡®â¥, áãé¥áâ¢¥­­® ®¯¨à ¥âáï ­  á¯¥-
æ¨ä¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâ®à­ëå à áá«®¥­¨© ¨ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ëå
ª®¬¯ ªâ®¢ ¨ ¯® íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à á¯à®áâà ­¥­ ­  ¡®«¥¥ è¨-
à®ª¨© ª« áá à áá«®¥­¨©. �áâ¥áâ¢¥­­®¥ áâà¥¬«¥­¨¥ à áè¨à¨âì ªàã£ ¯à¨-
«®¦¥­¨© â¥®à¨¨ ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®¡«¥¬¥ ¯®áâà®¥­¨ï á®¯àï-
¦¥­­®£® ��� ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �áá«¥¤®¢ ­¨¥ íâ®© ¯à®¡«¥¬ë ¨ á®áâ ¢«ï-
¥â ®á­®¢ã ¤ ­­®© áâ âì¨, £¤¥, ¢ â®¬ ç¨á«¥, ¤ ­® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®¯àï¦¥­­®£®
à áá«®¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¬ ¢ëè¥ âà¥¡®¢ ­¨ï¬, ¨
¯à¥¤«®¦¥­ àï¤ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨© ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï
á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï.
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� ¯ à £à ä¥ 1 á®¡à ­ë ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ª á îé¨¥áï â®-
¯®«®£¨ç¥áª¨å ¨ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢,   â ª¦¥ äã­ªæ¨©, ¤¥©áâ¢ãîé¨å
¢ íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å.

� à £à ä 2 ¯®á¢ïé¥­ ¨áá«¥¤®¢ ­¨î ¯®­ïâ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  ¡ ­ å®-
¢ëå à áá«®¥­¨©. �¤¥áì, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯à¥¤«®¦¥­® ®¯¨á ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§-
¬®¢ ¤«ï è¨à®ª®£® ª« áá  à áá«®¥­¨© ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­ ¢®¯à®á ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨
¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬ë £®¬®¬®àä¨§¬ .

�®¯à®á ® ¢®§¬®¦­®áâ¨ à¥ «¨§®¢ âì ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å £®¬®¬®àä¨§-
¬®¢ ¨§ ��� X ¢ ��� Y ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ­¥ª®-
â®à®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®­ïâ¨î ®¯¥à â®à­®£® à áá«®¥­¨ï
B(X ,Y). � ¯ à £à ä¥ 3 ¯à¥¤«®¦¥­ àï¤ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®-
¢¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï â ª®£® à áá«®¥­¨ï.

� ¯ à £à ä¥ 4 ¢¢¥¤¥­® ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­® ¯®­ïâ¨¥ á®¯àï¦¥­­®£® ¡ ­ å®-
¢  à áá«®¥­¨ï, ª®â®à®¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ç áâ­ë© á«ãç © ®¯¥à â®à­®£®
à áá«®¥­¨ï (à áá¬®âà¥­­®£® ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥). �ä®à¬ã«¨à®¢ ­-
­®¥ §¤¥áì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï ®¡®¡é ¥â ®¯à¥¤¥«¥­¨¥,
¤ ­­®¥ ¢ à ¡®â¥ [3], £¤¥ à áá¬®âà¥­ á«ãç © ¯à®áâ®à­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥-
­¨ï ­ ¤ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬. � â®© ¦¥ à ¡®â¥, ¢ ç áâ­®-
áâ¨, ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® á®¯àï¦¥­­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ®¡« ¤ ¥â ¢áïª®¥ ¯à®áâ®à-
­®¥ ���. � ®¡é¥¬ ¦¥ á«ãç ¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤ «¥ª®
­¥ ¢á¥£¤ . �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ®â¬¥ç¥­­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ®¯à ¢¤ë¢ ¥âáï ¯®ï¢«¥-
­¨¥¬ ­®¢ëå ª« áá®¢ ���, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ á®¯àï¦¥­­ë¥. � ¯ à £à ä¥ 4
¯à¨¢¥¤¥­ë à §­®®¡à §­ë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï, ãáâ ­®¢«¥­ë ­®à¬ â¨¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï
¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¬¥¦¤ã à áá«®¥­¨ï¬¨ X ¨ X ′,   â ª¦¥ ¨áá«¥¤®¢ ­ë ¢®¯à®-
áë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¢â®à®£® á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï ¨ ¢«®¦¥­¨ï ¡ ­ å®¢ 
à áá«®¥­¨ï ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥.

�¤­¨¬ ¨§ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå è £®¢ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¯®­ïâ¨ï á®¯àï¦¥­­®£®
à áá«®¥­¨ï ï¢«ï¥âáï à áá¬®âà¥­¨¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© (â. ¥. á¥ç¥-
­¨©, ­¥¯à¥àë¢­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¬¥¦¤ã ¨áå®¤­ë¬ ¨ á®¯àï-
¦¥­­ë¬ à áá«®¥­¨ï¬¨). �®­ïâ¨¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®£® á¥ç¥­¨ï ¢¢®¤¨âáï ¨
¨áá«¥¤ã¥âáï ¢ ¯ à £à ä¥ 5. �¤¥áì, ¢ ç áâ­®áâ¨, ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢®¯à®á ®
­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¤«ï à §«¨ç­ëå ª« áá®¢ ¡ ­ -
å®¢ëå à áá«®¥­¨©,   â ª¦¥ ¯à¥¤« £ îâáï ãá«®¢¨ï á®¢¯ ¤¥­¨ï ¯à®áâà ­-
áâ¢  á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®áâ®ï­­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¨ ¯à®-
áâà ­áâ¢  á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥¬ á«®¥.

�®¢®àï ® ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨ïå, ¬ë á«¥¤ã¥¬ â¥à¬¨­®«®£¨¨ ¨ ®¡®-
§­ ç¥­¨ï¬, ¯à¨­ïâë¬ ¢ [3] (á¬. â ª¦¥ [13]). � ç áâ­®áâ¨, ¬ë à §«¨ç ¥¬
¯®­ïâ¨ï ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¨ ­¥¯à¥àë¢­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¨ ¨á-
¯®«ì§ã¥¬ ¯®¤å®¤ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¥ç¥­¨©, á¢ï§ ­­ë© á ¯®-
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­ïâ¨¥¬ ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãàë. �á¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥­¨ï, ª á îé¨¥áï
â¥®à¨¨ ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©, ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ à ¡®â å [3, 9, 12{16].

�á«¨ X ¨ Y | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, â®
á¨¬¢®«®¬ Hom(X ,Y) ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å Q-£®¬®¬®àä¨§¬®¢

¨§ X ¢ Y
(
®¡®§­ ç ¥¬®¥ ¢ [3] ç¥à¥§ HomQ(X ,Y)

)
. �¨¬¢®« HomD(X ,Y),

ª ª ®¡ëç­®, ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  D-£®¬®¬®àä¨§¬®¢
¨§ X|D ¢ Y|D, £¤¥ D ⊂ Q. �¬¥áâ® ýQ-£®¬®¬®àä¨§¬þ ¬ë £®¢®à¨¬ ¯à®-
áâ® ý£®¬®¬®àä¨§¬þ. �­ «®£¨ç­®¥ á®£« è¥­¨¥ ¯à¨­¨¬ ¥âáï ¢ ®â­®è¥­¨¨
â¥à¬¨­®¢ ýQ-¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥þ ¨ ýQ-¨§®¬¥âà¨ïþ.

� ®â«¨ç¨¥ ®â [3] ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ á¨¬¢®« XQ ¤«ï ®¡®§­ ç¥­¨ï ¯®áâ®-
ï­­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï á® á«®¥¬ X ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ Q. �¨¬¢®«®¬ R ®¡®§­ ç ¥âáï ¯®áâ®ï­­®¥ ��� á® á«®¥¬ R ­ ¤ à á-
á¬ âà¨¢ ¥¬ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬.

�á«¨ u | ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  A ⊂ Q á¥ç¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï X ­ ¤ Q,
  v | ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  B ⊂ Q ®â®¡à ¦¥­¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â­®-
è¥­¨î v(q) ∈ X (q)′, q ∈ B, â® á¨¬¢®«®¬ ⟨u|v⟩ ®¡®§­ ç ¥âáï äã­ªæ¨ï,
¤¥©áâ¢ãîé ï ¨§ A ∩B ¢ R ¯® ¯à ¢¨«ã ⟨u|v⟩(q) = ⟨u(q)|v(q)⟩.

�®¤ ª®¬¯ ªâ®¬ ¬ë, ª ª ®¡ëç­®, ¯®­¨¬ ¥¬ ª®¬¯ ªâ­®¥ å ãá¤®àä®¢®
â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �á¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢¥ª-
â®à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¯à¥¤¯®« £ îâáï § ¤ ­­ë¬¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ R.

§ 1. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ á®¡à ­ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ä ªâë, ª -
á îé¨¥áï â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¨ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢,   â ª¦¥ äã­ªæ¨©,
¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ íâ¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å. �à¨¢¥¤¥­­ë¥ §¤¥áì à¥§ã«ìâ âë ï¢«ï-
îâáï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¬¨ ¨ ­¥ § âà £¨¢ îâ ¯®­ïâ¨ï ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï.

1.1. �¥¬¬ . �ãáâì x ¨ y | í«¥¬¥­âë ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë ­¥ª®â®à®£®

­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X. �®£¤  ®¤¨­ ¨§ ®âà¥§ª®¢ [x, y] ¨«¨ [x,−y]
æ¥«¨ª®¬ «¥¦¨â ¢­¥ ®âªàëâ®£® è à  à ¤¨ãá  1/2 á æ¥­âà®¬ ¢ ­ã«¥, â. ¥.

inf
λ∈[0,1]

∥λx+ (1− λ)y∥ > 1/2 ¨«¨ inf
λ∈[0,1]

∥λx+ (1− λ)(−y)∥ > 1/2.

▹ �®¯ãáâ¨¬, ¨¬¥îâáï ¢¥ªâ®àë u = λx+(1−λ)(−y) ¨ v = µx+(1−µ)y
â ª¨¥, çâ® ∥u∥ < 1/2 ¨ ∥v∥ < 1/2. �ç¥¢¨¤­®, 0 < λ, µ < 1 ¨ x ̸= ±y. �à®¬¥
â®£®, ¢¥ªâ®àë u ¨ v «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë. �­ ç¨â, x = αu+βv ¨ y = γu+δv
¤«ï ­¥ª®â®àëå α, β, γ, δ ∈ R. �§ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ (u, v) ¨ (x, y) ¨
à ¢¥­áâ¢ (

α β
γ δ

)(
u
v

)
=

(
x
y

)
,

(
λ λ− 1
µ 1− µ

)(
x
y

)
=

(
u
v

)
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á«¥¤ã¥â, çâ® (
α β
γ δ

)
=

(
λ λ− 1
µ 1− µ

)−1

,

â. ¥. (
α β
γ δ

)
=

1

λ+ µ− 2λµ

(
1− µ 1− λ
−µ λ

)
.

�¥à ¢¥­áâ¢ 

1 = ∥x∥ 6 |α|∥u∥+ |β|∥v∥ <
|α|+ |β|

2
,

1 = ∥y∥ 6 |γ|∥u∥+ |δ|∥v∥ <
|γ|+ |δ|

2

¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ®

1

|α|+ |β|
+

1

|γ|+ |δ|
< 1,

â. ¥. |α|+ |β|+ |γ|+ |δ| < (|α|+ |β|)(|γ|+ |δ|). � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, λ+µ−2λµ >

λ2 + µ2 − 2λµ > 0. �à®¬¥ â®£®, |α| + |β| = (2 − λ − µ)/(λ + µ − 2λµ) ¨
|γ|+ |δ| = (λ+ µ)/(λ+ µ− 2λµ), ®âªã¤ 

2

λ+ µ− 2λµ
<

2− λ− µ

λ+ µ− 2λµ

λ+ µ

λ+ µ− 2λµ
.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, 2(λ+µ−2λµ) < 2(λ+µ)−(λ+µ)2 ¨, ­ ª®­¥æ, (λ−µ)2 < 0.
�®«ãç¥­­®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë. ◃

1.2. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) í«¥¬¥­â®¢ ¡ ­ å®¢  ¯à®-
áâà ­áâ¢  X ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® äã­¤ ¬¥­â «ì­®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© á« ¡®©
®ªà¥áâ­®áâ¨ ­ã«ï U ⊂ X áãé¥áâ¢ã¥â ­®¬¥à �n ∈ N â ª®©, çâ® xn − xm ∈ U
¤«ï ¢á¥å n,m > �n, ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, ¤«ï «î¡®£® äã­ªæ¨®­ «  x′ ∈ X ′

ç¨á«®¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ⟨xn|x′⟩ äã­¤ ¬¥­â «ì­ .
�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ­®, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [21, 1 (SP1)].

�¥¬¬ . �á«¨ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà ,
â® ¢áïª ï á« ¡® äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ X áå®¤¨âáï ¯®

­®à¬¥.

▹ � áá¬®âà¨¬ ­¥ äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî ¯® ­®à¬¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(xn) ⊂ X ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®­  ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡® äã­¤ ¬¥­â «ì­®©. �ãé¥-
áâ¢ãîâ ç¨á«® ε > 0 ¨ áâà®£® ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (nk) ⊂ N
â ª¨¥, çâ®

∥∥xnk
− xnk+1

∥∥ > ε ¤«ï ¢á¥å ­¥ç¥â­ëå k ∈ N. �®áª®«ìªã ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâì (xnk

−xnk+1
) ­¥ áå®¤¨âáï ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥ ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® X
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®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà , ¤«ï ­¥ª®â®à®£® äã­ªæ¨®­ «  x′ ∈ X ′ ç¨á«®¢ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ⟨xnk

− xnk+1
|x′ ⟩ ­¥ áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î. � ª¨¬ ®¡à -

§®¬, ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xnk
),   §­ ç¨â, ¨ ¨áå®¤­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì (xn) ­¥ ï¢«ïîâáï á« ¡® äã­¤ ¬¥­â «ì­ë¬¨. ◃

1.3. �¥¬¬ . �á«¨ X | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢®

¯à®áâà ­áâ¢®, â® ¢áïª®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® X ′

á®¤¥à¦¨â á« ¡®∗ áå®¤ïéãîáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨®­ «®¢,
¨¬¥îé¨å ¥¤¨­¨ç­ãî ­®à¬ã.

▹ �ãáâì Y | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® X ′. � á-
á¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (yn) í«¥¬¥­â®¢ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë Y â ªãî,
çâ® ∥yi − yj∥ > 1/2 ¯à¨ i ̸= j (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [6, 8.4.2]). �®£« á­® [10, XIII]
¨§ (yn) ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (ynm), á« ¡®

∗ áå®¤ïéãîáï
ª ­¥ª®â®à®¬ã í«¥¬¥­âã y ∈ X ′. �á­®, çâ® y ∈ Y . �«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à 
m ∈ N ¯®«®¦¨¬ zm := ynm − y. �ãáâì ε > 0 ¨ (zmk

) | â ª ï ¯®¤¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâì (zm), çâ® ∥zmk

∥ > ε ¤«ï ¢á¥å k ∈ N. �®£¤  (zmk
/ ∥zmk

∥) |
¨áª®¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. ◃

1.4. �¥¬¬ . �«ï «î¡®£® ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­-

áâ¢  X áãé¥áâ¢ãîâ á« ¡® áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î á¥âì (xα)α∈ℵ ⊂ X ¨ áå®-

¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥ á¥âì (x′α)α∈ℵ ⊂ X ′ â ª¨¥, çâ® ⟨xα|x′α⟩ = 1 ¤«ï
¢á¥å α ∈ ℵ.

▹ � ª ç¥áâ¢¥ ℵ à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
¯à®áâà ­áâ¢  X ′, ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯® ¢ª«îç¥­¨î.

� ä¨ªá¨àã¥¬ α = {x′1, . . . , x′n} ∈ ℵ ¨, ¨á¯®«ì§ãï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à-

­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  X, à áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­â xα ∈
∩n

i=1 kerx
′
i á ­®à¬®©

∥xα∥ = n. � â¥¬ ¯®¤¡¥à¥¬ äã­ªæ¨®­ « x′α ∈ X ′, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© à -
¢¥­áâ¢ ¬ ⟨xα|x′α⟩ = 1 ¨ ∥x′α∥ = 1/n.

�ç¥¢¨¤­®, á¥âì (x′α)α∈ℵ áå®¤¨âáï ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥. �®ª ¦¥¬, çâ®
á¥âì (xα)α∈ℵ á« ¡® áå®¤¨âáï ª ­ã«î. �ãáâì U | ¯à®¨§¢®«ì­ ï á« ¡ ï
®ªà¥áâ­®áâì ­ã«ï ¢ X. �®¤¡¥à¥¬ äã­ªæ¨®­ «ë x′1, . . . , x

′
n ∈ X ′ â ª,

çâ®¡ë
∩n

i=1 kerx
′
i ⊂ U . �®£¤  xα ∈

∩n
i=1 kerx

′
i ⊂ U ¤«ï ¢á¥å α ∈ ℵ,

α > {x′1, . . . , x′n}. ◃

1.5. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �®¤¬­®¦¥áâ¢® F ⊂ X ′

­ §ë¢ ¥âáï â®â «ì­ë¬ (¨«¨ à §¤¥«ïîé¨¬), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ­¥­ã«¥¢®£®
í«¥¬¥­â  x ∈ X ­ ©¤¥âáï äã­ªæ¨®­ « x′ ∈ F â ª®©, çâ® ⟨x|x′⟩ ̸= 0.

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . � ª ¦¤®¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å á«ãç ¥¢ ¯à®áâà ­áâ¢® X ′

á®¤¥à¦¨â áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®:

(1) X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®;
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(2) ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ¨§®¬®àä­® á®¯àï¦¥­­®¬ã ª á¥¯ à -
¡¥«ì­®¬ã ¡ ­ å®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã.

▹ (1) � áá¬®âà¨¬ ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¢ X ¬­®¦¥áâ¢® {xn : n ∈ N}.
� ª ¦¤ë¬ ­®¬¥à®¬ n ∈ N á¢ï¦¥¬ â ª®© äã­ªæ¨®­ « x′n ∈ X ′, çâ® ∥x′n∥ = 1
¨ ⟨xn|x′n⟩ = ∥xn∥. �®£¤  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥­ã«¥¢®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X
­ ©¤¥âáï ­®¬¥à n ∈ N, ¤«ï ª®â®à®£® ∥x− xn∥ 6 ∥x∥/3 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,∣∣⟨x|x′n⟩∣∣ > ∣∣⟨xn|x′n⟩∣∣− ∣∣⟨xn − x | x′n⟩

∣∣
> ∥xn∥ − ∥x∥/3 > ∥x∥ − ∥x∥/3− ∥x∥/3 > 0.

(2) �¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® X = Y ′, £¤¥ Y | á¥¯ -
à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ®¡à § áç¥â­®£®
¢áî¤ã ¯«®â­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Y ¯à¨ ª ­®­¨ç¥áª®¬ ¢«®¦¥­¨¨ Y ¢ Y ′′ ï¢-
«ï¥âáï â®â «ì­ë¬. ◃

1.6. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
¯à®áâà ­áâ¢®X ′ ­¥ á®¤¥à¦¨â áç¥â­®£® â®â «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ­ ¯à ¢«¥­­®¥ ¯® ¢®§à áâ ­¨î ¬­®¦¥áâ¢® ℵ, áç¥â­ë¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ª®â®à®£® ®¡« ¤ îâ ¢¥àå­¨¬¨ £à ­ï¬¨, ¨ áãé¥áâ¢ãîâ á« ¡®
áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î á¥âì (xα)α∈ℵ ⊂ X ¨ ®£à ­¨ç¥­­ ï á« ¡®∗ áå®¤ïé ïáï
ª ­ã«î á¥âì (x′α)α∈ℵ ⊂ X ′ â ª¨¥, çâ® ⟨xα|x′α⟩ = 1 ¤«ï ¢á¥å α ∈ ℵ.

▹ �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F ¨ G ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å áç¥â­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ X
¨ X ′, ã¯®àï¤®ç¥­­ë¥ ¯® ¢ª«îç¥­¨î. �®«®¦¨¬ ℵ := F × G ¨ á­ ¡¤¨¬ ℵ
¯®ª®®à¤¨­ â­ë¬ ¯®àï¤ª®¬. �ç¥¢¨¤­®, çâ® áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ℵ ®¡-
« ¤ îâ ¢¥àå­¨¬¨ £à ­ï¬¨.

�ãáâì α = (F,G) ∈ ℵ. �ë ¯®¤¡¥à¥¬ í«¥¬¥­âë xα ∈ X ¨ x′α ∈ X ′,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(1) ⟨xα|g⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å g ∈ G;
(2) ⟨f |x′α⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å f ∈ F ;
(3) ⟨xα|x′α⟩ = ∥x′α∥ = 1.

� áá¬®âà¨¬ ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® {fn : n ∈ N} ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë
¯à®áâà ­áâ¢  cl linF . �«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n ∈ N ¯®¤¡¥à¥¬ äã­ªæ¨®­ «
f ′n ∈ X ′, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© à ¢¥­áâ¢ ¬ ∥f ′n∥ = ⟨fn|f ′n⟩ = 1. �®áª®«ìªã
¢ X ′ ­¥â áç¥â­®£® â®â «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ , ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â x ∈ X â ª®©,
çâ® ⟨x|f ′n⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, ⟨x|g⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å g ∈ G ¨ ∥x∥ = 1. �à¨
íâ®¬ ∥x− fn∥ = ∥x− fn∥∥f ′n∥ > |⟨x− fn|f ′n⟩| = ⟨fn|f ′n⟩ = 1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N,
®âªã¤  x /∈ cl linF , â ª ª ª ∥x∥ = 1 ¨ ¬­®¦¥áâ¢® {fn : n ∈ N} ¯«®â­®
¢ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥à¥ ¯à®áâà ­áâ¢  cl linF . �¥¯¥àì ¢®§ì¬¥¬ äã­ªæ¨®­ «
x′α ∈ X ′, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á®®â­®è¥­¨ï¬ ∥x′α∥ = 1, ⟨x|x′α⟩ ̸= 0 ¨ x′α ≡ 0
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­  F . � ª®­¥æ, ¯®«®¦¨¬ xα = x
⟨x|x′α⟩ . �®­ïâ­®, çâ® í«¥¬¥­âë xα ¨ x′α

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ (1){(3).

�« ¡ ï áå®¤¨¬®áâì ª ­ã«î á¥â¨ (xα) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¨å à ááã¦-
¤¥­¨©. �á«¨ x′ ∈ X ′, â® ⟨xα|x′⟩ = 0 ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  α = (F,G) >
({0}, {x′}), â ª ª ª ⟨xα|g⟩ = 0 ¤«ï ¢á¥å g ∈ G ¨ x′ ∈ G. �­ «®£¨ç­®
¯à®¢¥àï¥âáï á« ¡ ï∗ áå®¤¨¬®áâì ª ­ã«î á¥â¨ (x′α). ◃

1.7. �ãáâì (xn) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ ­¥ª®â®à®£® ¡ ­ å®-
¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X.

�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′n) ⊂ X ′ ¨ «î¡®£® í«¥¬¥­â 

x′ ∈ X ′ ¨§ á« ¡®©∗ áå®¤¨¬®áâ¨ x′n → x′ á«¥¤ã¥â, çâ® ⟨xn|x′n⟩ → 0;
(¡) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′m) ⊂ X ′ ¨ «î¡®£® í«¥¬¥­â 

x′ ∈ X ′ ¨§ á« ¡®©∗ áå®¤¨¬®áâ¨ x′m → x′ á«¥¤ã¥â, çâ® ⟨xn|x′m⟩ → 0
¯à¨ n,m → ∞;

(¢) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) á« ¡® áå®¤¨âáï ª ­ã«î, ¨ ⟨xn|x′n⟩ → 0 ¤«ï
«î¡®© á« ¡®∗ áå®¤ïé¥©áï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′n) ⊂ X ′;

(£) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) á« ¡® áå®¤¨âáï ª ­ã«î, ¨ ⟨xn|x′m⟩ → 0
¯à¨ n,m → ∞ ¤«ï «î¡®© á« ¡®∗ áå®¤ïé¥©áï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®áâ¨ (x′m) ⊂ X ′;
(¤) supm∈N |⟨xn|x′m⟩| → 0 ¯à¨ n → ∞ ¤«ï «î¡®© á« ¡®∗ áå®¤ïé¥©áï ª

­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′m) ⊂ X ′;
(¥) ¤«ï «î¡®£® ®¯¥à â®à  T ∈ B(X, c0) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Txn)

áå®¤¨âáï ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢® à ¢­®á¨«ì­®áâ¨ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ï¢«ï¥â-
áï àãâ¨­­ë¬ ¨ ¤®áâ â®ç­® ¯à®áâë¬ ã¯à ¦­¥­¨¥¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) ­ §®¢¥¬ w-w∗-áå®¤ïé¥©áï
ª í«¥¬¥­âã x ∈ X, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn−x) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â «î¡®¬ã
¨§ ãá«®¢¨© ( ){(¥) «¥¬¬ë.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©-

áâ¢®¬ WS (¨«¨ ®á« ¡«¥­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ �ãà ), ¥á«¨ «î¡ ï w-w∗-áå®¤ï-
é ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¥£® í«¥¬¥­â®¢ áå®¤¨âáï ¯® ­®à¬¥ (¨«¨, çâ® â®
¦¥ á ¬®¥, «î¡ ï w-w∗-áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áå®¤¨âáï
ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥).

�¥à¥ç¨á«¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®ç¥¢¨¤­ë¥ ä ªâë, ª á îé¨¥áï ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ë-
è¥ ¯®­ïâ¨©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. (1) �áïª ï áå®¤ïé ïáï ¯® ­®à¬¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
ï¢«ï¥âáï w-w∗-áå®¤ïé¥©áï.
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(2) �î¡ ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì w-w∗-áå®¤ïé¥©áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¨ â ª¦¥ w-w∗-áå®¤¨âáï.

(3) �á«¨ X ¨ Y | ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ , T ∈ B(X, Y ) ¨ ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì (xn) ⊂ X w-w∗-áå®¤¨âáï ª x ∈ X, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Txn)
w-w∗-áå®¤¨âáï ª Tx.

(4) �á«¨ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬WS, â® íâ¨¬ á¢®©-
áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ª ¦¤®¥ ¥£® ¡ ­ å®¢® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®.

(5) �á«¨ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬WS, â® íâ¨¬ á¢®©-
áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ª ¦¤®¥ ¨§®¬®àä­®¥ ¥¬ã ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®.

(6) �á«¨ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® á®¤¥à¦¨â ¨§®¬®àä­ãî ª®¯¨î ¯à®-

áâà ­áâ¢ , ­¥ ®¡« ¤ îé¥£® á¢®©áâ¢®¬ WS, â® ®­® á ¬® ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢®¬ WS.

1.8. �¥¬¬ . �á«¨ § ¬ª­ãâë© ¥¤¨­¨ç­ë© è à ¯à®áâà ­áâ¢  X ′

á« ¡®∗ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ª®¬¯ ªâ¥­, â® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â

á¢®©áâ¢®¬ WS. �¡à â­®¥ ­¥¢¥à­®.

▹ �®¯ãáâ¨¬, çâ® X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
w-w∗-áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) ⊂ X, ­¥ áå®¤ïé ïáï
ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥. �¥ ®£à ­¨ç¨¢ ï ®¡é­®áâ¨, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ∥xn∥ > ε
¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ε > 0. �á¯®«ì§ãï á« ¡®∗ á¥ª¢¥­æ¨ «ì-
­ãî ª®¬¯ ªâ­®áâì ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ¯à®áâà ­áâ¢  X ′, ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâ¨ äã­ªæ¨®­ «®¢ (x′n) ⊂ X ′, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨ï¬ ∥x′n∥ = 1 ¨
⟨xn|x′n⟩ > ε ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, ¢ë¡¥à¥¬ á« ¡®∗ áå®¤ïéãîáï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì (x′nk

). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ⟨xnk
|x′nk

⟩ > ε ¤«ï ¢á¥å k ∈ N, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â w-w∗-áå®¤¨¬®áâ¨ (xnk

) ª ­ã«î.

�®­âà¯à¨¬¥à®¬ ª ®¡à â­®¬ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨î ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ¯à®áâà ­-
áâ¢® ℓ1(R). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, íâ® ¯à®áâà ­áâ¢® ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà ,
  §­ ç¨â, ¨ á¢®©áâ¢®¬WS. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ª ª ¯®ª § ­® ¢ [10, XIII], ¥¤¨-

­¨ç­ë© è à ¯à®áâà ­áâ¢  ℓ1(R)′ ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡®∗ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­® ª®¬-
¯ ªâ­ë¬. ◃

� ¦¤®¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨© ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç­ë¬ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë
¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ «® á¢®©áâ¢®¬ WS:

(1) X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà ;
(2) X á¥¯ à ¡¥«ì­®;

(3) X ′ ­¥ á®¤¥à¦¨â ª®¯¨¨ ℓ1;
(4) X à¥ä«¥ªá¨¢­®;
(5) X ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ á« ¡® ª®¬¯ ªâ­® ¯®à®¦¤¥­­®£® ¡ -

­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ ;
(6) ¤«ï ¢áïª®£® á¥¯ à ¡¥«ì­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Y ⊂ X ¯à®áâà ­-

áâ¢® Y ′ á¥¯ à ¡¥«ì­®.
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�¥à¢®¥ ãá«®¢¨¥ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­­®£® á¯¨áª  á ®ç¥¢¨¤­®áâìî ¢«¥ç¥â á¢®©-
áâ¢® WS,   ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ £ à ­â¨àãîâ á« ¡®∗ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­ãî ª®¬¯ ªâ-
­®áâì § ¬ª­ãâ®£® ¥¤¨­¨ç­®£® è à  ¯à®áâà ­áâ¢  X ′ (á¬. [10, XIII]), çâ®
¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¬¥­¨âì ¯®á«¥¤­îî «¥¬¬ã. � ¯®¬­¨¬, çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢® Y ­ §ë¢ îâ á« ¡® ª®¬¯ ªâ­® ¯®à®¦¤¥­­ë¬, ¥á«¨ ®­® á®¤¥à¦¨â
á« ¡® ª®¬¯ ªâ­®¥  ¡á®«îâ­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª 
ª®â®à®£® ¢áî¤ã ¯«®â­  ¢ Y .

1.9. �®¢®àïâ, çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬

� ­ä®à¤  | �¥ââ¨á , ¥á«¨ ⟨xn|x′n⟩ → 0 ¤«ï «î¡®© á« ¡® áå®¤ïé¥©áï
ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (xn) ⊂ X ¨ «î¡®© á« ¡® áå®¤ïé¥©áï ª ­ã«î
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′n) ⊂ X ′.

� ¯ à £à ä¥ 5 ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¡ ­ å®-
¢ëå à áá«®¥­¨© à áªàë¢ ¥âáï ¢ ¦­ ï à®«ì ¢®¯à®á  ® â®¬, ª®£¤  ¡ ­ å®¢®
¯à®áâà ­áâ¢® ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬, ¡«¨§ª¨¬ ª á¢®©áâ¢ã � ­-
ä®à¤  | �¥ââ¨á .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« -
¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗, ¥á«¨ ⟨xn|x′n⟩ → 0 ¤«ï «î¡®© á« ¡® áå®¤ïé¥©áï ª
­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (xn) ⊂ X ¨ «î¡®© á« ¡®∗ áå®¤ïé¥©áï ª ­ã«î
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′n) ⊂ X ′.

(� ¬¥â¨¬, çâ®  ­ «®£ á¢®©áâ¢  DP∗ ¤«ï á¥â¥© ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥-
à¥á , ¯®áª®«ìªã ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1.4 â ª¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ îâ «¨èì ª®­¥ç-
­®¬¥à­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ .)

�ç¥¢¨¤­®, X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¬­®¦¥áâ¢  á« ¡® áå®¤ïé¨åáï ¨ w-w∗-áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¢
X á®¢¯ ¤ îâ.

� ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §ë¢ îâ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ �à®â¥­¤¨ª 

(á¬. [10, VII, á. 121]), ¥á«¨ ¢ X ′ «î¡ ï á« ¡®∗ áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì áå®¤¨âáï á« ¡®. � ª®¢ë¬, ­ ¯à¨¬¥à, ï¢«ï¥âáï ¢áïª®¥ à¥ä«¥ªá¨¢­®¥
¯à®áâà ­áâ¢®.

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�¥¬¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®.

(1) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà , â® ®­® ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ DP∗.

(2) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗, â® ®­® ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ � ­ä®à¤  | �¥ââ¨á .

(3) �à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ WS ¨ DP∗ â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  ®­® ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà .

(4) �«ï ¯à®áâà ­áâ¢  �à®â¥­¤¨ª  á¢®©áâ¢® DP∗ à ¢­®á¨«ì­® á¢®©-

áâ¢ã � ­ä®à¤  | �¥ââ¨á .
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�â®¨â ®â¬¥â¨âì, çâ® ®¡à â­®¥ ª ãâ¢¥à¦¤¥­¨î (2) ­¥ ¢¥à­®. � á ¬®¬
¤¥«¥, ¯à®áâà ­áâ¢® c0 ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ �ãà  ¨, ¡ã¤ãç¨ á¥¯ à ¡¥«ì-
­ë¬, ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS,   §­ ç¨â, ¨ á¢®©áâ¢®¬ DP∗ ¢ á¨«ã (3). �¬¥-
áâ¥ á â¥¬ c0 ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ � ­ä®à¤  | �¥ââ¨á , â ª ª ª c′0 ≃ ℓ1 |
¯à®áâà ­áâ¢® á® á¢®©áâ¢®¬ �ãà .

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ (®¡ê¥¤¨­¥­¨¥) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®â-
ªàëâëå (§ ¬ª­ãâëå) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë-
¢ ¥âáï σ-®âªàëâë¬ (σ-§ ¬ª­ãâë¬) ¬­®¦¥áâ¢®¬.

�ãáâì K | ª¢ §¨íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ (â. ¥. ª®¬¯ ªâ, ¢
ª®â®à®¬ § ¬ëª ­¨¥ ª ¦¤®£® ®âªàëâ®£® σ-§ ¬ª­ãâ®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ï¢-
«ï¥âáï ®âªàëâë¬). � ª ¨§¢¥áâ­®, ℓ∞ ¨ C(K) | ¯à®áâà ­áâ¢  �à®â¥­¤¨ª 

á® á¢®©áâ¢®¬ � ­ä®à¤  | �¥ââ¨á  ¨ ¡¥§ á¢®©áâ¢  �ãà 
(
á¬. [10, VII,

Theorem 15, Exercise 1 (ii), XI, Exercise 4 (ii)],   â ª¦¥ [8, Theorem 13.13]

¨ [2, â¥®à¥¬  V.2.1]
)
.

�«¥¤áâ¢¨¥. (1) �à®áâà ­áâ¢  ℓ∞ ¨ C(K), £¤¥ K | ª¢ §¨íªáâà¥-

¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ, ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ DP∗.

(2) � ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥ ¨§®¬®àä­ãî ª®¯¨î ℓ∞, ­¥ ®¡-
« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤áâ¢¨ï ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ãîâ ¨§ ãª § ­­ëå ¢ëè¥
á¢®©áâ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ ℓ∞ ¨ C(K), ãâ¢¥à¦¤¥­¨© (4) ¨ (3) ¯®á«¥¤­¥© «¥¬¬ë
¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1.7 (6). ◃

1.10. �¥¬¬ . �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Q
à ¢­®á¨«ì­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï:

( ) ¢á¥ äã­ªæ¨¨ ¢ C(Q) «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ë;
(¡) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨© (fn) ⊂ C(Q) ¨ «î¡®©

â®çª¨ q ∈ Q áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì q, ­  ª®â®à®© ¢á¥ äã­ª-

æ¨¨ fn, n ∈ N, ¯®áâ®ï­­ë;
(¢) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ äã­ªæ¨© (fn) ⊂ C(Q) áãé¥áâ¢ã¥â

à §¡¨¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Q ­  ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

â ª®¥, çâ® ­  ª ¦¤®¬ í«¥¬¥­â¥ íâ®£® à §¡¨¥­¨ï ¢á¥ äã­ªæ¨¨ fn,
n ∈ N, ¯®áâ®ï­­ë.

▹ ( )⇒(¡). �®áâ â®ç­® ­ ©â¨ ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ q, ­  ª®â®à®© à ¢-
­ë ­ã«î ¢á¥ äã­ªæ¨¨ gn = |fn − fn(q)| ∧ 1, n ∈ N. �®áª®«ìªã áã¬¬ 
g =

∑∞
n=1 gn/2

n ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥© ¨ g(q) = 0, ¢ á¨«ã ( )
áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì q, ­  ª®â®à®© g ≡ 0. �®­ïâ­®, çâ® ­  íâ®© ®ªà¥áâ-
­®áâ¨ à ¢­ë ­ã«î ¨ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ gn, n ∈ N.

(¡)⇒(¢). � á¨«ã (¡) ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ § ¬ª­ãâëå
¬­®¦¥áâ¢

∩
n∈N{fn = fn(q)} ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî «î¡®© á¢®¥© â®çª¨,
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  §­ ç¨â, ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâ®. �á¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï â ª®£® ¢¨¤  ®¡à §ãîâ âà¥-
¡ã¥¬®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Q.

�¬¯«¨ª æ¨ï (¢)⇒( ) ®ç¥¢¨¤­ . ◃

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥
«î¡®¬ã ¨§ à ¢­®á¨«ì­ëå ãá«®¢¨© ( ){(¢) ¯®á«¥¤­¥© «¥¬¬ë, ¡ã¤¥¬ ­ §ë-
¢ âì äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬.

1.11. �®çª  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­-
­®© ¨«¨ P -â®çª®©, ¥á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®ªà¥áâ­®-
áâ¥© íâ®© â®çª¨ á­®¢  ï¢«ï¥âáï ¥¥ ®ªà¥áâ­®áâìî.

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . � ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, á®¤¥à¦ -
é¥¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ãî â®çªã, ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬ ¨ ¡í-
à®¢áª¨¬.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì Q | ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢®.

(1) �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®;
(¡) ¢á¥ â®çª¨ Q σ-¨§®«¨à®¢ ­ë;
(¢) ¢áïª®¥ σ-®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q ®âªàëâ®;
(£) ¢áïª®¥ σ-§ ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q § ¬ª­ãâ®.

(2) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®, â® ¢á¥ áç¥â­ë¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Q § ¬ª­ãâë.

(3) �¡à â­®¥ ª ãâ¢¥à¦¤¥­¨î (2) ­¥ ¢¥à­®.

▹ (1) ( )⇒(¡). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã q ∈ Q, ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâì (Un) ¥¥ ®ªà¥áâ­®áâ¥© ¨ ¯®«®¦¨¬ V =

∩
n∈N Un. �á¯®«ì§ãï

¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®áâì Q, ¤«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n ∈ N ¢®§ì¬¥¬ ­¥¯à¥àë¢­ãî
äã­ªæ¨î fn : Q → [0, 1] â ªãî, çâ® fn(q) = 0 ¨ fn ≡ 1 ­  Q\Un. �ã¬¬ 
f =

∑∞
n=1 fn/2

n : Q → [0, 1] ­¥¯à¥àë¢­  ¨ ¢ á¨«ã ( ) à ¢­  ­ã«î ¢ ­¥ª®-
â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U0 â®çª¨ q. �®áª®«ìªã f > 0 ¢­¥ V , ®ªà¥áâ­®áâì U0

á®¤¥à¦¨âáï ¢ V ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® V â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®-
áâìî â®çª¨ q.

(¡)⇒(¢). � á¨«ã (¡) ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®âªàëâëå ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢ Q ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî ª ¦¤®© á¢®¥© â®çª¨, â. ¥. ®âªàëâ®.

(¢)⇒( ). � á¨«ã (¢) ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f ∈ C(Q) ¨ â®çª¨ q ∈ Q
¯¥à¥á¥ç¥­¨¥

∩
n∈N{p ∈ Q : |f(p)− f(q)| < 1/n} ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî

â®çª¨ q, ­  ª®â®à®© äã­ªæ¨ï f ¯®áâ®ï­­ .

� ¢­®á¨«ì­®áâì ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© (¢) ¨ (£) ®ç¥¢¨¤­ .
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(2) �®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ® áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Q ï¢«ïîâáï
σ-§ ¬ª­ãâë¬¨, ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ (1).

(3) �®áâà®¨¬ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ¢á¥
áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ª®â®à®£® § ¬ª­ãâë, ¨ ¯à¥¤êï¢¨¬ äã­ªæ¨î ¨§
C(Q), ­¥ ï¢«ïîéãîáï «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®©.

�à¥¢à â¨¬ ®âà¥§®ª [0, 1] ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ¢§ï¢ ¢ ª -
ç¥áâ¢¥ ¡ §ë ®âªàëâ®© â®¯®«®£¨¨ ¢á¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¯®«ã¨­â¥à¢ «  (0, 1]
¨ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¨¤  [0, t]\S, £¤¥ t ∈ (0, 1] ¨ S | áç¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
(0, 1]. �®­ïâ­®, çâ® ¢á¥ áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Q § ¬ª­ãâë. �®áª®«ìªã
¯à®áâà ­áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï å ãá¤®àä®¢ë¬ ¨ á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ­¥¨§®-
«¨à®¢ ­­ãî â®çªã, ®­® ­®à¬ «ì­® (á¬. § ¬¥ç ­¨¥) ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢¯®«­¥
à¥£ã«ïà­®. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®âà¥§ª  [0, 1]
­¥¯à¥àë¢­® ¨ ­¥ ¯®áâ®ï­­® ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ 0. ◃

1.12. � ¯®¬­¨¬, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï áç¥â-
­® ª®¬¯ ªâ­ë¬, ¥á«¨ ¨§ «î¡®£® áç¥â­®£® ®âªàëâ®£® ¯®ªàëâ¨ï íâ®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥. �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï á®¢¥àè¥­­® ­®à¬ «ì­ë¬, ¥á«¨ ®­® ­®à¬ «ì­® ¨
ª ¦¤®¥ § ¬ª­ãâ®¥ ¢ ­¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ï¢«ï¥âáï σ-®âªàëâë¬.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì Q | ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢®. �à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ «î¡®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨© ¯à®áâà ­-

áâ¢® Q á®¤¥à¦¨â ­¥§ ¬ª­ãâ®¥ áç¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® (  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥
ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬):

(1) Q á®¤¥à¦¨â ­¥¤¨áªà¥â­®¥ áç¥â­® ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®;
(2) Q á®¤¥à¦¨â ¡¥áª®­¥ç­®¥ ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®;
(3) Q á®¤¥à¦¨â ­¥¤¨áªà¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ �à¥è¥ | �àëá®­ ;
(4) Q á®¤¥à¦¨â ­¥ãáâ ­ ¢«¨¢ îéãîáï áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì;
(5) Q á®¤¥à¦¨â ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ãî â®çªã á® áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®-

áâ¥©.

�à®¬¥ â®£®, á®¢¥àè¥­­® ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ï¢-
«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®­® ¤¨á-
ªà¥â­®.

▹ � ª ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [1, £«. III, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 189]), â®¯®«®-
£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® áç¥â­® ª®¬¯ ªâ­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢áï-
ª®¥ ¥£® ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«ì­ãî â®çªã. �®á¯®«ì§®-
¢ ¢è¨áì íâ¨¬ ªà¨â¥à¨¥¬, ­¥á«®¦­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ ¤®áâ â®ç­®áâ¨ ãá«®¢¨ï (1)
¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ­¥§ ¬ª­ãâ®£® áç¥â­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  Q. �à®¢¥àª  ¤®-
áâ â®ç­®áâ¨ ãá«®¢¨© (2), (4) ¨ (5) ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ . �á«®¢¨¥ (3)
à ¢­®á¨«ì­® (4).
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�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®© äã­ªæ¨¨ ­  ­¥¤¨áªà¥â­®¬
á®¢¥àè¥­­® ­®à¬ «ì­®¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë
�¥¤¥­¨á®¢  (á¬. [7, 1.5.19]). ◃

1.13. �á«¨ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â-
­® ¨ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®, â® ®­® ­¥ ¬®¦¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì ­¨ ®¤­®¬ã ¨§ ãá«®-
¢¨© 1.12 (1){(5). � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â-
­ë¬, â® ®­® ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ª®¬¯ ªâ­ë¬, ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥
áç¥â­®áâ¨ ¨ â¥¬ ¡®«¥¥ ¡ëâì ¬¥âà¨§ã¥¬ë¬. �â¨ ­ ¡«î¤¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­®
®£à ­¨ç¨¢ îâ ª« áá â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢, ¢ ª®â®àë© ¬®¦¥â ¯®-
¯ áâì Q. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ã¬¥áâ­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥
äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥ ®¡ï§ ­® ¡ëâì
¤¨áªà¥â­ë¬.

� ç­¥¬ á â®£®, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ã¯®àï¤®ç¥­­®£® ­ ¯à ¢«¥­­®£®
¯® ¢®§à áâ ­¨î ¬­®¦¥áâ¢  ℵ, ­¥ ¨¬¥îé¥£® ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥¬¥­â , ®¯à¥-
¤¥«¨¬ ­¥¤¨áªà¥â­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ℵ•. � ª ç¥-

áâ¢¥ ­®á¨â¥«ï ¢®§ì¬¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ℵ = ℵ ∪ {∞}, £¤¥ ∞ /∈ ℵ. �­ ¡¤¨¬ ℵ
¯®àï¤ª®¬, áç¨â ï, çâ® ℵ | ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ℵ, ¨ ¯®« £ ï
∞ > α ¤«ï ¢á¥å α ∈ ℵ. � §®© ®âªàëâ®© â®¯®«®£¨¨ ℵ• ®¡êï¢¨¬ ¢á¥ ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢  ℵ ¨ ¢á¥ ¯à®¬¥¦ãâª¨ ¢¨¤  (α,∞] := {β ∈ ℵ : α < β 6 ∞}, £¤¥
α ∈ ℵ. � ª ª ª ¢ ℵ ­¥â ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥¬¥­â , â®çª ∞ ∈ ℵ• ­¥ ¨§®«¨à®¢ -
­ ,   §­ ç¨â, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  ℵ• â®¯®«®£¨ï ­¥ ¤¨áªà¥â­ . �à®áâà ­áâ¢® ℵ•

­®à¬ «ì­®, ¯®áª®«ìªã ®­®, ®ç¥¢¨¤­®, å ãá¤®àä®¢® ¨ á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­áâ¢¥­-
­ãî ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ãî â®çªã (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 1.11).

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . (1) � á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢á¥ áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ℵ ®¡« ¤ -
îâ ¢¥àå­¨¬¨ £à ­ï¬¨, ¢áïª ï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : ℵ• → R ¯à¨­¨¬ ¥â
¯®áâ®ï­­®¥ §­ ç¥­¨¥ f(∞) ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨∞.

(
� ¯à¨¬¥à,

¯¥à¥á¥ç¥­¨¥
∩

n∈N
{
|f − f(∞)| < 1/n

}
ï¢«ï¥âáï â ª®© ®ªà¥áâ­®áâìî.

)
(2) �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  P ­¥¯à¥àë¢-

­®áâì äã­ªæ¨¨ f : ℵ• → P à ¢­®á¨«ì­  áå®¤¨¬®áâ¨ á¥â¨
(
f(α)

)
α∈ℵ ª f(∞).

� à ¨¬ ¥ à . �ãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®-
«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ï¢«ïîé¥¥áï ¤¨áªà¥â­ë¬.

�ãáâì ℵ | ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ­ ¯à ¢«¥­­®¥ ¯® ¢®§à áâ ­¨î ¬­®¦¥áâ¢®
¡¥§ ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥¬¥­â  ¨ ¢á¥ áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ℵ ®¡« ¤ îâ ¢¥àå-
­¨¬¨ £à ­ï¬¨. (� ª®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, «î¡®© ­¥áç¥â­ë© ª à¤¨­ «
¨«¨ ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯® ¢ª«îç¥­¨î ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áç¥â­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢
­¥ª®â®à®£® ­¥áç¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢ .) �®£¤  ¢ á¨«ã ¯®á«¥¤­¥£® § ¬¥ç ­¨ï
¯à®áâà ­áâ¢® ℵ• ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬.
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1.14. �¥¬¬ . �ãáâì Y | «®ª «ì­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ (yn)|
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ Y , áå®¤ïé ïáï ª y ∈ Y . �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï u : [0, 1] → Y ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥­áâ¢ã u(0) = y ¨

¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ®â®¡à ¦ ¥â ®âà¥§®ª [ 1
n+1 ,

1
n ] ­  ®âà¥§®ª [yn+1, yn]

 ää¨­­ë¬ ®¡à §®¬:

u
(
λ 1
n+1 + (1− λ) 1n

)
= λyn+1 + (1− λ)yn, 0 6 λ 6 1.

�®£¤  äã­ªæ¨ï u ­¥¯à¥àë¢­ .

▹ �ç¥¢¨¤­®, äã­ªæ¨ï u ­¥¯à¥àë¢­  ­  ¯®«ã¨­â¥à¢ «¥ (0, 1]. �®§ì-
¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ®ªà¥áâ­®áâì V í«¥¬¥­â  y = u(0), § â¥¬ ¢ë¯ãª«ãî
®ªà¥áâ­®áâì W ⊂ V â®£® ¦¥ í«¥¬¥­â  ¨ à áá¬®âà¨¬ ­®¬¥à n0, ­ ç¨­ ï
á ª®â®à®£® yn ∈ W . �®£¤  ¢¢¨¤ã ¢ë¯ãª«®áâ¨ W á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥­¨¥
u
(
[0, 1

n0
]
)
⊂ W . ◃

1.15. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®

¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ï¢«ïîé¥¥áï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨á-
ªà¥â­ë¬. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡®∗ ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï ¨§ Q ¢ X ′, ¯®-
â®ç¥ç­ ï ­®à¬  ª®â®à®© ®£à ­¨ç¥­  ¨ à §àë¢­ .

▹ �®£« á­® â¥®à¥¬¥ �¦®§¥äá®­ |�¨áá¥­æ¢¥©£  [10, XII] áãé¥áâ¢ã-
¥â á« ¡®∗ áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (x′n) í«¥¬¥­â®¢ ¥¤¨­¨ç-
­®© áä¥àë ¯à®áâà ­áâ¢  X ′. �¡®§­ ç¨¬ y1 := x′1 ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N
¯®«®¦¨¬

yn+1 =

{
x′n+1,

∥∥λy′n + (1− λ)x′n+1

∥∥ > 1/2 ¤«ï ¢á¥å λ ∈ [0, 1],

−x′n+1 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

�ç¥¢¨¤­®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (yn) á« ¡®
∗ áå®¤¨âáï ª ­ã«î,   ¢ á¨«ã «¥¬-

¬ë 1.1 ª ¦¤ë© ®âà¥§®ª [y′n+1, y
′
n], n ∈ N, «¥¦¨â ¢­¥ ®âªàëâ®£® è à  à ¤¨ã-

á  1/2 á æ¥­âà®¬ ¢ ­ã«¥. �®£¤  ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¢ «¥¬¬¥ 1.14 ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï
u : [0, 1] → X ′ (£¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Y à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à®áâà ­áâ¢® X ′, á­ ¡-
¦¥­­®¥ á« ¡®©∗ â®¯®«®£¨¥©, ¨ y ¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬ ­ã«î) ï¢«ï¥âáï á« ¡®∗

­¥¯à¥àë¢­®©. �¬¥áâ¥ á â¥¬ |||u|||(0) = 0 ¨ |||u|||
(
(0, 1]

)
⊂ [1/2, 1].

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î f ∈ C(Q), ­¥ ¯®áâ®ï­­ãî ¢ «î¡®©
®ªà¥áâ­®áâ¨ ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ Q, ¨ ¯®«®¦¨¬ g = |f − f(q)| ∧ 1. �á-
­®, çâ® g : Q → [0, 1], g(q) = 0 ¨ q ∈ cl{g > 0}. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª®¬¯®§¨æ¨ï
u ◦ g : Q → X ′ ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®© ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¥©. ◃

1.16. �«ï â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Q ¨ ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­-
áâ¢  X á¨¬¢®«®¬ Cw(Q,X) ®¡®§­ ç ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å á« ¡® ­¥¯à¥-
àë¢­ëå äã­ªæ¨© ¨§ Q ¢ X.
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�¥¬¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | äã­ªæ¨®­ «ì­®

¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ X ′ áãé¥-
áâ¢ã¥â áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. �®£¤  C(Q,X) = Cw(Q,X).

▹ � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨î u ∈ Cw(Q,X). �®-
áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® à §¡¨¥­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢  Q ­ 
®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  äã­ªæ¨ï u ¯®áâ®ï­­  ­  ª ¦¤®¬ í«¥-
¬¥­â¥ íâ®£® à §¡¨¥­¨ï.

�ãáâì {x′n : n ∈ N} | â®â «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X ′. �®áª®«ìªã
¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï u á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ , ⟨u|x′n⟩ ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®-
£« á­® 1.10 (¢) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  Q ­  ®âªàëâ®-
§ ¬ª­ãâë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , çâ® ­  ª ¦¤®¬ í«¥¬¥­â¥ íâ®£® à §¡¨¥­¨ï ¯®-
áâ®ï­­ë ¢á¥ äã­ªæ¨¨ ⟨u|x′n⟩, n ∈ N. �¢¨¤ã â®â «ì­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ 
{x′n : n ∈ N} ­  ª ¦¤®¬ í«¥¬¥­â¥ íâ®£® à §¡¨¥­¨ï ¯®áâ®ï­­  ¨ äã­ª-
æ¨ï u. ◃

§ 2. �®¬®¬®àä¨§¬ë ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©

� ­­ë© ¯ à £à ä, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¥£® ­ §¢ ­¨ï, ¯®á¢ïé¥­ ¨áá«¥¤®¢ -
­¨î ¯®­ïâ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©. �¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯à¨¢¥-
¤¥­­ëå §¤¥áì ä ªâ®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á, ­® ®á­®¢-
­ ï æ¥­­®áâì ¡®«ìè¨­áâ¢  à¥§ã«ìâ â®¢ ¤ ­­®£® ¯ à £à ä  à áªàë¢ ¥âáï
¯®§¦¥ ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ®¯¥à â®à­ëå ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨© (á¬. § 3, 4).

�¥à¢ ï £àã¯¯  à¥§ã«ìâ â®¢ (á¬. 2.1{2.4) ¯à¥¤« £ ¥â àï¤ ãá«®¢¨©, ¯à¨
¢ë¯®«­¥­¨¨ ª®â®àëå ­¥¯à¥àë¢­ë¥ á¥ç¥­¨ï ­¥ª®â®à®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥-
­¨ï á ®¯¥à â®à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ï¢«ïîâáï £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨.

� §¤¥«ë 2.5{2.7 ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâ ­¥®¤­®ªà â­® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ ¤ «ì-
­¥©è¥¬ ã¤®¡­ë© á¯®á®¡ ¯®áâà®¥­¨ï á¥ç¥­¨©, £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨ ¡ ­ å®¢ëå
à áá«®¥­¨©.

� à §¤¥« å 2.8 ¨ 2.9 ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥ à §¬¥à­®áâ¨ ¡ ­ å®¢  à á-
á«®¥­¨ï. �®«ãç¥­­ë¥ §¤¥áì à¥§ã«ìâ âë ®¡ ®¡« áâïå ¯®áâ®ï­áâ¢  à §¬¥à-
­®áâ¨, ­  ­ è ¢§£«ï¤, ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ¨­â¥à¥á.

� 2.10 ¯à¥¤«®¦¥­® ®¯¨á ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©
­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥
áç¥â­®áâ¨. �â®â à¥§ã«ìâ â á­ ¡¦¥­ ¯à¨¬¥à ¬¨ (á¬. 2.11), ª®â®àë¥ ¯®¤-
â¢¥à¦¤ îâ áãé¥áâ¢¥­­®áâì ®£à ­¨ç¥­¨©, ­ ª« ¤ë¢ ¥¬ëå ­  à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

� à £à ä § ¢¥àè ¥âáï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥¬ ¢®¯à®á  ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¯®-
â®ç¥ç­®© ­®à¬ë £®¬®¬®àä¨§¬ , ¤¥©áâ¢ãîé¥£® ¨§ ��� á ¯®áâ®ï­­®© ª®-
­¥ç­®© à §¬¥à­®áâìî ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� (2.12). �ï¤ ¯à¨¬¥à®¢ (á¬. 2.13)
¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¯®áâ®ï­áâ¢® à §¬¥à­®áâ¨ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ âà¥¡®-
¢ ­¨¥¬.
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2.1. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X , Y ¨ Z | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬

¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ¯à¨ç¥¬ Z(q) ⊂ B
(
X (q),Y(q)

)
¤«ï ¢á¥å q ∈ Q, ¨ ¯ãáâì

¬­®¦¥áâ¢  á¥ç¥­¨© U ⊂ C(Q,X ) ¨ W ⊂ C(Q,Z) ¯®á«®©­® ¯«®â­ë ¢ X
¨ Z á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï «î¡ëå u ∈ U ¨ w ∈ W
£«®¡ «ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ w ⊗ u à áá«®¥­¨ï Y ­¥¯à¥àë¢­®. �®£¤  ¤«ï ¢áïª®£®

¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D ⊂ Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ C(D,Z) ⊂ HomD(X ,Y).

▹ � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® D ⊂ Q, í«¥¬¥­âë
�u ∈ C(D,X ), �w ∈ C(D,Z) ¨ â®çªã q ∈ D. � ¬ ­ã¦­® ¯®ª § âì,
çâ® á¥ç¥­¨¥ �w ⊗ �u à áá«®¥­¨ï Y ­¥¯à¥àë¢­® ¢ q. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï [3, 2.3.2] ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­®áâì á¢¥àåã
¢ â®çª¥ q äã­ªæ¨¨ |||�w ⊗ �u− v||| : D → R ¤«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï v ∈ C(D,Y).
�ãáâì ε > 0 ¨ v ∈ C(D,Y). �ª ¦¥¬ ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ q, ¢ ª®â®à®©
|||�w ⊗ �u− v||| < |||�w ⊗ �u− v|||(q) + ε.

� áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­â u ∈ U â ª®©, çâ® |||�w|||(q)|||�u− u|||(q) < ε/8. �¥¯à¥-
àë¢­®áâì ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨© |||�u− u||| ¨ |||�w||| ¯®§¢®«ï¥â ­ ©â¨ ®ªà¥áâ-
­®áâì U1 â®çª¨ q, ¢ ª®â®à®© |||�w||| |||�u− u||| 6 ε/4. �­ «®£¨ç­® ­ å®¤ïâáï í«¥-
¬¥­â w ∈ W ¨ ®ªà¥áâ­®áâì U2 â®çª¨ q â ª¨¥, çâ® |||�w − w|||(q)|||u|||(q) < ε/8 ¨
|||�w − w||| |||u||| 6 ε/4 ­  U2. �  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ U1∩U2 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢ 

|||�w ⊗ �u− w ⊗ u||| 6 |||�w ⊗ �u− �w ⊗ u||| + |||�w ⊗ u− w ⊗ u|||
6 |||�w||| |||�u− u||| + |||�w − w||| |||u||| 6 ε/4 + ε/4 = ε/2.

�­ «®£¨ç­ë¥ ¢ëª« ¤ª¨ ¤ îâ ­¥à ¢¥­áâ¢® |||�w ⊗ �u− w ⊗ u|||(q) < ε/4.
� áá¬®âà¨¬ ®ªà¥áâ­®áâì U3 â®çª¨ q, ¢ ª®â®à®© |||w ⊗ u− v||| 6
|||w ⊗ u− v|||(q) + ε/4. �®£¤  ­  ®ªà¥áâ­®áâ¨ U1 ∩U2 ∩U3 â®çª¨ q ¢ë¯®«­ï-
îâáï á®®â­®è¥­¨ï

|||�w ⊗ �u− v||| 6 |||�w ⊗ �u− w ⊗ u||| + |||w ⊗ u− v|||
6 ε/2 + |||w ⊗ u− v|||(q) + ε/4

6 ε/2 + |||w ⊗ u− �w ⊗ �u|||(q) + |||�w ⊗ �u− v|||(q) + ε/4

< ε/2 + ε/4 + |||�w ⊗ �u− v|||(q) + ε/4

= |||�w ⊗ �u− v|||(q) + ε,

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ãáâ ­®¢¨âì ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨ï. ◃

2.2. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ,Y ¨ Z | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®-

áâà ­áâ¢®¬ Q, ¯à¨ç¥¬ Z(q) ⊂ B
(
X (q),Y(q)

)
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q. �à¥¤-

¯®«®¦¨¬, çâ® C(Q,Z) ⊂ Hom(X ,Y). �®£¤  ¤«ï ¢áïª®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

D ⊂ Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ C(D,Z) ⊂ HomD(X ,Y).

▹ �®áâ â®ç­® ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 2.1 ¯®«®¦¨âì U = C(Q,X ) ¨ W =
C(Q,Z). ◃
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2.3. �«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡ëå ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ X ¨ Y ¨¬¥¥â

¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ C
(
Q,B(X,Y )

)
⊂ Hom(XQ, YQ).

▹ �®áâ â®ç­® ¯à¨¬¥­¨âì ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.1, ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ U ¨ W
¬­®¦¥áâ¢  ¯®áâ®ï­­ëå X- ¨ B(X, Y )-§­ ç­ëå äã­ªæ¨©. ◃

�¤¨­ ¨§ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¢®§­¨ª­ãâì ¯à¨ à á-
á¬®âà¥­¨¨ ¤®ª § ­­®£® á«¥¤áâ¢¨ï, á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬: ¢ ª ª¨å á«ãç ïå
¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® C

(
Q,B(X,Y )

)
= Hom(XQ, YQ)? �â®â ¢®¯à®á ¨á-

á«¥¤®¢ ­ ¢ ¯ à £à ä¥ 3.

2.4. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X , Y ¨ Z | ��� ­ ¤ Q, ¯à¨ç¥¬ Z(q) ⊂
B
(
X (q),Y(q)

)
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥­¨¥ Z

¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢­ãî áâàãªâãàã, á®¤¥à¦ éãîáï ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Hom(X ,Y).
�®£¤  C(Q,Z) ⊂ Hom(X ,Y).

▹ �ä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë© à¥§ã«ìâ â ¬®¦­® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.1,
¯®«®¦¨¢ U = C(Q,X ) ¨ ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ W ­¥¯à¥àë¢­ãî áâàãªâãàã Z,
á®¤¥à¦ éãîáï ¢ Hom(X ,Y). ◃

2.5. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢ àï¤¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­ á«¥¤ãî-
é¨© ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë© à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬ . �ãáâìQ| ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® q ∈ Q ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­®© â®çª®© áç¥â­®£® ¤¨áªà¥â-

­®£® ¬­®¦¥áâ¢  {qn : n ∈ N}, qi ̸= qj ¯à¨ i ̸= j.

(1) �ãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Wn) ®âªàëâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ Q,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: qn ∈ Wn, clWn ∩ cl

∪
k ̸=nWk = ∅

¨ q /∈ clWn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
�á«¨ â®çª  q ®¡« ¤ ¥â áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®áâ¥©, â® ¬®¦­® ¤®¯®«-

­¨â¥«ì­® ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë
(
cl
∪

n∈NWn

)
\
∪

n∈N clWn = {q}.
� áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨© (fn) ⊂ C(Q) â ª¨å, çâ®

fn : Q → [0, 1] ¨ fn ≡ 0 ­  Q \ Wn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �ãáâì, ªà®¬¥ â®£®,
(εn) | áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ç¨á«®¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì.

(2) �ã­ªæ¨ï f : Q → [0, 1], ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ä®à¬ã«®©

f(p) =

{
εnfn(p), p ∈ Wn,

0, p /∈
∪

n∈NWn,

ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®©.

(3) �ãáâì X | ��� ­ ¤ Q. �á«¨ (un)n∈N ⊂ C(Q,X ) ¨ ç¨á«® M
â ª®¢®, çâ® |||un||| 6 M ­  Wn ¤«ï ¢á¥å n ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à , â®
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á¥ç¥­¨¥ u ­ ¤ Q, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ä®à¬ã«®©

u(p) =

{
εnfn(p)un(p), p ∈ Wn,

0, p /∈
∪

n∈NWn,

ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬.

(4) �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ Q. �á«¨ (Hn)n∈N ⊂ Hom(X ,Y) ¨ ç¨á«®K
â ª®¢®, çâ® |||Hn||| 6 K ­  Wn ¤«ï ¢á¥å n ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à , â®

®â®¡à ¦¥­¨¥ H : p ∈ Q 7→ H(p) ∈ B
(
X (p),Y(p)

)
, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ä®à¬ã«®©

H(p) =

{
εnfn(p)Hn(p), p ∈ Wn,

0, p /∈
∪

n∈NWn,

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y .
(5) �á«¨ X | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®áâì (xn) ⊂ X áå®¤¨âáï ª x ∈ X, â® ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï u : Q → X,
®¯à¥¤¥«¥­­ ï ä®à¬ã«®©

u(p) =

{
fn(p)xn +

(
1− fn(p)

)
x, p ∈ Wn,

x, p /∈
∪

n∈NWn,

­¥¯à¥àë¢­ .

(6) �á«¨ X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨®-

­ «®¢ (x′n) ⊂ X ′ á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª x′ ∈ X ′, â® ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï H : Q → X ′,
®¯à¥¤¥«¥­­ ï ä®à¬ã«®©

H(p) =

{
fn(p)x

′
n +

(
1− fn(p)

)
x′, p ∈ Wn,

x′, p /∈
∪

n∈NWn,

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ XQ ¢ R.

▹ (1) �® ¨­¤ãªæ¨¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n ∈ N ¯®áâà®¨¬ ®âªàëâë¥
¬­®¦¥áâ¢  Wn, Vn ⊂ Q. �®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q à¥£ã«ïà­®, â®çª  q1 ¨
§ ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® cl{qk : k > 2} à §¤¥«ïîâáï ®âªàëâë¬¨ ®ªà¥áâ­®áâï-
¬¨ W1 ¨ V1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¯à¨ç¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  W1 ¨ V1 ¬®¦­® ¯®¤®¡à âì
â ª, çâ®¡ë ¨å § ¬ëª ­¨ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª «¨áì. �á«¨Wk ¨ Vk ã¦¥ ¢ë¡à ­ë ¤«ï
¢á¥å k 6 n, â® ¬­®¦¥áâ¢  Wn+1 ¨ Vn+1 ¯®¤¡¥à¥¬ â ª, çâ®¡ë ®­¨ á®¤¥à¦ -
«¨áì ¢ Vn ¨ ¨å § ¬ëª ­¨ï à §¤¥«ï«¨ â®çªã qn+1 ¨ § ¬ª­ãâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢®
cl{qk : k > n + 2}. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Wn) ã¤®¢«¥â¢®-
àï¥â âà¥¡ã¥¬ë¬ ãá«®¢¨ï¬.

� ª®­¥æ, ¯ãáâì (Un) | áç¥â­ ï ¡ §  ®âªàëâëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© â®ç-
ª¨ q, ¯à¨ç¥¬ U1 = Q ¨ Un ⊃ Un+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®£¤  ¯à¨ ¯®áâà®-
¥­¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¬­®¦¥áâ¢ Wn ¬®¦­® ¢ë¡¨à âì Wn ⊂ Uk(n), £¤¥

k(n) = max{k ∈ N : qn ∈ Uk}, çâ® ®¡¥á¯¥ç¨â âà¥¡ã¥¬®¥ á®®â­®è¥­¨¥(
cl
∪

n∈NWn

)
\
∪

n∈N clWn = {q}.
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(2) �ç¥¢¨¤­®, äã­ªæ¨ï f ï¢«ï¥âáï ¯®â®ç¥ç­®© áã¬¬®© à ¢­®¬¥à­®
áå®¤ïé¥£®áï àï¤ 

∑∞
n=1 εnfn ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥¯à¥àë¢­ .

�â¢¥à¦¤¥­¨ï (3){(5) ¤®ª §ë¢ îâáï á®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç­® ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨î (2) (¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ (3) ¨ (4) ¬®¦­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤-
«®¦¥­¨ï¬¨ [3, 2.3.6] ¨ [3, 2.4.11] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®).

(6) � á¨«ã (5) äã­ªæ¨ï H á« ¡®∗ ­¥¯à¥àë¢­ ,   §­ ç¨â, H⊗u ∈ C(Q)
¤«ï ¢á¥å ¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨© u : Q → X. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¯®â®-
ç¥ç­ ï ­®à¬  äã­ªæ¨¨ H ®£à ­¨ç¥­  ¯® ¯®áâà®¥­¨î, ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï
â¥®à¥¬®© [3, 2.4.9]. ◃

2.6. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®-

¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª  q ∈ Q ï¢«ï¥âáï

¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (qn)n∈N ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ Q, ­¥
à ¢­ëå q.

(1) �ãáâì xn ∈ X (qn) (n ∈ N), x ∈ X (q) ¨ ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®-

áâà ­áâ¢¥ Q ⊗ X (á¬. [3, 2.1.4]) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì (qn, xn) → (q, x)
¯à¨ n → ∞ (¥á«¨ x = 0, â® íâ  áå®¤¨¬®áâì à ¢­®á¨«ì­  à ¢¥­áâ¢ã

lim
n→∞

∥xn∥ = 0). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥ u ∈ C(Q,X ),

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥­áâ¢ ¬ u(qn) = xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ u(q) = x.

(2) �ãáâì £®¬®¬®àä¨§¬ë Hn ∈ Hom(X ,Y) (n ∈ N) â ª®¢ë, çâ® ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâì (|||Hn|||)n∈N à ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï ª ­ã«î. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
®£à ­¨ç¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(X ,Y), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© à ¢¥­-

áâ¢ ¬ H(qn) = Hn(qn) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ H(q) = 0.

(3) �ãáâì X | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®«®-

¦¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) ⊂ X áå®¤¨âáï ª x ∈ X. �®£¤  áãé¥-

áâ¢ã¥â ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï u : Q → X â ª ï, çâ® u(qn) = xn ¤«ï
¢á¥å n ∈ N ¨ u(q) = x.

(4) �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâì (x′n) ⊂ X ′ á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª x′ ∈ X ′. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

£®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(XQ,R) â ª®©, çâ® H(qn) = x′n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨

H(q) = x′.

▹ � ¯®ïá­¥­¨¨ ­ã¦¤ ¥âáï «¨èì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ (1). �à¨ x = 0 íâ®
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ «¥¬¬ë 2.5 (3) ¨ â¥®à¥¬ë �î¯à¥
(á¬. [3, 2.3.5]). �¥à¥å®¤ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ®¡é¥£® á«ãç ï, ¢­®¢ì ¢®á¯®«ì-
§ã¥¬áï â¥®à¥¬®© �î¯à¥ ¨ à áá¬®âà¨¬ ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥ v ∈ C(Q,X ),
¯à¨­¨¬ îé¥¥ §­ ç¥­¨¥ x ¢ â®çª¥ q. �§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï [3, 2.3.8] á«¥¤ã¥â,
çâ® ∥xn − v(qn)∥ → 0 ¯à¨ n → ∞. �®£¤  ¢ á¨«ã á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ¤®ª §ë-
¢ ¥¬®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤«ï á«ãç ï x = 0 áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥
w ∈ C(Q,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ à ¢¥­áâ¢ ¬ w(qn) = xn − v(qn) (n ∈ N) ¨
w(q) = 0. �áâ ¥âáï ¯®«®¦¨âì u = v + w. ◃
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2.7. �¥¬¬ . �ãáâì X1 ⊂ X2 ⊂ · · · | ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ , Q |

¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ (Un)n∈N | à §¡¨¥­¨¥ Q
â ª®¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¬­®¦¥áâ¢® U1 ∪ · · · ∪ Un § ¬ª­ãâ®. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â ��� X ­ ¤ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) X
∣∣
Un ≡ Xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;

(¡) ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨®­ «®¢ x′n ∈ X ′
n (n ∈ N) â ª®¢ ,

çâ® x′n+1 ¯à®¤®«¦ ¥â x′n ¨ ∥x′n∥ 6 1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â® ®â®¡à -
¦¥­¨¥ H, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â­®è¥­¨ï¬ H

∣∣
Un ≡ x′n (n ∈ N),

¯à¨­ ¤«¥¦¨â Hom(X ,R).

▹ � áá¬®âà¨¬ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ X , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®-
¢¨î ( ), ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢ ­¥¬ ­¥¯à¥àë¢­ãî áâàãªâãàã á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
�®«®¦¨¬

C0 = C(Q);

Cn =
{
f ∈ C(Q) : f ≡ 0 ­  U1 ∪ · · · ∪ Un

}
, n ∈ N.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¬­®¦¥áâ¢® á¥ç¥­¨©

C =
{
f1x1 + · · ·+ fnxn : fi ∈ Ci, xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n, n ∈ N

}
à áá«®¥­¨ï X ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  ¢á¥å £«®¡ «ì­ëå
á¥ç¥­¨© X . �à®¬¥ â®£®, ¬­®¦¥áâ¢® C ¯®á«®©­® ¯«®â­® ¢ X . �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, ¯ãáâì q ∈ Q, x ∈ X (q), ¨ ¯ãáâì ç¨á«® n ∈ N â ª®¢®, çâ® q ∈ Un.
�®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®, ­ ©¤¥âáï äã­ªæ¨ï f ∈ Cn−1

á® §­ ç¥­¨¥¬ f(q) = 1. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥ç¥­¨¥ fx ¯à¨­ ¤«¥¦¨â C ¨ ¯à®-
å®¤¨â ç¥à¥§ x ¢ â®çª¥ q. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, C | ­¥¯à¥àë¢­ ï áâàãªâãà  ¢ X
(¢ ¯ à¥ á ª®â®à®© ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì X ª ª ���).

�ãáâì H ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (¡). �à®¢¥à¨¬, çâ® H ∈ Hom(X ,R).
� á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.9] ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® H⊗u ∈ C(Q)
¤«ï ¢á¥å u ∈ C. �á«¨ u = f1x1+· · ·+fnxn ∈ C, fi ∈ Ci, xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n,
â® ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® (H ⊗ u)(q) = ⟨u(q)|x′n⟩. � á¢®î
®ç¥à¥¤ì,

⟨u(q)|x′n⟩ = f1(q)⟨x1|x′n⟩+ · · ·+ fn(q)⟨xn|x′n⟩.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, äã­ªæ¨ï H ⊗ u ­¥¯à¥àë¢­ . ◃

2.8. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥
­ ¤ ¬­®¦¥áâ¢®¬Q. � §¬¥à­®áâìî dimX à áá«®¥­¨ï X ­ §®¢¥¬ äã­ªæ¨î,
áâ ¢ïéãî ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q à §¬¥à­®áâì dimX (q) á«®ï
X (q). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® X ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî à §¬¥à­®áâì n, ¥á«¨
dimX (q) = n ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q.
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�¥¬¬ . �ãáâì X | ��� á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì-

­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �«ï ª ¦¤®£® ç¨á«  n = 0, 1, 2, . . .
à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

( ) ¬­®¦¥áâ¢® {dimX =n} ®âªàëâ®;
(¡) ¬­®¦¥áâ¢® {dimX <n} ®âªàëâ®;
(¢) ¬­®¦¥áâ¢® {dimX 6n} ®âªàëâ®;
(£) ¬­®¦¥áâ¢® {dimX >n} § ¬ª­ãâ®;
(¤) ¬­®¦¥áâ¢® {dimX >n} § ¬ª­ãâ®.

�á«¨ ª ª®¥-«¨¡® ¨§ ãá«®¢¨© ( ){(¤) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¢á¥å n = 0, 1, 2, . . . ,
â® ¤«ï ¢á¥å n = 0, 1, 2, . . . á¯à ¢¥¤«¨¢® ª ¦¤®¥ ¨§ íâ¨å ãá«®¢¨©. � íâ®¬

á«ãç ¥ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢ , ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢ ãá«®¢¨ïå ( ){(¤), ï¢«ïîâáï ®âªàëâ®-
§ ¬ª­ãâë¬¨.

▹ �®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ [12, 18.1] á«¥¤ã¥â ®âªàëâ®áâì ¬­®-
¦¥áâ¢ ¢¨¤  {dimX >n} ¨ {dimX >n},   áâ «® ¡ëâì, § ¬ª­ãâ®áâì ¬­®-
¦¥áâ¢ ¢¨¤  {dimX <n} ¨ {dimX 6n}. ◃

2.9. �à¥¤«®¦¥­¨¥. (1) �ãáâì Q | ¡íà®¢áª®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢®. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ��� X ­ ¤ Q á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï-

¬¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥
∪

n>0 int {dimX =n} ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬ ¢áî¤ã ¯«®â­ë¬

¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ Q.

(2) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­® ¨ ¤«ï «î¡®£® ��� X ­ ¤Q
á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ¬­®¦¥áâ¢®

∪
n>0 int cl {dimX =n} ¢áî¤ã ¯«®â­®

¢ Q, â® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï ¡íà®¢áª¨¬.

▹ (1) �â®¡ë ¤®ª § âì, çâ® ãª § ­­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã
¯«®â­ë¬, ¤®áâ â®ç­® ¤«ï «î¡®£® ­¥¯ãáâ®£® ®âªàëâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  U ⊂ Q
­ ©â¨ ­¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® W ⊂ U , ­  ª®â®à®¬ à §¬¥à­®áâì
X ¯®áâ®ï­­ .

�¢¨¤ã ¡íà®¢®áâ¨ ¯à®áâà ­áâ¢  Q áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® n > 0 â ª®¥,
çâ® V := int cl {dimX =n} ̸= ∅. � ª ­¥á«®¦­® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï [12, 18.1], ¬­®¦¥áâ¢® {dimX 6n} ï¢«ï¥âáï § ¬ª­ãâë¬, ®âªã¤  á«¥-
¤ã¥â, çâ® V ⊂ cl {dimX =n} ⊂ {dimX 6n}, â. ¥. dimX 6 n ­  V . �§
¢ª«îç¥­¨ï V ⊂ cl {dimX =n} ¨ ®âªàëâ®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  V á«¥¤ã¥â áã-
é¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ V ∩ {dimX =n}. �®áª®«ìªã ¬­®¦¥-
áâ¢® {dimX >n} ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬, dimX > n ­  ­¥ª®â®à®© ®âªàëâ®©
®ªà¥áâ­®áâ¨ W ⊂ V â®çª¨ q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à §¬¥à­®áâì X ®ª §ë¢ ¥âáï
¯®áâ®ï­­®© ­  ­¥¯ãáâ®¬ ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ W ⊂ V ⊂ U .

(2) � ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ ­¥ ¡íà®¢áª¨¬ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ Q ¯®áâà®¨¬ ��� X c ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ â ª®¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®∪

n>0 int cl {dimX =n} ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®â­ë¬.
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�®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ï¢«ï¥âáï ¡íà®¢áª¨¬, áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯ã-
áâ®¥ ®âªàëâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® U ⊂ Q ¨ ¯®ªàëâ¨¥ (Vn)n∈N íâ®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
­¨£¤¥ ­¥ ¯«®â­ë¬¨ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ Vn ⊂ U . �®«®¦¨¬ U1 = Q\U ¨
Un+1 = clVn \ (U1 ∪ · · · ∪ Un) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®­ïâ­®, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®
­®¬¥à  n ∈ N ¬­®¦¥áâ¢® Un ­¨£¤¥ ­¥ ¯«®â­®, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ U1 ∪ · · · ∪ Un

§ ¬ª­ãâ® ¨, ªà®¬¥ â®£®,
∪

n∈N Un = Q.

� áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ª®­¥ç­®¬¥à­ëå ¡ -
­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ á® áâà®£® ¢®§à áâ îé¨¬¨ à §¬¥à­®áâï¬¨: dimXn <
dimXn+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �® «¥¬¬¥ 2.7 áãé¥áâ¢ã¥â ��� X ­ ¤ Q â ª®¥,
çâ® X

∣∣
Un ≡ Xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,∪

n>0

int cl {dimX =n} =
∪
m>0

int clUm = intU1,

¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã ¯«®â­ë¬. ◃

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ X | ��� á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¡íà®¢-

áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  m = 0, 1, 2, . . . ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥­áâ¢®

cl {dimX >m} = cl
∪
n>m

int {dimX =n}.

▹ � ä¨ªá¨àã¥¬ ç¨á«® 0 6 m ∈ Z. �ª«îç¥­¨¥ \⊃" ®ç¥¢¨¤­®. �®ª -
¦¥¬ ®¡à â­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. �ãáâì q ∈ Q ¨ dimX (q) > m. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨ï (1) ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥

∪
n>0 int {dimX =n} ¢áî-

¤ã ¯«®â­® ¢ Q. �®áª®«ìªã
∪

n<m int {dimX =n} ⊂ {dimX <m} ¨ ¯®á«¥¤-
­¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® § ¬ª­ãâ®, â®çª  q ¯à¨­ ¤«¥¦¨â cl

∪
n>m int {dimX =n}.

�â «® ¡ëâì, {dimX >m} ⊂ cl
∪

n>m int {dimX =n}, ®âªã¤  ¨ ¢ëâ¥ª ¥â
¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ¢ª«îç¥­¨¥. ◃

2.10. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â â¥®à¥¬ë [3, 2.4.7] «¨èì
ãá«®¢¨ï¬¨, ­ ª« ¤ë¢ ¥¬ë¬¨ ­  â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨-

ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨.
�â®¡à ¦¥­¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ B

(
X (q),Y(q)

)
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬

¨§ X ¢ Y â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ H⊗u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ).

▹ �¥®¡å®¤¨¬®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë [3, 2.4.4]. � á¨«ã â®© ¦¥ â¥®-
à¥¬ë ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­®áâ¨ ®áâ ¥âáï ã¡¥¤¨âìáï ¢ «®ª «ì­®©
®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïH. �®¯ãáâ¨¬, çâ® äã­ªæ¨ï |||H||| ­¥®£à ­¨ç¥-
­  ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ Q. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¡« £®¤ àï
¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨ ­ ©¤¥âáï áâà¥¬ïé ïáï ª q ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
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(qn) ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ Q â ª ï, çâ® |||H|||(qn) > (|||H|||(q) + n)2

¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �«ï ª ¦¤®£® ç¨á«  n ∈ N ¯®¤¡¥à¥¬ í«¥¬¥­â xn ∈ X (qn)
â ª, çâ®¡ë ∥H(qn)xn∥ = ∥H(qn)∥ ¨ ∥xn∥ 6 2. �® á«¥¤áâ¢¨î 2.6 (1)
áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥ u ∈ C(Q,X ), ¯à¨­¨¬ îé¥¥ §­ ç¥­¨ï

u(qn) =
1
nxn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ u(q) = 0. �®£¤ 

|||H ⊗ u|||(qn) = 1
n∥H(qn)∥ > 1

n(|||H|||(q) + n)2 > n,

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¥ç¥­¨ï H ⊗ u, â ª ª ª qn → q ¨
(H ⊗ u)(q) = 0. ◃

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . � ª ¢¨¤­® ¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢  2.5 (3), ¢ ¯®á«¥¤­¥© â¥®à¥¬¥ ãá«®¢¨¥ H ⊗ u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å
u ∈ C(Q,X ) ¬®¦­® § ¬¥­¨âì \¡®«¥¥ á« ¡ë¬" ãá«®¢¨¥¬: H ⊗ u ∈ C(Q,Y)
¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ u ­¥ª®â®à®£® Cb(Q)-¯®¤¬®¤ã«ï Cb(Q,X ), ¯®á«®©­®
¯«®â­®£® ¢ X ¨ § ¬ª­ãâ®£® ®â­®á¨â¥«ì­® à ¢­®¬¥à­ëå ¯à¥¤¥«®¢. � ¯à¨-
¬¥à, ¢ ª ç¥áâ¢¥ â ª®£® ¯®¤¬®¤ã«ï ¬®¦­® ¢§ïâì á ¬® ¬­®¦¥áâ¢® Cb(Q,X ).

2.11. �¥®à¥¬  2.10 áä®à¬ã«¨à®¢ ­  ¤«ï á«ãç ï â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨. � ¨¬¥­ì-
è¨¬ áà¥¤¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ «¨â¥à âãà¥ ª« áá®¢ â®¯®«®£¨ç¥áª¨å ¯à®-
áâà ­áâ¢, à áè¨àïîé¨å ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ á ¯¥à¢®©  ªá¨®¬®© áç¥â­®áâ¨,
®¡ëç­® ï¢«ï¥âáï ª« áá ¯à®áâà ­áâ¢ �à¥è¥ | �àëá®­  (á¬. [7, 1.6.14]).
(� ¯®¬­¨¬, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ �à¥è¥ | �àëá®­ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¨ ¤«ï «î¡®£®
¯®¤¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ Q ¨§ ¢ª«îç¥­¨ï q ∈ clP á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢ P , áâà¥¬ïé¥©áï ª q.) �¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë 2.10 ­¥ á®åà ­ï¥â á¨«ã ¤«ï ª« áá  ¯à®áâà ­áâ¢ �à¥è¥ |
�àëá®­ .

�à ¨¬ ¥ à . �ë ¯®áâà®¨¬ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ®¡« ¤ î-
é¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

( ) Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ ;
(¡) ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­®à¬ «ì­®;
(¢) Q ­¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨;
(£) Q ­¥ ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ­ë¬;
(¤) Q | ¡íà®¢áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®;
(¥) áãé¥áâ¢ãîâ ��� X ­ ¤ Q á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ¨ ®â®¡à -

¦¥­¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ X (q)′ â ª®¥, çâ® H ⊗ u ∈ C(Q) ¤«ï
¢á¥å u ∈ C(Q,X ), ­® H /∈ Hom(X ,R);

(¦) ¤«ï «î¡®£® ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥-
áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ H : Q → X ′ â ª®¥, çâ® H⊗u ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å
u ∈ C(Q,X ), ­® H /∈ Hom(XQ,R).
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� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® Q = (N×N)∪{∞}, £¤¥ ∞ /∈ N×N, ¨ á­ ¡¤¨¬
¥£® â®¯®«®£¨¥©, ®¡êï¢¨¢ ¢á¥ í«¥¬¥­âë N × N ¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨ â®çª ¬¨ ¨
¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®ªà¥áâ­®áâ¥© ∞ ¢á¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  U ⊂ Q, ¤«ï ª®â®àëå
∞ ∈ U ¨

(∀m ∈ N) (∃nm ∈ N) (∀n > nm) (m,n) ∈ U.

�®­ïâ­®, çâ®

C(Q) =
{
f : Q → R : lim

n→∞
f
(
(m,n)

)
= f(∞) ¤«ï ¢á¥å m ∈ N

}
. (1)

�à®¢¥à¨¬, çâ® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ®¡« ¤ ¥â ¢ëè¥¯¥à¥-
ç¨á«¥­­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ( ){(¦).

( ) �®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® P ⊂ Q, ­¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, áâà¥¬ïé¥©áï ª ∞, ¨ ¯®ª § âì, çâ® ∞ /∈ clP . �ç¥¢¨¤­®,
¤«ï «î¡®£® m ∈ N ­ ©¤¥âáï ­®¬¥à nm â ª®©, çâ®

{
(m,n) ∈ P : n ∈ N

}
⊂

{(m, 1), . . . , (m,nm)}. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, â®çª ∞ ®â¤¥«ï¥âáï ®â ¬­®¦¥áâ¢  P

á¢®¥© ®ªà¥áâ­®áâìî
{
(m,n) : m ∈ N, n > nm

}
∪ {∞} ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ­¥ ¯à¨-

­ ¤«¥¦¨â § ¬ëª ­¨î P .

(¡), (¤) �¬. § ¬¥ç ­¨¥ 1.11.

�¢®©áâ¢  (¢) ¨ (£) ­¥¬¥¤«¥­­® á«¥¤ãîâ ¨§ ãáâ ­®¢«¥­­®£® ­¨¦¥ á¢®©-
áâ¢  (¥) ¨ â¥®à¥¬ 2.10 ¨ [3, 2.4.7] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

(¥) � áá¬®âà¨¬ ��� X ­ ¤ Q â ª®¥, çâ® X (q) = R ¤«ï ¢á¥å
q ∈ Q\{∞}, X (∞) = {0} ¨ C(Q,X ) = {u ∈ C(Q) : u(∞) = 0}. �â®¡-

à ¦¥­¨¥ H ®¯à¥¤¥«¨¬ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ H(∞) = 0 ¨ H
(
(m,n)

)
= m ¤«ï ¢á¥å

(m,n) ∈ N×N. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®H⊗u ∈ C(Q) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï

u ∈ C(Q,X )
(
á¬. (1)

)
. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  H ­¥ ï¢«ï¥âáï «®-

ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­®©,   §­ ç¨â, H /∈ Hom(X ,R) ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.4].

(¦) �®£« á­® â¥®à¥¬¥ �¦®§¥äá®­  | �¨áá¥­æ¢¥©£  [10, XII] ­  ¥¤¨-
­¨ç­®© áä¥à¥ ¯à®áâà ­áâ¢  X ′ áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡®∗ áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (x′n). �®«®¦¨¬ H(∞) = 0 ∈ X ′ ¨ H

(
(m,n)

)
= mx′n ¤«ï

¢á¥å (m,n) ∈ N × N. �®£¤  H ⊗ u ∈ C(Q) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï
u ∈ C(Q,XQ). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï ª ¦¤®£® m ∈ N ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â­®è¥-

­¨¥ lim
n→∞

(H ⊗ u)
(
(m,n)

)
= 0, â ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

(
H
(
(m,n)

))
n∈N

á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª ­ã«î ¨
∥∥u((m,n)

)
− u(∞)

∥∥ → 0 ¯à¨ n → ∞. �áâ ¥âáï
§ ¬¥â¨âì, çâ® ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  H ­¥ «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­ , ¨ ¯à¨¬¥­¨âì
â¥®à¥¬ã [3, 2.4.4].

2.12. �¥®à¥¬ . �ãáâì ��� X ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q
¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì, Y | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� ­ ¤ Q
¨ U | ¯®á«®©­® ¯«®â­®¥ ¢ X ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® C(Q,X ). �á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥

H : p ∈ Q 7→ H(p) ∈ B
(
X (p),Y(p)

)
â ª®¢®, çâ® H ⊗ u ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å

u ∈ U , â® H ∈ Hom(X ,Y) ¨ ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  |||H||| ­¥¯à¥àë¢­ .
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▹ � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®çªã q ∈ Q ¨ ¤®ª ¦¥¬ ­¥¯à¥àë¢-
­®áâì |||H||| ¢ íâ®© â®çª¥. �®®â­®è¥­¨¥

∥H(p)∥ = sup
{∥∥∥H(p)

( 1

max{∥u(p)∥, 1}
u(p)

)∥∥∥ : u ∈ U
}

= sup
{( 1

|||u||| ∨ 1
|||H ⊗ u|||

)
(p) : u ∈ U

}
,

á¯à ¢¥¤«¨¢®¥ ¤«ï ¢á¥å p ∈ Q, ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­®áâì á­¨§ã
äã­ªæ¨¨ |||H||| . �áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® äã­ªæ¨ï |||H||| ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­ 
á¢¥àåã ¢ â®çª¥ q. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ç¨á«® ε > 0 ¨ ¯®ª ¦¥¬,
çâ® ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U â®çª¨ q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® |||H||| 6
|||H|||(q) + ε.

�§ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨ á«®ï X (q) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®£® ­ ¡®à 
á¥ç¥­¨© u = (u1, . . . , un) ⊂ linU , çâ® §­ ç¥­¨ï u1(q), . . . , un(q) ¨¬¥îâ
¥¤¨­¨ç­ãî ­®à¬ã ¨ ®¡à §ãîâ ¡ §¨á X (q). �®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢®

� = {λ ∈ Rn : |||λu|||(q) = 1}
®£à ­¨ç¥­® ¢ Rn, ç¨á«® ∥�∥1 := sup{|λ1| + · · · + |λn| : (λ1, . . . , λn) ∈ �}
ª®­¥ç­®. (�¤¥áì ¨ ­¨¦¥ § ¯¨áì λu ®¡®§­ ç ¥â áã¬¬ã λ1u1 + · · · + λnun.)

�®¤¡¥à¥¬ â ª®¥ ç¨á«® δ ∈ (0, 1), çâ® 1
1−δ

(
δ + |||H|||(q)

)
< |||H|||(q) + ε.

� á¨«ã [4, «¥¬¬  7] áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì Uδ â®çª¨ q, ¢ ª®â®à®© 1− δ 6
|||λu||| 6 1 + δ ¤«ï ¢á¥å λ ∈ �. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì,

çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  p ∈ Uδ ­ ¡®à u(p) =
(
u1(p), . . . , un(p)

)
«¨­¥©­®

­¥§ ¢¨á¨¬ (á¬. [12, 18.1]). � ç áâ­®áâ¨, ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à x ∈ X (p)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥

x =
∥x∥

|||λxu|||(p)
(λxu)(p)

¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ λx ∈ �. �®áª®«ìªã á¥ç¥­¨ï H ⊗ ui, i = 1, . . . , n, ­¥¯à¥-
àë¢­ë, áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâì U ⊂ Uδ â®çª¨ q â ª ï, çâ®

∥�∥1max
{∣∣|||H ⊗ ui|||(p)− |||H ⊗ ui|||(q)

∣∣ : i = 1, . . . , n
}
< δ

¤«ï ¢á¥å p ∈ U . � ª ¦¤®© â®çª¥ p ∈ U §­ ç¥­¨¥ ­®à¬ë ∥H(p)∥ ¤®áâ¨£ ¥âáï
­  ­¥ª®â®à®¬ ¢¥ªâ®à¥ x(p) ∈ X (p), ∥x(p)∥ = 1. �®íâ®¬ã

|||H|||(p) = ∥H(p)x(p)∥ = 1∣∣∣∣∣∣λx(p)u
∣∣∣∣∣∣(p) ∣∣∣∣∣∣H ⊗

(
λx(p)u

)∣∣∣∣∣∣(p)
6 1

1− δ

( ∣∣∣∣∣∣∣∣∣H ⊗
(
λx(p)u

)∣∣∣∣∣∣(p)− ∣∣∣∣∣∣H ⊗
(
λx(p)u

)∣∣∣∣∣∣(q)∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣H ⊗
(
λx(p)u

)∣∣∣∣∣∣(q))
6 1

1− δ

(
∥�∥1max

{∣∣|||H ⊗ ui|||(p)− |||H ⊗ ui|||(q)
∣∣ : i = 1, . . . , n

}
+ |||H|||(q)

)
6 1

1− δ

(
δ + |||H|||(q)

)
< |||H|||(q) + ε.
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�ª«îç¥­¨¥ H ∈ Hom(X ,Y) â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¯®â®ç¥ç­®©
­®à¬ë H ¨ â¥®à¥¬ë [3, 2.4.4]. ◃

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ ®¤­¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ â®¯®«®£¨-

ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �á«¨ à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî

à §¬¥à­®áâì, â® ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  ¨§ X ¢ Y ­¥¯à¥-

àë¢­ .

2.13. � ª ¯®ª §ë¢ îâ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ­¨¦¥ ¯à¨¬¥àë, âà¥¡®¢ ­¨¥ ¯®-
áâ®ï­áâ¢  à §¬¥à­®áâ¨ à áá«®¥­¨ï X ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 2.12 ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­-
­ë¬.

�«ï â®£®, çâ®¡ë ¯®¤ç¥àª­ãâì à §­®®¡à §¨¥ â¥å á¨âã æ¨©, ¢ ª®â®-
àëå ¤«ï ��� X á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ¢®§­¨ª ¥â £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈
Hom(X ,R), ¨¬¥îé¨© à §àë¢­ãî ­®à¬ã, ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ âà¨ à §«¨ç­ëå ¯à¨-
¬¥à . � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ à §¬¥à­®áâì X à ¢­  ­ã«î ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®© â®çª¥
à §àë¢  äã­ªæ¨¨ |||H||| ¨ ¥¤¨­¨æ¥ ¢® ¢á¥å ®áâ «ì­ëå â®çª å, ¢® ¢â®à®¬
á«ãç ¥ à §¬¥à­®áâì X ¯à¨­¨¬ ¥â ¤¢  à §«¨ç­ëå (¢®§¬®¦­®, ­¥­ã«¥¢ëå)
§­ ç¥­¨ï, ¢ âà¥âì¥¬ | à §¬¥à­®áâì X ¯à¨­¨¬ ¥â ¡¥áª®­¥ç­®¥ ç¨á«® à §-
«¨ç­ëå §­ ç¥­¨©,   äã­ªæ¨ï |||H||| à §àë¢­  ¢ ª ¦¤®© â®çª¥.

�à ¨¬ ¥ àë . (1) �ãáâì Q = [0, 1]. �®«®¦¨¬ X (q) = R, ¥á«¨ 0 < q 6 1,
¨ X (0) = {0}. � ª ç¥áâ¢¥ ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãàë X ¢®§ì¬¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®
{u ∈ C[0, 1] : u(0) = 0}. �®£¤  ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  £®¬®¬®àä¨§¬  H, ¯à¨­¨-
¬ îé¥£® §­ ç¥­¨¥ idR ­  ¯®«ã¨­â¥à¢ «¥ (0, 1], ­¥ ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© ¢
â®çª¥ 0 ∈ Q. �¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ Hom(X ,R) ¬®¦-
­® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­ 
®âà¥§ª¥ [0, 1] ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå äã­ªæ¨©, ª®â®àë¥ ®£à ­¨ç¥­ë ¨ ­¥¯à¥àë¢­ë
­  ¯®«ã¨­â¥à¢ «¥ (0, 1] ¨ à ¢­ë ­ã«î ¢ â®çª¥ 0 ∈ Q. �¤­ ª® ¤ «¥ª® ­¥
¢á¥ â ª¨¥ äã­ªæ¨¨ ­¥¯à¥àë¢­ë ­  [0, 1].

(2) �  íâ®â à § à áá¬®âà¨¬ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q á
­¥¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª®© q. �®«®¦¨¬ U1 = {q}, U2 = Q\U1, U3 = U4 =
· · · = ∅. �ãáâì X | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, X1 | ¥£®
á®¡áâ¢¥­­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨ X2 = X3 = · · · = X. � ä¨ªá¨àã¥¬ § ­ã«ï-
îé¨©áï ­  X1 äã­ªæ¨®­ « x′ ∈ X ′ â ª®©, çâ® ∥x′∥ = 1, ¨ ¯®«®¦¨¬ x′1 = 0,
x′2 = x′3 = · · · = x′. � áá¬®âà¨¬ ��� X , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ «¥¬¬¥ 2.7, ¨
£®¬®¬®àä¨§¬ H, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î (¡) íâ®© «¥¬¬ë. �á­®, çâ®
|||H|||(q) = 0 ¨ |||H||| ≡ 1 ¢­¥ {q}. � ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªæ¨ï |||H||| ­¥ ï¢«ï¥âáï
­¥¯à¥àë¢­®©, â ª ª ª â®çª  q ­¥ ¨§®«¨à®¢ ­ .

(3) �ãáâì Q = Q| ¬­®¦¥áâ¢® à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«, á­ ¡¦¥­­®¥ ¥áâ¥-
áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥©, ¨ ¯ãáâì n 7→ qn | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¡¨¥ªæ¨ï N ­  Q.
�®«®¦¨¬ Un = {qn} ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâì ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ¨ äã­ªæ¨®­ «®¢ x′n,
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ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î 2.7 (¡). �®âà¥¡ã¥¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, çâ®¡ë à §-
¬¥à­®áâ¨ Xn ¨ ­®à¬ë x′n áâà®£® ¢®§à áâ «¨. �ãáâì X | ���, ä¨£ãà¨àã-
îé¥¥ ¢ «¥¬¬¥ 2.7, ¨H | £®¬®¬®àä¨§¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î 2.7 (¡).
�á­®, çâ® á«®¨ X ¨¬¥îâ ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë¥ à §¬¥à­®áâ¨,   ¯®â®ç¥ç­ ï
­®à¬  H à §àë¢­  ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ Q.

�¢â®à ¬ ­¥¨§¢¥áâ­®, ï¢«ï¥âáï «¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®áâ®ï­áâ¢® à §¬¥à-
­®áâ¨ à áá«®¥­¨ï ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ q ­¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨-
¥¬ â®£®, çâ® ¯®â®ç¥ç­ë¥ ­®à¬ë ¢á¥å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ­¥¯à¥àë¢­ë ¢ íâ®©
â®çª¥. �®ª § ­­ ï ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¯ à £à ä¥ â¥®à¥¬  3.5 (2) ¤ ¥â ¯®«®¦¨-
â¥«ì­ë© ®â¢¥â ­  íâ®â ¢®¯à®á ¢ ­¥ª®â®à®¬ ç áâ­®¬ á«ãç ¥.

§ 3. �¯¥à â®à­®¥ à áá«®¥­¨¥

� ¤ ­­®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤«®¦¥­ àï¤ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®ç­ëå
ãá«®¢¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï B(X ,Y), ­¥¯à¥àë¢­ë¥ á¥ç¥-
­¨ï ª®â®à®£® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© £®¬®¬®àä¨§¬ë ¨§ ��� X ¢ ��� Y .
�â¤¥«ì­® à áá¬®âà¥­ë á«ãç ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå à áá«®¥­¨© X ¨ Y , à áá«®¥-
­¨© á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨,   â ª¦¥ á«ãç © ¯®áâ®ï­­ëå ��� ¨ ���,
¨¬¥îé¨å ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì.

3.1. �ãáâì X ,Y ¨ Z | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q,
¯à¨ç¥¬ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q á«®© Z(q) ï¢«ï¥âáï ¡ ­ å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ B
(
X (q),Y(q)

)
.

�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) C(Q,Z) = Hom(X ,Y);
(¡) Hom(X ,Y) ï¢«ï¥âáï ¯®á«®©­® ¯«®â­ë¬ ¢ Z ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬

C(Q,Z)
(
¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, Hom(X ,Y) | ­¥¯à¥àë¢­ ï áâàãªâãà 

à áá«®¥­¨ï Z
)
.

▹ � ¢­®á¨«ì­®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ( ) ¨ (¡) ­¥¬¥¤«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§
á«¥¤áâ¢¨ï 2.4. ◃

�ç¥¢¨¤­®, à áá«®¥­¨¥ Z, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ( ) ¨«¨ (¡) «¥¬-
¬ë, ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬. �â® ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ ¢¢¥áâ¨ á«¥¤ãîé¥¥ ¯®­ï-
â¨¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. � ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ Z, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î
( ) ¨«¨ (¡) «¥¬¬ë (¥á«¨ â ª®¢®¥ áãé¥áâ¢ã¥â), ­ §®¢¥¬ ®¯¥à â®à­ë¬ à á-

á«®¥­¨¥¬ ¤«ï ��� X ¨ Y ¨ ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ B(X ,Y).
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� ­­®¥ ­ ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¯¥à â®à­®£® à áá«®¥­¨ï ®¡®¡é ¥â  ­ «®-
£¨ç­®¥ ¯®­ïâ¨¥, ¢¢¥¤¥­­®¥ ¢ [3, 3.2.3] ¤«ï á«ãç ï à áá«®¥­¨© ­ ¤ íªáâà¥-
¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬.

3.2. �«¥¤ãîé¨© ­¥®¤­®ªà â­® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ à¥-
§ã«ìâ â ¤ ¥â ®á­®¢­®© ªà¨â¥à¨© áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¯¥à â®à­®£® à áá«®¥­¨ï.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ Q. �«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à áá«®¥­¨ï B(X ,Y) ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ -

â®ç­®, çâ®¡ë ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  ¨§ X ¢ Y ¡ë« 

­¥¯à¥àë¢­ .

▹ �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤­ . �®áâ â®ç­®áâì
¬®¦­® ®¡®á­®¢ âì, ¨á¯®«ì§ãï à ¢­®á¨«ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1 (¡) ®¯¥à â®à-
­®£® à áá«®¥­¨ï. � ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q á«®© B(X ,Y)(q) ï¢«ï¥âáï § -
¬ëª ­¨¥¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  {H(q) : H ∈ Hom(X ,Y)} ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥

B
(
X (q),Y(q)

)
. ◃

�®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î [3, 3.2.2] ¢ á«ãç ¥ ¯à®áâ®à­®£® ��� X ­ ¤ íªáâà¥-
¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬ 
¨§ X ¢ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� Y ­ ¤ Q ­¥¯à¥àë¢­ . �  ®á­®¢¥ ã¯®¬ï­ãâ®£®
á«¥¤áâ¢¨ï ¤®ª § ­  â¥®à¥¬  [3, 3.2.3], ª®â®à ï ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ¢ ãª § ­-
­®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à â®à­®¥ à áá«®¥­¨¥ B(X ,Y). �â® ¯®§¢®«ï¥â
à áá¬ âà¨¢ âì ãáâ ­®¢«¥­­ë© ­ ¬¨ ªà¨â¥à¨© 3.2 ª ª ®¡®¡é¥­¨¥ â¥®à¥-
¬ë [3, 3.2.3] ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£® ��� ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬.

3.3. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �á«¨ ��� X ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ Q ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì, â® ¤«ï «î¡®£® ��� Y
­ ¤ Q áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(X ,Y).

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 2.12 ¨ â¥®à¥-
¬ë 3.2. ◃

�à¨¬¥àë 2.13 á ãç¥â®¬ 3.2 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® âà¥¡®¢ ­¨¥ ¯®áâ®ï­áâ¢ 
à §¬¥à­®áâ¨ à áá«®¥­¨ï X ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­-
­ë¬.

3.4. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà-

­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §-

¬¥à­®áâì. �®£¤  ¤«ï ¢áïª®£® ��� Y ­ ¤ Q ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¨¬¥¥â

¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® B(X ,Y)(q) = B
(
X (q),Y(q)

)
. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ¯®áâ®ï­-

­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì ¨¬¥îâ ª ª X , â ª ¨ Y , â® íâ¨¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬

®¡« ¤ ¥â B(X ,Y).
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▹ � ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã q ∈ Q ¨ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à S ∈B
(
X (q),Y(q)

)
.

�®áâà®¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(X ,Y) á® §­ ç¥­¨¥¬ H(q) = S; â¥¬
á ¬ë¬ â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª § ­ .

�­ ç «  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ W | § ¬ª­ãâ ï ®ªà¥áâ­®áâì q, á¥ç¥­¨¥
w ­ ¤ W ­¥¯à¥àë¢­® (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®) ¨ äã­ªæ¨ï
f ∈ C(Q) § ­ã«ï¥âáï ¢­¥ W , â® £«®¡ «ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ f ∗ w, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥
ä®à¬ã«®©

(f ∗ w)(p) =
{

f(p)w(p), p ∈ W,

0, p /∈ W,

­¥¯à¥àë¢­® (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®). �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã â¥®-
à¥¬ë [3, 2.4.4] ¤«ï £®¬®¬®àä¨§¬  G ∈ HomW (X ,Y) ®â®¡à ¦¥­¨¥

H = f ∗G : p ∈ Q 7→ H(p) ∈ B
(
X (p),Y(p)

)
ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y , â ª ª ª ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  H «®ª «ì­®
®£à ­¨ç¥­  ¨ H ⊗ u = f ∗ (G⊗ u) ∈ C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ).

�à¨­¨¬ ï ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ â®â ä ªâ, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã-
«ïà­®, ¬®¦­® ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë f(q) = 1. �®£¤  H(q) = G(q). � -
ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ è¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ­ 
ª ª®©-­¨¡ã¤ì § ¬ª­ãâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨W â®çª¨ q ®¯à¥¤¥«¨âì £®¬®¬®àä¨§¬
G ∈ HomW (X ,Y), ¯à¨­¨¬ îé¨© §­ ç¥­¨¥ S ¢ â®çª¥ q.

� á¨«ã [4, á«¥¤áâ¢¨¥ 8] ­ ©¤¥âáï â ª®© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à T : X (q) →
C(Q,X ), çâ® ¤«ï ¢á¥å x ∈ X (q) ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® ∥x∥ 6 |||Tx||| ­ 
­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U â®çª¨ q. �®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p ∈ U
®¯¥à â®à Tp : x ∈ X (q) 7→ (Tx)(p) ∈ X (p) ®¡à â¨¬ ¨ à §¬¥à­®áâì à áá«®¥-
­¨ï X ¯®áâ®ï­­ , ®¡à § T ¯®á«®©­® ¯«®â¥­ ¢ X ­ ¤ U . �®£« á­® â¥®à¥¬¥
�î¯à¥ (á¬. [3, 2.3.5]) áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®à á¥ç¥­¨© V ⊂ C(Q,Y) â ª®©, çâ®
{v(q) : v ∈ V} | ¡ §¨á ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  imS ⊂ Y(q) ­  ¥¤¨­¨ç­®© áä¥-
à¥. �¥¯¥àì, ¯à¨¢«¥ª ï [4, «¥¬¬  7], à áá¬®âà¨¬ â ª®© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à
R : imS → C(Q,Y), çâ® ¥£® ®¡à § á®¢¯ ¤ ¥â á «¨­¥©­®© ®¡®«®çª®© V ¨
|||Ry||| 6 2 ∥y∥ ¤«ï ¢á¥å y ∈ imS ­  ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ V â®çª¨ q.
�­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª ¡ë«¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¯¥à â®àë Tp, ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨
r ∈ V ¢¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à Rr : imS → Y(p). �®-
­ïâ­®, çâ® ®¯¥à â®à Rq ®¡à â¨¬ ¨ ∥Rr∥ 6 2 ¤«ï ¢á¥å r ∈ V . �¬¥áâ¥ á â¥¬

¤«ï ¢á¥å p ∈ U ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  ∥T−1
p ∥ 6 1.

� ª®­¥æ, à áá¬®âà¨¬ § ¬ª­ãâãî ®ªà¥áâ­®áâì W ⊂ U ∩ V â®çª¨ q ¨
á ª ¦¤ë¬ í«¥¬¥­â®¬ p ∈ W á¢ï¦¥¬ «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à

G(p) = RpR
−1
q S Tq T

−1
p : X (p) → Y(p).

� á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.9] ®â®¡à ¦¥­¨¥ G : p ∈ W 7→ G(p) ∈ B
(
X (p),Y(p)

)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨áª®¬ë© £®¬®¬®àä¨§¬, â ª ª ª G(q) = S, |||G||| 6
2 ∥R−1

q ∥ ∥S∥ ∥Tq∥ ¨ G⊗ u ∈ C(W,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ imT . ◃
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3.5. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ (1) á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë ¯à¨ Y = R á®¤¥à¦¨â
ç áâ¨ç­ë© ®â¢¥â ­  ¢®¯à®á �. �¥àæ  [12, Section 19, Problem 1, á. 231].

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ��� á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¡íà®¢áª¨¬

¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ¨ ¯ãáâì Y | ���
­ ¤ Q.

(1) �«ï «î¡®© â®çª¨ q ®âªàëâ®£® ¢áî¤ã ¯«®â­®£® ¢ Q ¬­®¦¥-

áâ¢ 
∪

n>0 int {dimX =n} (á¬. ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.9) ¨ «î¡®£® ®¯¥à â®à 

T ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(X ,Y) â ª®©, çâ®

H(q) = T ¨ |||H||| 6 ∥T∥.
(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª  q ∈ Q ®¡« ¤ ¥â áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®-

áâ¥© ¨ à áá«®¥­¨¥ Y ¨¬¥¥â ­¥­ã«¥¢ë¥ á«®¨ ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥.
�®â®ç¥ç­ë¥ ­®à¬ë ¢á¥å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ Y ­¥¯à¥àë¢­ë ¢ â®çª¥ q
¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ à §¬¥à­®áâì X ¯®áâ®ï­­  ¢ ­¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ­®áâ¨ q.

▹ (1) �ãáâì 0 6 n ∈ Z, q ∈ int {dimX =n}, U ⊂ int {dimX =n} |

§ ¬ª­ãâ ï ®ªà¥áâ­®áâì â®çª¨ q ¨ T ∈ B
(
X (q),Y(q)

)
. � ª «¥£ª® ¢ë-

¢¥áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.4 ¨ «¥¬¬ë [3, 2.3.9], áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬
G ∈ HomU (X ,Y) â ª®©, çâ® G(q) = T ¨ |||G||| 6 ∥T∥. �®áª®«ìªã ¯à®áâà ­-
áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®, ­ ©¤¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï f : Q → [0, 1],
ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á®®â­®è¥­¨ï¬ f(q) = 1 ¨ f ≡ 0 ­  Q\U . �áâ ¥âáï ¯®-
«®¦¨âì H = f ∗G (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® 3.4).

(2) �®áâ â®ç­®áâì íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.12. �«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ «î¡®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ q
¢áâà¥ç îâáï â®çª¨, ¢ ª®â®àëå à §¬¥à­®áâì X ¡®«ìè¥ dimX (q) =: m,
¨ ¯®áâà®¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(X ,Y) á à §àë¢­®© ¢ q ¯®â®ç¥ç­®©
­®à¬®©.

� á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 2.9 â®çª  q «¥¦¨â ¢ § ¬ëª ­¨¨ ®âªàëâ®£® ¬­®-
¦¥áâ¢ 

∪
n>m int {dimX =n}, ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯® ­ è¨¬

ãá«®¢¨ï¬ ¬­®¦¥áâ¢® {dimY > 0} ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬. �®áª®«ìªã â®ç-
ª  q ®¡« ¤ ¥â áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®áâ¥©, ¬®¦­® ¢ë¡à âì áâà¥¬ïéãîáï
ª q ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (qn) ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï∪

n>m int {dimX =n} ∩ {dimY > 0}.
�á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë �î¯à¥ [3, 2.3.5] áãé¥áâ¢ãîâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥

á¥ç¥­¨ï u1, . . . , um ∈ C(Q,X ) á «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨
u1(q), . . . , um(q). � ª ¢¨¤­® ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï [12, 18.1], íâ¨ á¥ç¥­¨ï ¯®â®-
ç¥ç­® «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ­  ­¥ª®â®à®© ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ U â®çª¨ q.
�¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® qn ∈ U ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ­¥à ¢¥­áâ¢® dimX (qn) > m ¨ ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâì

á«®ï Y(qn) ¯®§¢®«ïîâ ¯®¤®¡à âì â ª®© ®¯¥à â®à Tn ∈ B
(
X (qn),Y(qn)

)
, çâ®
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Tn ≡ 0 ­  lin{u1(qn), . . . , um(qm)} ¨ ∥Tn∥ = 1. � á¨«ã (1) ¤«ï ª ¦¤®£® ­®-
¬¥à  n ∈ N áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ Hn ∈ Hom(X ,Y), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
á®®â­®è¥­¨ï¬ Hn(qn) = Tn ¨ |||Hn||| 6 1.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ X0 ��� ­ ¤ U , ¤«ï ª®â®à®£® lin{u1|U , . . . , um|U} ï¢-
«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãà®©, ¨ ¯®«®¦¨¬ Y0 = Y

∣∣
U . �® â¥®à¥¬¥ 2.12

¤«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n ∈ N ®â®¡à ¦¥­¨¥ p ∈ U 7→ Hn(p)
∣∣
lin{u1(p),...,um(p)} ∈

B
(
X0(p),Y0(p)

)
¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢­ãî ¯®â®ç¥ç­ãî ­®à¬ã; ¯®íâ®¬ã ¬®¦-

­® ¯®¤®¡à âì ®âªàëâãî ®ªà¥áâ­®áâì Vn ⊂ U â®çª¨ qn â ªãî, çâ®∥∥Hn(p)
∣∣
lin{u1(p),...,um(p)}

∥∥ < 1/n ¤«ï ¢á¥å p ∈ Vn.

�®£« á­® «¥¬¬¥ 2.5 (1) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (Wn) ®âªàë-
âëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ clWn ∩ cl

∪
k ̸=nWk = ∅,

qn ∈ Wn ¨
(
cl
∪

n∈NWn

)
\
∪

n∈N clWn = {q}. �®¯®«­¨â¥«ì­® ¯®âà¥¡ã¥¬,
çâ®¡ë Wn ⊂ Vn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �à®¬¥ â®£®, à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© fn : Q → [0, 1] â ª¨å, çâ® fn(qn) = 1 ¨ fn ≡ 0
­  Q\Wn. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p ∈ Q ¯®«®¦¨¬

H(p) =

{
fn(p)Hn(p), p ∈ Wn,

0, p /∈
∪

n∈NWn.

�ç¥¢¨¤­®, |||H||| 6 1. �®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®, ¬­®-
¦¥áâ¢® Nq = {u ∈ C(Q,X ) : u(q) = 0} ¤®¯®«­ï¥â «¨­¥©­ãî ®¡®«®çªã
lin{u1, . . . , um} ¤® ¯®á«®©­® ¯«®â­®£® ¢ X ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  C(Q,X ). �®ª -
¦¥¬, çâ® H ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ X ¢ Y , ¯à¨¬¥­¨¢ ª íâ®¬ã ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢ã â¥®à¥¬ã [3, 2.4.9].

�á«¨ u ∈ lin{u1, . . . , um}, â® àï¤
∑∞

n=1 fnHn⊗u áå®¤¨âáï à ¢­®¬¥à­®,
â ª ª ª ¥£® ç«¥­ë ¨¬¥îâ ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ­®á¨â¥«¨, ¯®â®ç¥ç­ ï
­®à¬  u ®£à ­¨ç¥­  ¨ |||fnHn ⊗ u||| 6 1

n |||u||| ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¯® â¥®à¥¬¥ [3, 2.3.6] áã¬¬  H ⊗ u ãª § ­­®£® àï¤  ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬
á¥ç¥­¨¥¬.

�ãáâì â¥¯¥àì u ∈ Nq. �¥ç¥­¨¥H⊗u ­¥¯à¥àë¢­® ­  ª ¦¤®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥
clWn, n ∈ N, ¯®áª®«ìªã clWn á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®âªàëâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ Q \
cl
∪

k ̸=nWk ¨ H⊗u á®¢¯ ¤ ¥â ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ á ­¥¯à¥àë¢­ë¬ á¥ç¥­¨¥¬

fnHn⊗u. �á«¨ â®çª  p ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
(
cl
∪

n∈NWn

)
\
∪

n∈N clWn, â® p = q ¨

á¥ç¥­¨¥ H ⊗ u ­¥¯à¥àë¢­® ¢ íâ®© â®çª¥, â ª ª ª |||H||| 6 1,   äã­ªæ¨ï |||u|||
­¥¯à¥àë¢­  ¨ à ¢­  ­ã«î ¢ q. � ª®­¥æ, ¬­®¦¥áâ¢®Q\ cl

∪
n∈NWn ï¢«ï¥âáï

®âªàëâë¬, ¨ ­  ­¥¬ |||H ⊗ u||| ≡ 0.

�â ª, H ∈ Hom(X ,Y). �¬¥áâ¥ á â¥¬ |||H|||(q) = 0, |||H|||(qn) = 1 ¤«ï
¢á¥å n ∈ N ¨ qn → q; á«¥¤®¢ â¥«ì­®, äã­ªæ¨ï |||H||| à §àë¢­  ¢ â®çª¥ q. ◃

3.6. �¥®à¥¬ . �ãáâì X ¨ Y | ��� ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®-

«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®-

áâ¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢á¥ á«®¨ X ª®­¥ç­®¬¥à­ë,   à áá«®¥­¨¥ Y ¨¬¥¥â
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­¥­ã«¥¢ë¥ á«®¨ ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q. �¯¥à â®à­®¥ à áá«®-
¥­¨¥ B(X ,Y) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
n = 0, 1, 2, . . . ¬­®¦¥áâ¢® {dimX =n} ï¢«ï¥âáï ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¬.

▹ �®áâ â®ç­®áâì ãª § ­­®£® ãá«®¢¨ï ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à áá«®¥­¨ï
B(X ,Y) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.3.

�â®¡ë ¤®ª § âì ­¥®¡å®¤¨¬®áâì, § ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.2 ¨
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (2) â¥®à¥¬ë 3.5 áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à áá«®¥­¨ï B(X ,Y) ¢«¥ç¥â
®âªàëâ®áâì ¬­®¦¥áâ¢ {dimX =n} ¤«ï ¢á¥å n = 0, 1, 2, . . . , ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï
«¥¬¬®© 2.8. ◃

3.7. �§ â¥®à¥¬ë 3.6 ­¥¬¥¤«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X |��� á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ á¢ï§­ë¬
¡íà®¢áª¨¬ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨, ¨ Y | ��� ­ ¤ Q á ­¥­ã«¥¢ë¬¨

á«®ï¬¨ ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q. �®£¤  áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à áá«®-
¥­¨ï B(X ,Y) à ¢­®á¨«ì­® ¯®áâ®ï­áâ¢ã à §¬¥à­®áâ¨ X .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬ á«¥¤áâ¢¨ï,
­¥ ®¡ï§ ­® ¡ëâì ¬¥âà¨§ã¥¬ë¬. �¥á«®¦­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® â ª¨¬
­¥¬¥âà¨§ã¥¬ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ï¢«ï¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¯«®áª®áâì �¥¬ëæª®£®
(á¬. [7, 1.2.4, 1.4.5, 2.1.10]).

3.8. �® ª®­æ  íâ®£® ¯ à £à ä  ¬ë £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬ à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬ ¯®áâ®ï­­ë¥ ���. �«ï â ª¨å ��� ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à á-
á«®¥­¨ï B(XQ, YQ) â¥á­® á¢ï§ ­  á ¢®¯à®á®¬ ® áâà®£®áâ¨ ¢ª«îç¥­¨ï

C
(
Q,B(X,Y )

)
⊂ Hom(XQ, YQ), § âà®­ãâë¬ ¢ 2.3.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �«ï ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ X ¨ Y à áá«®¥­¨¥

B(XQ, YQ) áãé¥áâ¢ã¥â â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  C
(
Q,B(X, Y )

)
=

Hom(XQ, YQ). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ à áá«®¥­¨¥ B(XQ, YQ) áãé¥áâ¢ã¥â, â® ®­®
à ¢­® ¯®áâ®ï­­®¬ã ��� á® á«®¥¬ B(X, Y ).

▹ �®ª ¦¥¬ á­ ç «  ¢â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. �ãáâì à áá«®¥­¨¥
B(XQ, YQ) áãé¥áâ¢ã¥â. �®®â­®è¥­¨ï B(XQ, YQ)(q) ⊂ B

(
XQ(q), YQ(q)

)
=

B(X,Y ), á¯à ¢¥¤«¨¢ë¥ ¢ «î¡®© â®çª¥ q ∈ Q, ¨ C
(
Q,B(X,Y )

)
⊂

Hom(XQ, YQ) = C
(
Q,B(XQ, YQ)

)
¯®§¢®«ïîâ § ª«îç¨âì, çâ® ª ¦¤ë© á«®©

à áá«®¥­¨ï B(XQ, YQ) á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®áâà ­áâ¢®¬ B(X,Y ). �à®¬¥ â®£®,

C
(
Q,B(X,Y )

)
ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãà®© ª ª ¢ B(X, Y )Q, â ª ¨

¢ B(XQ, YQ),   §­ ç¨â, íâ¨ ¤¢  ��� à ¢­ë (á¬. [3, 2.1.8, 2.1.9]). �âáî-

¤  áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® à ¢¥­áâ¢® C
(
Q,B(X, Y )

)
= Hom(XQ, YQ) ­¥®¡å®¤¨-
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¬® ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï B(XQ, YQ). �®áâ â®ç­®áâì ®ç¥¢¨¤­  ¢¢¨¤ã â¥®à¥-
¬ë 3.2. ◃

3.9. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ , ¯à¨ç¥¬
¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(XQ, YQ)

¨, ªà®¬¥ â®£®, B(XQ, YQ) = B(X,Y )Q ¨ Hom(XQ, YQ) = C
(
Q,B(X, Y )

)
.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 3.2 ¨ 3.8. ◃

3.10. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­-

áâ¢® ¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®-
à®£® ��� Y ­ ¤ Q á ­¥­ã«¥¢ë¬¨ á«®ï¬¨ áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y).
�®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

▹ �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¢ C(Q) ¨¬¥¥âáï ­¥ «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­ ï äã­ªæ¨ï,
¨ ¯®áâà®¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ H ¨§ XQ ¢ Y á à §àë¢­®© ¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬®©.
�¥¬ á ¬ë¬ ¢ á¨«ã ªà¨â¥à¨ï 3.2 â¥®à¥¬  ¡ã¤¥â ¤®ª § ­ .

�®£« á­® «¥¬¬¥ 1.15 áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡®∗ ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨ï
w : Q → X ′, ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  ª®â®à®© ®£à ­¨ç¥­  ¨ à §àë¢­ . �ãáâì q |
â®çª  à §àë¢  äã­ªæ¨¨ |||w||| . � áá¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨¥ v ∈ C(Q,Y) á ­¥­ã-
«¥¢ë¬ §­ ç¥­¨¥¬ v(q) ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈
B
(
X,Y(q)

)
, ¯®«®¦¨¢ H(q) : x ∈ X 7→ ⟨x |w(q)⟩v(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q.

�«ï «î¡®£® ¯®áâ®ï­­®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q,XQ) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®
H ⊗ u = ⟨u|w⟩v ∈ C(Q,Y). �à®¬¥ â®£®, |||H||| = |||w||| |||v||| . �§ ®£à ­¨-
ç¥­­®áâ¨ |||w||| á«¥¤ã¥â «®ª «ì­ ï ®£à ­¨ç¥­­®áâì |||H||| . � ª¨¬ ®¡à §®¬,
H ∈ Hom(XQ,Y) ¯® â¥®à¥¬¥ [3, 2.4.9]. � ª®­¥æ, ¯®áª®«ìªã äã­ªæ¨ï |||w|||
à §àë¢­  ¢ â®çª¥ q,   äã­ªæ¨ï |||v||| ­¥¯à¥àë¢­  ¨ ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï ¢ íâ®©
â®çª¥, |||H||| = |||w||| |||v||| /∈ C(Q). ◃

�¨¦¥ (á¬. 3.13) ¡ã¤¥â ¯®ª § ­®, çâ® ¢ ¯®á«¥¤­¥© â¥®à¥¬¥ ­¥®¡å®¤¨-
¬®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¯¥à â®à­®£® à áá«®¥­¨ï B(XQ,Y) (  ¨¬¥­-
­®, äã­ªæ¨®­ «ì­ ï ¤¨áªà¥â­®áâì Q) ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®ç­ë¬ ¢ â®¬ á«ã-
ç ¥, ª®£¤  ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X á¥¯ à ¡¥«ì­®. � ®¡é¥¬ ¦¥ á«ãç ¥
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ãá«®¢¨¥ ¤®áâ â®ç­ë¬ ­¥ ï¢«ï¥âáï (á¬. ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 3.14
¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ¡ ­ å®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã X ′ ¨ à áá«®¥­¨î Y = R).

3.11. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ ,
Y ̸= {0}, ¨ ¯ãáâì Q| â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ï¢«ïîé¥¥áï äã­ª-
æ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) áãé¥áâ¢ã¥â ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ B(XQ, YQ);
(¡) B(X,Y )Q = B(XQ, YQ);

(¢) Hom(XQ, YQ) = C
(
Q,B(X,Y )

)
;

(£) ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®.
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▹ � ¢­®á¨«ì­®áâì ( ), (¡) ¨ (¢) ¤®ª § ­  ¢ 3.8, (£) á«¥¤ã¥â ¨§ ( )
¢ á¨«ã 3.10, ( ) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (£) ¢ á¨«ã 3.9. ◃

3.12. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� ­ ¤ äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨á-

ªà¥â­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® C(Q,X )
á®¤¥à¦¨â áç¥â­®¥ ¯®á«®©­® ¯«®â­®¥ ¢ X ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®
��� Y ­ ¤ Q áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(X ,Y).

▹ �ãáâì U ⊂ C(Q,X ) | áç¥â­®¥ ¯®á«®©­® ¯«®â­®¥ ¢ X ¬­®¦¥áâ¢®.
� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ��� Y ­ ¤ Q, £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(X ,Y),
â®çªã q ∈ Q ¨ ¤®ª ¦¥¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâì ¢ q ¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬ë H. �®áª®«ì-
ªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®, ­ ©¤¥âáï ®ªà¥áâ­®áâì U
â®çª¨ q, ­  ª®â®à®© ¯®áâ®ï­­ë ¢á¥ äã­ªæ¨¨ |||u||| ¨ |||H ⊗ u||| , u ∈ U .
�¢¨¤ã ¯®á«®©­®© ¯«®â­®áâ¨ ¢ X ¬­®¦¥áâ¢  U ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®
|||H|||(p) = sup{|||H ⊗ u|||(p) : u ∈ U , |||u|||(p) 6 1} ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p ∈ Q,
®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨ï |||H||| ¯®áâ®ï­­  ­  U ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ­¥¯à¥-
àë¢­  ¢ â®çª¥ q. �áâ ¥âáï á®á« âìáï ­  â¥®à¥¬ã 3.2. ◃

3.13. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì Q | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢® ¨ X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®.
�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) ¤«ï «î¡®£® ��� Y ­ ¤ Q áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y);
(¡) áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(XQ,R);
(¢) ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

▹ �¬¯«¨ª æ¨ï ( )⇒(¡) ®ç¥¢¨¤­ , (¢) á«¥¤ã¥â ¨§ (¡) ¢ á¨«ã 3.10,
( ) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (¢) ¢ á¨«ã 3.12. ◃

3.14. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ­¥á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®-

áâà ­áâ¢®. �ãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨-
ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ��� Y ­ ¤ Q á ­¥­ã«¥¢ë¬¨

á«®ï¬¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨ï B(XQ,Y).

▹ �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ℵ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áç¥â­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¯à®-
áâà ­áâ¢  X, ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¯® ¢ª«îç¥­¨î. �®­ïâ­®, çâ® áç¥â­ë¥ ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢  ℵ ®¡« ¤ îâ ¢¥àå­¨¬¨ £à ­ï¬¨ ¨ ℵ ­¥ ¨¬¥¥â ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥-
¬¥­â .

� ª ¯®ª § ­® ¢ 1.13, ¯à®áâà ­áâ¢® Q := ℵ• ­®à¬ «ì­® ¨ äã­ªæ¨®-
­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

�ãáâì Y | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� ­ ¤ Q á ­¥­ã«¥¢ë¬¨ á«®ï¬¨. �¯à¥¤¥-
«¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(XQ,Y) á à §àë¢­®© ¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬®©. �«ï
íâ®£® à áá¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨¥ v ∈ C(Q,Y), ¯à¨­¨¬ îé¥¥ ­¥­ã«¥¢®¥ §­ ç¥­¨¥ ¢
â®çª¥∞ ∈ Q. �®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® X ­¥ ï¢«ï¥âáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬, ¤«ï
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«î¡®£® í«¥¬¥­â  α ∈ ℵ áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨®­ « x′α ∈ X ′ â ª®©, çâ® x′α ≡ 0
­  cl linα ¨ ∥x′α∥ = 1. �ãáâì H(α) = v(α)⊗x′α ¤«ï ¢á¥å α ∈ ℵ ¨ H(∞) = 0.
�®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ [3, 2.4.9] ®â®¡à ¦¥­¨¥ H ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, â ª
ª ª ¤«ï «î¡®£® ¯®áâ®ï­­®£® á¥ç¥­¨ï ux ≡ x, x ∈ X, á¥ç¥­¨¥ H ⊗ ux ¯à¨-
­¨¬ ¥â ­ã«¥¢ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  ¨­â¥à¢ «¥ ({x},∞],   §­ ç¨â, ­¥¯à¥àë¢­®.
�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  H à §àë¢­  ¢ â®çª¥ ∞. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3.2 ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨ï B(XQ,Y). ◃

3.15. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ℵ| ­ ¯à ¢«¥­­®¥ ¯® ¢®§à áâ ­¨î

ã¯®àï¤®ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¡¥§ ­ ¨¡®«ìè¥£® í«¥¬¥­â , X | ��� ­ ¤ ℵ•

(á¬. 1.13) ¨ ¢ C(ℵ•,X ) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯®á«®©­® ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®,
çâ® à ¢­®¬®é­ë¥ ¥¬ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ℵ ®¡« ¤ îâ ¢¥àå­¨¬¨ £à ­ï¬¨. �®-
£¤  ¤«ï «î¡®£® ��� Y ­ ¤ ℵ• áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(X ,Y).

▹ �ãáâì U | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® C(ℵ•,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬
«¥¬¬ë.

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� Y ­ ¤ ℵ• ¨ ¯à®¢¥à¨¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâì
¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬ë ¯à®¨§¢®«ì­®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ Hom(X ,Y). �¥¬
á ¬ë¬ ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.2 ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­®.

�«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  u ∈ U ¢ë¡¥à¥¬ αu ∈ ℵ â ª, çâ®¡ë |||u|||(α) =
|||u|||(∞) ¨ |||H ⊗ u|||(α) = |||H ⊗ u|||(∞) ¤«ï ¢á¥å α > αu

(
á¬. § ¬¥ç -

­¨¥ 1.13 (1)
)
. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® u ∈ U ¤¢  ¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢  ¨¬¥îâ

¬¥áâ® ¯à¨ ¢á¥å α > β, £¤¥ β | ¢¥àå­ïï £à ­ì ¬­®¦¥áâ¢  {αu : u ∈ U}.
�®áª®«ìªã ¬­®¦¥áâ¢® U ¯®á«®©­® ¯«®â­® ¢ X , §­ ç¥­¨¥ ­®à¬ë |||H||| ¢ «î-
¡®© â®çª¥ α ∈ ℵ• ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ |||H|||(α) = sup{|||H ⊗ u|||(α) :
u ∈ U , |||u|||(α) 6 1}. �§ íâ®© ä®à¬ã«ë áà §ã ¢¨¤­®, çâ® ¯à¨ α > β
¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  H ¯à¨­¨¬ ¥â §­ ç¥­¨¥ |||H|||(α) = |||H|||(∞),   §­ ç¨â,
­¥¯à¥àë¢­ . ◃

�«¥¤áâ¢¨¥. �«ï ¢áïª®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X ­ ©¤¥âáï ­¥¤¨á-

ªà¥â­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®Q â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®
��� Y ­ ¤ Q áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y).

▹ �®áâ â®ç­® ¢§ïâì Q = ℵ•, £¤¥ ℵ | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ª à¤¨­ «, ¯à¥-
¢®áå®¤ïé¨© ¬®é­®áâì X, ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯®á«¥¤­¥© «¥¬¬®©. ◃

3.16. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢® ¨ Y | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ��� ­ ¤ Q á ­¥­ã«¥¢ë¬¨ á«®ï¬¨.

�à¨¢¥¤¥­­ë© ­¨¦¥ á¯¨á®ª à¥§ã«ìâ â®¢ ¯®ª §ë¢ ¥â, ª ª § ¢¨á¨â áã-
é¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¯¥à â®à­®£® à áá«®¥­¨ï B(XQ,Y) ®â á¢®©áâ¢ X ¨ Q. �â®â
á¯¨á®ª ­¥ á®¤¥à¦¨â ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ­®¢ëå ä ªâ®¢ ¨ «¨èì ¯®¤¢®¤¨â ¨â®£
¯à®¢¥¤¥­­ë¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï¬.
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(1) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®, â® à áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y) áã-
é¥áâ¢ã¥â.

(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® X ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®.

(2.1) �ãáâì ¯à®áâà ­áâ¢® X á¥¯ à ¡¥«ì­®. � áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y)
áãé¥áâ¢ã¥â ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯à®áâà ­-
áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

(2.2) �ãáâì X | ­¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

(2.2.1) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®,
â® à áá«®¥­¨ï B(XQ,Y) ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

(2.2.2) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®, â®
à áá«®¥­¨¥ B(XQ,Y) ¬®¦¥â ª ª áãé¥áâ¢®¢ âì, â ª
¨ ­¥ áãé¥áâ¢®¢ âì (¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì-
­®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­®à¬ «ì-
­® ¨ ­¥¤¨áªà¥â­®).

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ (1) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 3.3, (2.1) á«¥¤ã¥â ¨§ 3.10 ¨ 3.13, (2.2.1)
ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 3.10,   (2.2.2) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 3.14 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3.15.

§ 4. �®¯àï¦¥­­®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï ¢®¯à®áë ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨ á¢®©-
áâ¢ å à áá«®¥­¨ï X ′, á®¯àï¦¥­­®£® ª ¤ ­­®¬ã à áá«®¥­¨î X .

� à §¤¥«¥ 4.2 ¯¥à¥ç¨á«¥­ë à §­®®¡à §­ë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®ç-
­ë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï. �á¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
íâ®£® à §¤¥«  ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥-
£® ¯ à £à ä . �à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.3 ãâ¢¥à¦¤ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ á®¯àï¦¥­­®£®
à áá«®¥­¨ï ¤«ï ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨.

�¤­¨¬ ¨§ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå è £®¢ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¯®­ïâ¨ï á®¯àï¦¥­-
­®£® à áá«®¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ãáâ ­®¢«¥­¨¥ ­®à¬ â¨¢­ëå á®®â­®è¥­¨© ¤¢®©-
áâ¢¥­­®áâ¨ ¬¥¦¤ã à áá«®¥­¨ï¬¨ X ¨ X ′. �â®© â¥¬¥ ¯®á¢ïé¥­ à §¤¥« 4.5.
�à¥¤¢ à¨â¥«ì­® ¢ 4.4 ®¡áã¦¤ ¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯®á«®©­®© ­®à¬¨à®¢ª¨ á«®¥¢
��� §­ ç¥­¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £®¬®¬®àä¨§¬®¢. � á®¦ «¥­¨î, ¢®¯à®á
® â®¬, ¢á¥£¤  «¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â ª ï ­®à¬¨à®¢ª , ¬ë ¡ë«¨ ¢ë­ã¦¤¥­ë ®áâ -
¢¨âì ®âªàëâë¬, ®£à ­¨ç¨¢è¨áì ¯¥à¥ç¨á«¥­¨¥¬ á¨âã æ¨©, ¢ ª®â®àëå ®­ 
§ ¢¥¤®¬® ¨¬¥¥âáï.

� à §¤¥« å 4.6{4.9 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã á¥¯ à ¡¥«ì­®áâìî
®â¤¥«ì­®£® á«®ï ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâìî ¥£® á«®¥¢ ¨«¨
á«®¥¢ á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï.

�áâ ¢è ïáï ç áâì ¯ à £à ä  (4.10{4.15) ¯®á¢ïé¥­  ¨§ãç¥­¨î ¢â®à®-
£® á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï. � ªàã£ ¨áá«¥¤ã¥¬ëå §¤¥áì ¢®¯à®á®¢ ¢å®¤¨â
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à áá«®¥­¨ï X ′′, ¨§®¬¥âà¨ç­®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå à áá«®-
¥­¨©,   â ª¦¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥.
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4.1. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì X | ­¥¯à¥àë¢­®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥.
� áá«®¥­¨¥ B(X ,R) (¥á«¨ ®­® áãé¥áâ¢ã¥â) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á®¯àï¦¥­­ë¬

ª X ¨ ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ X ′. �á«¨ à áá«®¥­¨¥ X ′ áãé¥áâ¢ã¥â, ¬ë
£®¢®à¨¬, çâ® X ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥.

�®£« á­® â¥®à¥¬¥ 3.2 á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ â®ç­®-
áâ¨ â®£¤ , ª®£¤  ¯®â®ç¥ç­ë¥ ­®à¬ë ¢á¥å £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ R ­¥¯à¥-
àë¢­ë.

4.2. �à¥¤«®¦¥­¨¥. (1) �áïª®¥ ��� X ­ ¤ Q á ¯®áâ®ï­­®© ª®­¥ç-

­®© à §¬¥à­®áâìî ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨
â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®, â® X ′(q) = X (q)′ ¤«ï
¢á¥å q ∈ Q.

(2) ��� X á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¡íà®¢áª¨¬ ¢¯®«­¥ à¥£ã-

«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ ¯¥à¢®©  ªá¨®-

¬¥ áç¥â­®áâ¨, ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ç¨á«  n = 0, 1, 2, . . . ¬­®¦¥áâ¢® {dimX =n} ï¢«ï¥âáï

®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¬.

(3)�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®áâ®ï­­®¥ ��� á® á«®¥¬X ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥

à áá«®¥­¨¥. �®£¤  ¯®á«¥¤­¥¥ ï¢«ï¥âáï ¯®áâ®ï­­ë¬ ��� á® á«®¥¬ X ′.

(4) �á«¨ ¯®áâ®ï­­®¥ ��� ­ ¤ Q á ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ á«®¥¬ ¨¬¥¥â á®-

¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, â® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨á-

ªà¥â­ë¬ (¢ ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ¯à¨ íâ®¬ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®,
â® ¢á¥ ¥£® áç¥â­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  § ¬ª­ãâë).

(5) �«ï «î¡®£® ­¥á¥¯ à ¡¥«ì­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã-

¥â äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ®
��� XQ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï.

(6) �®áâ®ï­­®¥ ��� ­ ¤ Q á ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á«®¥¬

¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢®Q
äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

(7) �«ï ¢áïª®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¤¨áªà¥â­®¥

­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ® ��� XQ ¨¬¥¥â

á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥.

(8) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®, â® ¤«ï ¯à®¨§-
¢®«ì­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ X á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) áãé¥áâ¢ã¥â (XQ)
′;

(¡) (X ′)Q = (XQ)
′;

(¢) C(Q,X ′) = Hom(XQ,R);
(£) ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®.
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▹ �â¢¥à¦¤¥­¨ï (1){(8) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª îâ ¨§ 3.3 ¨ 3.4, 3.6,
3.8, 3.10, 3.14, 3.13, á«¥¤áâ¢¨ï 3.15 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 3.11 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. ◃

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . �§ ¯à¨¬¥à®¢ 2.13 (1){(3) á ãç¥â®¬ 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® âà¥-
¡®¢ ­¨¥ ¯®áâ®ï­áâ¢  à §¬¥à­®áâ¨ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ (1) ¯®á«¥¤­¥£® ¯à¥¤«®-
¦¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­® ¤«ï ­ «¨ç¨ï á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï.

4.3. �¥¬¬ . �ãáâì X | ��� ­ ¤ Q á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨

(â. ¥. ¢á¥ á«®¨ X ï¢«ïîâáï £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨). �«ï «î¡®-

£® £«®¡ «ì­®£® á¥ç¥­¨ï u à áá«®¥­¨ï X ¨ «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¯®«®¦¨¬

h(u)(q) = ⟨·, u(q)⟩ ∈ X (q)′. �®£¤  h[C(Q,X )] ⊂ Hom(X ,R). �à®¬¥ â®£®,
h[C(Q,X )] ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãà®© ¢ (¤¨áªà¥â­®¬) ¡ ­ å®¢®¬
à áá«®¥­¨¨ á® á«®ï¬¨ X (q)′ (q ∈ Q).

▹ � á¨«ã [3, 2.4.4] ¢ª«îç¥­¨¥ h[C(Q,X )] ⊂ Hom(X ,R) á«¥¤ã¥â ¨§
á®®â­®è¥­¨©

⟨u1|h(u2)⟩ = ⟨u1(·), u2(·)⟩ =
1

2

(
|||u1|||2 + |||u2|||2 − |||u1 − u2|||2

)
∈ C(Q),

|||h(u2)||| = |||u2||| ,

á¯à ¢¥¤«¨¢ëå ¤«ï «î¡ëå u1, u2 ∈ C(Q,X ). �â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë �¨áá . ◃

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨. �á«¨

áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ X ′, â® ®­® ¨§®¬¥âà¨ç­® X (á¬. [3, 2.4.12]).

▹ �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ X | ��� ­ ¤ Q
á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨. � áá¬®âà¨¬ ��� Y á® á«®ï¬¨ Y(q) = X (q)′

(q ∈ Q) ¨ ­¥¯à¥àë¢­®© áâàãªâãà®© C = h[C(Q,X )] (á¬. «¥¬¬ã). � á¨-
«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.12(3)] à áá«®¥­¨ï X ¨ Y ¨§®¬¥âà¨ç­ë. �§ ¯®á«®©­®©
¯«®â­®áâ¨ C ¢ Y ¨ á®®â­®è¥­¨© C ⊂ Hom(X ,R) = C(Q,X ′) á«¥¤ã¥â, çâ®
¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q á«®¨ X ′(q) ¨ Y(q) á®¢¯ ¤ îâ ¨ C ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥-
àë¢­®© áâàãªâãà®© ¢ X ′, â. ¥. X ′ = Y . ◃

4.4. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì X |��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ Q. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥

D ⊂ Q, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ D ¨ «î¡®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X (q) ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

∥x∥ = sup{|H(q)x| : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1}.

�®¢®à¨¬, çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X , ¥á«¨ Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X
­  Q.
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� ¬ ­¥ ¨§¢¥áâ­ë ¯à¨¬¥àë ��� X , ¤«ï ª®â®àëå ¬­®¦¥áâ¢®
Hom(X ,R) ­¥ ­®à¬¨à®¢ «® ¡ë X . (�®«¥¥ â®£®, ¬ë ­¥ §­ ¥¬, áãé¥áâ¢ã¥â
«¨ ­¥­ã«¥¢®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ á ­ã«¥¢ë¬ á®¯àï¦¥­­ë¬.) � ­ áâ®ïé¨©
¬®¬¥­â ¬ë ¬®¦¥¬ «¨èì ãª § âì ­¥ª®â®àë¥ ª« ááë ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥-
­¨© X , ¤«ï ª®â®àëå Hom(X ,R) § ¢¥¤®¬® ­®à¬¨àã¥â X . � ç¨á«ã â ª¨å
à áá«®¥­¨© ®â­®áïâáï á«¥¤ãîé¨¥:

(1) ��� X ­ ¤ Q â ª®¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ¬­®¦¥áâ¢®
{H(q) : H ∈ Hom(X ,R)} ⊂ X (q)′ ­®à¬¨àã¥â X (q) ¨ ¤«ï «î-
¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ Hom(X ,R) áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬
G ∈ Hom(X ,R), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á®®â­®è¥­¨ï¬ G(q) = H(q) ¨
|||G||| ∈ C(Q);

(2) ��� X ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: ¤«ï ª ¦¤®©
â®çª¨ q ∈ Q ¬­®¦¥áâ¢® {H(q) : H ∈ Hom(X ,R)} ⊂ X (q)′ ­®à¬¨-
àã¥â X (q) ¨ ¤«ï «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ Hom(X ,R) ­ ©¤¥âáï
£®¬®¬®àä¨§¬ G ∈ Hom(X ,R) â ª®©, çâ® G(q) = H(q) ¨ ¯®â®ç¥ç-
­ ï ­®à¬  G ­¥¯à¥àë¢­  ¢ â®çª¥ q;

(3) ¯®áâ®ï­­®¥ ���;
(4) ��� á ¯®áâ®ï­­®© ª®­¥ç­®© à §¬¥à­®áâìî ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà-

­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬;
(5) ��� ­ ¤ ª®¬¯ ªâ­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨«¨ «®-

ª «ì­® ª®¬¯ ªâ­ë¬ å ãá¤®àä®¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬, ¨¬¥îé¥¥ áç¥â­®¥ ¯®á«®©­® ¯«®â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¯à¥àë¢-
­ëå á¥ç¥­¨©;

(6) ��� á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¬¥âà¨§ã¥¬ë¬ «®ª «ì­® ª®¬-
¯ ªâ­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬;

(7) ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨;
(8) ��� ­ ¤ à¥£ã«ïà­ë¬ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬

¯à®áâà ­áâ¢®¬;
(9) ��� ­ ¤ N á á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á«®¥¬ ¢ â®çª¥ ∞;
(10) ��� ­ ¤ å ãá¤®àä®¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ á ª®­¥ç-

­ë¬ ç¨á«®¬ ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª, ¨¬¥îé¥¥ á¥¯ à ¡¥«ì­ë¥
á«®¨ ¢ íâ¨å â®çª å;

(11) à áá«®¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï á®¯àï¦¥­­ë¬ ª ­¥ª®â®à®¬ã ���.

▹ �®ª § â¥«ìáâ¢® â®£® ä ªâ , çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ¢ á«ã-
ç ïå (1) ¨ (2), ¬®¦­® ¡¥§ âàã¤  ¯®«ãç¨âì á ¯®¬®éìî ¤®¬­®¦¥­¨ï £®¬®-
¬®àä¨§¬  G ­  ¯®¤å®¤ïé¨© í«¥¬¥­â C(Q).

�«ãç ¨ (3), (4) ¨ (7) «¥£ª® á¢¥áâ¨ ª á«ãç î (1), ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á«¥¤áâ¢¨¥¬ 2.3, ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 4.2 (1) ¨ «¥¬¬®© 4.3.

�«ãç © (5) ¤«ï ª®¬¯ ªâ­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Q à áá¬®âà¥­ ¢ [12, 19.16],
  á«ãç © «®ª «ì­® ª®¬¯ ªâ­®£® å ãá¤®àä®¢  (  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¯®«­¥ à¥-
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£ã«ïà­®£®) ¯à®áâà ­áâ¢  Q á¢®¤¨âáï ª á«ãç î ª®¬¯ ªâ­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
à áá¬®âà¥­¨¥¬ ª®¬¯ ªâ­®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© â®çª¨ q ∈ Q ¨ ¤®-
¬­®¦¥­¨¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬  ­  ­¥¯à¥àë¢­ãî ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî äã­ªæ¨î, à ¢-
­ãî ¥¤¨­¨æ¥ ¢ â®çª¥ q ¨ § ­ã«ïîéãîáï ¢­¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ®ªà¥áâ­®áâ¨.
�­ «®£¨ç­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨ á«ãç © (6) ¬®¦­® á¢¥áâ¨ ª (5), ¯à¨¢«¥ª ï
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ [12, 19.5 (iii)].

(8) �ãáâì X | ��� ­ ¤ à¥£ã«ïà­ë¬ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ â®¯®-
«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ D. � áá¬®âà¨¬ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬-
¯ ªâ Q, á®¤¥à¦ é¨© D ª ª ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, ¨ ¯à®¤®«¦¥-
­¨¥ βX ¯® �â®ã­ã | �¥åã à áá«®¥­¨ï X ­  Q (á¬. [3, 1.1.4, 2.5.10]). �¡®-

§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ βX ¯à®áâ®à­ãî ®¡®«®çªã à áá«®¥­¨ï βX (á¬. [3, 3.1.5]).

� ¦¤®¬ã £®¬®¬®àä¨§¬ã H ∈ Hom
(
βX ,R

)
á®¯®áâ ¢¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

H : q ∈ Q 7→ H(q)|βX (q), q ∈ Q. �§ â¥®à¥¬ë [3, 2.4.4] á«¥¤ã¥â, çâ®

H ∈ Hom(βX ,R). �à¨¬¥­¨¢ â¥®à¥¬ã [3, 3.3.3 (1)] ª à áá«®¥­¨î βX ,
¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® Hom(βX ,R) ­®à¬¨àã¥â βX . �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®
{H|D : H ∈ Hom(βX ,R)} ⊂ HomD(X ,R).

(10) �á«¨ å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¨¬¥¥â ª®­¥ç-
­®¥ ç¨á«® ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª, â®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ª ¦¤ ï ¨§ íâ¨å â®-
ç¥ª ®â¤¥«ï¥âáï ®â ®áâ «ì­ëå ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâ®©
®ªà¥áâ­®áâìî. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬ë ­¥ ­ àãè¨¬ ®¡é­®áâ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢,
çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ãî â®çªã q.

�ãáâì X | ��� ­ ¤ Q á á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á«®¥¬ X (q). �®áâ â®ç­® ¤«ï
¯à®¨§¢®«ì­®£® äã­ªæ¨®­ «  x′ ∈ X (q)′, ∥x′∥ < 1, ¯®áâà®¨âì £®¬®¬®àä¨§¬
H ∈ Hom(X ,R), ¯à¨­¨¬ îé¨© §­ ç¥­¨¥ H(q) = x′ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
­¥à ¢¥­áâ¢ã |||H||| 6 1.

� áá¬®âà¨¬ ª ªãî-­¨¡ã¤ì áç¥â­ãî á¨áâ¥¬ã {xn : n ∈ N} «¨­¥©­®
­¥§ ¢¨á¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  X (q), «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ª®â®à®©
¯«®â­  ¢ X (q), ¨, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â¥®à¥¬®© �î¯à¥ (á¬. [3, 2.3.5]), á ª ¦-
¤ë¬ ­®¬¥à®¬ n ∈ N á¢ï¦¥¬ á¥ç¥­¨¥ un ∈ C(Q,X ), ¯à®å®¤ïé¥¥ ¢ â®çª¥ q
ç¥à¥§ xn. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î [12, 18.1] ¤«ï «î¡®£® ­®¬¥à  n ∈ N áãé¥áâ¢ã¥â
®ªà¥áâ­®áâì Un â®çª¨ q â ª ï, çâ® á¥ç¥­¨ï u1, . . . , un ¯®â®ç¥ç­® «¨­¥©­®
­¥§ ¢¨á¨¬ë ­  Un. �«ï «î¡ëå n ∈ N ¨ p ∈ Un ®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨®-
­ « yn(p) : lin{u1(p), . . . , un(p)} → R ä®à¬ã«®© ⟨ui(p)|yn(p)⟩ = ⟨ui(q)|x′⟩,
i = 1, . . . , n.

�®áª®«ìªã ∥x′∥ < 1, ¢ á¨«ã [4, «¥¬¬  7] ª ¦¤ãî ®ªà¥áâ­®áâì Un

â®çª¨ q ¬®¦­® ã¬¥­ìè¨âì ¤® ®ªà¥áâ­®áâ¨ Vn â ª, çâ®¡ë ¡ë«¨ ¢ë¯®«­¥­ë
­¥à ¢¥­áâ¢  ∥yn(p)∥ 6 1 ¤«ï ¢á¥å p ∈ Vn. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨
¬®¦­® áç¨â âì, çâ® Vn ⊃ Vn+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

� «¥¥, ¯®â®ç¥ç­ ï «¨­¥©­ ï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¬­®¦¥áâ¢  {un : n∈N} ­ 
¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ V∞ =

∩
n∈N Vn ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p ∈ V∞ ®¯à¥-

¤¥«¨âì äã­ªæ¨®­ « y∞(p) : lin{un(p) : n ∈ N} → R ª ª ®¡é¥¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥
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äã­ªæ¨®­ «®¢ yn(p), n ∈ N, â. ¥. ¯®«®¦¨âì ⟨un(p)|y∞(p)⟩ = ⟨un(q)|x′⟩ ¤«ï
¢á¥å n ∈ N. � ¬¥â¨¬, çâ® ∥y∞(p)∥ 6 1 ¤«ï p ∈ V∞.

�®«®¦¨¬

H(p) =


0, p /∈ V1,

�yn(p), p ∈ Vn\Vn+1,

�y∞(p), p ∈ V∞,

£¤¥ �yn(p), 1 6 n 6 ∞, | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ äã­ªæ¨®­ «  yn(p)
­  ¢¥áì á«®© X (p) á á®åà ­¥­¨¥¬ ­®à¬ë. �á­®, çâ® H(q) = x′ ¨ |||H||| 6 1.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ U ¬­®¦¥áâ¢® lin{un : n ∈ N}, ¤®¯®«­¥­­®¥ ¢á¥¬¨ á¥-
ç¥­¨ï¬¨ á ®¤­®â®ç¥ç­ë¬¨ ­®á¨â¥«ï¬¨. �ç¥¢¨¤­®, ¬­®¦¥áâ¢® U ¯®á«®©­®
¯«®â­® ¢ X , ¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  u ∈ U äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ ¯®áâ®ï­­  ¢
­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ q,   §­ ç¨â, ­¥¯à¥àë¢­ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®
â¥®à¥¬¥ [3, 2.4.4] ®â®¡à ¦¥­¨¥ H ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬.

(9) � áâ­ë© á«ãç © (10).

(11) �ãáâì X | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ¨¬¥îé¥¥
á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. �§ [3, 2.3.9] á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q
¨ «î¡®£® äã­ªæ¨®­ «  x′ ∈ X ′(q) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®∥∥x′∥∥ = sup

{
⟨u(q)|x′⟩ : u ∈ C(Q,X )

}
.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® â¥®à¥¬¥ [3, 2.4.4] ¤«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q,X )
®â®¡à ¦¥­¨¥ u′′ : q ∈ Q 7→ u(q)|X ′(q) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Hom(X ′,R), ¯à¨ç¥¬
∥u′′∥ 6 ∥u∥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Hom(X ′,R) ­®à¬¨àã¥â X ′. ◃

4.5. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ (3) á«¥¤ãîé¥£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¤ ¥â ¯®«®¦¨â¥«ì­ë©
®â¢¥â ­  ¢®¯à®á �. �¥àæ  [12, Section 19, Problem 2, á. 231] ¤«ï á«ãç ¥¢
à áá«®¥­¨© 4.4 (1){(11),   â ª¦¥ à áá«®¥­¨© á ª®­¥ç­®¬¥à­ë¬¨ á«®ï¬¨
­ ¤ ¡íà®¢áª¨¬¨ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨(
á¬. â¥®à¥¬ã 3.5 (1)

)
.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ Q.

(1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′. �®£¤ 
¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q ¨ «î¡®£® í«¥¬¥­â  x′ á«®ï X ′(q) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

à ¢¥­áâ¢® ∥∥x′∥∥ = sup
{∣∣⟨u(q)|x′⟩∣∣ : u ∈ C(Q,X ), |||u||| 6 1

}
.

� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¢áïª®£® á¥ç¥­¨ï u′ ∈ C(Q,X ′) ¢ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¥ C(Q)
¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥∣∣∣∣∣∣u′∣∣∣∣∣∣ = sup

{∣∣⟨u|u′⟩∣∣ : u ∈ C(Q,X ), |||u||| 6 1
}
.
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�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®, çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ­  ¢áî¤ã

¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q.

(2) �«ï ¢áïª®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q,X ) ¢ ¢¥ªâ®à­®© à¥è¥âª¥ C(Q) ¢ë-
¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

|||u||| = sup
{∣∣⟨u|H⟩

∣∣ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1
}
.

(3) � ¢­®¬¥à­ ï ­®à¬  «î¡®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ Cb(Q,X ) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢
¢¨¤¥

∥u∥∞ = sup
{∥∥⟨u|H⟩

∥∥
∞ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1

}
.

▹ (1) �®áª®«ìªã x′ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â X (q)′ ¨ ¬­®¦¥áâ¢® C(Q,X ) ¯®á«®©-
­® ¯«®â­® ¢ X , ­ ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì á¥ç¥­¨© (un) ⊂ C(Q,X ) â -
ª ï, çâ® |||un|||(q) 6 1 ¨ ∥x′∥−1/n 6 ⟨un(q)|x′⟩ 6 ∥x′∥ ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �áâ -
¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë [3, 2.3.9] ¤«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n áãé¥áâ¢ã-
¥â á¥ç¥­¨¥ vn ∈ C(Q,X ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â­®è¥­¨ï¬ vn(q) = un(q) ¨
|||vn||| 6 1.

(2) �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D ¢áî¤ã ¯«®â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q, ­  ª®â®à®¬
Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X , à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ u ∈ C(Q,X )
¨ ¯®«®¦¨¬

F =
{
⟨u|H⟩ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1

}
.

�ç¥¢¨¤­®, |||u||| á«ã¦¨â ¢¥àå­¥© £à ­¨æ¥© ¤«ï F . �á«¨ g ∈ C(Q) | ¯à®¨§-
¢®«ì­ ï ¢¥àå­ïï £à ­¨æ  ¬­®¦¥áâ¢  F , â®, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,

g(q) > sup
f∈F

f(q) = |||u|||(q)

¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ D,   §­ ç¨â, g > |||u||| .
(3) �ãáâì u ∈ Cb(Q,X ). �ç¥¢¨¤­®,

∥u∥∞ > sup
{∥∥⟨u|H⟩

∥∥
∞ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1

}
.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ε > 0 ¯®¤¡¥à¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1,
â ª®©, çâ® ∥u∥∞ − ε < ∥⟨u|H⟩∥∞, ç¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� áá¬®âà¨¬ â®çªã q ∈ Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ­¥à ¢¥­áâ¢ã |||u|||(q) >
∥u∥∞ − ε, ¨ ®ªà¥áâ­®áâì U íâ®© â®çª¨, ­  ª®â®à®© |||u||| > ∥u∥∞ − ε.
�®áª®«ìªã Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥ Q,
áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  p ∈ U â ª ï, çâ®

|||u|||(p) = ∥u(p)∥ = sup
{∣∣⟨u(p)|H(p)⟩

∣∣ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1
}
,

®âªã¤  ∥u∥∞ − ε <
∣∣⟨u(p)|H(p)⟩

∣∣ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈
Hom(X ,R), |||H||| 6 1. �­ ç¨â, ∥u∥∞ − ε < ∥⟨u|H⟩∥∞. ◃
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4.6. �¥®à¥¬ . �ãáâì Q | ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢® ¨ q ∈ Q | ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  á® áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®-

áâ¥©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ­ ¤ Q ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′.
�®£¤  á¥¯ à ¡¥«ì­®áâì á«®ï X (q) ¢«¥ç¥â ª®­¥ç­®¬¥à­®áâì á«®ï X ′(q).

▹ �ãáâì á«®© X (q) á¥¯ à ¡¥«¥­,   á«®© X ′(q) ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à¥­.
�ë ¯®áâà®¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ H ¨§ X ¢ R á à §àë¢­®© ¯®â®ç¥ç­®© ­®à¬®©
¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¨¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ (¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.2).

�ãáâì ¬­®¦¥áâ¢® {xn : n ∈ N} ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ X (q), ¨ ¯ãáâì (x′n) |
â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ X ′(q), çâ® (x′n) á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª
­ã«î ¢ X (q)′ ¨ ∥x′n∥ = 1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N (á¬. 1.3). �ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® |⟨xi|x′n⟩| < 1/n ¯à¨ i = 1, . . . , n, â ª ª ª íâ®£® ¬®¦­® ¤®¡¨âìáï,
¯¥à¥©¤ï ª ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì â¥®à¥¬®© �î¯à¥
(á¬. [3, 2.3.5]), ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N à áá¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨ï un ∈ C(Q,X ) ¨
vn ∈ C(Q,X ′) â ª¨¥, çâ® un(q) = xn ¨ vn(q) = x′n.

�ãáâì (Un)n∈N | ­¥ª®â®à ï ¡ §  ®ªà¥áâ­®áâ¥© â®çª¨ q. � ¨á¯®«ì§®¢ -
­¨¥¬ å ãá¤®àä®¢®áâ¨ Q ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ áâà®¨âáï ­®¢ ï
¡ §  (Vn)n∈N ®ªà¥áâ­®áâ¥© q, ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á«¥¤ã-
îé¨¬ ãá«®¢¨ï¬: Vn+1 ⊂ Vn ∩ U1 ∩ · · · ∩ Un, à §­®áâì Vn\Vn+1 á®¤¥à¦¨â
­¥ª®â®àãî â®çªã qn ¢¬¥áâ¥ á ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâìî Wn ¨ ­  Vn á¯à ¢¥¤-
«¨¢ë ®æ¥­ª¨ 1/2 < |||vn||| < 2 ¨ |⟨ui|vn⟩| < 1/n ¯à¨ i = 1, . . . , n. �®ª ¦¥¬,
çâ® ¤«ï «î¡®£® ­¥¯à¥àë¢­®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q,X ) ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ç¨á« 
ε > 0 ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å n ¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢  |⟨u|vn⟩| < ε
­  Vn. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì ∥u(q)− xk∥ < ε/4 ¨ 1/l < ε/2 ¤«ï ¯®¤å®¤ï-
é¨å k, l ∈ N. �®¤¡¥à¥¬ í«¥¬¥­â Vm ¯®áâà®¥­­®© ¡ §ë ®ªà¥áâ­®áâ¥© q, ­ 
ª®â®à®¬ |||u− uk||| < ε/4. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å n > max{k, l,m} ­  Vn ¨¬¥îâ
¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï

|⟨u|vn⟩| 6 |⟨u− uk | vn⟩|+ |⟨uk|vn⟩|

< |||u− uk||| |||vn||| +
1

n
<

ε

4
· 2 + ε

2
= ε.

�¯à¥¤¥«¨¬ â¥¯¥àì ®â®¡à ¦¥­¨¥ H : p ∈ Q 7→ H(p) ∈ X ′(p). �®«®¦¨¬
H(p) = 0 ∈ X (p)′, ¥á«¨ p /∈

∪
n∈NWn, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¯®«®¦¨¬

H
∣∣
Wn = (fnvn)

∣∣
Wn , £¤¥ fn : Q → [0, 1] | ª ª ï-­¨¡ã¤ì ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ª-

æ¨ï, à ¢­ ï ¥¤¨­¨æ¥ ¢ qn ¨ ­ã«î ¢­¥ Wn.

�ã­ªæ¨ï ⟨u|v⟩ : Q → R ­¥¯à¥àë¢­ , ¯®áª®«ìªã ®­  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®-
¡®© ¯®â®ç¥ç­ãî áã¬¬ã àï¤ 

∑∞
n=1 fn⟨u|vn⟩, ª®â®àë© à ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï

¡« £®¤ àï ¯®¯ à­®© ¤¨§êî­ªâ­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ Wn (n ∈ N) ¨ á®®â­®è¥­¨-
ï¬ supp fn ⊂ Wn ¨ supWn

|⟨u|vn⟩| 6 supVn |⟨u|vn⟩| → 0 ¯à¨ n → ∞.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥ H ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, â ª ª ª
|||H||| 6 2 (á¬. [3, 2.4.4]). �¬¥áâ¥ á â¥¬ |||H|||(qn) = |fn(qn)||||vn|||(qn) =
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|||vn|||(qn) > 1/2 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �à®¬¥ â®£®, qn → q ¨ |||H|||(q) = 0.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, £®¬®¬®àä¨§¬ H ¨¬¥¥â à §àë¢­ãî ¯®â®ç¥ç­ãî ­®à¬ã. ◃

4.7. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì Q| ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-

áâà ­áâ¢® ¨ q ∈ Q | ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  á® áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®-

áâ¥©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ­ ¤ Q á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨ ¨¬¥¥â

á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. �®£¤  á¥¯ à ¡¥«ì­®áâì á«®ï X (q) à ¢­®á¨«ì­ 
¥£® ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ��� X á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥-
£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥,
â® ­¨ ®¤¨­ á«®© X ¢ ­¥¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¥ á® áç¥â­®© ¡ §®© ®ªà¥áâ­®áâ¥©
­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨§®¬¥âà¨ç¥­ ℓ2.

4.8. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì Q = N | ®¤­®â®ç¥ç­ ï ª®¬¯ ªâ¨ä¨-

ª æ¨ï ­ âãà «ì­®£® àï¤ . ��� X ­ ¤ Q á á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á«®¥¬ X (∞)
¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ ­¥ª®â®à®©

®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ∞ à §¬¥à­®áâì X ª®­¥ç­  ¨ ¯®áâ®ï­­ .

▹ �®áâ â®ç­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2 (2). �áâ ­®¢¨¬ ­¥®¡-
å®¤¨¬®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â á®-
¯àï¦¥­­®¥. �®£¤  ¢ á¨«ã 4.6 ¯à®áâà ­áâ¢® X ′(∞) ª®­¥ç­®¬¥à­®, ®â-
ªã¤  á ãç¥â®¬ 4.4 (10) á«¥¤ã¥â ª®­¥ç­®¬¥à­®áâì á«®ï X (∞). �®«®¦¨¬
m = dimX (∞) ¨ à áá¬®âà¨¬ á¥ç¥­¨ï u1, . . . , um ∈ C(Q,X ) á «¨­¥©­®
­¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ u1(∞), . . . , um(∞), áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ª®â®àëå £ -
à ­â¨àã¥âáï â¥®à¥¬®© �î¯à¥ (á¬. [3, 2.3.5]). �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î [12, 18.1]
á¥ç¥­¨ï u1, . . . , um ¯®â®ç¥ç­® «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë ­  ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®-
áâ¨ U â®çª¨ ∞,   §­ ç¨â, dimX > m ­  U .

�®¯ãáâ¨¬, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨∞, ¢ ª®â®à®© à §¬¥à-
­®áâì X ¯®áâ®ï­­ . �®£¤  ¨¬¥¥âáï áâà®£® ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« nk â ª ï, çâ® dimX (nk) > m ¤«ï ¢á¥å k ∈ N.
�«ï ª ¦¤®£® ­®¬¥à  k ∈ N ¯®¤¡¥à¥¬ äã­ªæ¨®­ « x′k ∈ X (nk)

′, ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé¨© à ¢¥­áâ¢ ¬
∥∥x′k∥∥ = 1 ¨ ⟨u1(nk)|x′k⟩ = · · · = ⟨um(nk)|x′k⟩ = 0.

�¢¥¤¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ H : q ∈ Q 7→ H(q) ∈ X (q)′ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

H(q) =

{
x′k, q = nk,

0, q /∈ {nk : k ∈ N}.
�á­®, çâ® |||H||| 6 1. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ U ¬­®¦¥áâ¢® lin{u1, . . . , um}, ¤®¯®«-
­¥­­®¥ ¢á¥¬¨ á¥ç¥­¨ï¬¨ á ®¤­®â®ç¥ç­ë¬¨ ­®á¨â¥«ï¬¨. �ç¥¢¨¤­®, ¬­®¦¥-
áâ¢® U ¯®á«®©­® ¯«®â­® ¢ X , ¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  u ∈ U äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩
à ¢­  ­ã«î ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨∞,   §­ ç¨â, ­¥¯à¥àë¢­ . �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¯® â¥®à¥¬¥ [3, 2.4.4] ®â®¡à ¦¥­¨¥ H ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬, çâ® á ãç¥-
â®¬ 3.2 ¯à®â¨¢®à¥ç¨â áãé¥áâ¢®¢ ­¨î X ′ ¢¢¨¤ã à §àë¢­®áâ¨ ¯®â®ç¥ç­®©
­®à¬ë H. ◃
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4.9. �¤­®â®ç¥ç­ãî ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨î Q ­ âãà «ì­®£® àï¤  ¬®¦-
­® à áæ¥­¨¢ âì ª ª ­ ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ® ãáâà®¥­­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢®, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï, á ®¤­®© áâ®à®­ë, ª« áá¨ç¥áª¨¬ (¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà-
­ë¬, ¬¥âà¨§ã¥¬ë¬, ª®¬¯ ªâ­ë¬ ¨ â. ¤.),   á ¤àã£®© áâ®à®­ë, | ­¥âà¨-
¢¨ «ì­ë¬ (­¥ ¤¨áªà¥â­ë¬, ­¥  ­â¨¤¨áªà¥â­ë¬ ¨ â. ¯.). � ª ãâ¢¥à¦¤ ¥â
¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 4.8, ��� X ­ ¤ Q á á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á«®¥¬ X (∞) ¨¬¥¥â á®-
¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ à §¬¥à­®áâì X
¯®áâ®ï­­  ¨ ª®­¥ç­  ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ∞. �à®¬¥ â®£®, ¢ á¨-
«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2 (4) «î¡®¥ ¯®áâ®ï­­®¥ à áá«®¥­¨¥ ­ ¤ Q á ¡¥áª®­¥ç-
­®¬¥à­ë¬ á«®¥¬ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®£®. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ¦¥ ¨¬¥¥âáï
��� ­ ¤ Q á ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ á«®¥¬ ¢ ∞, ®¡« ¤ îé¥¥ á®¯àï¦¥­­ë¬
à áá«®¥­¨¥¬.

�à ¨¬ ¥ à . �ë ¯®áâà®¨¬ ��� X ­ ¤ Q = N, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥-
¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

( ) ¢á¥ á«®¨ X ­ ¤ N ª®­¥ç­®¬¥à­ë,   á«®© X (∞) ­¥ á¥¯ à ¡¥«¥­;
(¡) áãé¥áâ¢ã¥â X ′;
(¢) ¢ª«îç¥­¨¥ X ′(∞) ⊂ X (∞)′ ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬;
(£) Hom(X ,R) = C(Q,X ′) ­®à¬¨àã¥â X .

�«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n à áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­â en =
χ{n} ∈ ℓ∞ ¨ ª®®à¤¨­ â­ë© äã­ªæ¨®­ « δn ∈ (ℓ∞)′, ⟨x|δn⟩ = x(n) ¤«ï

¢á¥å x ∈ ℓ∞.

�¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ ℓ̃1 ®¡à § ¯à®áâà ­áâ¢  ℓ1 ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ¨§®-

¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¢«®¦¥­¨¨ íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ (ℓ∞)′. �á­®, çâ® δn ∈ ℓ̃1 ¤«ï
¢á¥å n ∈ N. �®«®¦¨¬ X (∞) = ℓ∞ ¨ X (n) = lin{e1, . . . , en}, n ∈ N.

�«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  x ∈ ℓ∞ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ ux ¡ ­ å®¢  à áá«®-
¥­¨ï X á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

ux(q) =

{ (
x(1), . . . , x(q), 0, 0 . . .

)
, q ∈ N,

x, q = ∞.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® á®¢®ªã¯­®áâì C = {ux : x ∈ ℓ∞} ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
­¥¯à¥àë¢­ãî áâàãªâãàã ¢ X , ¢ ¯ à¥ á ª®â®à®© ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì X
ª ª ���.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ¯®áâà®¥­¨ï ¢¨¤­®, çâ® à áá«®¥­¨¥ X ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ ( ).

(¡), (¢) �«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ f ∈ X (n)′ ¯®«®¦¨¬

⟨x | f ⟩ =
⟨
(x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . . ) | f

⟩
, x ∈ ℓ∞.

�á­®, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ç¨á«  n ∈ N á®®â¢¥âáâ¢¨¥ f 7→ f ®áãé¥áâ¢«ï¥â

¨§®¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ X (n)′ ¢ ℓ̃1.
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�ãáâì H | ¯à®¨§¢®«ì­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ X ¢ R. �«ï «î¡®£® í«¥-
¬¥­â  x ∈ ℓ∞ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï⟨

x
∣∣ H(n)

⟩
=

⟨
(x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . . ) | H(n)

⟩
= (H ⊗ ux)(n) → (H ⊗ ux)(∞) =

⟨
x | H(∞)

⟩
¯à¨ n → ∞. �â «® ¡ëâì, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

(
H(n)

)
⊂ ℓ̃1 á« ¡® äã­¤ -

¬¥­â «ì­ ,   §­ ç¨â, áå®¤¨âáï ¯® ­®à¬¥, â ª ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® ℓ̃1 ®¡« ¤ ¥â
á¢®©áâ¢®¬ �ãà  (á¬. «¥¬¬ã 1.2). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® H(∞) ï¢«ï¥âáï

¯à¥¤¥«®¬ ¯® ­®à¬¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
(
H(n)

)
; ¢ ç áâ­®áâ¨, H(∞) ∈ ℓ̃1

¨ |||H||| ∈ C(Q). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ��� X ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′,

¯à¨ç¥¬ X ′(∞) ̸= X (∞)′ ¢ á¨«ã ¢ª«îç¥­¨ï X ′(∞) ⊂ ℓ̃1.

(£) �®£« á­® 4.4 (1) ¤®áâ â®ç­® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® äã­ªæ¨®­ «  y ∈ ℓ̃1

¯à¥¤êï¢¨âì â ª®© £®¬®¬®àä¨§¬ Hy ∈ Hom(X ,R), çâ® Hy(∞) = y. �áª®-
¬ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Hy(q) =

{
y|X (q), q ∈ N,
y, q = ∞.

�ª«îç¥­¨¥ Hy ∈ Hom(X ,R) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© [3, 2.4.9] (¯à¨¬¥­¨-
â¥«ì­® ª V = C).

4.10. �â®àë¬ á®¯àï¦¥­­ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ ª ­¥¯à¥àë¢­®¬ã ¡ ­ å®¢ã
à áá«®¥­¨î X ­ §®¢¥¬ ��� X ′′ = (X ′)′ (¥á«¨ â ª®¢®¥ áãé¥áâ¢ã¥â). �á-
­®, çâ® ¢áïª®¥ ��� ­ ¤ ¤¨áªà¥â­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¨¬¥-
¥â ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. � ¦­ë¬ ¨§¢¥áâ­ë¬ ª« áá®¬ ­¥¯à¥-
àë¢­ëå ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©, ¨¬¥îé¨å ¢â®àë¥ á®¯àï¦¥­­ë¥, ï¢«ïîâáï
¯à®áâ®à­ë¥ ��� ­ ¤ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬¨ ª®¬¯ ªâ ¬¨ (á¬. [3, 3.3]).

�à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ X ′ ­¥ ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ -
­¨ï X ′′.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®

á ­¥á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬ á®¯àï¦¥­­ë¬ (­ ¯à¨¬¥à, X = ℓ1). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ® ¯®áâ®ï­­®¥ ��� XQ ¨¬¥¥â

á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ ¨ ­¥ ¨¬¥¥â ¢â®à®£® á®¯àï¦¥­­®£®.

▹ � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 4.2 (5) áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â-
­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ® ��� (X ′)Q ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï-
¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï. �®£« á­® 4.2 (6) ��� XQ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®-

¥­¨¥ (XQ)
′. �® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 4.2 (3) à áá«®¥­¨¥ (XQ)

′ á®¢¯ ¤ ¥â á (X ′)Q
¨ â¥¬ á ¬ë¬ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï, â. ¥. ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â à á-
á«®¥­¨ï (XQ)

′′. ◃
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�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . �à¨¬¥à®¬ ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï, ¨¬¥îé¥£® á®¯àï¦¥­-
­®¥ à áá«®¥­¨¥, ­® ­¥ ¨¬¥îé¥£® ¢â®à®£® á®¯àï¦¥­­®£®, ï¢«ï¥âáï â ª¦¥
��� X , ¯®áâà®¥­­®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 4.9. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦-
¤®¬ã ­®¬¥àã n ∈ N äã­ªæ¨®­ « e′′n ∈ X ′(n)′, á¢ï§ ­­ë© á í«¥¬¥­â®¬
en ∈ X (n) ¯à ¢¨«®¬ ⟨x′|e′′n⟩ = ⟨en|x′⟩ ¤«ï ¢á¥å x′ ∈ X ′(n). �®«®¦¨¬
G(n) = e′′n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ G(∞) = 0 ∈ X ′(∞)′. �®­ïâ­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®

D =
{
Hy : y ∈ ℓ̃1

}
¯®á«®©­® ¯«®â­® ¢ X ′. �à¨¬¥­¨¢ â¥®à¥¬ã [3, 2.4.9]

(¤«ï V = D), ¯®«ãç¨¬ G ∈ Hom(X ′,R). �¬¥áâ¥ á â¥¬ |||G||| /∈ C(Q),  
§­ ç¨â, ¢ á¨«ã 3.2 ��� X ′ ­¥ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï, â. ¥. ­¥ áã-
é¥áâ¢ã¥â X ′′.

4.11. �à¥¤«®¦¥­¨¥. (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®áâ®ï­­®¥ ��� á®

á«®¥¬ X ¨¬¥¥â ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. �®£¤  ¯®á«¥¤­¥¥ ï¢«ï¥âáï
¯®áâ®ï­­ë¬ ��� á® á«®¥¬ X ′′.

(2) �á«¨ ¯®áâ®ï­­®¥ ��� ­ ¤ Q á ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ á«®¥¬ ¨¬¥¥â ¢â®-

à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, â® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­®

¤¨áªà¥â­ë¬.

(3) �ãáâì X | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ¨¬¥îé¥¥
á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ á®¯àï¦¥­­®¥. �®£¤  áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢â®à®£® á®¯àï¦¥­­®£®
ª à áá«®¥­¨î XQ à ¢­®á¨«ì­® äã­ªæ¨®­ «ì­®© ¤¨áªà¥â­®áâ¨ â®¯®«®£¨-

ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Q.

(4) �«ï ¢áïª®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¤¨áªà¥â­®¥

­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ® ��� XQ ¨¬¥¥â

¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥.

(5) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬,
â® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  X á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï

à ¢­®á¨«ì­ë:

( ) áãé¥áâ¢ã¥â (XQ)
′′;

(¡) (X ′′)Q = (XQ)
′′;

(¢) áãé¥áâ¢ã¥â (XQ)
′ ¨ C(Q,X ′′) = Hom

(
(XQ)

′,R
)
;

(£) ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨ï (1), (2) ¨ (5) ï¢«ïîâáï ¯à®áâë¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ¯à¥¤-
«®¦¥­¨ï 4.2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (4) ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì á ¯®¬®éìî ¯à®áâ®©
¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥¤áâ¢¨ï 3.15, ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ Q â ª®¥ ­¥-
¤¨áªà¥â­®¥ ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, çâ® á®¯àï¦¥­­ë¬¨
à áá«®¥­¨ï¬¨ ¡ã¤ãâ ®¡« ¤ âì ¯®áâ®ï­­ë¥ ��� XQ ¨ (X ′)Q ®¤­®¢à¥¬¥­­®.

�®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ (3). �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ á¨«ã (2).
�¥à¥å®¤ï ª ®¡®á­®¢ ­¨î ¤®áâ â®ç­®áâ¨, § ¬¥â¨¬ ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ¯à®-
áâà ­áâ¢® X á ¬® ï¢«ï¥âáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬. �§ 4.2 (6) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®-
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¢ ­¨¥ á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï (XQ)
′, ª®â®à®¥ á®£« á­® 4.2 (3) á®¢¯ ¤ ¥â

á à áá«®¥­¨¥¬ (X ′)Q. �®¢â®à­®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4.2 (6) § ¢¥à-
è ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®. ◃

4.12. � ®â«¨ç¨¥ ®â á¨âã æ¨¨, ®¯¨á ­­®© ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 4.10, ¢ á«¥-
¤ãîé¥¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ X ′ ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ X ′′.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �á«¨ ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤ â®¯®«®£¨-

ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, â® ®­® ¨¬¥¥â ¨
¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥. �®«¥¥ â®£®, à áá«®¥­¨ï X , X ′ ¨ X ′′ ¯®¯ à­® ¨§®¬¥â-
à¨ç­ë.

▹ �ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨ ¤¢  ��� ¨§®¬¥âà¨ç­ë ¨ ®¤­® ¨§ ­¨å ¨¬¥¥â á®¯àï-
¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, â® ¨ ¤àã£®¥ ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, ¯à¨ç¥¬
íâ¨ á®¯àï¦¥­­ë¥ à áá«®¥­¨ï ¨§®¬¥âà¨ç­ë. �§ íâ®£® ä ªâ  ¨ ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï 4.3 ¢ëâ¥ª ¥â ¤®ª § ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥. ◃

4.13. �ãáâì X | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ¨¬¥-
îé¥¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. �â®¡à ¦¥­¨¥ ı, áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ®¯¥à â®à ı(q) : x ∈ X (q) 7→ x′′|X ′(q), ­ §®¢¥¬ ®â®¡-

à ¦¥­¨¥¬ ¤¢®©­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï à áá«®¥­¨ï X . (�¤¥áì x 7→ x′′ |
ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¢® ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.)

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� ­ ¤ Q, ¨¬¥îé¥¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à á-
á«®¥­¨¥, ¯à¨ç¥¬ Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X . �ãáâì, ªà®¬¥ â®£®, ı | ®â®¡-

à ¦¥­¨¥ ¤¢®©­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï X .

(1) �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ®¯¥à â®à ı(q) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬
¢«®¦¥­¨¥¬ X (q) ¢ X ′(q)′.

(2)�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥. �®£¤ 
®â®¡à ¦¥­¨¥ ı ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ ¢«®¦¥­¨¥¬ ��� X ¢ X ′′.

▹ (1) �ãáâì q ∈ Q ¨ x ∈ X (q). �®£¤ ∥∥x′′∣∣X ′(q)

∥∥ = sup
{
⟨x′|x′′⟩ : x′ ∈ X ′(q),

∥∥x′∥∥ 6 1
}

= sup
{
⟨x|x′⟩ : x′ ∈ X ′(q),

∥∥x′∥∥ 6 1
}

= sup
{
⟨x|v(q)⟩ : v ∈ C(Q,X ′), ∥v(q)∥ 6 1

}
= sup

{
⟨x|v(q)⟩ : v ∈ C(Q,X ′), |||v||| 6 1

}
(á¬. [3, 2.3.9])

= sup
{
⟨x|H⟩ : H ∈ Hom(X ,R), ∥H(q)∥ 6 1

}
= ∥x∥.

(2) �á«¥¤áâ¢¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (1) ®â®¡à ¦¥­¨¥ u 7→ ı ⊗ u ¢ª« ¤ë¢ ¥â
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¯à®áâà ­áâ¢® C(Q,X ) ¢ Hom(X ′,R) = C(Q,X ′′) á á®åà ­¥­¨¥¬ ¯®â®ç¥ç­®©
­®à¬ë. �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© [3, 2.4.4]. ◃

4.14. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� á ¯®áâ®ï­­®© ª®­¥ç­®© à §-

¬¥à­®áâìî ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â à áá«®¥­¨¥ X ′′, Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤¢®©-

­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï X ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î X ­  X ′′.

▹ �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 4.2 (1) ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ áãé¥-
áâ¢ã¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ X ′ ¨ dimX ′ = dimX . � «¥¥, ¨§ â®£® ¦¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ X ′′ ¨ à ¢¥­áâ¢® dimX ′′ = dimX ′.
�â «® ¡ëâì, ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q á«®¨ X (q) ¨ X ′′(q) ¨¬¥îâ ®¤­ã ¨ âã ¦¥
ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì. �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ 4.13 (2)
¨ â¥®à¥¬®© [3, 2.4.12]. ◃

4.15. �ãáâì X | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q, ¨¬¥î-
é¥¥ ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. � á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå ®â®¡à ¦¥­¨¥
¤¢®©­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï X ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© X ­  X ′′:

(1) X | ¯®áâ®ï­­®¥ ��� á à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬ á«®¥¬;
(2) X ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì,   â®¯®«®£¨ç¥áª®¥

¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®;
(3) X | ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨;
(4) X | ¯à®áâ®à­®¥ ��� ­ ¤ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q,

¨ ¢á¥ á«®¨ X ¢ ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®çª å à¥ä«¥ªá¨¢­ë.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨ï (1){(4) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª îâ ¨§ 4.11 (1), 4.14,
4.12 ¨ [3, 3.3.5 (1), 3.3.7] á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. ◃

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï (2) ¨ (4) ¢«¥ªãâ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ X ′′ ¡¥§ ¤®¯®«-
­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨©.

§ 5. �« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ë¥ á¥ç¥­¨ï

� ¤ ­­®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢-
­®£® á¥ç¥­¨ï ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï.

�®áª®«ìªã á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ë¥ á¥ç¥­¨ï â¥á­® á¢ï§ ­ë á £®¬®¬®àä¨§-
¬ ¬¨ á®¯àï¦¥­­®£® à áá«®¥­¨ï (ª®â®àë¥, ª ª ¨§¢¥áâ­®, ¨¬¥îâ «®ª «ì­®
®£à ­¨ç¥­­ãî ¯®â®ç¥ç­ãî ­®à¬ã), ®¤­®© ¨§ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå § ¤ ç ï¢«ï¥âáï
¯®¨áª ãá«®¢¨©, £ à ­â¨àãîé¨å «®ª «ì­ãî ®£à ­¨ç¥­­®áâì á« ¡® ­¥¯à¥-
àë¢­ëå á¥ç¥­¨©. �¥è¥­¨î íâ®© § ¤ ç¨ ¯®á¢ïé¥­ë à §¤¥«ë 5.3{5.5.

� à §¤¥« å 5.6{5.12 ¤«ï à §«¨ç­ëå ª« áá®¢ ¡ ­ å®¢ëå à áá«®¥­¨©
¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á ® ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨©.
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� §¤¥«ë 5.13{5.21 ¯®á¢ïé¥­ë ¯®¨áªã ãá«®¢¨© á®¢¯ ¤¥­¨ï ¯à®áâà ­-
áâ¢  á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®áâ®ï­­®£® ¡ ­ å®¢  à áá«®¥­¨ï ¨ ¯à®-
áâà ­áâ¢  á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥¬ á«®¥.

� ª ç¥áâ¢¥ ¨â®£  ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¯à®¢¥¤¥­­ëå ¢ ¤ ­­®¬ ¯ à £à ä¥,
¢ à §¤¥« å 5.22 ¨ 5.23 ¯à¨¢¥¤¥­ë á¯¨áª¨ ãá«®¢¨© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á« -
¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨©,   â ª¦¥ ãá«®¢¨© á®¢¯ ¤¥­¨ï ¨«¨ ­¥á®¢¯ ¤¥­¨ï
¯à®áâà ­áâ¢ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢¥ªâ®à-
äã­ªæ¨©.

5.1. �ãáâì X |��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q ¨ D ⊂ Q.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¥ç¥­¨¥ u ­ ¤ D à áá«®¥­¨ï X ­ §®¢¥¬ á« ¡® ­¥¯à¥-

àë¢­ë¬, ¥á«¨ ⟨u|H⟩ ∈ C(D) ¤«ï ¢á¥å H ∈ Hom(X ,R). �®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å
â ª¨å á¥ç¥­¨© ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Cw(D,X ).

�á«¨ X ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥, â® Hom(X ,R) = C(Q,X ′), ¨ ¢
íâ®¬ á«ãç ¥ á« ¡ ï ­¥¯à¥àë¢­®áâì á¥ç¥­¨ï u à ¢­®á¨«ì­  ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨
äã­ªæ¨© ⟨u|u′⟩ ¤«ï ¢á¥å u′ ∈ C(Q,X ′).

�ç¥¢¨¤­®, Cw(D,X ) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢  ¢á¥å á¥ç¥­¨© ­ ¤ D à áá«®¥­¨ï X ¨ á®¤¥à¦¨â C(D,X ) ¢ ª -
ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ .

�â¬¥â¨¬, çâ® á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥ ­¥ ®¡ï§ ­® ¡ëâì ­¥¯à¥àë¢-
­ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬®âà¥¢ ��� X , ¯®áâà®¥­­®¥ ¢ 4.9, ¨ ¯®«®¦¨¢
u(n) = en, n ∈ N, ¨ u(∞) = 0, ¬ë ¯®«ãç¨¬ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ (á¬. § ¬¥-
ç ­¨¥ 4.10), ­®, ®ç¥¢¨¤­®, à §àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥ à áá«®¥­¨ï X .

5.2. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, Q | â®¯®«®£¨ç¥-

áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ D | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâì (qn) ⊂ D áâà¥¬¨âáï ª â®çª¥ q ∈ D.

(1) �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­® ¨ u ∈ Cw(D,XQ), â® ¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
u(qn)

)
w-w∗-áå®¤¨âáï ª u(q).

(2) �«ï «î¡®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ Hom(XQ,R) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì(
H(qn)

)
á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª H(q).

(3) �á«¨ Q | ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­  ¨

â®çª¨ qn ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë ¨ ­¥ à ¢­ë q, â® ¤«ï «î¡®© w-w∗-áå®¤ïé¥©áï
ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (xn) ⊂ X áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥ u ∈ Cw(D,XQ),
¯à¨­¨¬ îé¥¥ §­ ç¥­¨ï u(qn) = xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ u(q) = 0.

(4) �á«¨ u ∈ Cw(D,X), â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
u(qn)

)
á« ¡® áå®¤¨âáï

ª u(q).
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▹ (1) � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¬ë ­¥ ­ àãè¨¬ ®¡é­®áâ¨, ¯à¥¤¯®«®¦¨¢,
çâ® â®çª¨ qn ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë ¨ ­¥ à ¢­ë q. �§ 2.6 (4) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï
«î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (x′n) ⊂ X ′, á« ¡®∗ áå®¤ïé¥©áï ª ­¥ª®â®à®¬ã
í«¥¬¥­âã x′ ∈ X ′, áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(XQ,R), ¯à¨­¨¬ -
îé¨© §­ ç¥­¨ï H(qn) = x′n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ H(q) = x′. �â «® ¡ëâì,
⟨u(qn)|x′n⟩ = ⟨u|H⟩(qn) → ⟨u|H⟩(q) = ⟨u(q)|x′⟩.

�â¢¥à¦¤¥­¨ï (2) ¨ (4) ®ç¥¢¨¤­ë.

(3) �ãáâì (Wn) ¨ (fn) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®âªàëâëå ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢ Q ¨ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ¨§ Q ¢ [0, 1], ä¨£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ä®à-
¬ã«¨à®¢ª¥ «¥¬¬ë 2.5. �®£¤  á¥ç¥­¨¥ u ­ ¤ D, ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ä®à¬ã«®©

u(p) =

{
fn(p)xn, p ∈ D ∩Wn,

0, p ∈ D\
∪

n∈NWn,

ï¢«ï¥âáï á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ë¬. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© £®-
¬®¬®àä¨§¬ H ∈ Hom(XQ,R). �ã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ ­¥¯à¥àë¢­  ­  ª ¦¤®¬
¬­®¦¥áâ¢¥ D ∩ clWn, â ª ª ª clWn ⊂ Q\ cl

∪
k ̸=nWk, ¨ ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ D

á ¯®á«¥¤­¥© (®âªàëâ®©) à §­®áâìî ⟨u|H⟩ á®¢¯ ¤ ¥â á ⟨xn|H⟩fn.
�®¯ãáâ¨¬, äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ à §àë¢­  ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥ p ∈(

cl
∪

n∈NWn

)
\
∪

n∈N clWn. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ç¨á«® ε > 0, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâì (pm) ⊂ D ¨ áâà®£® ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (nm) ⊂ N
â ª¨¥, çâ® p ∈ cl{pm : m ∈ N}, pm ∈ Wnm ¨

∣∣⟨u|H⟩(pm)
∣∣ > ε ¤«ï

¢á¥å m ∈ N. �®áª®«ìªã Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ , ¬®¦-
­® ¢ë¤¥«¨âì ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (pmk

), áâà¥¬ïéãîáï ª p. �¥£ª®

¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
u(pm)

)
,   §­ ç¨â, ¨ ¥¥ ¯®¤¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâì
(
u(pmk

)
)
w-w∗-áå®¤ïâáï ª ­ã«î. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢ á¨«ã (2)

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
H(pmk

)
)
á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª H(p). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

ε <
∣∣⟨u|H⟩(pmk

)
∣∣ → ∣∣⟨u|H⟩(p)

∣∣ = 0. �à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® à §àë¢­®áâ¨ ⟨u|H⟩
¢ â®çª¥ p ¯à¨¢¥«® ­ á ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. �áâ ¥âáï ¤®¡ ¢¨âì, çâ® ­  ¬­®¦¥-
áâ¢¥ Q\ cl

∪
n∈NWn äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ â®¦¤¥áâ¢¥­­® à ¢­  ­ã«î. ◃

5.3. �à¨¬ ¥ à . �ãé¥áâ¢ãîâ ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­  Q,
¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ¨ á¥ç¥­¨¥ u ∈ Cw(Q,XQ) â ª¨¥, çâ® u ­¥ ï¢-
«ï¥âáï «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­ë¬.

� áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ¯®áâà®¥­­®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2.11.

� ª ¢¨¤­® ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1.9 (2), ¯à®áâà ­áâ¢® ℓ∞ á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®-
àãî w-w∗-áå®¤ïéãîáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn), ­¥ áå®¤ïéãîáï ¯®
­®à¬¥. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ∥xn∥ > 1 ¤«ï ¢á¥å
n ∈ N (íâ® ãá«®¢¨¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯¥à¥å®¤®¬ ª ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨ ¤ «ì-
­¥©è¨¬ ¯®í«¥¬¥­â­ë¬ ¤®¬­®¦¥­¨¥¬ ­  ¯®¤å®¤ïéãî ª®­áâ ­âã). �®«®-

¦¨¬ u
(
(m,n)

)
:= mxn ¤«ï ¢á¥å (m,n) ∈ N×N ¨ u(∞) := 0 ∈ ℓ∞. �ç¥¢¨¤­®,
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á¥ç¥­¨¥ u ­¥ ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­ë¬. �®ª ¦¥¬, çâ®H⊗u∈C(Q)

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈ Hom
(
(ℓ∞)Q,R

)
. �® «¥¬¬¥ 5.2 (2)

¤«ï «î¡®£® ­®¬¥à m ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
H
(
(m,n)

))
n∈N ï¢«ï¥âáï á« ¡®∗

áå®¤ïé¥©áï, ®âªã¤  (H ⊗ u)
(
(m,n)

)
= m

⟨
xn

∣∣H(
(m,n)

)⟩
→ 0 ¯à¨ n → ∞.

�®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç ¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâì äã­ªæ¨¨ H ⊗ u
(
á¬. ®¯¨á ­¨¥ (1) í«¥-

¬¥­â®¢ C(Q) ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2.11
)
.

5.4. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X |��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬ Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ,   ¯à®áâà ­áâ¢® Q
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

( ) Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨;
(¡) Q «®ª «ì­® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ­®.

�®£¤  ¢áïª®¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ £«®¡ «ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ X «®ª «ì­® ®£à ­¨-

ç¥­®.

▹ �à¥¤¯®«®¦¨¬ á­ ç « , çâ® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ( ). �®¯ã-
áâ¨¬, áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ ­¥ «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­®¥ £«®¡ «ì­®¥
á¥ç¥­¨¥ u à áá«®¥­¨ï X . � â ª®¬ á«ãç ¥ ­ ©¤¥âáï â®çª  q ∈ Q, ¢ «î¡®©
®ªà¥áâ­®áâ¨ ª®â®à®© ¯®â®ç¥ç­ ï ­®à¬  |||u||| ­¥®£à ­¨ç¥­ . �ã¤¥¬ áç¨â âì,

çâ® |||u|||(q) = 0
(
¨­ ç¥, ¯®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �î¯à¥ (á¬. [3, 2.3.5]), ¨§ u ¬®¦-

­® ¢ëç¥áâì ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥, ¯à¨­¨¬ îé¥¥ ¢ â®çª¥ q §­ ç¥­¨¥ u(q)
)
.

�®áª®«ìªã ¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©  ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨,
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (qn) ⊂ Q, çâ® |||u|||(qn) > n2, qi ̸= qj
¯à¨ i ̸= j ¨ qn → q. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï, ¤«ï
ª ¦¤®£® ­®¬¥à  n ∈ N ¯®¤¡¥à¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬ Hn ∈ Hom(X ,R), ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨© á®®â­®è¥­¨ï¬ ⟨u|Hn⟩(qn) = ∥u(qn)∥ ¨ |||Hn||| 6 2.

�§ á«¥¤áâ¢¨ï 2.6 (2) ¢ëâ¥ª ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  H ∈
Hom(X ,R) â ª®£®, çâ® H(q) = 0 ¨ H(qn) = 1

nHn(qn) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ⟨u|H⟩(qn) = 1

n⟨u|Hn⟩(qn) = 1
n∥u(qn)∥ > n, çâ® ¯à®â¨¢®-

à¥ç¨â á« ¡®© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ u, â ª ª ª qn → q ¨ ⟨u|H⟩(q) = 0.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (¡).
�¡®§­ ç¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ®£à ­¨ç¥­­ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ X ¢ R á¨¬¢®-

«®¬ Homb(X ,R). � ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥ u
à áá«®¥­¨ï X ¨ ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­ë© äã­ªæ¨®-

­ « Tq : Hom
b(X ,R) → R ¯® ¯à ¢¨«ã Tq(H) = ⟨u(q)|H(q)⟩. �­ ¡¦ ï ¯à®-

áâà ­áâ¢® Homb(X ,R) à ¢­®¬¥à­®© ­®à¬®© ¨ à áá¬ âà¨¢ ï ¯à®¨§¢®«ì­®¥
¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® U ⊂ Q, ¬ë ¢¨¤¨¬, çâ® ∥Tq∥ 6 ∥u(q)∥ ¨,
ªà®¬¥ â®£®,

sup
q∈U

∥Tq(H)∥ = sup
q∈U

∣∣⟨u|H⟩(q)
∣∣ < ∞
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¤«ï ¢á¥å H ∈ Homb(X ,R). �®£« á­® [3, 2.4.11] ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢® Homb(X ,R) ï¢«ï¥âáï ¡ ­ å®¢ë¬. �®íâ®¬ã supq∈U ∥Tq∥ < ∞ ¢ á¨«ã
¯à¨­æ¨¯  à ¢­®¬¥à­®© ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨. �áâ ¥âáï ¯à¨¢«¥çì á®®â­®è¥­¨ï

∥u(q)∥ = sup
{∣∣⟨u(q)|H(q)⟩

∣∣ : H ∈ Hom(X ,R), |||H||| 6 1
}
= ∥Tq∥. ◃

�â¬¥â¨¬, çâ® ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥, ­ ª« ¤ë¢ ¥¬®¥ ­  ¯à®-
áâà ­áâ¢® Q ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨, ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬, ¤ ¦¥ ¥á-
«¨ ��� X ¯®áâ®ï­­® (á¬. 5.3).

5.5. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | â®¯®«®-

£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ( ) ¨«¨ (¡) ¯à¥¤«®¦¥-
­¨ï 5.4. �®£¤  ¢áïª®¥ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®¥ £«®¡ «ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ XQ «®ª «ì­®

®£à ­¨ç¥­®.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï ­¥¬¥¤«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.4 ¨ 4.4 (3). ◃

5.6. �  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ . � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á¥-
ç¥­¨ï (á¬. [3, 2.1.2]), ¥á«¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, U | ­¥ª®-
â®à®¥ ¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á¥ç¥­¨© ­ ¤ D ⊂ Q à áá«®¥­¨ï X ­ ¤ Q
¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë U ¨¬¥îâ ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¯®â®ç¥ç­ë¥ ­®à¬ë, â® ¢ª«îç¥­¨¥
C(D,X ) ⊂ U ¢«¥ç¥â à ¢¥­áâ¢® C(D,X ) = U .

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ Q.

(1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥, ¨ ¯ãáâì ı |
®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤¢®©­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï X . �«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

D ⊂ Q ®â®¡à ¦¥­¨¥ u 7→ ı⊗u ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨­¥©­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢  «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­ëå á¥ç¥­¨© u ∈ Cw(D,X ) ¢ HomD(X ′,R). �á«¨,
ªà®¬¥ â®£®, Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X , â® ã¯®¬ï­ãâ®¥ ¢«®¦¥­¨¥ á®åà ­ï¥â
¯®â®ç¥ç­ãî ­®à¬ã.

(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X ¨ à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â

¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­®¥. �á«¨ á¥ç¥­¨¥ u ∈ Cw(Q,X ) «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®, â®
u ∈ C(Q,X ).

▹ (1) �ª«îç¥­¨¥ ı ⊗ u ∈ HomD(X ′,R) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë
[3, 2.4.9]. �á«¨ ¦¥ Hom(X ,R) ­®à¬¨àã¥â X , â® à ¢¥­áâ¢® |||ı⊗ u||| = |||u|||
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.13 (1).

(2) �ãáâì á¥ç¥­¨¥ u ∈ Cw(Q,X ) «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®. �®£¤  ¢ á¨-
«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (1) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥ ı ⊗ u ∈ Hom(X ′,R), ª®â®à®¥
¢¬¥áâ¥ á à ¢¥­áâ¢®¬ Hom(X ′,R) = C(Q,X ′′) ¤ ¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâì ¯®â®ç¥ç-
­®© ­®à¬ë £®¬®¬®àä¨§¬  ı⊗ u. �®áª®«ìªã á®£« á­® (1) äã­ªæ¨¨ |||ı⊗ u|||
¨ |||u||| á®¢¯ ¤ îâ, ¯®á«¥¤­ïï ¨§ ­¨å â ª¦¥ ­¥¯à¥àë¢­ . � ª¨¬ ®¡à §®¬,
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¢¥ªâ®à­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® U «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­ëå á¥ç¥­¨© u ∈ Cw(Q,X )
á®áâ®¨â ¨§ á¥ç¥­¨©, ¨¬¥îé¨å ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¯®â®ç¥ç­ë¥ ­®à¬ë, ¨ á®¤¥à-
¦¨â C(Q,X ). �à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢ëè¥ § ¬¥ç ­¨¥ ¯®§¢®«ï¥â § ª«îç¨âì, çâ®
U = C(Q,X ). ◃

5.7. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� á ¯®áâ®ï­­®© ª®­¥ç­®© à §-

¬¥à­®áâìî ­ ¤ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬Q. �«ï
«î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D⊂Q ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® Cw(D,X )=C(D,X ).

▹ �®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¬®¦­® ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ â¥®à¥¬ë 2.12, ¯à¥¤-
«®¦¥­¨ï 5.6 (1) ¨ § ¬¥ç ­¨ï 5.6. ◃

5.8. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¨ ��� X
­ ¤ Q ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.4. �®£¤  ¨§ áãé¥áâ¢®¢ -

­¨ï X ′′ á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® Cw(Q,X ) = C(Q,X ).

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨© 5.4 ¨ 5.6 (2). ◃

5.9. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨

­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �á«¨ £«®¡ «ì­®¥ á¥-

ç¥­¨¥ X «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­® ¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­®, â® ®­® ­¥¯à¥àë¢­®.

▹ �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ X | ��� ­ ¤ Q
á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨. � ä¨ªá¨àã¥¬ «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥
v ∈ Cw(Q,X ) ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ h ¨§ «¥¬¬ë 4.3, ãâ¢¥à¦¤ î-
é¥©, çâ® h[C(Q,X )] ⊂ Hom(X ,R). � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®-
è¥­¨ï ⟨c|h(u)⟩ = ⟨u|h(c)⟩ ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å c ∈ C(Q,X ), ¨§ ª®â®àëå á ãç¥-

â®¬ [3, 2.4.4] á«¥¤ã¥â, çâ® h(u) ∈ Hom(X ,R). �­ ç¨â, |||u|||2 = ⟨u|h(u)⟩ ∈
C(Q). � ª®­¥æ, ¯®áª®«ìªã |||u− c|||2 = |||u|||2 − 2⟨c|h(u)⟩+ |||u|||2 ∈ C(Q) ¤«ï
¢á¥å c ∈ C(Q,X ), á¥ç¥­¨¥ u ­¥¯à¥àë¢­®. ◃

5.10. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨ ­ ¤

â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬Q. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤-

­®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© ( ) ¨«¨ (¡) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.4 ¨«¨ ï¢«ï¥âáï å ãá¤®àä®¢ë¬
â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, á®¤¥à¦ é¨¬ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥¨§®«¨à®-

¢ ­­ëå â®ç¥ª. �®£¤  Cw(Q,X ) = C(Q,X ).

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¤«ï á«ãç ï ¯à®áâà ­áâ¢  Q, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î ( ) ¨«¨ (¡) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.4, ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥-
ª ¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨© 5.4 ¨ 5.9 ¨ «¥¬¬ë 4.3.

�ãáâì Q | å ãá¤®àä®¢® â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥
ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª. � ª ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ 4.4 (10), ­¥
­ àãè ï ®¡é­®áâ¨, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­-
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­ãî ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ãî â®çªã q. � íâ®¬ á«ãç ¥ á®£« á­® § ¬¥ç ­¨î 1.11
¯à®áâà ­áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï ­®à¬ «ì­ë¬ ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­ë¬.

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á¥ç¥­¨¥ v ∈ Cw(Q,X ) ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ®­®
ï¢«ï¥âáï «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­ë¬. (�¥¬ á ¬ë¬ ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.9
­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¤®ª § ­®.) �®¦­® áç¨â âì, çâ® v(q) = 0, â ª
ª ª ¨§ v ¬®¦­® ¢ëç¥áâì £«®¡ «ì­®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ á¥ç¥­¨¥ á®
§­ ç¥­¨¥¬ v(q) ¢ â®çª¥ q, áãé¥áâ¢ãîé¥¥ ¯® â¥®à¥¬¥ �î¯à¥ (á¬. [3, 2.3.5]).

�ãáâì h| ®â®¡à ¦¥­¨¥, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ «¥¬¬¥ 4.3. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®©
«¥¬¬ë ⟨u|h(v)⟩ = ⟨v|h(u)⟩ ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �«ï ª ¦¤®©
â®çª¨ p ∈ Q ¯®«®¦¨¬

w(p) =


h(v)(p), ¥á«¨ ∥v(p)∥ 6 1,

h(v)(p)

∥v(p)∥
, ¥á«¨ ∥v(p)∥ > 1.

�«ï «î¡®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q,X ) á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï |⟨u|w⟩| 6
|⟨u|h(v)| ∈ C(Q) ¨ ⟨u|h(v)⟩(q) = 0, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ⟨u|w⟩ ∈ C(Q),
¯®áª®«ìªã q | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ­¥¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª  Q. �â «® ¡ëâì,
w ∈ Hom(X ,R) ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.4],   §­ ç¨â, ⟨v|w⟩ ∈ C(Q). �à¨ íâ®¬

⟨v|w⟩(p) =
{

∥v(p)∥2, ¥á«¨ ∥v(p)∥ 6 1,

∥v(p)∥, ¥á«¨ ∥v(p)∥ > 1

¤«ï ¢á¥å p ∈ Q ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, |||v||| 6 1 ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ {|⟨v|w⟩| < 1}
â®çª¨ q. �áâ «ì­ë¥ â®çª¨ ¯à®áâà ­áâ¢  Q ï¢«ïîâáï ¨§®«¨à®¢ ­­ë¬¨.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥ç¥­¨¥ v «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®. ◃

5.11. �¥¬¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬

¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥. �«ï «î¡ëå á¥ç¥­¨©

u ∈ C(Q,X ) ¨ v ∈ Cw(Q,X ′) ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï ⟨u|v⟩ ­¥¯à¥àë¢­ .

▹ �ãáâì ı | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤¢®©­®£® èâà¨å®¢ ­¨ï ¤«ï X . �®£¤ 
ı⊗ u ∈ Hom(X ′,R) á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 5.6 (1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ⟨u|v⟩ =
⟨v | ı⊗ u⟩ ∈ C(Q). ◃

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ��� X ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®-

áâà ­áâ¢®¬ Q ¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥.

(1) �á«¨ á¥ç¥­¨¥ v ∈ Cw(Q,X ′) «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­®, â® v ∈ C(Q,X ′).

(2) �á«¨ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ( )
¨«¨ (¡) ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.4, â® Cw(Q,X ′) = C(Q,X ′).

(3) �á«¨ à áá«®¥­¨¥ X ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì, â®
Cw(Q,X ′) = C(Q,X ′).
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▹ (1) �ãáâì v ∈ Cw(Q,X ′) | «®ª «ì­® ®£à ­¨ç¥­­®¥ á¥ç¥­¨¥. �®-
£« á­® «¥¬¬¥ ⟨u|v⟩ ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
v ∈ Hom(X ,R) ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.9] ¨ «®ª «ì­®© ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ v.
�áâ ¥âáï ¢á¯®¬­¨âì, çâ® Hom(X ,R) = C(Q,X ′).

(2) �®áâ â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì ¢ª«îç¥­¨¥ Cw(Q,X ′) ⊂ C(Q,X ′). �ãáâì
v ∈ Cw(Q,X ′). �®£« á­® «¥¬¬¥ ⟨u|v⟩ ∈ C(Q) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X ). �á«¨
¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 5.4 ( ), â® v ∈ Hom(X ,R) ¢ á¨«ã
â¥®à¥¬ë 2.10,   ¥á«¨ Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î 5.4 (¡), â® v ∈ Hom(X ,R)
¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë [3, 2.4.7]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ «î¡®¬ ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå
á«ãç ¥¢ v ∈ Hom(X ,R) = C(Q,X ′).

(3) �§ «¥¬¬ë 5.11 ¨ â¥®à¥¬ë 2.12 á«¥¤ã¥â, çâ® Cw(Q,X ′) ⊂
Hom(X ,R). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, Hom(X ,R) = C(Q,X ′) ⊂ Cw(Q,X ′). ◃

5.12. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | ¢¯®«­¥

à¥£ã«ïà­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ .

(1) �á«¨ X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS, â® Cw(D,XQ) = C(D,XQ) ¤«ï
¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ D ⊂ Q.

(2) �á«¨ Cw(D,XQ) = C(D,XQ) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ D ⊂ Q,
á®¤¥à¦ é¥£® ª ªãî-«¨¡® á¢®î ¯à¥¤¥«ì­ãî â®çªã (¢ ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨

D = Q ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ¤¨áªà¥â­®), â® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X
®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS.

� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ¤¨áªà¥â­®, â® à ¢¥­áâ¢®

Cw(Q,XQ) = C(Q,XQ) à ¢­®á¨«ì­® â®¬ã, çâ® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS.

▹ (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, Cw(D,XQ) ̸= C(D,XQ) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®-
¦¥áâ¢ D ⊂ Q ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ®X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬WS. �®§ì¬¥¬ á¥ç¥-
­¨¥ u ∈ Cw(D,XQ), à §àë¢­®¥ ¢ â®çª¥ q ∈ D. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® u(q) = 0,
â ª ª ª ¨­ ç¥ ¨§ u ¬®¦­® ¢ëç¥áâì ¯®áâ®ï­­®¥ á¥ç¥­¨¥ á® §­ ç¥­¨¥¬ u(q).
�®áª®«ìªã Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ , ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì â®ç¥ª (qn) ⊂ D, áâà¥¬ïé ïáï ª q, â ª ï, çâ® |||u|||(qn) > ε > 0 ¤«ï

¢á¥å n ∈ N. � á¨«ã «¥¬¬ë 5.2 (1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
u(qn)

)
w-w∗-áå®¤¨â-

áï ª u(q) = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS.

(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS, ¨ ãáâ ­®¢¨¬
­¥à ¢¥­áâ¢® Cw(D,XQ) ̸= C(D,XQ) ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D ⊂ Q,
á®¤¥à¦ é¥£® ª ªãî-«¨¡® á¢®î ¯à¥¤¥«ì­ãî â®çªã. �ãáâì q ∈ D | ¯à¥-
¤¥«ì­ ï â®çª  D. �®áª®«ìªã Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ , áã-
é¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (qn) ⊂ D\{q}, áâà¥¬ïé ïáï ª q. �¥§ ®£à -
­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® qi ̸= qj ¯à¨ i ̸= j. �®áª®«ìªã X ­¥
®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ WS, ¨¬¥¥âáï w-w∗-áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì (xn) ⊂ X, ­¥ áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯® ­®à¬¥. �®£« á­® «¥¬¬¥ 5.2 (3)
áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥ u ∈ Cw(D,XQ), ¯à¨­¨¬ îé¥¥ §­ ç¥­¨ï u(qn) = xn
¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ u(q) = 0. �ç¥¢¨¤­®, u /∈ C(D,XQ). ◃
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5.13. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, (xα)α∈ℵ ⊂ X |

á« ¡® áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î á¥âì ¨ (x′α)α∈ℵ ⊂ X ′ | ®£à ­¨ç¥­­ ï á« ¡®∗

áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î á¥âì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ç¨á«®¢ ï á¥âì ⟨xα|x′α⟩ ­¥
áå®¤¨âáï ª ­ã«î, ¨ ¯®«®¦¨¬ Q := ℵ• (á¬. 1.13). �®£¤  ¢ª«îç¥­¨¥

Cw(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,X) ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬.

▹ � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¨ u : Q → X ¨ H : Q → X ′, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ ¬ u(α) = xα, H(α) = x′α ¤«ï ¢á¥å α ∈ ℵ ¨ u(∞) = 0,
H(∞) = 0. � á¨«ã § ¬¥ç ­¨ï 1.13 (2) äã­ªæ¨ï u ï¢«ï¥âáï á« ¡® ­¥¯à¥àë¢-
­®©,   äã­ªæ¨ï H | á« ¡®∗ ­¥¯à¥àë¢­®©. �®áª®«ìªã, ªà®¬¥ â®£®, äã­ª-
æ¨ï H ®£à ­¨ç¥­ , ¨§ â¥®à¥¬ë [3, 2.4.9] ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® H ∈ Hom

(
XQ,R

)
.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢­®¢ì ¯à¨¢«¥ª ï § ¬¥ç ­¨¥ 1.13 (2), ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®
äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ ­¥ ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®©,   §­ ç¨â, u /∈ Cw(Q,XQ). ◃

5.14. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �«ï ¢áïª®£® ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®£® ¡ ­ å®¢  ¯à®-

áâà ­áâ¢  X áãé¥áâ¢ã¥â ­®à¬ «ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â -

ª®¥, çâ® ¢ª«îç¥­¨¥ Cw(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,X) ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 1.4 ¨ 5.13. ◃

5.15. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. � ¢¥­áâ¢®

Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï «î¡®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­-
áâ¢  Q â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥ ª®­¥ç­®¬¥à­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X ¨¬¥îâ ¬¥áâ®
à ¢¥­áâ¢  C(Q,XQ) = Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X) = C(Q,X).

5.16. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | ¯à®¨§-

¢®«ì­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

(1) �á«¨ Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­  ¨ X ®¡« ¤ ¥â á¢®©-

áâ¢®¬ DP∗, â® Cw(D,XQ) = Cw(D,X) ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D ⊂ Q.

(2) �ãáâì ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® D ⊂ Q â ª®¢®, çâ® ¢ C(Q) áãé¥áâ¢ã¥â äã­ª-
æ¨ï, ­¥ ï¢«ïîé ïáï «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®© ­  D. �á«¨ Cw(D,XQ) =
Cw(D,X), â® ¯à®áâà ­áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗.

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ Q| ­¥¤¨áªà¥â­®¥ ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®

�à¥è¥ | �àëá®­ , â® à ¢¥­áâ¢® Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X) à ¢­®á¨«ì­®
â®¬ã, çâ® X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗.

▹ (1) �ãáâì Cw(D,XQ) ̸= Cw(D,X) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®¦¥-
áâ¢  D ⊂ Q. �®ª ¦¥¬, çâ® X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗. �®§ì¬¥¬
¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨î u ∈ Cw(D,X) \ Cw(D,XQ) ¨ à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬
H ∈ Hom(XQ,R) â ª®©, çâ® äã­ªæ¨ï ⟨u|H⟩ à §àë¢­  ¢ ­¥ª®â®à®© â®çª¥
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q ∈ D. �®£¤  ¢ q à §àë¢­  ¨ äã­ªæ¨ï ⟨u−uq | H−Hq⟩, £¤¥ uq ¨ Hq | ¯®-

áâ®ï­­ë¥ äã­ªæ¨¨ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ u(q) ¨ H(q) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
(
�â® á¯à -

¢¥¤«¨¢® ¢ á¨«ã â®£®, çâ® äã­ªæ¨¨ ⟨u|Hq⟩, ⟨uq|H⟩ ¨ ⟨uq|Hq⟩ ­¥¯à¥àë¢­ë.
)

�®áª®«ìªã Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ | �àëá®­ , ­ ©¤¥âáï áâà¥¬ïé ïáï
ª q ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (qn) ⊂ D \ {q}, ª®â®à ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î
|⟨u(qn)− u(q) | H(qn)−H(q)⟩| > ε ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ε > 0 ¨ ¢á¥å n ∈ N.
�¬¥áâ¥ á â¥¬ ¢ á¨«ã 5.2 (2), (4) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

(
u(qn) − u(q)

)
á« ¡®

áå®¤¨âáï ª ­ã«î,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(
H(qn)−H(q)

)
á« ¡®∗ áå®¤¨âáï ª

­ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗.

(2) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗.
� áá¬®âà¨¬ á« ¡® áå®¤ïéãîáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn) ⊂ X ¨
á« ¡®∗ áå®¤ïéãîáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (x′n) ⊂ X ′ â ª¨¥, çâ®
⟨xn|x′n⟩ ­¥ áå®¤¨âáï ª ­ã«î. �¥à¥å®¤®¬ ª ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâï¬ ¨ ¤®-
¬­®¦¥­¨¥¬ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ®¤­®© ¨§ ­¨å ­  ±δ ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ δ ∈ R
¬®¦­® ¤®¡¨âìáï ¢ë¯®«­¥­¨ï ­¥à ¢¥­áâ¢ ⟨xn|x′n⟩ > 1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®-
¯®«­¨â¥«ì­® ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ⟨xn+1|x′n⟩ + ⟨xn|x′n+1⟩ > 0 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N,
ç¥£®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¬®¦­® ¤®¡¨âìáï ¯®¯ à­ë¬ ¤®¬­®¦¥­¨¥¬ ­  ±1 í«¥-
¬¥­â®¢ x2 ¨ x′2, x3 ¨ x′3 ¨ â. ¤. �ãáâì ¢¥ªâ®à-äã­ªæ¨¨ u : [0, 1] → X ¨
u′ : [0, 1] → X ′ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ ¬ u(0) = 0, u′(0) = 0,

u
(
λ 1
n+1 + (1− λ) 1n

)
= λxn+1 + (1− λ)xn,

u′
(
λ 1
n+1 + (1− λ) 1n

)
= λx′n+1 + (1− λ)x′n

¤«ï ¢á¥å λ ∈ [0, 1] ¨ n ∈ N. �® «¥¬¬¥ 1.14 äã­ªæ¨ï u á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ ,
  äã­ªæ¨ï u′ á« ¡®∗ ­¥¯à¥àë¢­ . � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î ⟨u|u′⟩ : [0, 1] → R.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå n ∈ N ¨ 0 6 λ 6 1 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï

⟨u|u′⟩
(
λ 1
n+1 + (1− λ) 1n

)
=

⟨
λxn+1 + (1− λ)xn

∣∣ λx′n+1 + (1− λ)x′n
⟩

= λ2⟨xn+1|x′n+1⟩+ (1− λ)2⟨xn|x′n⟩

+ λ(1− λ)
(
⟨xn+1|x′n⟩+ ⟨xn|x′n+1⟩

)
> λ2 + (1− λ)2 + 0

= 2(λ− 1/2)2 + 1/2

> 1/2.

�â ª, ⟨u|u′⟩(0) = 0 ¨, ªà®¬¥ â®£®, ⟨u|u′⟩ > 1/2 ­  (0, 1]. �¥¯¥àì ¢®§ì¬¥¬
­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î g ∈ C(Q) â ªãî, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ g|D ­¥ ¯®áâ®ï­­®
¢ «î¡®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ­¥ª®â®à®© â®çª¨ q ∈ D. �¥ ­ àãè ï ®¡é­®áâ¨,
¬®¦­® áç¨â âì, çâ® g : Q → [0, 1] ¨ g(q) = 0 (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® 1.15).
� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, u ◦ g|D ∈ Cw(D,X) ¨ u′ ◦ g ∈ Hom(XQ,R). �á­®, çâ®
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äã­ªæ¨ï
⟨
(u ◦ g)|D

∣∣ u′ ◦ g
⟩
= ⟨u|u′⟩ ◦ g|D à ¢­  ­ã«î ¢ â®çª¥ q ¨, ªà®¬¥

â®£®, ®¡à § íâ®© äã­ªæ¨¨ ­  ª ¦¤®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ q ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á
¯à®¬¥¦ãâª®¬ [1/2,∞). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, (u ◦ g)|D /∈ Cw(D,XQ).

�®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© (1) ¨ (2)
¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1.12 (3). ◃

5.17. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | â®-

¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ï¢«ïîé¥¥áï äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬.
� ª ¦¤®¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å á«ãç ¥¢ ¢ª«îç¥­¨¥ Cw(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,X) ï¢«ï-
¥âáï áâà®£¨¬:

(1) X | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ à¥ä«¥ªá¨¢­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®;
(2) X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©-

áâ¢®¬ �ãà ;
(3) X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ �ãà  ¨

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ®¤­®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© 1.8 (3), (5) ¨«¨ (6).

▹ � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (2) â¥®à¥¬ë 5.16 ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ®
¢ ª ¦¤®¬ ¨§ à áá¬®âà¥­­ëå á«ãç ¥¢ ¯à®áâà ­áâ¢® X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©-
áâ¢®¬ DP∗. � àãè¥­¨¥ íâ®£® ãá«®¢¨ï ¢ á«ãç ïå (2) ¨ (3) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â-
áï «¥¬¬®© 1.9 (3),   ¢ á«ãç ¥ (1) ¬®¦­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© �¦®-
§¥äá®­  | �¨áá¥­æ¢¥©£  [10, XII], á®£« á­® ª®â®à®© ­  ¥¤¨­¨ç­®© áä¥à¥
¯à®áâà ­áâ¢  X ′′ áãé¥áâ¢ã¥â á« ¡®∗ áå®¤ïé ïáï ª ­ã«î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì. ◃

5.18. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q |

äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �á«¨ ¢ X ′ áã-
é¥áâ¢ã¥â áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, â® C(Q,X) = C(Q,XQ) =
Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X).

▹ �®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ë 1.16, â ª ª ª ¢á¥-
£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï C(Q,X) = C(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,XQ) ⊂
Cw(Q,X). ◃

5.19. �à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �à¥¤¯®-
«®¦¨¬, çâ® ¢ X ′ ­¥â áç¥â­®£® â®â «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �®£¤  áãé¥áâ¢ã-

¥â äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q â ª®¥, çâ®
¢ª«îç¥­¨¥ Cw(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,X) ï¢«ï¥âáï áâà®£¨¬.

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ 1.6 ¨ 5.13 ¨ § ¬¥ç -
­¨ï 1.13 (1). ◃

5.20. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯à¥¤«®-
¦¥­¨© 5.18 ¨ 5.19.



68 �.�. �ãâ¬ ­, �.�.�®¯â¥¢

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. � ¢¥­-
áâ¢® Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢áïª®£® äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨á-
ªà¥â­®£® â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Q ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨
¢ X ′ áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.

5.21. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ X |

á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ­¥ ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ �ãà .
� ¢¥­áâ¢® Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

▹ �¥®¡å®¤¨¬®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ 1.8 (2), «¥¬¬ë 1.9 (3) ¨ â¥®à¥¬ë 5.16 (2),
  ¤®áâ â®ç­®áâì | ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.18. ◃

� § ¢¥àè¥­¨¥ ¯ à £à ä  ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ á¯¨áª¨ ãá«®¢¨© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨
á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨©,   â ª¦¥ ãá«®¢¨© á®¢¯ ¤¥­¨ï ¨«¨ ­¥á®¢¯ ¤¥-
­¨ï ¯à®áâà ­áâ¢ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¨ á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ëå ¢¥ªâ®à-
äã­ªæ¨©. �â¨ á¯¨áª¨ ­¥ á®¤¥à¦ â ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ­®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨
«¨èì ¯®¤¢®¤ïâ ¨â®£ ¯à®¢¥¤¥­­ë¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï¬.

5.22. �ãáâì X |��� ­ ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Q. � ª ¦-
¤®¬ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ­¨¦¥ á«ãç ¥¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® Cw(Q,X ) =
C(Q,X ):

(1) X ¨¬¥¥â ¯®áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì, ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q
¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®;

(2) Q| íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ ¨ à áá«®¥­¨¥ X ¯à®áâ®à­®;
(3) X | ��� á £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬¨ á«®ï¬¨, ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®-

àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:
( ) ¯à®áâà ­áâ¢® Q ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯¥à¢®©

 ªá¨®¬¥ áç¥â­®áâ¨;
(¡) ¯à®áâà ­áâ¢® Q «®ª «ì­® ¯á¥¢¤®ª®¬¯ ªâ­®;
(¢) ¯à®áâà ­áâ¢® Q å ãá¤®àä®¢® ¨ á®¤¥à¦¨â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥-

¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª;

(4) X = XQ, £¤¥ X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬
WS (á¬. 1.8), ¨ Q | ¢¯®«­¥ à¥£ã«ïà­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥ |
�àëá®­ ;

(5) X = XQ, £¤¥ X | â ª®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, çâ® X ′ á®¤¥à¦¨â
áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® (­ ¯à¨¬¥à, X á¥¯ à ¡¥«ì­® ¨«¨ ï¢-
«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­ë¬ ª á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ã ¡ ­ å®¢ã ¯à®áâà ­áâ¢ã),
¨ Q | äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®;

(6) X ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥­­ë¬ ª ­¥ª®â®à®¬ã ���, ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© (3) ( ) ¨«¨ (3) (¡);

(7) X | á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥ ª ­¥ª®â®à®¬ã ���, ¨¬¥îé¥¬ã ¯®-
áâ®ï­­ãî ª®­¥ç­ãî à §¬¥à­®áâì (§ ¬¥â¨¬, çâ® á®£« á­® ¯à¥¤«®-
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¦¥­¨î 4.2 (1) ¢áïª®¥ ��� á ¯®áâ®ï­­®© ª®­¥ç­®© à §¬¥à­®áâìî
¨¬¥¥â á®¯àï¦¥­­®¥ à áá«®¥­¨¥);

(8) X ¨¬¥¥â ¢â®à®¥ á®¯àï¦¥­­® à áá«®¥­¨¥, HomQ(X ,R) ­®à¬¨àã-
¥â X , ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¤­®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© (3) ( )
¨«¨ (3) (¡).

▹ � ¢¥­áâ¢® Cw(Q,X ) = C(Q,X ) ¢ á«ãç ïå (1){(8) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.7, [3, 3.3.7 (1)], 5.10, 5.12 (1), 5.18, ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.11 (2),
¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5.11 (3) ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 5.8 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. ◃

5.23. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢®.

� á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® Cw(Q,XQ) = Cw(Q,X):

(1) ¯à®áâà ­áâ¢® X ª®­¥ç­®¬¥à­®;
(2) X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗ (á¬. 1.9), ¨ Q | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥-

è¥ | �àëá®­ ;
(3) ¢ X ′ áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â­®¥ â®â «ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®, ¨ ¯à®áâà ­-

áâ¢® Q äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®.

� á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå ¢ª«îç¥­¨¥ Cw(Q,XQ) ⊂ Cw(Q,X) ï¢«ï¥âáï
áâà®£¨¬:

(4) X ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ DP∗, ¨ ¯à®áâà ­áâ¢® Q ­¥ ï¢«ï¥âáï
äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­ë¬;

(5) ¯à®áâà ­áâ¢® X ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®, ¨ Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®-
áâà ­áâ¢®, ® ª®â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 5.14;

(6) ¢ X ′ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â­®£® â®â «ì­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¨ Q |
äã­ªæ¨®­ «ì­® ¤¨áªà¥â­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ® ª®-
â®à®¬ ¨¤¥â à¥çì ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 5.19.

▹ �«ï ¯à®¢¥àª¨ áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¢ á«ãç ïå (1){(6)
¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï à¥§ã«ìâ â ¬¨ 5.15, 5.16 (1), 5.18, 5.16 (2), 5.14
¨ 5.19 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. ◃
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