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�¢¥¤¥¨¥

� ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  (���)

¢¯¥à¢ë¥ ¢®§¨ª«¨ ¢ à ¡®â å �.�.� â®à®¢¨ç , £¤¥ ®¨ ¡ë«¨  §¢ ë

ý¯à®áâà áâ¢ ¬¨, ®à¬¨à®¢ ë¬¨ á ¯®¬®éìî í«¥¬¥â®¢ ¯®«ãã¯®àï-

¤®ç¥®£® ¯à®áâà áâ¢ þ. �®â¨¢ æ¨¥© ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï â ª¨å ¯à®-

áâà áâ¢ ¯®á«ã¦¨«® ¯®áâà®¥¨¥ ®¡®¡é¥®£® ¬¥â®¤  ¬ ¦®à â �®è¨

¤«ï à¥è¥¨ï äãªæ¨® «ìëå ãà ¢¥¨©. �.�.�ãå¢ «®¢ ¢¯¥à¢ë¥ ¨á-

¯®«ì§®¢ « ��� ¤«ï ¢ëà ¡®âª¨ ®¡é¥£® ¯®¤å®¤  ª ¨áá«¥¤®¢ ¨î à §®-

à®¤ëå ®¡ê¥ªâ®¢ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§ , â ª ¨«¨ ¨ ç¥ á¢ï§ ëå

á ¢¥ªâ®àë¬¨ ®à¬ ¬¨. �®§¦¥ �. �.�ãáà ¥¢ ¨ ¥£® ãç¥¨ª¨ ¯®áâà®¨-

«¨ à §¢¨âãî â¥®à¨î ���, ¢ª«îç îéãî £«ã¡®ªãî à §à ¡®âªã ¯®ïâ¨ï

¬ ¦®à¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à .

�®¢à¥¬¥ë© á¯¨á®ª ¯à¨¬¥à®¢ ��� ¢¥áì¬  ®¡è¨à¥ ¨ ¢ª«îç ¥â

â ª¨¥ ®¡ê¥ªâë, ª ª ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¨ á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå

¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯à®áâà áâ¢  ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥ªâ®à-

äãªæ¨©, ¯à®áâà áâ¢® áã¬¬¨àã¥¬ëå ¯® �®å¥àã ¢¥ªâ®à-äãªæ¨©, ¯à®-

áâà áâ¢® ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå à¥è¥â®ç®§ çëå äãªæ¨©, ¯à®-

áâà áâ¢® ¢¥ªâ®àëå ¬¥à ®£à ¨ç¥®© ¢ à¨ æ¨¨, ¯à®áâà áâ¢® à¥è¥-

â®ç®§ çëå ¬¥à, ¯à®áâà áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ á  ¡áâà ªâ®© ®à¬®©,

¯à®áâà áâ¢  ¤®¬¨¨à®¢ ëå ¨ ¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢. �â¥à¥á-

ë¥ ¨ ¢ ¦ë¥ ª« ááë ��� á¢ï§ ë á á¥ç¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©.

�¥®à¨ï ��� ¯à®¤®«¦ ¥â  ªâ¨¢® à §¢¨¢ âìáï. �¤¨¬ ¨§ ¯®á«¥¤-

¨å ¤®áâ¨¦¥¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢¨«®áì á®§¤ ¨¥ �. �.�ãáà ¥¢ë¬ â¥®-

à¨¨ ¯à®áâà áâ¢ á® á¬¥è ®© ®à¬®©. �¬ ¦¥ ¯®«®¦¥®  ç «® â¥®à¨¨

¬ ¦®à¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¯à®áâà áâ¢ å á® á¬¥è ®© ®à¬®©.

�¤¨¬ ¨§ âà ¤¨æ¨®ëå ¬¥â®¤®¢ äãªæ¨® «ì®£®   «¨§  ï¢-

«ï¥âáï ¯®áâà®¥¨¥   «¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© à §«¨çëå  ¡áâà ªâ-

ëå ¯à®áâà áâ¢ (¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª, ®à¬¨à®¢ ëå  «£¥¡à ¨ ¤à.)

¨ ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¢ ¨å ®¯¥à â®à®¢ («¨¥©ëå, ¬®®â®ëå, ¥¯à¥àë¢-

ëå ¨ â. ¯.). �â® ®¡ãá«®¢«¥® ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£® â¥¬, çâ®  «¨ç¨¥ ã ®¡ê¥ªâ 

â®£® ¨«¨ ¨®£®   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï § ç¨â¥«ì® ®¡«¥£ç ¥â
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à ¡®âã á ¨¬. � ¯à¨¬¥à, ¢¬¥áâ® á¯¨áª   ¡áâà ªâëå á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®-

à  ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¥£® ¢ëà ¦¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®ªà¥â®© ä®à¬ã«ë, ¢ ª®-

â®àãî  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ § «®¦¥ë ¢á¥ íâ¨ á¢®©áâ¢ . (� ª®© ä®à¬ã«®©

¬®¦¥â ¡ëâì ¬ âà¨æ , ¨â¥£à « á ï¤à®¬, ®¯¥à â®à ¢§¢¥è¥®£® á¤¢¨£ 

¨ â. ¤.) � «®£¨ç®¥ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢® ¯¥à¥¤  ªá¨®¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¯¨á ¨-

¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ¨¬¥¥â ¨å ª®ªà¥â ï à¥ «¨§ æ¨ï,  ¯à¨¬¥à,

¢ ¢¨¤¥ ª ª®£®-«¨¡® ¯à®áâà áâ¢  äãªæ¨©. � â®¬ã ¦¥, ¢¥áâ¨ à¥çì ®¡

  «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ®¯¥à â®à  ¬®¦® «¨èì ¯®á«¥ â®£®, ª ª

®¡ê¥ªâë, ¢ ª®â®àëå ® ¤¥©áâ¢ã¥â, ¯®«ãç â  ¤«¥¦ éãî à¥ «¨§ æ¨î.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ï¢«ï¥âáï ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®¥

áâà¥¬«¥¨¥ |  ©â¨ á¯¨á®ª  ¡áâà ªâëå á¢®©áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  ¨«¨

®¯¥à â®à , íª¢¨¢ «¥âë©  «¨ç¨î ã ¥£® ª®ªà¥â®£®   «¨â¨ç¥áª®£®

¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï. � ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì, â ª®© á¯¨á®ª ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï â®£®,

çâ®¡ë ¯à®¢¥à¨âì, ¨¬¥¥â «¨ ¤ ë© ®¡ê¥ªâ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¯à¥¤áâ ¢-

«¥¨¥. �à®¬¥ â®£®,  ¡áâà ªâ®¥ ®¯¨á ¨¥ á®áà¥¤®â®ç¨¢ ¥â ¢ á¥¡¥ á¢®©-

áâ¢  ¬®£¨å ¨§ãç ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®§¢®«ï¥â áíª®®¬¨âì

¢à¥¬ï, § âà ç¨¢ ¥¬®¥   ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ª ¦¤®£® ¨§ ¨å ¢ ®â¤¥«ì®áâ¨,

áª®æ¥âà¨à®¢ ¢ ãá¨«¨ï   à §¢¨â¨¨ ®¡é¥© â¥®à¨¨.

�¯¨á ë¥ âà ¤¨æ¨¨ ¢ ¯®«®© ¬¥à¥ á¢®©áâ¢¥ë â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®à-

ëå à¥è¥â®ª ¨ (¢ ç áâ®áâ¨) K-¯à®áâà áâ¢. �®ïâ¨¥ K-¯à®áâà áâ¢ ,

¢¢¥¤¥®¥ �.�.� â®à®¢¨ç¥¬ ¢ 1935 £., ¥á®¬¥® ï¢¨«®áì à¥§ã«ìâ -

â®¬  ¡áâà ªâ®£® ®¡®¡é¥¨ï ¨§¢¥áâëå ª â®¬ã ¢à¥¬¥¨ ¯à®áâà áâ¢

¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©,   â ª¦¥ «¨¥©-

ëå äãªæ¨® «®¢   íâ¨å ¯à®áâà áâ¢ å. �®á«¥¤®¢ ¢è¥¥ § â¥¬ à §-

¢¨â¨¥ â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª ¯à¨¢¥«® ª â®¬ã, çâ® ¢ 40-¥ £®¤ë

�. �.�ã«¨å®¬ ¨ ¥§ ¢¨á¨¬® �.�£ á ¢ à®© ¡ë«® ¯®«ãç¥® ¯à¥¤áâ ¢«¥-

¨¥ ¯à®¨§¢®«ì®£® K-¯à®áâà áâ¢  ¢ ¢¨¤¥ äã¤ ¬¥â  ¢¥ªâ®à®© à¥-

è¥âª¨ C∞(Q) à áè¨à¥ëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©   íªáâà¥¬ «ì®

¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¨ï K-¯à®áâà áâ¢ § ¢¥à-

è¨«  ý¯®«ë© æ¨ª«þ

¯à¨¬¥àë →  ¡áâà ªâ®¥ ¯®ïâ¨¥ → ã¨¢¥àá «ì ï à¥ «¨§ æ¨ï
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¨ ¤ «   ç «® ®¢®¬ã íâ ¯ã â¥®à¥â¨ç¥áª¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨©: ¯®¨áªã   -
«¨â¨ç¥áª¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ¤«ï à §«¨çëå ª« áá®¢ ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ã-
îé¨å ¢  ¡áâà ªâëå ¢¥ªâ®àëå à¥è¥âª å.

�á«¨ à áá¬®âà¥âì â¥®à¨î ���, á®áà¥¤®â®ç¨¢ ï ¢¨¬ ¨¥   ¨å
  «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨, â® ¬®¦® ¯à¨©â¨ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ¨áâ®-
à¨ï ��� ¢ ®¡é¨å ç¥àâ å ¯®¢â®àï¥â áå¥¬ã à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨ ¢¥ªâ®à-
ëå à¥è¥â®ª. �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ¯®ïâ¨¥ ��� ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª
 ¡áâà ªâ®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äãª-
æ¨©, ¯à¨¨¬ îé¨å § ç¥¨ï ¢ ®à¬¨à®¢ ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. (�¯à®-
ç¥¬, �.�.� â®à®¢¨ç, ¢¢®¤ï ¯®ïâ¨¥ ��� ¢á¥ ¢ â®¬ ¦¥ 1935 £., ¥¤¢ 
«¨ àãª®¢®¤áâ¢®¢ «áï ¨¬¥® íâ¨¬ á®®¡à ¦¥¨¥¬: á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨á-
á«¥¤®¢ ¨¥ ¢¥ªâ®à-äãªæ¨© ¢ â® ¢à¥¬ï â®¦¥  å®¤¨«®áì ¢ áâ ¤¨¨ § -
à®¦¤¥¨ï.) �á«¨   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ K-¯à®áâà áâ¢ ¡ë«® ¯®-
«ãç¥® áà ¢¨â¥«ì® ç¥à¥§ ª®à®âª®¥ ¢à¥¬ï ¯®á«¥ ¨å ¢¢¥¤¥¨ï, â® ���
¤®«£®¥ ¢à¥¬ï ®áâ ¢ «¨áì ¡¥§ ã¨¢¥àá «ì®© äãªæ¨® «ì®© à¥ «¨§ -
æ¨¨. �¨èì ¢ 1987 £. �. �.�ãáà ¥¢ ¨ �. �.�âà¨¦¥¢áª¨© ¯®«ãç¨«¨ ¯¥à¢ë©
à¥§ã«ìâ â ¢ íâ®¬  ¯à ¢«¥¨¨. � 1991{95 ££. �. �. �ãâ¬  á®§¤ « ¨ à §-
¢¨« â¥®à¨î ¯à®áâ®àëå ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨© ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¡  å®¢ëå
à áá«®¥¨© á «¨äâ¨£®¬, áà¥¤¨ ®á®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ª®â®à®© ï¢«ï-
îâáï â¥®à¥¬ë ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ��� ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ ¥¯à¥àë¢ëå
¨ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©.

�  ï à ¡®â  ¯à®¤®«¦ ¥â ¨áá«¥¤®¢ ¨ï, á¢ï§ ë¥ á ��� ¨
¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï¬¨ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ á¥ç¥¨©. �¤¥áì à¥çì ¨¤¥â,
¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì, ® ¯®ïâ¨¨ à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®ç¥®£® ���, â. ¥. ���,
á ¡¦¥®£® ¯®àï¤ª®¬, ¯à¥¢à é îé¨¬ íâ® ��� ¢ ¢¥ªâ®àãî à¥è¥âªã,
  ¥£® à¥è¥â®çãî ®à¬ã | ¢ ¬®®â®ãî (®â®á¨â¥«ì® ¬®¤ã«ï) äãª-
æ¨î. �à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ¯à®áâà áâ¢ ï¢«ïîâáï ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢-
ëå, á« ¡® ¥¯à¥àë¢ëå, ¨§¬¥à¨¬ëå, á« ¡® ¨§¬¥à¨¬ëå ¨ áã¬¬¨àã¥¬ëå
¯® �®å¥àã äãªæ¨© á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¡  å®¢ëå à¥è¥âª å, ¯à®áâà -
áâ¢  ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥ëå à¥è¥â®ç®§ çëå äãªæ¨©, ¯à®áâà -
áâ¢  ¢¥ªâ®àëå ¬¥à ®£à ¨ç¥®© ¢ à¨ æ¨¨ á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¡  å®¢®©
à¥è¥âª¥, ¯à®áâà áâ¢  à¥è¥â®ç®§ çëå ¬¥à,   â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ ¥-
¬ë¥ ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à®áâà áâ¢  ¥¯à¥àë¢ëå ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨©
à áá«®¥¨© ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª.
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�®¢®àï ®¡  ¡áâà ªâëå à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®ç¥ëå ���, ¬ë à á-

á¬ âà¨¢ ¥¬ «¨èì ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨, ¯®«ë¥ ®â®á¨â¥«ì® ¯®àï¤ª®-

¢®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥â®ç®© ®à¬ë, | â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ à¥è¥â-

ª¨ �  å  | � â®à®¢¨ç  (���). �á®¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ á®áà¥¤®â®ç¥®  

¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ â ª¨å ¯à®áâà áâ¢ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ äãªæ¨©. �« ¢-

 ï à®«ì ¢ äãªæ¨® «ì®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ��� ®â¢®¤¨âáï ¥¯à¥àë¢-

ë¬ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬ à áá«®¥¨ï¬ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª (���� ¨ ����) |

®¢ë¬ ¯®ïâ¨ï¬, ª®â®àë¥ ¢¢®¤ïâáï ¨ ¨áá«¥¤ãîâáï ¢ ¤ ®© à ¡®â¥.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨«®¦¥¨ï à¥§ã«ìâ â®¢, ª á îé¨åáï ���, ����

¨ ����, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ § ¤ çã ®¡   «¨â¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨

ãá«®¢®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¦¨¤ ¨ï. �ãáâì (P,A, µ) | ¯à®áâà áâ¢®

á ¬¥à®©, B | σ-¯®¤ «£¥¡à  A ¨ f ∈ L1(P). � ¯®¬¨¬, çâ® ãá«®¢-

ë¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ äãªæ¨¨ f ®â®á¨â¥«ì® B  §ë¢ ¥â-

áï B-¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï MB(f) (®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬

á â®ç®áâìî ¤® à ¢¥áâ¢  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã) â ª ï, çâ®∫
P
(χ(U) · f) dµ =

∫
P

(
χ(U) · MB(f)

)
dµ ¤«ï ¢á¥å U ∈ B,

£¤¥ χ(U) | ¨¤¨ª â®à ¬®¦¥áâ¢  U .

�à®¡«¥¬ã   «¨â¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï ãá«®¢®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥-

áª®£® ®¦¨¤ ¨ï ã¤®¡® ¯®ïá¨âì   á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥.

�ãáâì P = [0, 1]2, A | σ- «£¥¡à  ¨§¬¥-

à¨¬ëå ¯® �¥¡¥£ã ¯®¤¬®¦¥áâ¢ P ¨ µ | ¬¥à 

  P. �¨¬¢®«®¬ ν ®¡®§ ç¨¬ ¬¥àã �¥¡¥£ 

  ¬®¦¥áâ¢¥ Q := [0, 1]. � ª ¦¤®© â®çª®©

q ∈ Q á¢ï¦¥¬ ýá«®©þ Iq := {(q, y) | 0 6 y 6 1}
¨ à áá¬®âà¨¬   Iq áâ ¤ àâãî ¨§¬¥à¨¬ãî

áâàãªâãàã á ¬¥à®© �¥¡¥£  µq. �à®¨§¢®«ì®-

¬ã ¯®¤¬®¦¥áâ¢ã V ⊂ Q ¯®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥â-

áâ¢¨¥ ¬®¦¥áâ¢® IV :=
∪

q∈V Iq. � ª «¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, á®¢®ªã¯®áâì

B := {IV | V | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q} ï¢«ï¥âáï σ-¯®¤ «£¥¡à®©

 «£¥¡àë A. �á®, çâ® A-¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï ¨§¬¥à¨¬  ®â®á¨â¥«ì® B
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â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ á«®¥ Iq. �«ï ¯à®-
¨§¢®«ì®© äãªæ¨© f ∈ L1(P) ¯®«®¦¨¬ Vf := {q ∈ Q : f |Iq ∈ L1(Iq)}.
�¥®à¥¬  �ã¡¨¨ ¯®§¢®«ï¥â § ª«îç¨âì, çâ® ν(Vf ) = 1. �¯à¥¤¥«¨¬ B-¨§-
¬¥à¨¬ãî äãªæ¨î g   P, ¯®« £ ï g(q, y) :=

∫
Iq
f |Iq dµq ¤«ï ¢á¥å q ∈ Vf

¨ y ∈ [0, 1]. �®¢ì ¯à¨¢«¥ª ï â¥®à¥¬ã �ã¡¨¨, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®
g ∈ L1(P). �®«¥¥ â®£®, äãªæ¨ï g ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ãá«®¢®¥ ®¦¨-
¤ ¨¥ f ®â®á¨â¥«ì® B. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å q ∈ Q ¨ ¢á¥å
y ∈ [0, 1] ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

MB(f)(q, y) =
∫
Iq

f |Iq dµq (∗)

¨, ªà®¬¥ â®£®, ∫
P
f dµ =

∫
Q

(∫
Iq

f |Iq dµq

)
dν.

� á¢ï§¨ á à áá¬®âà¥ë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¢®§¨ª ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¦¥« -
¨¥ ¯®«ãç¨âì   «®£¨çãî ä®à¬ã«ã ¨ ¢ ®¡é¥© á¨âã æ¨¨ |   ¨¬¥®,
¨¬¥ï ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© P ¨ ¥ª®â®àãî σ-¯®¤ «£¥¡àã
¥£® ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢, ¯®áâà®¨âì à §¡¨¥¨¥ P   á«®¨ â ª, çâ®¡ë
¢®§¨ª«® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï, ¡«¨§ª®¥ ª (∗).

� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ®á¨â¥«ì P ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ï¢«ï¥âáï
íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬, § ¤ ç  ãá¯¥è® à¥è ¥âáï: ¢ § 4
¤ ®© à ¡®âë ¯®áâà®¥® à §¡¨¥¨¥ P   ¬®¦¥áâ¢® á«®¥¢, ¢ ª ¦¤®¬
¨§ ª®â®àëå ¢¢¥¤¥  áâàãªâãà  ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ¨ ãáâ ®¢«¥  ä®à-
¬ã« ,   «®£¨ç ï (∗).

� §¡¨¥¨¥   ¬®¦¥áâ¢® á«®¥¢ ¢®§¬®¦® ¨ ¢ á ¬®© ®¡é¥© á¨âã-
 æ¨¨, ®   ¯®ï¢«ïîé¨åáï á«®ïå ¥ ¢á¥£¤  ã¤ ¥âáï ¤®«¦ë¬ ®¡à §®¬
¢¢¥áâ¨ áâàãªâãàã ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©. �¤ ª® ¤ ¦¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
¬®¦® ¯®«ãç¨âì ä®à¬ã«ë, ¡«¨§ª¨¥ ª (∗), ¯à¨¢«¥ª ï ¯®ïâ¨¥ à áá«®-
¥¨ï ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª (à¥è¥¨î íâ®© § ¤ ç¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®á¢ï-
é¥ § 5). �à¨ â ª®¬ ¯®¤å®¤¥ ¢ëà ¦¥¨¥

∫
Iq
f |Iq dµq § ¬¥ï¥âáï   ¥ª®-

â®àë© ý ¡áâà ªâë©þ ¨â¥£à «. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¢¬¥áâ® áã¦¥¨ï f |Iq
à áá¬ âà¨¢ ¥âáï í«¥¬¥â f̂(q) ¯®¤å®¤ïé¥© ¡  å®¢®© à¥è¥âª¨ X (q),
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  ¢¬¥áâ® ¨â¥£à « 
∫
Iq
(·) dµq ¢®§¨ª ¥â ¥£®  ¡áâà ªâë©   «®£ | áã-

é¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ìë© ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ë© «¨¥©ë© äãªæ¨-

® «. �ãªæ¨ï X : q 7→ X (q)  §ë¢ ¥âáï à áá«®¥¨¥¬ ¡  å®¢ëå à¥è¥-
â®ª,   f̂ : q 7→ f̂(q) ∈ X (q) | á¥ç¥¨¥¬ íâ®£® à áá«®¥¨ï.

� ¡®â  à §¡¨â    ¯ïâì ¯ à £à ä®¢. �¥à¢ë© ¯ à £à ä á®¤¥à¦¨â

¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ®¡ ®á®¢ëå à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ®¡ê¥ªâ å |

â ª¨å ª ª íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë, ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©,

ãá«®¢ë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¦¨¤ ¨ï, ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ®à¬¨à®¢ ë¥

à¥è¥âª¨, à¥è¥âª¨ �  å  | � â®à®¢¨ç , ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï.

�® ¢â®à®¬ ¯ à £à ä¥ ¯® ¯à®¨§¢®«ì®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ A á § -

¤ ®©   ¥© ¬¥à®© µ áâà®ïâáï  ¡áâà ªâë¥   «®£¨ ¯à®áâà áâ¢ ¨§-

¬¥à¨¬ëå, ®£à ¨ç¥ëå ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® ¬¥à¥ µ äãªæ¨©. � ¬ ¦¥

ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï àï¤ ¢á¯®¬®£ â¥«ìëå ä ªâ®¢, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ¯®á«¥-

¤ãîé¥£® ¨§«®¦¥¨ï.

� âà¥âì¥¬ ¯ à £à ä¥ ®¡áã¦¤ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã âà¥¬ï ª« áá -

¬¨ ®¡ê¥ªâ®¢: à¥è¥âª ¬¨ �  å  | � â®à®¢¨ç  (���), ¥¯à¥àë¢ë-

¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª (����) ¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¢¨¤ 

L1(A,µ) á ¢ë¤¥«¥®© ¯à ¢¨«ì®© ¯®¤ «£¥¡à®© B ⊂ A. �®ª §ë¢ ¥â-

áï, çâ® ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  L1(A,µ) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥

¯à®áâà áâ¢  á¥ç¥¨© ���� ¨ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ý ¡áâà ªâë©þ   «®£

ä®à¬ã«ë (∗), á¢ï§ ë© á íâ¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬.

� ç¥â¢¥àâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © ¯à®áâà áâ¢ 

á ¬¥à®©  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ ¨ ¢ë¢®¤¨âáï   «¨-

â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï, ¡«¨§ª®¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥-

¨î (∗).
� ¯ïâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¨§¬¥à¨¬®£® à áá«®¥¨ï ¡ -

 å®¢ëå à¥è¥â®ª (����), ¨áá«¥¤ãîâáï á®®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨-

¬ë¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª, ãáâ  ¢«¨-

¢ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ��� ¨ ����,   â ª¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï à¥ «¨§ æ¨ï

L1 -¯à®áâà áâ¢  á ¢ë¤¥«¥®© σ-¯®¤ «£¥¡à®© ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢  á¥-

ç¥¨© ���� ¨ á¢ï§ ®¥ á íâ®© à¥ «¨§ æ¨¥©   «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢-

«¥¨¥ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï.
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§ 1. �à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï

�á®¢ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨, ä¨£ãà¨àãîé¨¬¨ ¢ ¤ ®© à ¡®â¥, ï¢«ïîâ-
áï íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¥ ª®¬¯ ªâë, ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©, ãá«®¢ë¥
¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¦¨¤ ¨ï, ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë, ®à¬¨à®¢ ë¥ à¥è¥âª¨,
à¥è¥âª¨ �  å  | � â®à®¢¨ç , ¡  å®¢ë à áá«®¥¨ï,   â ª¦¥ ¥¯à¥-
àë¢ë¥ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¥ äãªæ¨¨ à §ëå â¨¯®¢ | ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ äãªæ¨¨
¨ á¥ç¥¨ï ¡  å®¢ëå à áá«®¥¨©. �â®â ¯ à £à ä á®¤¥à¦¨â ¯à¥¤¢ à¨-
â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ¡®«ìè¨áâ¢¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ®¡ê¥ªâ®¢.

1.1. �ãáâì X ¨ Y | â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ Y

å ãá¤®àä®¢®, D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X

�¡ê¥¤¨¥¨ï áç¥âëå á¥¬¥©áâ¢ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¬®¦¥áâ¢
(â. ¥. ¬®¦¥áâ¢  ¯¥à¢®© ª â¥£®à¨¨ ¯® �íàã) ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì â®é¨¬¨,
  ¤®¯®«¥¨ï ª ¨¬ | ª®â®é¨¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨.

�®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ ¥âáï ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¬,
¥á«¨ á®¢®ªã¯®áâì Clop(X) ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå (â. ¥. ®âªàëâëå
¨ § ¬ªãâëå ®¤®¢à¥¬¥®) ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥£® ®âªàë-
â®© â®¯®«®£¨¨. �á«¨ § ¬ëª ¨¥ clU ¢áïª®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
U ⊂ X ï¢«ï¥âáï ®âªàëâë¬, â® ¯à®áâà áâ¢® X  §ë¢ ¥âáï íªáâà¥-

¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬. �áïª¨© íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ¢¯®«¥
à¥£ã«ïà¥ ¨ ¢¯®«¥ ¥á¢ï§¥.

�§¢¥áâ®, çâ® íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯ ª-
â¨ä¨ª æ¨¥© ¯® �â®ãã | �¥åã «î¡®£® á¢®¥£® ¢áî¤ã ¯«®â®£® ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢  (á¬. [14, 24.2]). �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¥á«¨ D | ¢áî¤ã ¯«®â®¥
¯®¤¬®¦¥áâ¢® íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¨ K | ¯à®¨§¢®«ì-
ë© ª®¬¯ ªâ, â® ¢áïª ï ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï f : D → K ¨¬¥¥â (¥¤¨-
áâ¢¥®¥) ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ �f : Q → K, ®¡®§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®-
«®¬ ext(f).

1.2. �®¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¬¥à®© ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®¨¬ ¥âáï
âà®©ª  (P,A, µ), £¤¥ P | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢®, A | ¥ª®â®à ï
σ - «£¥¡à  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ P   µ| ¬¥à    A, â. ¥. ¯®«®¦¨â¥«ì ï áç¥â®-
 ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï µ : A → R.
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�¬¥áâ® (P,A, µ) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® P. �à¨ íâ®¬ í«¥¬¥-
âë σ- «£¥¡àë A  §ë¢ îâáï A-¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¨«¨ ¯à®áâ® ¨§¬¥à¨¬ë¬¨
¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ P.

� ª ®¡ëç®, ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® â® ¨«¨ ¨®¥ ãá«®¢¨¥ ¢ë¯®«¥-
® ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ U ∈ A ¨«¨ ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å p ∈ U , ¥á«¨ ®® ¨¬¥¥â ¬¥-
áâ® ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ U , §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¥ª®â®à®£® ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®£®
¬®¦¥áâ¢  (= ¬®¦¥áâ¢  ã«¥¢®© ¬¥àë). ý�®çâ¨ ¢áî¤ãþ ®§ ç ¥â ý¯®-
çâ¨ ¢áî¤ã ¢ Pþ. �¨¬¢®«®¬ L0(P) ®¡®§ ç ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®çâ¨
¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå äãªæ¨©, ¨§¬¥à¨¬ëå ®â®á¨â¥«ì®
σ- «£¥¡àë A. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å áãé¥áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå äãªæ¨© ¨§
L0(P) ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ L∞(P),   á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¨â¥£à¨àã¥¬ëå
äãªæ¨© ¨§ L0(P) | ç¥à¥§ L1(P). �«ï ¨â¥£à «  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ P ¬ë
¡ã¤¥¬, ¯®¬¨¬® áâ ¤ àâ®£®

∫
P f dµ, ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥ M(f).

�ãáâì B | σ-¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë A. �ãáâì µ0 | áã¦¥¨¥ ¬¥àë µ

  B. �à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© (P,B, µ0) ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ (P,B),
  í«¥¬¥âë  «£¥¡àë B ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì B-¨§¬¥à¨¬ë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨.
�®¢®ªã¯®áâì ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå B-¨§¬¥à¨¬ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå
äãªæ¨© ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ L0(P,B). � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®-
¤ïâáï ®¡®§ ç¥¨ï L∞(P,B) ¨ L1(P,B).

1.3. �ãáâì P | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©. �®¦¥áâ¢ 
U, V ∈ A  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (¯¨è¥¬ U ∼ V ), ¥á«¨ á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª ï à §®áâì U △ V ¯à¥¥¡à¥¦¨¬ . � ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® A/∼ ¡ã¤¥â
®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ A. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  U ∈ A á¨¬¢®«®¬
U∼ ®¡®§ ç ¥âáï á®¤¥à¦ é¨© ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ A. �  ¬®-
¦¥áâ¢¥ A ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï (ç áâ¨çë©) ¯®àï¤®ª: U 6 V

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à §®áâì U\V ¯à¥¥¡à¥¦¨¬  ¤«ï ¥ª®â®àëå
(  â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© U ∈ U ¨ V ∈ V. �® ®â®è¥¨î ª
íâ®¬ã ¯®àï¤ªã ¬®¦¥áâ¢® A, ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© á ã-
«¥¬ ∅∼ ¨ ¥¤¨¨æ¥© P∼. �ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ¢  «£¥¡à¥ A ®áãé¥áâ¢«ïîâáï
¯® ä®à¬ã« ¬

U∼ ∨ V ∼ = (U ∪ V )∼, U∼ ∧ V ∼ = (U ∩ V )∼, (U∼)⊥ = (P \ U)∼,

£¤¥ U, V ∈ A.
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�ãªæ¨¨ f, g ∈ L0(P)  §ë¢ îâáï íª¢¨¢ «¥âë¬¨ ¨«¨, â®ç-
¥¥, µ-íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (¯¨è¥¬ f ∼ g), ¥á«¨ ®¨ á®¢¯ ¤ îâ ¯®çâ¨
¢áî¤ã. � ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® L0(P)/∼ ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ L0(P).
� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤ïâáï ®¡®§ ç¥¨ï L∞(P) ¨ L1(P),   â ª¦¥
L0(P,B), L∞(P,B) ¨ L1(P,B), £¤¥ B | σ-¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë A. �«ï
¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  f ∈ L0(P) á¨¬¢®«®¬ f∼ ®¡®§ ç ¥âáï á®¤¥à¦ -
é¨© ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§ L0(P). �®®â®è¥¨ï

αf∼ + βg∼ = (αf |dom g + βg|dom f )∼, f∼g∼ = (f |dom g · g|dom f )∼,

£¤¥ α, β ∈ R ¨ f, g ∈ L0(P), ®¯à¥¤¥«ïîâ   ¬®¦¥áâ¢ å L0(P) ¨ L∞(P)
áâàãªâãàã ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  á ã«¥¬ 0∼ ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «-
£¥¡àë á ¥¤¨¨æ¥© 1∼. �à®¬¥ â®£®,   ¬®¦¥áâ¢¥ L0(P) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï (ç áâ¨çë©) ¯®àï¤®ª: f 6 g â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  f 6 g ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¤«ï ¥ª®â®àëå (  â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ -
¢¨â¥«¥© f ∈ f ¨ g ∈ g. �â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨© ¯à®áâà áâ¢®
L0(P) ¨ ¥£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  L∞(P) ¨ L1(P) ï¢«ïîâáï ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥-
è¥âª ¬¨. �®çë¥ £à ¨æë ¢ íâ¨å à¥è¥âª å ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

f∼ ∨ g∼ = (f |dom g ∨ g|dom f )∼, f∼ ∧ g∼ = (f |dom g ∧ g|dom f )∼

¤«ï f, g ∈ L0(P). �à®¬¥ â®£®, ¯à®áâà áâ¢  L0(P) ¨ L∞(P) ®ª §ë¢ îâ-
áï ã¯®àï¤®ç¥ë¬¨  «£¥¡à ¬¨.

�«ï «î¡®£® ª« áá  f ∈ L1(P) á¨¬¢®«®¬
∫
P f dµ (¨«¨ M(f)) ®¡®§ -

ç ¥âáï ¨â¥£à «
∫
P f dµ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï f ∈ f .

�áî¤ã ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, à áá¬ âà¨¢ ï ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©
(P,A, µ), ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ âì ¢ë¯®«¥ë¬ á«¥¤ã-
îé¥¥ ãá«®¢¨¥: ¥á«¨ U ∈ A, µ(U) = 0 ¨ U0 ⊂ U , â® U0 ∈ A. � «®£¨ç®,
¯® ã¬®«ç ¨î ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ® «î¡ ï σ-¯®¤ «£¥¡à  B ⊂ A,
á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯à¥¥¡à¥¦¨¬ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  P.

1.4. �ãáâì (P,A, µ) | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®©, B| σ -¯®-
¤ «£¥¡à  A ¨ f ∈ L1(P). �á«®¢ë¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬ (¨«¨
¯à®áâ® ãá«®¢ë¬ ®¦¨¤ ¨¥¬) äãªæ¨¨ f ®â®á¨â¥«ì® B  §ë¢ ¥âáï
B-¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï g, ®¡®§ ç ¥¬ ï á¨¬¢®«®¬ MB(f), â ª ï, çâ®

M(χ(V ) · f) = M(χ(V ) · g) ¤«ï ¢á¥å V ∈ B,

£¤¥ χ(V ) | ¨¤¨ª â®à ¬®¦¥áâ¢  V .
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�¥®à¥¬ . �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ L1(P) ãá«®¢®¥ ®¦¨¤ -

¨¥ MB(f) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî ¤® à ¢¥áâ¢  ¯®çâ¨

¢áî¤ã.

�«ï «î¡®£® ª« áá  f ∈ L1(P) á¨¬¢®«®¬ MB(f) ®¡®§ ç ¥âáï ª« áá
MB(f)∼, £¤¥ f | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì f . � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¢®§¨ª ¥â ®â®¡à ¦¥¨¥

MB : L1(P) → L1(P,B).

�®¤à®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ á¢®©áâ¢ ãá«®¢ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ®¦¨¤ -
¨© á®¤¥à¦¨âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [2].

1.5. �â®¡à ¦¥¨¥ ρ : L∞(P) → L∞(P)  §ë¢ ¥âáï «¨äâ¨£®¬

ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢  L∞(P), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå α, β ∈ R ¨ f ,g ∈ L∞(P)
¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1) ρ(f) ∈ f ¨ dom ρ(f) = P;
(2) ¥á«¨ f 6 g, â® ρ(f) 6 ρ(g) ¢áî¤ã   P;
(3) ρ(αf + βg) = αρ(f) + βρ(g), ρ(fg) = ρ(f)ρ(g),

ρ(f ∨ g) = ρ(f) ∨ ρ(g), ρ(f ∧ g) = ρ(f) ∧ ρ(g);
(4) ρ(0∼) = 0 ¨ ρ(1∼) = 1 ¢áî¤ã   P.

(�¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ãá«®¢¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ®áâ «ì-
ëå.) �á«¨ f ∈ L∞(P), â® ¤«ï äãªæ¨¨ ρ(f∼) ¯à¨ïâ® ¡®«¥¥ ª®à®â-
ª®¥ ®¡®§ ç¥¨¥: ρ(f). �®áª®«ìªã «¨äâ¨£ ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬ ®¡à âë¬
®â®¡à ¦¥¨¥¬ ª ®¯¥à æ¨¨ f 7→ f∼, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤  ¨á¯®«ì§®¢ âì § -
¯¨áì f∼ ¢¬¥áâ® ρ(f) â ¬, £¤¥ íâ® ¥ ¯à¨¢¥¤¥â ª ¯ãâ ¨æ¥. � «®£¨ç®
á¨¬¢®« f∼ ¡ã¤¥â ã¯®âà¥¡«ïâìáï ¢¬¥áâ® ρ(f). �®¤ § ç¥¨¥¬ f(p) ª« áá 
f ∈ L∞(P) ¢ â®çª¥ p ∈ P ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì § ç¥¨¥ «¨äâ¨£  íâ®£®
ª« áá  ¢ â®çª¥ p, â. ¥. f(p) := f∼(p).

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá U ∈ A ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ χ(U)
ª« áá ¨§ L∞(P), á®¤¥à¦ é¨© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äãªæ¨î ¥ª®â®à®-
£® (  â®£¤  ¨ «î¡®£®) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ª« áá  U. �§ á¢®©áâ¢ «¨äâ¨-
£  á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® äãªæ¨ï ρ(χ(U)) ¯à¨¨¬ ¥â â®«ìª®
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§ ç¥¨ï 0 ¨«¨ 1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ρ(U) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P, å à ªâ¥à¨-
áâ¨ç¥áª ï äãªæ¨ï ª®â®à®£® à ¢  ρ(χ(U)). �®«ãç¥®¥ â ª¨¬ ®¡à -
§®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ ρ : A → A ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬ ä ªâ®à- «£¥¡àë A,
â. ¥. ¤«ï ¢á¥å U,V ∈ A ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1) ρ(U) ∈ U;
(2) ¥á«¨ U 6 V, â® ρ(U) ⊂ ρ(V);
(3) ρ(U ∨V) = ρ(U) ∪ ρ(V), ρ(U ∧V) = ρ(U) ∩ ρ(V),

ρ(U⊥) = P \ ρ(U);
(4) ρ(∅∼) = ∅ ¨ ρ(P∼) = P.

�®   «®£¨¨ á «¨äâ¨£®¬ ¯à®áâà áâ¢  L∞(P) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤ 
ã¯®âà¥¡«ïâì á¨¬¢®« U∼ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ρ(U),   â ª¦¥ ¯¨á âì ρ(U) ¨«¨ U∼

¢¬¥áâ® ρ(U∼).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «¨äâ¨£ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢  L∞(P) ®¯à¥¤¥«ï¥â
«¨äâ¨£ ä ªâ®à- «£¥¡àë A. �â®¨â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ¨
®¡à â ï á¢ï§ì,   ¨¬¥®, ¤«ï ¢áïª®£® «¨äâ¨£  ρ ä ªâ®à- «£¥¡àë A

áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(P) (®¡®§ ç ¥¬ë©
â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬ ρ) â ª®©, çâ® ρ(χ(U)) = χ(ρ(U)) ¤«ï ¢á¥å U ∈ A.

�®çª¨ p1, p2 ∈ P  §ë¢ îâáï ρ-¥à §«¨ç¨¬ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
ª« áá  f ∈ L∞(P) ¢ë¯®«¥® ρ(f)(p1) = ρ(f)(p2). �ç¥¢¨¤®, â®çª¨ p1
¨ p2 ρ-¥à §«¨ç¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ª«îç¥¨ï p1 ∈ ρ(U)
¨ p2 ∈ ρ(U) à ¢®á¨«ìë ¤«ï «î¡®£® U ∈ A.

1.6. �®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ «¨äâ¨£  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® σ -ª®-
¥ç®£® ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®© ¡ë« ¢¯¥à¢ë¥ à¥è¥ �. � £ à ¬ [11].
�§ ¥¥ à¥§ã«ìâ â®¢, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå  -
¬¨ ¯à®áâà áâ¢ å L∞(P) ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â «¨äâ¨£. �®«¥¥ ¯®¤à®¡®¥
¨§«®¦¥¨¥ ä ªâ®¢, ª á îé¨åáï â¥®à¨¨ «¨äâ¨£ , ¬®¦®  ©â¨ ¢ [16].

1.7. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë á¨¬¢®«ë 0 ¨ 1 ®¡®§ -
ç îâ  ¨¬¥ìè¨© ¨  ¨¡®«ìè¨© ¥¥ í«¥¬¥âë, a ∨ b ¨ a ∧ b | â®çë¥
£à ¨æë ¬®¦¥áâ¢  {a, b}, a⊥ | ¤®¯®«¥¨¥ í«¥¬¥â  a, § ¯¨áì a \ b,
ª ª ®¡ëç®, ®¡®§ ç ¥â a ∧ b⊥. �ã«¥¢   «£¥¡à  B  §ë¢ ¥âáï ¯®«®©,
¥á«¨ ¢áïª®¥ ¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® B0 ⊂ B ¨¬¥¥â â®çë¥ £à ¨æë supB0 ¨
inf B0.
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�®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥âë a, b ∈ B ¤¨§êîªâë (¨ ¯¨èãâ a ⊥ b),
¥á«¨ a ∧ b = 0. �¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ ¤¨§ê-
îªâë¬, ¥á«¨ ¥£® ç«¥ë ¯®¯ à® ¤¨§êîªâë. � §¡¨¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë

¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ¤¨§êîªâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® (bξ)ξ∈� ¥¥
í«¥¬¥â®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î supξ∈� bξ = 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢  ¢á¥å ¯à¨¢®¤¨¬ëå ¨¦¥ ä ªâ®¢ ®¡  ¡áâà ªâëå
¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à å ¬®¦®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ [9].

1.8. �®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  X

 á«¥¤áâ¢¥® ¢«®¦¥® ¢ X, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Z ⊂ Y

¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï supY Z á«¥¤ãîâ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ supX Z ¨ à ¢¥áâ¢®
supX Z = supY Z,   ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï infY Z | áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ infX Z

¨ à ¢¥áâ¢® infX Z = infY Z. � á«¥¤áâ¢¥® ¢«®¦¥ãî ¯®¤ «£¥¡àã
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ  á«¥¤áâ¢¥®© ¯®¤ «£¥¡à®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì B | ¯®¤ «£¥¡à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë A. �«¥-
¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) B |  á«¥¤áâ¢¥ ï ¯®¤ «£¥¡à  A;
(2) ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C ⊂ B ¨§ á®®â®è¥¨ï infB C = 0

á«¥¤ã¥â infA C = 0;
(3) ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  C ⊂ B ¨§ á®®â®è¥¨ï infB C = 1

á«¥¤ã¥â infA C = 1.

�®¢®àïâ, çâ® ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ã¯®àï¤®ç¥®£® ¬®¦¥áâ¢  X ¯à -

¢¨«ì® ¢«®¦¥® ¢ X, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Z ⊂ Y ¨§ áãé¥-
áâ¢®¢ ¨ï supX Z á«¥¤ã¥â ¢ª«îç¥¨¥ supX Z ∈ Y ,   ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï
infX Z | ¢ª«îç¥¨¥ infX Z ∈ Y . �à ¢¨«ì® ¢«®¦¥ãî ¯®¤ «£¥¡àã
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ ¯à ¢¨«ì®© ¯®¤ «£¥¡à®©.

�à¥¤«®¦¥¨¥. (1) �áïª ï ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï  -
á«¥¤áâ¢¥®©.

(2) �á«¨  á«¥¤áâ¢¥ ï ¯®¤ «£¥¡à  ¯®« , â® ®  ï¢«ï¥âáï ¯à -

¢¨«ì®©.
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1.9. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B

 §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å a, a1, a2 ∈ A ¨¬¥îâ
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢ 

(1) h(a1 ∨ a2) = h(a1) ∨ h(a2);
(2) h(a1 ∧ a2) = h(a1) ∧ h(a2);
(3) h(a⊥) = h(a)⊥.

� ¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (1) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (2) ¨ (3),   ãá«®¢¨¥ (2) |
¨§ (1) ¨ (3). � ¦¤ë© ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ h : A → B á®åà ï¥â ¯®àï¤®ª,
â. ¥. ¤«ï «î¡ëå a1, a2 ∈ A ¨§ a1 6 a2 á«¥¤ã¥â h(a1) 6 h(a2).

�â®¡à ¦¥¨¥ h : A → B  §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬  «-

£¥¡àë A   B, ¥á«¨ ®® ®¡« ¤ ¥â «î¡ë¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å íª¢¨¢ «¥âëå
á¢®©áâ¢:

(1) h | ¡¨¥ªæ¨ï, ¯à¨ç¥¬ h ¨ h−1 | ¡ã«¥¢ë £®¬®¬®àä¨§¬ë;
(2) h | ¡¨¥ªâ¨¢ë© ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬;
(3) h | áîàê¥ªâ¨¢ë© ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ h−1(0) = {0};
(4) h | áîàê¥ªâ¨¢ë© ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ h−1(1) = {1}.

�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬ A   B, â® £®¢®àïâ, çâ®  «£¥¡àë A

¨ B ¨§®¬®àäë.

1.10. �à¥¤«®¦¥¨¥ [4, 1.2.4]. �ãáâì A ¨ B | ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë.
�â®¡à ¦¥¨¥ h :A→B ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬ â®£¤  ¨ â®«ì-

ª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥¨ï ¥¤¨¨æë (a1, a2, a3) ¢  «£¥¡à¥ A

âà®©ª  (h(a1), h(a2), h(a3)) ï¢«ï¥âáï à §¡¨¥¨¥¬ ¥¤¨¨æë ¢  «£¥¡à¥ B.

1.11. �ãáâì Q| ¯à®¨§¢®«ì®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®-
£¤  ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¯® ¢ª«îç¥¨î ¬®¦¥áâ¢® Clop(Q) ¢á¥å ¥£® ®âªàëâ®-
§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©. �ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨
¢  «£¥¡à¥ Clop(Q) á®¢¯ ¤ îâ á â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥ë¬¨:

0 = ∅, 1 = Q, U ∨ V = U ∪ V, U ∧ V = U ∩ V, U⊥ = Q \ U.

�¢¥¤¥¨ï ®¡  «£¥¡à å ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢ ¬®¦®  ©â¨ ¢
¬®®£à ä¨ïå [3, 9, 14].
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�¥®à¥¬  �â®ã  | �£ á ¢ àë [12, 15]. �ãáâì B | ¯à®¨§¢®«ì-

 ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ Q | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ B. �«ï
ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  b ∈ B ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ Q : b ∈ q} ç¥à¥§ b̂.

(1) �®¦¥áâ¢® {b̂ : b ∈ B} ï¢«ï¥âáï ¡ §®© ¥ª®â®à®© â®¯®«®£¨¨

  Q, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© Q ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬.

(2) �â®¡à ¦¥¨¥ b 7→ b̂ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡ã«¥¢ ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã

 «£¥¡à ¬¨ B ¨ Clop(Q).

(3) �ã«¥¢   «£¥¡à  B ï¢«ï¥âáï ¯®«®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
ª®¬¯ ªâ Q íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥.

�®¬¯ ªâ Q, ¯®áâà®¥ë© ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë,  -
§ë¢ ¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B,   ®â®¡à ¦¥¨¥
b 7→ b̂ | ª ®¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ B   Clop(Q) ¨«¨ áâ®ã®¢áª®©

à¥ «¨§ æ¨¥©  «£¥¡àë B. �â®ã®¢áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬  «£¥¡àë B  §ë¢ îâ
â ª¦¥ «î¡®© ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ K,  «£¥¡à  Clop(K) ®âªàë-
â®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ª®â®à®£® ¨§®¬®àä  B. �â® á®£« è¥¨¥
®¯à ¢¤ ®, â ª ª ª â ª®© ª®¬¯ ªâ K ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  «£¥¡à®© B ®¤®-
§ ç® á â®ç®áâìî ¤® £®¬¥®¬®àä¨§¬ .

�â ª, á®£« á® â¥®à¥¬¥ �â®ã  | �£ á ¢ àë ¡ã«¥¢   «£¥¡à 
Clop(Q), £¤¥ Q| ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨©
¢¨¤ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �á«¨ ¦¥ Q | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,
â® Clop(Q) | ®¡é¨© ¢¨¤ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �®çë¥ £à ¨æë
¢ íâ®©  «£¥¡à¥ ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

sup
ξ∈�

Uξ = cl
∪
ξ∈�

Uξ, inf
ξ∈�

Uξ = int
∩
ξ∈�

Uξ,

£¤¥ cl ¨ int | ®¯¥à æ¨¨ § ¬ëª ¨ï ¨ ¢ãâà¥®áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q.

1.12. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ 1.3, á®¢®ªã¯®áâì A ª« áá®¢ íª¢¨¢ -
«¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¯à®áâà áâ¢  á ¥ã«¥¢®© ª®¥ç®©
¬¥à®© P ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. � à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬  ¬¨
á«ãç ¥ ¯à®áâà áâ¢  á ª®¥ç®© ¬¥à®© ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A ï¢«ï¥âáï ¯®«-
®©. �®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ  ¬®¦®  ©â¨,  ¯à¨¬¥à, ¢ [16, £«. I].

15



� á¨«ã â¥®à¥¬ë �â®ã  | �£ á ¢ àë áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ P  «£¥¡-
àë A íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥. �§¢¥áâ® (á¬. [13]), çâ® á®¢®ªã¯®áâ¨
â®é¨å ¨ ¨£¤¥ ¥ ¯«®âëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ P á®¢¯ ¤ îâ.

�ãáâì ρ| «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(P). �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ p∈P
®¡®§ ç¨¬ ã«ìâà ä¨«ìâà {U ∈ A | p ∈ ρ(U)} ç¥à¥§ τ(p). �®áâà®¥®¥
â ª¨¬ ®¡à §®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ τ : P → P ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª ®¨ç¥áª¨¬

¯®£àã¦¥¨¥¬ P ¢ P , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ «¨äâ¨£ã ρ.

�¥®à¥¬ . �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(P), τ | á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ P ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ P ¡ã-

«¥¢®©  «£¥¡àë A ¨ U 7→ Û | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ A   Clop(P ).

(1)�«ï ª ¦¤®£® ª« áá U∈A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ρ(U)= τ−1[Û].
� ç áâ®áâ¨, ¯à®®¡à § τ−1[G] ¢áïª®£® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢ 
G ⊂ P ¨§¬¥à¨¬.

(2) �â®¡à ¦¥¨¥ G 7→ τ−1[G]∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë Clop(P )   A, ®¡à âë© ª ¨§®¬®àä¨§¬ã U 7→ Û.

(3) �¡à § τ [P] ¢áî¤ã ¯«®â¥ ¢ P .

(4)�à®®¡à § τ−1[G] ¢áïª®£® ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢ G ⊂ P ¨§¬¥à¨¬,
¯à¨ç¥¬ τ−1[G] ∼ τ−1[clG].

(5) �â®¡à ¦¥¨¥ τ : P → P ¨§¬¥à¨¬® ¯® �®à¥«î.

(6) �à®®¡à § τ−1[N ] ¢áïª®£® â®é¥£® (= ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®£®) ¬®¦¥-
áâ¢  N ⊂ P ¨§¬¥à¨¬ ¢ P ¨ ¨¬¥¥â ã«¥¢ãî ¬¥àã.

(7) �®çª¨ p1, p2 ∈ P ρ-¥à §«¨ç¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
τ(p1) = τ(p2).

1.13. � ¯à®¨§¢®«ì®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¥ (= à¥è¥â®ç® ã¯®àï¤®-
ç¥®¬  àå¨¬¥¤®¢®¬ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥) ¡¨ àë¥ à¥è¥â®çë¥
®¯¥à æ¨¨ ®¡®§ ç îâáï á¨¬¢®« ¬¨ ∨ ¨ ∧. �®«®¦¨â¥«ì ï ç áâì e ∨ 0,
®âà¨æ â¥«ì ï ç áâì (−e)∨0 ¨ ¬®¤ã«ì e∨(−e) í«¥¬¥â  e ¢¥ªâ®à®© à¥-
è¥âª¨ ®¡®§ ç îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¥à¥§ e+, e− ¨ |e|. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å
¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®-
«®¬ E+. �¨¬¢®« ⊥ ®¡®§ ç ¥â ®â®è¥¨¥ ¤¨§êîªâ®áâ¨:

e ⊥ f ⇔ |e| ∧ |f | = 0.
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�¨§êîªâ®¥ ¤®¯®«¥¨¥ {e ∈ E : e ⊥ f ¤«ï ¢á¥å f ∈ F} ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢  F ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ®¡®§ ç âáï ç¥à¥§ F⊥, á¨¬¢®« F⊥⊥ ï¢«ï-
¥âáï á®ªà é¥¨¥¬ § ¯¨á¨ (F⊥)⊥. �®¤¬®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E,
¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤ F⊥⊥ ¤«ï ¥ª®â®à®£® F ⊂ E,  §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®¥â®© E

(¯®à®¦¤¥®© ¬®¦¥áâ¢®¬ F ). �®¤¬®¦¥áâ¢® F ⊂ E ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®-
¥â®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  F⊥⊥ = F . �®¬¯®¥â  ¢¨¤  {e}⊥⊥,
£¤¥ e ∈ E,  §ë¢ ¥âáï £« ¢®©. �«¥¬¥â 1 ∈ E  §ë¢ îâ (á« ¡®©) ¯®àï¤-
ª®¢®© ¥¤¨¨æ¥©, ¥á«¨ 1 > 0 ¨ {1}⊥⊥ = E. �á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â 
e ∈ E áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® λ ∈ R â ª®¥, çâ® |e| 6 λ1, â® í«¥¬¥â 1 ∈ E

 §ë¢ ¥âáï á¨«ì®© (¯®àï¤ª®¢®©) ¥¤¨¨æ¥©.

�®â ä ªâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A ¬®®â®® ã¡ë¢ ¥â ¨ infα∈A eα = e,
ª®à®âª® ®¡®§ ç ¥âáï ä®à¬ã«®© eα ↓ e. �®¢®àïâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A
í«¥¬¥â®¢ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E o-áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥âã e ∈ E (¨ ¯¨èãâ
e = o-limα∈A eα), ¥á«¨ ¢ E áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¥âì (fβ)β∈B, çâ® fβ ↓ 0 ¨

∀β ∈ B ∃ �α ∈ A ∀α > �α |eα − e| 6 fβ .

�á«¨ ¢ à®«¨ á¥â¨ (fβ)β∈B ¢ëáâã¯ ¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (f/n)n∈N, £¤¥
f > 0, â® £®¢®àïâ, çâ® á¥âì (eα)α∈A r-áå®¤¨âáï ª e (á à¥£ã«ïâ®à®¬ f)
¨ ¯¨èãâ e = r-limα∈A eα. �¥âì (eα)α∈A  §ë¢ ¥âáï o-äã¤ ¬¥â «ì®©

(r-äã¤ ¬¥â «ì®© á à¥£ã«ïâ®à®¬ f ∈ E), ¥á«¨ á¥âì (eα−eβ)(α,β)∈A×A
o-áå®¤¨âáï (á®®â¢¥âáâ¢¥® r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ f) ª ã«î. �¥âì
(eα)α∈A  §ë¢ ¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© ¨¤¥ªá �α ∈ A, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {eα : α > �α} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨-
ç¥®. �ç¥¢¨¤®, ¢áïª ï o-áå®¤ïé ïáï á¥âì ï¢«ï¥âáï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨
®£à ¨ç¥®©.

�ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª . �¨¥©ë© ®¯¥à â®à π : E → E

 §ë¢ ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë¬ ¯à®¥ªâ®à®¬, ¥á«¨ π2 = π ¨ 0 6 πe 6 e ¤«ï ¢á¥å
¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ e ∈ E. �  ¬®¦¥áâ¢¥ Pr(E) ¢á¥å ¯®àï¤ª®¢ëå
¯à®¥ªâ®à®¢ ¢ E ¢¢®¤¨âáï ¯®àï¤®ª: π1 6 π2 ®§ ç ¥â π1e 6 π2e ¤«ï ¢á¥å
¯®«®¦¨â¥«ìëå e ∈ E. �â®á¨â¥«ì® â ª®£® ¯®àï¤ª  ¬®¦¥áâ¢® Pr(E)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã. �ã«¥¬ ¨ ¥¤¨¨æ¥© ¢ íâ®©  «£¥¡-
à¥ ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ã«¥¢®© ¨ â®¦¤¥áâ¢¥ë© idE ®¯¥à â®àë,
  ¡ã«¥¢ë ®¯¥à æ¨¨ ®áãé¥áâ¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

π1 ∧ π2 = π1 ◦ π2, π1 ∨ π2 = π1 + π2 − π1 ◦ π2, π⊥ = idE −π.
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�á«¨ e ∈ E, â® í«¥¬¥âë ¢¨¤  πe, £¤¥ π ∈ Pr(E),  §ë¢ îâ ®áª®«ª ¬¨ e.

�¡à § «î¡®£® ¯®àï¤ª®¢®£® ¯à®¥ªâ®à  ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ ï¢«ï¥â-
áï ª®¬¯®¥â®©. � ¦¤ë© ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï-
¥âáï á¢®¨¬ ®¡à §®¬. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  e ∈ E á¨¬¢®«®¬ ⟨e⟩
®¡®§ ç ¥âáï ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à   ª®¬¯®¥âã {e}⊥⊥ (¥á«¨ â ª®-
¢®© áãé¥áâ¢ã¥â). � «®£¨ç® ¤«ï ¯®¤¬®¦¥áâ¢  F ⊂ E á¨¬¢®«®¬ ⟨F ⟩
®¡®§ ç ¥âáï ¯à®¥ªâ®à   ª®¬¯®¥âã F⊥⊥.

�¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® F ⊂ E  §ë¢ ¥âáï (¯®àï¤ª®¢ë¬) ¨¤¥-
 «®¬ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå f ∈ F ¨ e ∈ E ¨§ |e| 6 |f |
á«¥¤ã¥â e ∈ F . �¤¥ « F ⊂ E  §ë¢ îâ äã¤ ¬¥â®¬, ¥á«¨ F⊥⊥ = E.

�¥ªâ®à ï à¥è¥âª   §ë¢ ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ � â®à®¢¨ç  ¨«¨,
¡®«¥¥ ª®à®âª®, K-¯à®áâà áâ¢®¬, ¥á«¨ ¢áïª®¥ ¥¥ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥-
®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¨¬¥¥â â®çë¥ £à ¨æë. � K-¯à®áâà áâ¢¥ ª ¦¤ ï
o- ¨«¨ r-äã¤ ¬¥â «ì ï á¥âì ¨¬¥¥â á®®â¢¥âáâ¢¥® o- ¨«¨ r-¯à¥¤¥«.
�«ï «î¡®© ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E ¨¬¥¥âáï (¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤®
«¨¥©®£® ¨ ¯®àï¤ª®¢®£® ¨§®¬®àä¨§¬ ) K-¯à®áâà áâ¢® E, á®¤¥à¦ -
é¥¥ E ª ª o-¯«®âãî ¢¥ªâ®àãî ¯®¤à¥è¥âªã. � ª®¥ K-¯à®áâà áâ¢® E

 §ë¢ ¥âáï o-¯®¯®«¥¨¥¬ à¥è¥âª¨ E. �®¢®àïâ, çâ® K-¯à®áâà áâ¢®
ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬, ¥á«¨ «î¡®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå
¥£® í«¥¬¥â®¢ ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥®. �áïª®¥ K-¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï
äã¤ ¬¥â®¬ ¥ª®â®à®£® (¥¤¨áâ¢¥®£® á â®ç®áâìî ¤® «¨¥©®£® ¨
¯®àï¤ª®¢®£® ¨§®¬®àä¨§¬ ) à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢ , ª®â®à®¥  -
§ë¢ ¥âáï ¥£® ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬. �î¡®© ¨¤¥ « K -¯à®áâà -
áâ¢  ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà áâ¢®¬. �«ï ¢áïª®£® K-¯à®áâà áâ¢  E ¡ã«¥-
¢   «£¥¡à  Pr(E) ¯®« . �á«¨ F | äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢  E, â®
®â®¡à ¦¥¨¥ π 7→ π|F ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¡ã«¥¢ë¬¨  «-
£¥¡à ¬¨ Pr(E) ¨ Pr(F ). �ë ãá«®¢¨¬áï ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì  «£¥¡àë Pr(E)
¨ Pr(F ) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬ . � K-¯à®áâà áâ¢¥ ¨¬¥îâáï
¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë   «î¡ãî ª®¬¯®¥âã.

1.14. �¥¯à¥àë¢ãî äãªæ¨î f : Q → R, ®¯à¥¤¥«¥ãî   íªá-
âà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥ Q, ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì à áè¨à¥®©, ¥á«¨
®  ¯à¨¨¬ ¥â ª®¥çë¥ § ç¥¨ï   ¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q ¨
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â¥¬ á ¬ë¬ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ á¢®¥£® áã¦¥¨ï  
dom f = {q ∈ Q | f(q) ∈ R} (á¬. 1.1). �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å à áè¨à¥ëå
äãªæ¨© ¨§ Q ¢ R ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ C∞(Q). �®¦¥áâ¢® C∞(Q) ¬®¦®
¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ á ¡¤¨âì áâàãªâãà®© ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  ¨
 «£¥¡àë: ¤«ï f, g ∈ C∞(Q) ¨ λ, µ ∈ R á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨âì

λf + µg := ext(λf |dom g + µg|dom f ), fg := ext(f |dom g · g|dom f ).

�®å®¦¨¬ ®¡à §®¬ ¬®¦¥áâ¢® C∞(Q)  ¤¥«ï¥âáï (ç áâ¨çë¬) ¯®àï¤-
ª®¬: f 6 g, ¥á«¨ f(q) 6 g(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ dom f ∩ dom g. �â®á¨â¥«ì®
¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨© C∞(Q) ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥ë¬ K-¯à®áâà áâ¢®¬
¨ ã¯®àï¤®ç¥®© ª®¬¬ãâ â¨¢®©  «£¥¡à®© á ¥¤¨¨æ¥©.

�¥®à¥¬  [3, 12]. �ãáâì E | ¯à®¨§¢®«ì®¥ K-¯à®áâà áâ¢®, Q |

áâ®ã®¢áª¨© (íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë©) ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Pr(E)
¨ π 7→ π̂ | ª ®¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ Pr(E)   Clop(Q).

(1) �ãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ e 7→ ê

K -¯à®áâà áâ¢  E   äã¤ ¬¥â Ê K-¯à®áâà áâ¢  C∞(Q) â ª®©, çâ®
(πe)∧ = χ(π̂) · ê ¤«ï ¢á¥å π ∈ Pr(E) ¨ e ∈ E.

(2) �á«¨ ¢ E ä¨ªá¨à®¢   ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  1, â® áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨áâ¢¥ë© ¨§®¬®àä¨§¬ e 7→ ê K-¯à®áâà áâ¢  E   äã¤ ¬¥â

Ê ⊂ C∞(Q) â ª®©, çâ® (π1)∧ = χ(π̂) ¤«ï ¢á¥å π ∈ Pr(E).

(3) �¡à § «î¡®£® ¨§®¬®àä¨§¬  à áè¨à¥®£® K-¯à®áâà áâ¢   

äã¤ ¬¥â C∞(Q) á®¢¯ ¤ ¥â á C∞(Q).

�â®¡à ¦¥¨¥ e 7→ ê, ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯®á«¥¤-
¥© â¥®à¥¬ë,  §ë¢ ¥âáï à¥ «¨§ æ¨¥© K-¯à®áâà áâ¢  E,   äã¤ ¬¥â
Ê ⊂ C∞(Q) | áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ K-¯à®áâà áâ¢  E.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �§ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ®
¢ «î¡®¬ à áè¨à¥®¬ K-¯à®áâà áâ¢¥ E ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨¥ â ª, çâ® E ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ã¯®àï¤®ç¥ãî  «£¥¡àã.
�á«¨ ¤®¯®«¨â¥«ì® ä¨ªá¨à®¢ âì ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã ¢ K -¯à®áâà -
áâ¢¥ E ¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ®  ¡ë«  ¥¤¨¨æ¥© ã¬®¦¥¨ï, â® á¯®á®¡
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ E áâ ®¢¨âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬.
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1.15. �¥®à¥¬ . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® P | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥-

¢®© ª®¥ç®© ¬¥à®©.

(1) �¥ªâ®à ï à¥è¥âª  L0(P) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© à áè¨à¥®¥

K -¯à®áâà áâ¢®.

(2) �¥¬¥©áâ¢® (fξ)ξ∈� í«¥¬¥â®¢ L0(P) ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥® á¢¥à-
åã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢¨-
â¥«¥© fξ ∈ fξ (ξ ∈ �), çâ® supξ∈� fξ(p) < ∞ ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å p ∈ P.

1.16. �¥®à¥¬ . �ãáâì (P,A, µ)| ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥-

à®©, ρ | «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢  L∞(P) ¨ τ : P → P | á®®â¢¥âáâ¢ã-

îé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ P ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ P ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë A (á¬. 1.12).

(1) �®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ P ®¯à¥¤¥«¥ ï ¢¥é¥áâ¢¥ ï äãªæ¨ï e ¨§-

¬¥à¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  e ∼ f ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 

f ∈ C∞(P ).

(2) �«ï «î¡®£® ª« áá  e ∈ L0(P) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï äãª-
æ¨ï ê ∈ C∞(P ), ¤ îé ï ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ e ¢ ¢¨¤¥ (ê ◦ τ)∼.

(3) �â®¡à ¦¥¨¥ e 7→ ê ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨¥©ë©,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨©
¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ L0(P)   C∞(P ). �¡à âë© ¨§®¬®àä¨§¬

C∞(P )   L0(P) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã f 7→ (f ◦ τ)∼.
(4) �¡à § L∞(P) ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ e 7→ ê á®¢¯ ¤ ¥â á C(P ). �«ï

ª ¦¤®£® ª« áá  e ∈ L∞(P) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ρ(e) = ê ◦ τ .

1.17. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª  E ï¢«ï¥âáï â ª¦¥
®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �®¢®àïâ, çâ® ®à¬  ∥·∥ ¢ ¢¥ªâ®à®©
à¥è¥âª¥ E ¬®®â® , ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å e, f ∈ E ¥à ¢¥áâ¢® |e| 6 |f | ¢«¥-
ç¥â ∥e∥ 6 ∥f∥. �¥ªâ®àãî à¥è¥âªã E, á ¡¦¥ãî ¬®®â®®© ®à¬®©,
 §ë¢ îâ ®à¬¨à®¢ ®© à¥è¥âª®©. �á«¨ ®à¬¨à®¢  ï à¥è¥âª  E

¯®«  ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ë ∥·∥, â® ®   §ë¢ ¥âáï ¡  å®¢®© à¥è¥âª®©.

�¥®à¥¬  [14, 3.9.5]. �ãáâì (E, ∥·∥) | ®à¬¨à®¢  ï à¥è¥âª  ¨

E | ¯®¯®«¥¨¥ ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  E ¯® ®à¬¥ ∥·∥. �®£¤ 
  E ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª, á®¢¯ ¤ îé¨© á ¨áå®¤ë¬ ¯®àï¤ª®¬   E,
â ª, çâ® E ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ¡  å®¢ã à¥è¥âªã.
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1.18. �§®¬®àä¨§¬®¬ ®à¬¨à®¢ ëå à¥è¥â®ª E ¨ F  §ë¢ ¥â-
áï ®â®¡à ¦¥¨¥ i : E → F , ®áãé¥áâ¢«ïîé¥¥ «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë©
¨§®¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨ E   F ¨ á®åà ïîé¥¥ ®à¬ã.

�¥®à¥¬  [1]. �áïª ï ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¨§®¬¥âà¨ï ®¤®© ®à¬¨à®-

¢ ®© à¥è¥âª¨   ¤àã£ãî ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ à¥-

è¥âª ¬¨.

1.19. � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® U , ¢¥ªâ®àãî à¥è¥â-
ªã E ¨ äãªæ¨î

·: U → E. � à  (U ,
·)  §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®ç® ®à-

¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ (���)  ¤ E, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå u, v ∈ U
¨ λ ∈ R ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1)
u> 0;

(2)
λu= |λ|

u;
(3)

u+ v
6u+v;

(4)
u= 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u = 0.

�à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥
·¨¬¥ã¥âáï à¥è¥â®ç®© (¢¥ªâ®à®©, E -§ ç-

®©) ®à¬®©,   ¯à®áâà áâ¢® E  §ë¢ ¥âáï ®à¬¨àãîé¥© à¥è¥âª®©

¯à®áâà áâ¢  U . �¬¥áâ® (U ,
·) ®¡ëç® ¯¨èãâ ¯à®áâ® U ¨ ¢ á«ãç ¥

¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ á ¡¦ îâ á¨¬¢®«
·¨¤¥ªá®¬:

·U . ��� U  §ë¢ îâ
à §«®¦¨¬ë¬ (d-à §«®¦¨¬ë¬), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  u ∈ U ¨ «î-
¡®£® à §«®¦¥¨ï

u= f + g ¢ áã¬¬ã ¯®«®¦¨â¥«ìëå (á®®â¢¥âáâ¢¥®
¤¨§êîªâëå) í«¥¬¥â®¢ f, g ∈ E  ©¤ãâáï â ª¨¥ v, w ∈ U , çâ®v= f,

w= g, v + w = u.

�  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ à áá¬ â-
à¨¢ ¥¬ë¥ ��� d-à §«®¦¨¬ë ¨ ¨å ®à¬¨àãîé¨¥ à¥è¥âª¨ ï¢«ïîâáï
K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨. �à®¬¥ â®£®, ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ®¡à §
®à¬ë ��� U ¬ ªá¨¬ «ì® è¨à®ª ¢ ®à¬¨àãîé¥© à¥è¥âª¥ E, â. ¥.
{
u: u ∈ U}⊥⊥ = E.

�ãáâì U | ���  ¤ E. �®¤¬®¦¥áâ¢® V ⊂ U  §ë¢ ¥âáï (¯®àï¤-
ª®¢®) ®£à ¨ç¥ë¬, ¥á«¨ ¬®¦¥áâ¢® {

v: v ∈ V} ¯®àï¤ª®¢® ®£à ¨ç¥-
® ¢ E. �®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥âë u, v ∈ U ¤¨§êîªâë (¨ ¯¨èãâ u ⊥ v),
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¥á«¨
u⊥

v. �áïª®¥ á¥¬¥©áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¯®¯ à® ¤¨§êîªâëå
í«¥¬¥â®¢ ���,  §ë¢ îâ ¤¨§êîªâë¬ á¥¬¥©áâ¢®¬.

�®¢®àïâ, çâ® á¥âì (uα)α∈A í«¥¬¥â®¢ ��� U  ¤ E o-áå®-

¤¨âáï (r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ e ∈ E) ª u ∈ U (¨ ¯¨èãâ
u = o-limα∈A uα ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® u = r-limα∈A uα), ¥á«¨ ¢ E ¢ë¯®«¥-
® o-limα∈A

uα − u
= 0 (r-limα∈A

uα − u
= 0 á à¥£ã«ïâ®à®¬ e). �¥âì

(uα)α∈A  §ë¢ ¥âáï o-äã¤ ¬¥â «ì®© (r-äã¤ ¬¥â «ì®© á à¥£ã«ï-
â®à®¬ e ∈ E), ¥á«¨ á¥âì (uα − uβ)(α,β)∈A×A o-áå®¤¨âáï (á®®â¢¥âáâ¢¥®
r-áå®¤¨âáï á à¥£ã«ïâ®à®¬ e) ª ã«î.

1.20. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U ¨ V | ���  ¤ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥®,
¨ ¯ãáâì j | «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ E   F . �¨¥© ï
¡¨¥ªæ¨ï i : U → V  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥©,  áá®æ¨¨à®¢ ®© á j, ¥á«¨i(u)= j(

u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ U . �®¢®àïâ, çâ® ��� U ¨ V ¨§®¬¥âà¨çë,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¨§®¬®àä¨§¬ E   F ¨  áá®æ¨¨à®¢  ï á ¨¬ ¨§®¬¥â-
à¨ï U   V.

� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  U ¨ V | ���  ¤ ®¤®© ¨ â®© ¦¥ à¥è¥âª®© E,
¢áïª ï ¨§®¬¥âà¨ï i : U → V ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï  áá®æ¨¨à®-
¢ ®© á â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬:

i(u)=
u¤«ï ¢á¥å u ∈ U .

�à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯®¤ç¥àªãâì ¯®á«¥¤¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¬ë ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì â ªãî ¨§®¬¥âà¨î E-¨§®¬¥âà¨¥©,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ��� |
E-¨§®¬¥âà¨çë¬¨.

1.21. ���  §ë¢ ¥âáï ¯®àï¤ª®¢® ¯®«ë¬ ¨«¨ o-¯®«ë¬ (r-¯®«-
ë¬), ¥á«¨ ¢áïª ï o-äã¤ ¬¥â «ì ï (r-äã¤ ¬¥â «ì ï) á¥âì í«¥-
¬¥â®¢ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  o-áå®¤¨âáï (r-áå®¤¨âáï). �à®áâà áâ¢®¬

�  å  | � â®à®¢¨ç  (���)  §ë¢ ¥âáï d-à §«®¦¨¬®¥ o-¯®«®¥
���  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬. �®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¢áïª®¥ ��� ï¢«ï-
¥âáï à §«®¦¨¬ë¬ ���.

1.22. ��� (U ,
·)  ¤ K-¯à®áâà áâ¢®¬ E  §ë¢ ¥âáï à¥è¥âª®©

�  å  | � â®à®¢¨ç  (���), ¥á«¨   ¯à®áâà áâ¢¥ U § ¤  ¯®àï¤®ª,
®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£® ®® ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®©, ¨ ®à¬ 

·
¬®®â® , â. ¥. ¤«ï ¢á¥å u, v ∈ U ¨§ |u| 6 |v| á«¥¤ã¥â

u6v.
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�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® U ¨ V | ���  ¤ E ¨ F á®®â¢¥âáâ¢¥®
¨ ¯ãáâì j | «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ E   F . �â®¡à -
¦¥¨¥ i : U → V  §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ���,  áá®æ¨¨à®¢ ë¬ á j,
¥á«¨ i ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© ��� U   V,  áá®æ¨¨à®¢ ®© á j (á¬. 1.20),
¨, ªà®¬¥ â®£®, i ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¢¥ªâ®à®© à¥-
è¥âª¨ U   V. �®¢®àïâ, çâ® ��� U ¨ V ¨§®¬®àäë, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â
¨§®¬®àä¨§¬ E   F ¨  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬ ��� U   V.

� â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ U ¨ V | ���  ¤ ®¤®© ¨ â®© ¦¥ à¥è¥âª®© E,
¢áïª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ i : U → V ¯® ã¬®«ç ¨î ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï  áá®æ¨¨à®-
¢ ë¬ á â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬:

i(u)=
u¤«ï ¢á¥å u ∈ U .

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ��� (áà. 1.20), ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì â ª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ i
E-¨§®¬®àä¨§¬®¬,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ��� | E-¨§®¬®àäë¬¨.

1.23. �  áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¡  å®¢ë¬¨ à áá«®-
¥¨ï¬¨ ¤¢ãå â¨¯®¢: ¥¯à¥àë¢ë¬¨ ¨ ¨§¬¥à¨¬ë¬¨. �¡é¥© ¡ §®© ¤«ï
íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ï¢«ï¥âáï ¯®ïâ¨¥ ¤¨áªà¥â®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï, ª®-
â®à®¬ã ¯®á¢ïé¥  ®áâ ¢è ïáï ç áâì ¯ à £à ä .

�ãáâì Q | ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®. (�¨áªà¥âë¬) ¡  å®¢ë¬ à á-

á«®¥¨¥¬  ¤ Q  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ X , ®¯à¥¤¥«¥®¥   Q

¨ áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¥ª®â®à®¥ ¡  å®¢® ¯à®-
áâà áâ¢® X (q). � ç¥¨¥ X (q) ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X  §ë¢ ¥âáï ¥£®
á«®¥¬ ¢ â®çª¥ q ∈ Q. �®à¬  í«¥¬¥â  x ¢ á«®¥ X (q) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï
á¨¬¢®«®¬ ∥x∥X (q) ¨«¨ ¯à®áâ® ∥x∥, ¥á«¨ ïá®, ® ª ª®¬ á«®¥ ¨¤¥â à¥çì.

1.24. �ãáâì X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q. �ãªæ¨ï u, ®¯à¥-
¤¥«¥ ï   ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ D ⊂ Q,  §ë¢ ¥âáï á¥ç¥¨¥¬ à áá«®¥¨ï X
 ¤ D, ¥á«¨ u(q) ∈ X (q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å á¥ç¥¨© à á-
á«®¥¨ï X  ¤ D ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ S(D,X ). �«¥¬¥âë S(Q,X )
 §ë¢ îâáï £«®¡ «ìë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨. � â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨Q|¯à®áâà -
áâ¢® á ¬¥à®©, ¤«ï á®¢®ªã¯®áâ¨ á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X , ®¯à¥¤¥«¥ëå
¯®çâ¨ ¢áî¤ã   Q, ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ®¡®§ ç¥¨¥ S∼(Q,X ).

�®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© U à áá«®¥¨ï X  §ë¢ ¥âáï ¯®á«®©® ¯«®â-

ë¬ ¢ X , ¥á«¨ á®¢®ªã¯®áâì {u(q) | u ∈ U , q ∈ domu} ¢áî¤ã ¯«®â 
¢ X (q) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q.
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�«ï ª ¦¤®£® á¥ç¥¨ï u ∈ S(D,X ) à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¥£® ¯®â®ç¥ç-
 ï ®à¬ 

u: q ∈ D 7→ ∥u(q)∥.

1.25. �®¦¥áâ¢® S(D,X ) ¢á¥å á¥ç¥¨©  ¤ D ⊂ Q ¥áâ¥áâ¢¥ë¬
®¡à §®¬  ¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà®© ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ :

(αu+ βv)(q) = αu(q) + βv(q)

¤«ï α, β ∈ R, u, v ∈ S(D,X ), q ∈ D. �à®áâà áâ¢® S(D,X ) ¬®¦¥â
â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª ¬®¤ã«ì  ¤ ª®«ìæ®¬ S(D) ¢á¥å äãªæ¨© ¨§
D ¢ R: ¤«ï e ∈ S(D) ¨ u ∈ S(D,X ) á¥ç¥¨¥ eu ∈ S(D,X ) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
ä®à¬ã«®©

(eu)(q) = e(q)u(q).

� «®£¨çë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï â ª¦¥ ¤«ï ¯ à äãªæ¨©, ¨¬¥-
îé¨å à §ë¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï: ¥á«¨ A,B,C ⊂ Q, u ∈ S(A,X ),
v ∈ S(B,X ), α, β ∈ R ¨ e ∈ S(C), â®

αu+ βv := α(u|A∩B) + β(v|A∩B), eu := e|A∩C u|A∩C .
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§ 2. � «¨â¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ L1-¯à®áâà áâ¢

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯® ¯à®¨§¢®«ì®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ A áâà®ïâáï

 ¡áâà ªâë¥   «®£¨ L0(A), L∞(A) ¨ L1(A,µ) ¯à®áâà áâ¢ ¨§¬¥à¨¬ëå,

®£à ¨ç¥ëå ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® ¬¥à¥ µ äãªæ¨©, ¨áá«¥¤ãîâáï ¨å ®á-

®¢ë¥ á¢®©áâ¢  ¨ à¥ «¨§ æ¨¨,   â ª¦¥ ¢¢®¤¨âáï ¨ ¨§ãç ¥âáï  ¡áâà ªâ-

ë© ®¯¥à â®à ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï. �®«ìè¨áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢ ¤ ®£®

¯ à £à ä  ¨¬¥îâ ¢á¯®¬®£ â¥«ìë© å à ªâ¥à ¨ ¥ ¯à¥â¥¤ãîâ   ®-

¢¨§ã.

2.1. �ãáâì A | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® E
¢á¥¢®§¬®¦ëå  ¡®à®¢ ¯ à {(αi, ai)}i∈I , £¤¥ I | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®¥ç®¥

¬®¦¥áâ¢®, αi | ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ ç¨á« , {ai}i∈I | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë

¢  «£¥¡à¥ A.

�  ¬®¦¥áâ¢¥ E ¢¢¥¤¥¬ ®â®è¥¨¥ ∼: ¤¢   ¡®à  {(αi, ai)}i∈I

¨ {(βj , bj)}j∈J  å®¤ïâáï ¢ ®â®è¥¨¨ ∼ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

¤«ï «î¡ëå i ∈ I ¨ j ∈ J ¨§ ãá«®¢¨ï ai ∧ bj ̸= 0 á«¥¤ã¥â αi = βj .

�ãáâì P | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë A (á¬. 1.11). � áá¬®âà¨¬

á®¢®ªã¯®áâì St(P ) ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå áâã¯¥ç -

âëå äãªæ¨© ¢¨¤ 
∑

i∈I αiχ(Ui), £¤¥ I | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®¥ç®¥ ¬®-

¦¥áâ¢®, Ui | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  P , χ(Ui) | ¨å ¨¤¨ª -

â®àë. �ç¥¢¨¤®, ¬¥¦¤ã E ¨ St(P ) ¨¬¥¥âáï áîàê¥ªâ¨¢®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥,

á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ á¥¬¥©áâ¢ã e = {(αi, ai)}i∈I äãªæ¨î ê =
∑

i∈I αiχ(âi).

2.2. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï «î¡ëå e1, e2 ∈ E á®®â®è¥¨¥ e1 ∼ e2

à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã ê1 = ê2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì e1 = {(αi, ai)}i∈I , e2 = {(βj , bj)}j∈J .

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® e1 ∼ e2. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî â®çªã p ∈ P

¨ ãáâ ®¢¨¬ à ¢¥áâ¢® ê1(p) = ê2(p). �á®, çâ® p á®¤¥à¦¨âáï â®«ìª®

¢ ®¤®¬ ¨§ ¬®¦¥áâ¢ âi, i ∈ I,  ¯à¨¬¥à, ¢ âi0 . � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬
¢¢¥¤¥¬ ¬®¦¥áâ¢® b̂j0 . �¥à¥á¥ç¥¨¥ âi0 ∩ b̂j0 , ®ç¥¢¨¤®, ¥¯ãáâ®,   § -

ç¨â, ai0 ∧ bj0 ̸= 0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® αi0 = βj0 , â. ¥. äãªæ¨¨ ê1 ¨ ê2
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á®¢¯ ¤ îâ ¢ â®çª¥ p. �®áª®«ìªã â®çª  p ¡ë«  ¢ë¡à   ¯à®¨§¢®«ì®,
¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ê1 = ê2 ¢áî¤ã   P .

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® ê1 = ê2. �ãáâì ai ∧ bj ̸= 0 ¤«ï ¥ª®-
â®àëå i ∈ I ¨ j ∈ J . �®£¤   ©¤¥âáï â®çª  p, «¥¦ é ï ¢ ¯¥à¥á¥ç¥¨¨
âi ∩ b̂j . �§ á®¢¯ ¤¥¨ï äãªæ¨© ê1 ¨ ê2 ¢ íâ®© â®çª¥ á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ç¨á¥« αi ¨ βj . �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�«¥¤áâ¢¨¥. �â®è¥¨¥ ∼ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®-

áâ¨   E .

2.3. �®«®¦¨¬ St(A) := E/∼ ¨ ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬∑
i∈I αiai ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨©  ¡®à {(αi, ai)}i∈I . � ¦-

¤®¬ã í«¥¬¥âã s ∈ St(A) ®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áâã¯¥ç â ï äãª-
æ¨ï ê ∈ St(P ), £¤¥ e | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ª« áá  s. �®§¨-
ª îéãî â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¡¨¥ªæ¨î ¬¥¦¤ã St(A) ¨ St(P ) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®-
¯à¥¦¥¬ã ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ (·)∧.

�¢¥¤¥¬   ¬®¦¥áâ¢¥ St(A) ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥¨ï, ã¬®¦¥¨ï  
áª «ïà,   â ª¦¥ ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª , ¯¥à¥¥áï ¨å ¨§ ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª¨
St(P ) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¡¨¥ªæ¨¨ (·)∧,   ¨¬¥®:

(s1 + s2)∧ = ŝ1 + ŝ2, (α · s)∧ = α · ŝ, s1 6 s2 ⇔ ŝ1 6 ŝ2

¤«ï ¢á¥å s, s1, s2 ∈ St(A), α ∈ R. �â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥ëå ®¯¥à æ¨©
¨ ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª  ¬®¦¥áâ¢® St(A) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥âª®©.
�¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® ®¯¥à æ¨¨ ¢ St(A) ¢ëç¨á«ïîâáï á«¥¤ãî-
é¨¬ ®¡à §®¬:

α
∑
i∈I

αiai =
∑
i∈I

ααiai,∑
i∈I

αiai +
∑
j∈J

βjbj =
∑

(i,j)∈I×J

(αi + βj)(ai ∧ bj).

�â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª  6   St(A) § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:∑
i∈I

αiai 6
∑
j∈J

βjbj ⇔ ∀ i ∈ I ∀ j ∈ J (ai ∧ bj ̸= 0 ⇒ αi 6 βj).
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2.4. �¨¬¢®«®¬ L0(A) ®¡®§ ç¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ ¢¥ª-
â®à®© à¥è¥âª¨ St(A).

�« áá s ∈ St(A), á®¤¥à¦ é¨©  ¡®à ¢¨¤  {(1, a), (0, a⊥)}, ¬ë ¡ã-
¤¥¬  §ë¢ âì ¨¤¨ª â®à®¬ í«¥¬¥â  a  «£¥¡àë A ¨ ®¡®§ ç âì χ(a).
� K-¯à®áâà áâ¢¥ L0(A) ä¨ªá¨àã¥¬ ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã χ(1). � ¤ «ì-
¥©è¥¬ íâ®â í«¥¬¥â ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï á¨¬¢®«®¬ 1. �¤¥ « L0(A),
¯®à®¦¤¥ë© ¥¤¨¨æ¥© 1 ∈ L0(A), ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ L∞(A).

2.5. �¯à¥¤¥«¥¨¥. �ãªæ¨î µ : A → R+  §®¢¥¬ ¬¥à®©  
¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ A, ¥á«¨ ®   ¤¤¨â¨¢ , áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì  ¨
¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ :

µ(a ∨ b) = µ(a) + µ(b) ¯à¨ a ⊥ b,

µ(a) ̸= 0 ¯à¨ a ̸= 0,

sup
ξ∈�

µ(aξ) = µ(a) ¯à¨ sup
ξ∈�

aξ = a.

�¥¬¬ . �ãáâì A| ¡ã«¥¢   «£¥¡à  áç¥â®£® â¨¯  ¨ φ : A → R+ |

 ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï. �«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) äãªæ¨ï φ o-¥¯à¥àë¢ ;

(2) äãªæ¨ï φ áç¥â® o-¥¯à¥àë¢ ;

(3) äãªæ¨ï φ σ-o-¥¯à¥àë¢ ;

(4) äãªæ¨ï φ σ- ¤¤¨â¨¢ .

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë
áç¥â®£® â¨¯ . � ¬¥â¨¬, çâ® ¢  è¥¬ á«ãç ¥ ¢áïª ï áãé¥áâ¢¥® ¯®«®-
¦¨â¥«ì ï σ- ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï ï¢«ï¥âáï ¬¥à®©.

2.6. �ãáâì    «£¥¡à¥ A § ¤   ¬¥à  µ. �¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨®-
 « M   à¥è¥âª¥ St(A) á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«®©:

M
(∑

i∈I

αiai

)
:=

∑
i∈I

αiµ(ai).

�®àà¥ªâ®áâì â ª®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®ç¥¢¨¤ .
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�¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® f ∈ L0(A) ¨ ¯®«®¦¨¬m(f) := {s ∈ St(A) |
0 6 s 6 |f |}. �®¢®ªã¯®áâì {f ∈ L0(A) | sups∈m(f)M(s) < ∞} ®¡®§ -

ç¨¬ ç¥à¥§ L1(A,µ). �ç¥¢¨¤®, ¬®¦¥áâ¢® L1(A,µ) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©

äã¤ ¬¥â ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥ L0(A) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á ¬® ï¢«ï¥âáï

K-¯à®áâà áâ¢®¬.

� á¯à®áâà ¨¬ äãªæ¨® « M   ¢á¥ ¯à®áâà áâ¢® L1(A,µ), ¯®-

« £ ï

M(f) := sup
s∈m(f)

M(s)

¤«ï 0 6 f ∈ L1(A,µ) ¨

M(f) := M(f+)−M(f−)

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  f ∈ L1(A,µ).

�ãªæ¨® « M : L1(A,µ) → R ®ª §ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬, áãé¥áâ¢¥-

® ¯®«®¦¨â¥«ìë¬ ¨ ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ë¬. �ãªæ¨® «ë á â ª¨¬¨

á¢®©áâ¢ ¬¨ ç áâ®  §ë¢ îâ ¨â¥£à « ¬¨, ¯®íâ®¬ã ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨®£¤ 

¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥
∫
f dµ ¤«ï M(f).

2.7. �ãáâì (P,A, µ) | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© ¨ A |

(¯®« ï) ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥âëå ¬®¦¥áâ¢. �ë ¡ã¤¥¬

áç¨â âì, çâ® ¬¥à  µ § ¤   ¨    «£¥¡à¥ A, ¯®« £ ï µ(U) := µ(U) ¤«ï

U ∈ U ∈ A.

�à¥¤«®¦¥¨¥. � áè¨à¥ë¥ K-¯à®áâà áâ¢  L0(P) ¨ L0(A)

¨§®¬®àäë,   ¡  å®¢ë à¥è¥âª¨ L1(P) ¨ L1(A,µ) ¨§®¬¥âà¨çë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§¢¥áâ®, çâ® ¡ §  K-¯à®áâà áâ¢  L0(P) ¨§®-
¬®àä  A. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨ L0(P) ¨ L0(A) ¨§®-

¬®àäë ª ª à áè¨à¥ë¥ K-¯à®áâà áâ¢ , ¨¬¥îé¨¥ ¨§®¬®àäë¥ ¡ -

§ë. �à®¬¥ â®£®, ª« ááë áâã¯¥ç âëå äãªæ¨© ¨§ L0(P) ¯¥à¥å®¤ïâ ¯à¨
íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¢ í«¥¬¥âë St(A) á á®åà ¥¨¥¬ ¨â¥£à « . � ç¨â,

áã¦¥¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã L0(P) ¨ L0(A)   ¯à®áâà áâ¢® L1(P)
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¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§®¬¥âà¨î L1(P)   L1(A,µ). �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª -

§ ®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©

¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥® ¢ ¢¨¤¥ L0(A) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥©  «£¥¡àë A.

�®«¥¥ â®£®, ¤«ï ¢áïª®© ý ¡áâà ªâ®©þ ¯®«®© ¡ã«¥¢ë  «£¥¡àë A á ¬¥-

à®© ¯à®áâà áâ¢® L0(A) ®ª §ë¢ ¥âáï «¨¥©® ¨ ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬®àäë¬

¥ª®â®à®¬ã ¯à®áâà áâ¢ã ª« áá®¢ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©. �® áãâ¨ ¤¥« ,

¯®á«¥¤¨© ä ªâ å®à®è® ¨§¢¥áâ¥, ®¤ ª® ¤«ï ¤ «ì¥©è¥© à ¡®âë  ¬

¯®âà¥¡ã¥âáï ¤®áâ â®ç® ¯®¤à®¡®¥ ¥£® à áá¬®âà¥¨¥.

2.8. �ãáâì   ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ A § ¤   ¬¥à  µ. �¯à¥¤¥«¨¬ ¬¥-

àã µ̂    «£¥¡à¥ Clop(P ) ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ áâ®ã®¢áª®£®

ª®¬¯ ªâ  P  «£¥¡àë A ¯® ä®à¬ã«¥ µ̂(â) := µ(a). � ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã-

¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¥¦¨© á¨¬¢®« µ ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï ¬¥àë µ̂.

�¨¬¢®«®¬ Bo(P ) ®¡®§ ç¨¬ σ- «£¥¡àã ¢á¥å ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬®-

¦¥áâ¢ ª®¬¯ ªâ  P . �¥¦¤ã áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ìë¬¨ à¥£ã«ïàë-

¬¨ ¡®à¥«¥¢áª¨¬¨ ¬¥à ¬¨   Bo(P ) ¨ ¬¥à ¬¨   Clop(P ) ¨¬¥¥âáï â¥á ï

á¢ï§ì, ®¯¨á ¨¥ ª®â®à®© á®¤¥à¦¨âáï ¢ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå â¥®à¥¬ å. (� -

¯®¬¨¬, çâ® ¡®à¥«¥¢áª ï ¬¥à  �µ  §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì-

®©, ¥á«¨ �µ(U) > 0 ¤«ï ¢á¥å ¥¯ãáâëå ®âªàëâëå ¬®¦¥áâ¢ U .)

2.9. �¥®à¥¬ . (1) �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® äãªæ¨ï �µ : Bo(P ) → R+

ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì®© à¥£ã«ïà®© ¡®à¥«¥¢áª®© ¬¥à®©.

�®£¤  áã¦¥¨¥ �µ|Clop(P ) ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì®©  ¤¤¨â¨¢-
®© äãªæ¨¥©.

(2) �«ï «î¡®© áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì®©  ¤¤¨â¨¢®© äãªæ¨¨

µ : Clop(P ) → R+ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì-

 ï à¥£ã«ïà ï ¡®à¥«¥¢áª ï ¬¥à  �µ : Bo(P ) → R, á®¢¯ ¤ îé ï á µ

  Clop(P ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®,   ¢â®à®¥ ¤®ª § -

® ¢ [8, § 2].
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2.10. �¥®à¥¬ . �ãáâì P | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,
�µ : Bo(P ) → R+ | áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì ï à¥£ã«ïà ï ¡®à¥«¥¢-

áª ï ¬¥à  ¨ µ | áã¦¥¨¥ �µ   Clop(P ). �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï

íª¢¨¢ «¥âë:

(1) µ | ¬¥à    Clop(P );
(2) ¨£¤¥ ¥ ¯«®âë¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ª®¬¯ ªâ  P ¯à¥-

¥¡à¥¦¨¬ë ®â®á¨â¥«ì® �µ;
(3) «î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U ⊂ P �µ-íª¢¨¢ «¥â® á¢®¥¬ã

§ ¬ëª ¨î;
(4) ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬®¦¥áâ¢  V ⊂ P áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-

áâ¢¥®¥ �µ-íª¢¨¢ «¥â®¥ ¥¬ã ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢® V∼ ⊂ P , ª®â®à®¥ ¬®¦® ¢ëç¨á«¨âì ¯® ä®à¬ã«¥

V∼ = inf{U ∈ Clop(P ) | U ⊃ V }.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �áâ ®¢¨¬ á ç «  à ¢®á¨«ì®áâì ãâ¢¥à¦¤¥-
¨© (2){(4).

(2) ⇒ (3). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢áïª®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¨£¤¥ ¥ ¯«®â-
®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ¯à¥¥¡à¥¦¨¬® ®â®á¨â¥«ì® �µ, ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®-
¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U ⊂ P . �®¦¥áâ¢® clU \ U ¨£¤¥ ¥
¯«®â®   § ç¨â, ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

�µ(clU) = �µ(U) + �µ(clU \ U) = �µ(U),

çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ãáâ ®¢¨âì.

(3) ⇒ (4). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® �µ-íª¢¨-
¢ «¥â® á¢®¥¬ã § ¬ëª ¨î. �®£¤  ¢ á¨«ã à¥£ã«ïà®áâ¨ ¬¥àë �µ «î¡®¥
¡®à¥«¥¢áª®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®¬¯ ªâ  P  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ¯® ¬¥à¥ �µ ®â-
ªàëâ®-§ ¬ªãâë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨. �®ç¥¥ £®¢®àï, ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢-
áª®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ P áãé¥áâ¢ã¥â ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
{Un}n∈N ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å V , â ª ï, çâ®
infn∈N �µ(Un) = �µ(V ). � ¤àã£®© áâ®à®ë, infn∈N �µ(Un) = �µ

(∩
n∈N Un

)
,

  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥
∩

n∈N Un �µ-íª¢¨¢ «¥â® ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã
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int
∩

n∈N Un = infn∈N Un. � ª¨¬ ®¡à §®¬, V ∼ infn∈N Un =: V∼. �¤¨-
áâ¢¥®áâì ¯®áâà®¥®£® ¬®¦¥áâ¢  V∼ á ®ç¥¢¨¤®áâìî ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ áã-
é¥áâ¢¥®© ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨ ¬¥àë �µ.

(4) ⇒ (2). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ª ¦¤®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®¦¥áâ¢® V

íª¢¨¢ «¥â® ¯® ¬¥à¥ �µ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã V∼ � áá¬®â-
à¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®¦¥áâ¢® V ¨ ãáâ -
®¢¨¬ à ¢¥áâ¢® V∼ = ∅. �®¯ãáâ¨¬, çâ® V∼ ̸= ∅. �®áª®«ìªã ¬®¦¥-
áâ¢® V ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®,  ©¤¥âáï ¥¯ãáâ®¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® U0 ⊂ V∼ â ª®¥, çâ® U0 ∩ V = ∅. �ç¥¢¨¤®, ¬®¦¥áâ¢®
U := P \ U0 á®¤¥à¦¨â V ¨ V∼ ̸⊂ U , çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â á®®â®è¥¨î
V∼ = inf{U ∈ Clop(P ) | U ⊃ V }.

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì
à ¢®á¨«ì®áâì (1) ¨ (3).

(1) ⇒ (3). �ãáâì µ | ¬¥à    Clop(P ). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì-
®¥ ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® U ⊂ P ¨ ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
{Un}n∈N ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ P , á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ U , â -
ªãî, çâ® U ⊂ cl

∪
n∈N Un. (�ª §  ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì áãé¥áâ¢ã¥â ¢

á¨«ã áç¥â®áâ¨ â¨¯   «£¥¡àë Clop(P ).) �á®, çâ®

clU = sup
n∈N

Un = cl
∪
n∈N

Un.

�§ ¥à ¢¥áâ¢ �µ(Un) 6 �µ(U) á«¥¤ã¥â

sup
n∈N

�µ(Un) 6 �µ(U) 6 �µ(clU).

� ¤àã£®© áâ®à®ë, supn∈N �µ(Un) = �µ(clU), ¯®áª®«ìªã �µ á®¢¯ ¤ ¥â á µ

  Clop(P ) ¨ äãªæ¨ï µ ¯®àï¤ª®¢® ¥¯à¥àë¢ . � ª¨¬ ®¡à §®¬,

�µ(U) = sup
n∈N

�µ(Un) = sup
n∈N

µ(Un) = µ(clU) = �µ(clU).

(3) ⇒ (1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® «î¡®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ª®¬-
¯ ªâ  P �µ-íª¢¨¢ «¥â® á¢®¥¬ã § ¬ëª ¨î. � áá¬®âà¨¬ ¢®§à áâ î-
éãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {Un}n∈N ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¯®-
«®¦¨¬ U := supn∈N Un. �®áª®«ìªã ¬®¦¥áâ¢® U �µ-íª¢¨¢ «¥â®
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®¡ê¥¤¨¥¨î
∪

n∈N Un ¨ �µ(U) = supn∈N �µ(Un), ¨§ á®¢¯ ¤¥¨ï �µ ¨ µ

  Clop(P ) á«¥¤ã¥â (á¥ª¢¥æ¨ «ì ï) ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¯à¥àë¢®áâì äãª-
æ¨¨ µ. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�®à¥«¥¢áªãî ¬¥àã �µ : Bo(P ) → R+ ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥¯à¥àë¢-
®©, ¥á«¨ ¬¥à  �µ à¥£ã«ïà , áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«ì  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
®¤®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë 2.10.

2.11. �ãáâì A| ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , P | ¥¥ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬-
¯ ªâ ¨ µ | ¬¥à    A. �® § ª«îç¥®¬ã ¢ëè¥ á®£« è¥¨î (á¬. 2.8),
¬ë áç¨â ¥¬, çâ® ¬¥à  µ § ¤     ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ å
áâ®ã®¢áª®£® ª®¬¯ ªâ  P  «£¥¡àë A. �ãáâì �µ | ¬¥à    Bo(P ), ¯®«ã-
ç¥ ï ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¬¥àë µ á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2.9. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥ «¥£ª® ¯®«ãç¨âì ¨§ ãáâ ®¢«¥ëå ¢ëè¥ ä ªâ®¢.

�à¥¤«®¦¥¨¥. (1) �â®¡à ¦¥¨¥ a ∈ A 7→ [â] ¥áâì ¡ã«¥¢ ¨§®¬®à-
ä¨§¬ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ A ¨ Bo(P )/�µ−1(0).

(2) �« áá �µ−1(0) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¬¥àë µ. �®ç¥¥ £®¢®àï,
ª ª®¢ë ¡ë ¨ ¡ë«¨ ¬¥àë µ1 ¨ µ2    «£¥¡à¥ A, ª« ááë �µ−1

1 (0) ¨ �µ−1
2 (0)

á®¢¯ ¤ îâ.

2.12. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 2.11 (2), ®â®è¥¨¥
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ¬¥à¥   ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨ïå f : P → R ¥ § ¢¨-
á¨â ®â ¢ë¡®à  ¥¯à¥àë¢®© ¬¥àë. �®íâ®¬ã ¢ ®¡®§ ç¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢ 
ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨©   P ¬ë ¥ ¡ã¤¥¬ ã¯®-
¬¨ âì ¬¥àã ¨ ã¯®âà¥¡«ïâì ¤«ï íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  á¨¬¢®« L0(P ). �®-
®â¢¥âáâ¢¥®, ¯à®áâà áâ¢® ª« áá®¢ ®£à ¨ç¥ëå ¡®à¥«¥¢áª¨å äãª-
æ¨©   P ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ L∞(P ). �«ï ¯à®áâà áâ¢  ª« áá®¢
¨â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® ¬¥à¥ �µ ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨© ¬ë á®åà ¨¬ ®¡®§ ç¥-
¨¥ L1(P, �µ).

2.13. �à¥¤«®¦¥¨¥. � ª ¦¤®¬ ª« áá¥ f ∈ L0(P ) ¨¬¥¥âáï ¥¤¨-
áâ¢¥ë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì f∼ ∈ C∞(P ). �â®¡à ¦¥¨¥ f 7→ f∼ ®áãé¥áâ¢-

«ï¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨

L0(P ) ¨ C∞(P ).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§¢¥áâ® (á¬. 1.14), çâ® ¬¥¦¤ã à áè¨à¥ë-

¬¨ K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨ L0(P ) ¨ C∞(P ) áãé¥áâ¢ã¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤-

ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ i, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© ª« áá χ(V )∼ ∈ L0(P ) ¢ ¨¤¨ª â®à

χ(V∼) ∈ C(P ) ¤«ï ª ¦¤®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V ⊂ P . �ç¨âë-

¢ ï ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ χ(V∼) ¨ ¯à¨¢«¥ª ï ®ç¥¢¨¤®¥ á®®â®è¥¨¥

χ(V∼) ∈ χ(V )∼, «¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® i(s) ∈ C(P ) ¨ i(s) ∈ s ¤«ï ª ¦¤®£®

ª« áá  s ∈ L0(P ), á®¤¥à¦ é¥£® áâã¯¥ç âãî äãªæ¨î.

�¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá f ∈ L0(P ) ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâì {sn}n∈N, ª« áá®¢ áâã¯¥ç âëå äãªæ¨©, ¯®àï¤ª®¢® áå®-

¤ïéãîáï ª f . �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨© i(sn)

¡ã¤¥â ¯®àï¤ª®¢® áå®¤¨âìáï ª í«¥¬¥âã i(f) ¢ C∞(P ). �®£« á® [5, 2.33]

¯®àï¤ª®¢ ï áå®¤¨¬®áâì ¢ C∞(P ) ï¢«ï¥âáï ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâìî  

¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬ ¬®¦¥áâ¢¥,   ¯®áª®«ìªã ¢á¥ â®é¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  P

¯à¥¥¡à¥¦¨¬ë (á¬. 2.10 (2)), äãªæ¨ï f∼ := i(f) ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬

¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ ª« áá  f . �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥ L1[P, �µ] ¤«ï

¯¥à¥á¥ç¥¨ï C∞(P ) ∩ L1(P, �µ). �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® L1[P, �µ]

ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â®¬ C∞(P ),   ®â®¡à ¦¥¨¥ f 7→ f∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â

¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨ L1(P, �µ) ¨ L1[P, �µ].

2.14. �¥®à¥¬ . �ãáâì A | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ | ¬¥à 

  A ¨ P | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë A. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-

áâ¢¥ë© «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ (·)∧ : L0(A) → L0(P )

â ª®©, çâ® (∑
i∈I

αiai

)∧
=

(∑
i∈I

αiχ(âi)
)∼

¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥â®¢
∑

i∈I αiai ∈ St(A). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ áã¦¥¨ï íâ®-

£® ¨§®¬®àä¨§¬  ®áãé¥áâ¢«ïîâ «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬

¬¥¦¤ã K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨ L∞(A) ¨ L∞(P ),   â ª¦¥ ¬¥¦¤ã L1(A,µ)

¨ L1(P, �µ).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á®, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨-
¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ à¥è¥âª¨ St(A)   à¥è¥âªã St∼(P )
ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ áâã¯¥ç âëå ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨©. � ª ª ª
®¡¥ ã¯®¬ïãâë¥ à¥è¥âª¨ ¯®àï¤ª®¢® ¯«®âë ¢ à áè¨à¥ëå K -¯à®-
áâà áâ¢ å L0(A) ¨ L0(P ) á®®â¢¥âáâ¢¥®, ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ ¥¤¨áâ¢¥-
ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  (·)∧ : L0(A) → L0(P ).

�à¨ íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¯®àï¤ª®¢ ï ¥¤¨¨æ  1 ∈ L0(A) ¯¥à¥å®¤¨â
¢ ¯®àï¤ª®¢ãî ¥¤¨¨æã χ(P )∼ ∈ L0(P ), ®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áã¦¥¨¥
(·)∧|L∞(A) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã L∞(A) ¨ L∞(P ).

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® (·)∧ ®â®¡à ¦ ¥â L1(A,µ)   L1(P, �µ). �®-
áª®«ìªã á®®â¢¥âáâ¢¨¥ (·)∧ ¯¥à¥¢®¤¨â St(A) ¢ St∼(P ) ¨ á®åà ï¥â ¨â¥-
£à «, ¨§ ¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à «®¢   L1(A,µ) ¨ L1(P, �µ)
á«¥¤ã¥â, çâ® f̂ ∈ L1(P, �µ) ¤«ï ¢á¥å f ∈ L1(A,µ), ¯à¨ íâ®¬

∫
f dµ =

∫
P
f̂ d�µ.

�îàê¥ªâ¨¢®áâì ®â®¡à ¦¥¨ï (·)∧ : L1(A,µ) → L1(P, �µ) ®ç¥¢¨¤ . �¥®-
à¥¬  ¤®ª §  .

�¯à¥¤¥«¨¬   L1(A,µ) ®à¬ã, ¯®« £ ï: ∥f∥ :=
∫
|f | dµ. � ª á«¥¤ã-

¥â ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧|L1(A,µ)

áâ ®¢¨âáï ¨§®¬¥âà¨¥© L1(A,µ)   L1(P, �µ). �®«¥¥ â®£®, íâ® ®â®¡à ¦¥-
¨¥ á®åà ï¥â ¨â¥£à «. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ®à¬ã
  ¯à®áâà áâ¢¥ L1[P, �µ], ¯®«®¦¨¢ ∥f∥ :=

∫
P
|f | d�µ.

2.15. �«¥¤áâ¢¨¥. �  å®¢ë à¥è¥âª¨ L1(A,µ), L1(P, �µ) ¨

L1[P, �µ] ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬¥âà¨çë.

2.16. �ãáâì A | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ1 ¨ µ2 | ¬¥àë   A.
�ãáâì �µ1 ¨ �µ2 | à¥£ã«ïàë¥ ¡®à¥«¥¢áª¨¥ ¬¥àë   áâ®ã®¢áª®¬ ª®¬-
¯ ªâ¥ P  «£¥¡àë A, ¯®«ãç¥ë¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥¬ ¬¥à µ1 ¨ µ2 á ®âªàëâ®-
§ ¬ªãâëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ P (á¬. 2.9).

�§ áãé¥áâ¢¥®© ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨ ¬¥à µ1 ¨ µ2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¬¥àë
�µ1 ¨ �µ2 ¢§ ¨¬®  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ë. �®£« á® â¥®à¥¬¥ � ¤®  |
�¨ª®¤¨¬  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï (á â®ç®áâìî ¤® à ¢¥áâ¢  ¯®çâ¨
¢áî¤ã) ¡®à¥«¥¢áª ï äãªæ¨ï φ : P → R â ª ï, çâ®∫

V

f d�µ1 =
∫
V

f · φd�µ2
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¤«ï ¢á¥å V ∈ Bo(P ) ¨ f ∈ L1(P, �µ). � ª ¨§¢¥áâ®, ª« áá íª¢¨¢ «¥â®-

áâ¨ φ∼  §ë¢ îâ ¯à®¨§¢®¤®© ¬¥àë �µ1 ¯® ¬¥à¥ �µ2 ¨ ®¡®§ ç îâ á¨¬-

¢®«®¬ d�µ1
d�µ2

.

�¥®à¥¬ . �ãáâì A | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ1 ¨ µ2 | ¬¥àë

  A. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â g ∈ L0(A) â ª®©, çâ® ®¯¥à â®à

f 7→ f · g ®áãé¥áâ¢«ï¥â «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã

K-¯à®áâà áâ¢ ¬¨ L1(A,µ1) ¨ L1(A,µ2), á®åà ïîé¨© ¨â¥£à «. �à¨

íâ®¬ ĝ = d�µ1
d�µ2

, £¤¥ (·)∧ | ¨§®¬®àä¨§¬, ä¨£ãà¨àãîé¨© ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥

â¥®à¥¬ë 2.14.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M1 ¨ M2 ¨â¥£à «ë ¢ ¯à®-

áâà áâ¢ å L1(A,µ1) ¨ L1(A,µ2) á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�ãáâì g | ¯à®®¡à § ª« áá  d�µ1
d�µ2

¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ (·)∧. �§ â®£®

ä ªâ , çâ® (·)∧ á®åà ï¥â ¨â¥£à «, ¨ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¨§¢®¤®© d�µ1
d�µ2

á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥â  f ∈ L1(A,µ1) ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ f · g ¯à¨-
 ¤«¥¦¨â L1(A,µ2) ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¨â¥£à «ë M1(f) ¨ M2(f · g) á®¢¯ ¤ îâ.

� á¨«ã ¢§ ¨¬®©  ¡á®«îâ®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¬¥à �µ1 ¨ �µ2, ¨¬¥¥âáï

®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ L1(A,µ2) ¢ L1(A,µ1) (®áãé¥áâ¢«ï¥¬®¥ ã¬®-

¦¥¨¥¬   í«¥¬¥â g−1), â ª¦¥ á®åà ïîé¥¥ ¨â¥£à «, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â,

çâ® í«¥¬¥âë ¢¨¤  f · g, £¤¥ f ∈ L1(A,µ1), ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¢á¥ ¯à®áâà -

áâ¢® L1(A,µ2).

�¤¨áâ¢¥®áâì í«¥¬¥â  g á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤-

®© ¬¥àë �µ1 ¯® ¬¥à¥ �µ2. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

2.17. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì E | ¡  å®¢  à¥è¥âª  á  ¤¤¨â¨¢-

®© ®à¬®©. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A ¨ ¬¥à  µ  

íâ®©  «£¥¡à¥ â ª¨¥, çâ® ¡  å®¢ë à¥è¥âª¨ E ¨ L1(A,µ) ¨§®¬®àäë

(á¬. 1.18).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯® áãé¥áâ¢ã á®¤¥à¦¨âáï ¢ [10].
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2.18. �  ¯à®âï¦¥¨¨ ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨ ¯ à £à ä  A | ¯®« ï
¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ | ¬¥à    A, B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë A

¨ µ0 | ®£à ¨ç¥¨¥ ¬¥àë µ   B. �®áª®«ìªã B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «-
£¥¡à  ¨ µ0 | ¬¥à    B, ¬ë ¢¯à ¢¥ à áá¬®âà¥âì ¯à®áâà áâ¢  L0(B),
L∞(B) ¨ L1(B,µ0). �«®¦¥¨¥ B ⊂ A ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¨¤ãæ¨-
àã¥â ¢«®¦¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¢¥ªâ®àëå à¥è¥â®ª. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ì-
áâ¢® ¯®§¢®«ï¥â  ¬ áç¨â âì, çâ® L0(B) ⊂ L0(A), L∞(B) ⊂ L∞(A) ¨
L1(B,µ0) ⊂ L1(A,µ).

2.19. �¥®à¥¬  [6]. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© «¨¥©ë© ®¯¥à -

â®à T : L1(A,µ) → L1(B,µ0), ®¡« ¤ îé¨© á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) ®¯¥à â®à T áãé¥áâ¢¥® ¯®«®¦¨â¥«¥, o-¥¯à¥àë¢¥ ¨ ¨¤¥¬-

¯®â¥â¥;
(2) M(g ·f) = M(g ·T (f)) ¤«ï ¢á¥å f ∈ L1(A,µ) ¨ g ∈ L0(B) â ª¨å,

çâ® g · f ∈ L1(A,µ).

2.20. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  f ∈ L1(A,µ) áãé¥-
áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â g ∈ L1(B,µ0) â ª®©, çâ®

M(χ(b) · f) = M(χ(b) · g)) ¤«ï ¢á¥å b ∈ B. (1)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¨¬¥îâáï ¤¢  à §«¨çëå í«¥¬¥-
â  g1, g2 ∈ L1(B,µ0), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î (1). �¥  àãè ï ®¡é-
®áâ¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® χ(b) · g1 > χ(b) · g2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â 
b ∈ B. �®£¤ 

M(χ(b) · f) = M(χ(b) · g1) > M(χ(b) · g2) = M(χ(b) · f),

çâ® ¥¢®§¬®¦®. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

2.21. �¯à¥¤¥«¥¨¥. �«¥¬¥â g, ä¨£ãà¨àãîé¨© ¢ ¯à¥¤«®¦¥-
¨¨ 2.20, ¬ë ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ãá«®¢ë¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¦¨¤ ¨¥¬

í«¥¬¥â  f ∈ L1(A,µ) ®â®á¨â¥«ì® ¯®¤ «£¥¡àë B ¨ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®-
«®¬ MB(f).

�ç¥¢¨¤®, ®¯¥à â®à T : L1(A,µ) → L1(B,µ0), ã¯®¬ïãâë© ¢ â¥®-
à¥¬¥ 2.19, á®¢¯ ¤ ¥â á MB .
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2.22. �ãáâì A | σ- «£¥¡à  ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬®¦¥áâ¢ áâ®ã®¢-
áª®£® ª®¬¯ ªâ  P  «£¥¡àë A, B | ¥¥ σ-¯®¤ «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥ ï
¢á¥¬¨ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢¨¤  b̂, £¤¥ b ∈ B. � ª
¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â, ý ¡áâà ªâ®¥þ ãá«®¢®¥ ®¦¨¤ ¨¥
MB : L1(A,µ) → L1(B,µ0) ¬®¦¥â ¡ëâì à¥ «¨§®¢ ® ¢ ¢¨¤¥ ª« áá¨ç¥-
áª®£® ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï MB : L1(P,A, �µ) → L1(P,B).

�¥®à¥¬ . �ãáâì (·)∧ | «¨¥©ë© ¨ ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬

L0(A)   L0(P ), ä¨£ãà¨àãîé¨© ¢ â¥®à¥¬¥ 2.14. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å

f ∈ L1(A,µ) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

MB(f)∧ = MB(f̂).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® MB(f)∧ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
ãá«®¢®¥ ®¦¨¤ ¨¥ ª« áá  f̂ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢ 
V ∈ B, áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â b ∈ B â ª®©, çâ® χ(b)∧ = χ(V )∼ ¨ ¨¬¥¥â
¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï æ¥¯®çª  à ¢¥áâ¢:

M(χ(V )∼ ·MB(f)∧) = M(χ(b)∧ ·MB(f)∧) = M((χ(b) ·MB(f))∧)

= M(χ(b) ·MB(f)) = M(χ(b) · f) = M((χ(b) · f)∧) = M(χ(V )∼ · f̂).

�¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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§ 3. �§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã L1-¯à®áâà áâ¢ ¬¨,
à¥è¥âª ¬¨ �  å  | � â®à®¢¨ç 
¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª

3.1. �ãáâì Q | ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®. (�¨áªà¥âë¬) à áá«®¥¨¥¬

¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ Q  §ë¢ ¥âáï ¢áïª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ X , ®¯à¥¤¥-
«¥®¥   Q ¨ áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q ¥ª®â®àãî

¡  å®¢ã à¥è¥âªã X (q),  §ë¢ ¥¬ãî á«®¥¬ X ¢ â®çª¥ q ∈ Q. �¨¬¢®«ë

®à¬ë, ®â®è¥¨ï ¯®àï¤ª ,   â ª¦¥ ¢¥ªâ®àëå ¨ à¥è¥â®çëå ®¯¥à æ¨©

¢ á«®¥ X (q) ¡ã¤ãâ ¯à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ á ¡¦ âìáï ¨¤¥ªá®¬, ãª §ë¢ î-
é¨¬   íâ®â á«®©,  ¯à¨¬¥à, ∥·∥X (q), 6X (q) ¨ â. ¯.

�ãáâì X | à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ Q. � ¢¥ªâ®à®¬

¯à®áâà áâ¢¥ S(D,X ) ¢á¥å á¥ç¥¨© X  ¤ D ⊂ Q (á¬. 1.25) ¥áâ¥áâ¢¥-

ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª :

u 6 v ⇔ u(q) 6 v(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D.

�¥£ª® ¯®ïâì, çâ® S(D,X ) á â ª¨¬ ¯®àï¤ª®¬ ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© à¥è¥â-
ª®©, ¯à¨ íâ®¬ à¥è¥â®çë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ëç¨á«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(u ∨ v)(q) = u(q) ∨ v(q), (u ∧ v)(q) = u(q) ∧ v(q).

3.2. �¥¬¬ . �ãáâì E | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª . �«ï «î¡®£® ¢¥ª-

â®à®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  F ⊂ E á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

(1) F ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© ¯®¤à¥è¥âª®© à¥è¥âª¨ E;

(2) ¬®¤ã«ì |f | «î¡®£® í«¥¬¥â  f ∈ F , ¢ëç¨á«¥ë© ¢ E, ¯à¨ ¤-

«¥¦¨â F ;

(3) ¯®«®¦¨â¥«ì ï ç áâì f+ «î¡®£® í«¥¬¥â  f ∈ F , ¢ëç¨á«¥-

 ï ¢ E, ¯à¨ ¤«¥¦¨â F .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¨¬¥¥âáï,  ¯à¨¬¥à, ¢ [14, 3.3.4].
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3.3. �ãáâì Q | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �®¦¥áâ¢®

C ⊂ S(Q,X ) £«®¡ «ìëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª X
 ¤ Q  §ë¢ ¥âáï à¥è¥â®ç®© ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© ¢ X , ¥á«¨ ¢ë-
¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(1) ¬®¦¥áâ¢® C ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ S(Q,X );
(2) ¬®¦¥áâ¢® C ï¢«ï¥âáï ¯®¤à¥è¥âª®© S(Q,X );
(3) ¯®â®ç¥ç ï ®à¬ 

c: Q → R «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C ¥¯à¥-

àë¢ ;

(4) ¬®¦¥áâ¢® C ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .

�á«¨ C | à¥è¥â®ç ï ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  ¢ X , â® ¯ -

à  (X , C)  §ë¢ ¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª

(����)  ¤ Q. �à¨ íâ®¬ ¢¬¥áâ® (X , C) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® X ,
  áâàãªâãàã C ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ CX .

�¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X )  ¤ D ⊂ Q  §ë¢ ¥âáï C-¥¯à¥àë¢ë¬ (¨«¨

¯à®áâ® ¥¯à¥àë¢ë¬) ¢ â®çª¥ q ∈ D, ¥á«¨ äãªæ¨ï
u− c

: D → R
¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ q ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C. �¥ç¥¨¥ u ∈ S(D,X ),
C-¥¯à¥àë¢®¥ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ q ∈ Q,  §ë¢ ¥âáï C-¥¯à¥àë¢ë¬ (¨«¨

¯à®áâ® ¥¯à¥àë¢ë¬). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨©  ¤ D

®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ C(D,X ),   ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å £«®¡ «ìëå ¥¯à¥-

àë¢ëå á¥ç¥¨© | á¨¬¢®«®¬ C(Q,X ).

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ ®âª § âìáï ®â à áá¬®âà¥¨ï ¯®àï¤ª  ¢ á«®-

ïå X ¨ ¨áª«îç¨âì ãá«®¢¨¥ (2) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à¥è¥â®ç®© ¥¯à¥àë¢®©

áâàãªâãàë, â® ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¯®ïâ¨î ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë ¨ ¥¯à¥-

àë¢®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï (���)  ¤ Q. �¥®à¨ï â ª¨å à áá«®¥¨©

¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥  ¢ [4].

3.4. �â¬¥â¨¬, çâ® ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  C ¢ à áá«®¥¨¨ ¡ -

 å®¢ëå à¥è¥â®ª X ¥ ®¡ï§  , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¡ëâì ®¤®¢à¥¬¥® ¨

à¥è¥â®ç®© ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®©. �®«¥¥ â®£®, ¢®§¬®¦  á¨âã æ¨ï,

ª®£¤  ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç áâ¨ c+ í«¥¬¥â  c ∈ C ¢ à¥-

è¥âª¥ S(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ¢áî¤ã à §àë¢®© äãªæ¨¥©   Q.
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�à ¨ ¬ ¥ à . �ãáâì X | ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥  ¤ Q = [0, 1],

ª ¦¤ë© á«®© X (q) ª®â®à®£® à ¢¥ R á ®à¬®© ∥x∥ := |x|. �ãáâì

C ⊂ S(Q,X ) | á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¯®áâ®ïëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X .
�á®, çâ® C | ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  ¢ X .

�¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®à®¥ ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q, ¤®-

¯®«¥¨¥ ª®â®à®£® â ª¦¥ ¢áî¤ã ¯«®â®. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯®àï¤®ª ¢ á«®ïå X
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

x >X (q) 0 ⇔ x > 0,

x >X (q) 0 ⇔ x 6 0,

q ∈ D,

q ∈ Q \D,

£¤¥ > | ®¡ëçë© ¯®àï¤®ª   ç¨á«®¢®© ¯àï¬®©.

� áá¬®âà¨¬ á¥ç¥¨¥ c ≡ 1, c ∈ C. �®«®¦¨â¥«ì ï ç áâì c+ íâ®£®

á¥ç¥¨ï, ¢ëç¨á«¥ ï ¢ S(Q,X ), ¢ë£«ï¤¨â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

c+(q) =
{
1, q ∈ D,

0, q ∈ Q \D.

�âáî¤  ¢¨¤®, çâ® ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  á¥ç¥¨ï c+ ¢áî¤ã à §àë¢  ¨,

¢ ç áâ®áâ¨, ¬®¦¥áâ¢® C ¥ § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ¯®â®ç¥çëå à¥-

è¥â®çëå ®¯¥à æ¨©,   § ç¨â, ¥ ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®ç®© ¥¯à¥àë¢®©

áâàãªâãà®©.

3.5. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . � á¨«ã «¥¬¬ë 3.2 ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à®¢¥à¨âì,

ï¢«ï¥âáï «¨ ¤  ï ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  à¥è¥â®ç®©, ¤®áâ â®ç®

ãáâ ®¢¨âì § ¬ªãâ®áâì ¤ ®© áâàãªâãàë ®â®á¨â¥«ì® ¯®â®ç¥çëå

®¯¥à æ¨© ¢ëç¨á«¥¨ï ¬®¤ã«ï ¨«¨ ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç áâ¨.

3.6. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | ����  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà -

áâ¢®¬ Q, D | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. �®£¤  ¯à®áâà áâ¢®

C(D,X ) ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®© ¯®¤à¥è¥âª®© S(D,X ), â. ¥. à¥è¥â®çë¥

®¯¥à æ¨¨ ¢ C(D,X ) ï¢«ïîâáï ¯®â®ç¥çë¬¨.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¥¬¬ë 3.2 ¤®áâ â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬,

çâ® ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® C(D,X ) § ¬ªãâ® ®â®á¨â¥«ì® ¢ëç¨á«¥-
¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç áâ¨. �ãáâì u ∈ C(D,X ). �®ª ¦¥¬, çâ® á¥ç¥¨¥
u+ : q 7→ u(q)+ ¥¯à¥àë¢®   D.

�¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® q ∈ D. �®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï
u+ − c


¥¯à¥àë¢  ¢ â®çª¥ q ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ CX . �®£« á® [4, 2.3.2],
¥®¡å®¤¨¬® ã¡¥¤¨âìáï «¨èì ¢ ¯®«ã¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¢¥àåã íâ®© äãªæ¨¨.

�¨ªá¨àã¥¬ ç¨á«® ε > 0 ¨, ®¡®§ ç¨¢ ∥u+(q)− c(q)∥ ç¥à¥§ λ, ãáâ ®¢¨¬

¥à ¢¥áâ¢® ∥u+(p)− c(p)∥ < λ+ ε ¤«ï ¢á¥å p ¨§ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨

â®çª¨ q.

�ë¡¥à¥¬ á¥ç¥¨¥ v ∈ CX â ª, çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«®áì ¥à ¢¥áâ¢®

∥u(q)− v(q)∥ < ε/2. �®£¤ , ¢ á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï u ¢ â®çª¥ q,

¥à ¢¥áâ¢  ∥u(p)− v(p)∥ < ε/2 ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë ¤«ï ¢á¥å p ¨§ ¥ª®â®-

à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. �®áª®«ìªã |u(p)+ − v(p)+| 6 |u(p)− v(p)|, ¬ë
¨¬¥¥¬

∥u(p)+ − v(p)+∥ < ε/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. (1)

� «¥¥, ∥v(q)+ − c(q)∥ 6 ∥u(q)+ − c(q)∥ + ∥u(q)+ − v(q)+∥ < λ + ε/2,

®âªã¤  ¢¢¨¤ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ á¥ç¥¨ï v+ ∈ CX ¨ á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢ 

v(q)+ = v+(q), ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®

∥v+(p)− c(p)∥ < λ+ ε/2 ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q. (2)

�à¨¢«¥ª ï á®®â®è¥¨ï (1) ¨ (2), ¬ë ¯®«ãç ¥¬, çâ®

∥u(p)+ − c(p)∥ 6 ∥v+(p)− c(p)∥+∥u(p)+ − v+(p)∥ < (λ+ε/2)+ε/2 = λ+ε

¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ q, ¨ ¥¯à¥àë¢®áâì á¥ç¥¨ï u+ ¢ â®çª¥ q â¥¬ á ¬ë¬

¤®ª §  .

�®áª®«ìªã â®çª  q ∈ D ¡ë«  ¢ë¡à   ¯à®¨§¢®«ì®, ¬ë § ª«îç -

¥¬, çâ® á¥ç¥¨¥ u+ ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(D,X ). �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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3.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ����  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬

¯à®áâà áâ¢®¬ Q. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© u ¨ v à á-

á«®¥¨ï X ¬®¦¥áâ¢® {q ∈ domu ∩ dom v | u(q) 6 v(q)} § ¬ªãâ®

¢ domu ∩ dom v.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬ D := {q ∈ domu∩ dom v | u(q)6 v(q)}.
�¥ç¥¨¥ w := v − u ¥¯à¥àë¢®   ¬®¦¥áâ¢¥ domu ∩ dom v. �à¨-

¬¥ïï â¥®à¥¬ã 3.6, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® á¥ç¥¨¥ w+ â®¦¥ ¥¯à¥àë¢®

  domu ∩ dom v. � ª ª ª ¥¯à¥àë¢ë¥ á¥ç¥¨ï w ¨ w+ á®¢¯ ¤ îâ

  ¬®¦¥áâ¢¥ D, ®¨ á®¢¯ ¤ îâ ¨   ¥£® § ¬ëª ¨¨ D. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

D = D. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

3.8. �¨¬¢®«®¬ B(X,Y ) ®¡®§ ç ¥âáï ¯à®áâà áâ¢® ®£à ¨ç¥-

ëå «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¨§ ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà -

áâ¢  X ¢ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® Y .

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ����  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®-

áâà áâ¢®¬ Q. � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ i : q 7→ i(q) ∈ B(X (q),Y(q)).
�«ï ¢áïª®£® á¥ç¥¨ï u ∈ S(Q,X ) á¨¬¢®«®¬ i ⊗ u ®¡®§ ç¨¬ á¥ç¥¨¥

à áá«®¥¨ï Y, ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯à ¢¨«ã (i⊗ u)(q) := i(q)(u(q)).

�â®¡à ¦¥¨¥ i : q 7→ i(q) ∈ B(X (q),Y(q)) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¬ ���� X ¨ Y, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(1) á¥ç¥¨¥ i⊗ u ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q,Y) ¤«ï ¢á¥å u ∈ C(Q,X );
(2) ®â®¡à ¦¥¨¥ i(q) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© ¡  å®¢ëå ¯à®-

áâà áâ¢ X (q) ¨ Y(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q;

(3) ®â®¡à ¦¥¨¥ i(q) ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ à¥-

è¥â®ª X (q) ¨ Y(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q.

�®£« á® â¥®à¥¬¥ 1.18 ãá«®¢¨¥ (3) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¬®¦® ®á« ¡¨âì,

¯®âà¥¡®¢ ¢ «¨èì ¯®«®¦¨â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à  i(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q.

� ¬¥â¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨ï i, ®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ (1), (2),

¨ â®«ìª® ®¨ ï¢«ïîâáï ¨§®¬¥âà¨ï¬¨ ��� X ¨ Y [4, 2.4.3, 2.4.4].
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�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ����  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®-

áâà áâ¢®¬ Q. �§®¬¥âà¨ï i ¬¥¦¤ã X ¨ Y ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬

���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ i ⊗ u ®áãé¥áâ¢-

«ï¥â ¯®àï¤ª®¢ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®àë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ C(Q,X )
¨ C(Q,X ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï â®«ìª® ¤®áâ â®ç®áâì.
� áá¬®âà¨¬ ¯®«®¦¨â¥«ìë© í«¥¬¥â x á«®ï X (q). �®ª ¦¥¬, çâ® í«¥-
¬¥â i(q)x â®¦¥ ¯®«®¦¨â¥«¥.

�à®¢¥¤¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ á¥ç¥¨¥ u ç¥à¥§ í«¥¬¥â x (â. ¥. â ª,
çâ® u(q) = x). �®áª®«ìªã á¥ç¥¨¥ i ⊗ u ¯®«®¦¨â¥«ì®, ¬ë § ª«îç ¥¬,
çâ® i(q)x > 0 ¢ Y(q). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§®¬¥âà¨ï i(q) ï¢«ï¥âáï ¯®«®-
¦¨â¥«ì®© ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à ¦¥¨¥ i ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬ ���� X ¨ Y. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

3.9. �¥¬¬ . �ãáâì X | ���  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà -

áâ¢®¬ Q ¨ ¯ãáâì C | ¥ª®â®à ï ¥¯à¥àë¢ ï áâàãªâãà  à áá«®¥¨ï X ,
á ¡¦¥ ï ¯®àï¤ª®¬, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£® ®  ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®©

à¥è¥âª®©, ¯à¨ç¥¬ ¯®â®ç¥ç ï ®à¬ 
·¬®®â®  (á¬. 1.22). �®£¤ 

  á«®ïå X ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª â ª, çâ® X ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ����,
  ¯®àï¤®ª ¨ à¥è¥â®çë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ C áâ ãâ ¯®â®ç¥çë¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® â®çªã q ∈Q. � ¡  å®-
¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥X:=X (q) à áá¬®âà¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X0= {c(q) | c∈C}.
�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë á«¥¤ã¥â, çâ® X0 ï¢«ï¥âáï ¯«®â-
ë¬ ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  X.

�  ¬®¦¥áâ¢¥ X0 ¢¢¥¤¥¬ ¯®àï¤®ª á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x1 6 x2
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   ©¤ãâáï í«¥¬¥âë c1, c2 ∈ C â ª¨¥, çâ®
c1(q) = x1, c2(q) = x2 ¨ c1 6 c2 ¢ á¬ëá«¥ ¯®àï¤ª  ¢ à¥è¥âª¥ C. �áâ ®-
¢¨¬, çâ® ¢¢¥¤¥®¥ ®â®è¥¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¬ ¨ çâ®
X0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®à¬¨à®¢ ãî à¥è¥âªã ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® ¯®-
àï¤ª .

�®ª ¦¥¬ á ç «  ¥ª®â®à®¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �ãáâì
x ¨ y | í«¥¬¥âëX0 ¨ ¯ãáâì cx ¨ cy | á¥ç¥¨ï ¨§ C, ¯à®å®¤ïé¨¥ ç¥à¥§ x
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¨ y á®®â¢¥âáâ¢¥®. �®£¤  ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  x 6 y á«¥¤ã¥â (cx∨ cy)(q) = y.
�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®àï¤ª  ¢ X0  ©¤ãâáï â ª¨¥ á¥ç¥¨ï
c′x, c

′
y ∈ C, çâ® c′x 6 c′y. � ãç¥â®¬ ª« áá¨ç¥áª®£® ¥à ¢¥áâ¢  �¨àª£®ä 

¬ë ¨¬¥¥¬:

|cx ∨ cy − cy| 6
∣∣cx ∨ cy − cx ∨ c′y

∣∣+ ∣∣cx ∨ c′y − c′x ∨ c′y
∣∣+ ∣∣c′x ∨ c′y − cy

∣∣
6

∣∣cy − c′y
∣∣+ ∣∣cx − c′x

∣∣+ ∣∣c′x ∨ c′y − cy
∣∣.

�âáî¤  ¢¢¨¤ã à ¢¥áâ¢  c′x ∨ c′y = c′y á«¥¤ã¥â, çâ®
cx ∨ cy − cy

(q) = 0,
â. ¥. á¥ç¥¨¥ cx ∨ cy â ª¦¥ ¯à®å®¤¨â ç¥à¥§ y.

�¥ä«¥ªá¨¢®áâì ®â®è¥¨ï 6   X0 ®ç¥¢¨¤ ,   ¥£®  â¨á¨¬¬¥â-
à¨ç®áâì ¨ âà §¨â¨¢®áâì «¥£ª® ãáâ ®¢¨âì á ¯®¬®éìî ¤®ª § ®£®
¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, > | ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª    X0.

�à®¢¥à¨¬, çâ® ¢¢¥¤¥ë©   X0 ¯®àï¤®ª á®£« á®¢  á® áâàãªâã-
à®© ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢ . �ç¥¢¨¤®, á®¢®ªã¯®áâì ¯®«®¦¨â¥«ìëå
í«¥¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  X0 ®¡à §ã¥â ª®ãá. �®ª ¦¥¬, çâ® ¨§ x > 0 ¨
−x > 0 á«¥¤ã¥â x = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ c1, c2 > 0 | â ª¨¥ í«¥¬¥-
âë C, çâ® c1(q) = x ¨ c2(q) = −x, â® ¢ á¨«ã ¬®®â®®áâ¨ ¯®â®ç¥ç®©
®à¬ë ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

∥x∥ =
c1(q) 6c1 + c2

(q) = ∥x+ (−x)∥ = 0.

�¡¥¤¨¬áï ¢ â®¬, çâ® ¯®àï¤®ª ¢ X0 à¥è¥â®çë©. �®«®¦¨â¥«ì®©
ç áâìî ¢áïª®£® í«¥¬¥â  x ∈ X0 ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â (cx∨0)(q), £¤¥ cx ∈ C,
cx(q) = x. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, (cx ∨ 0)(q) ï¢«ï¥âáï ¢¥àå¥© £à ¨æ¥© x ¨ 0
¢ X0. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ®  ¨¬¥ìè ï ¨§ â ª¨å £à ¨æ. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
y > 0 ¨ y > x ¢ X0 ¨ à áá¬®âà¨¬ â ª®¥ á¥ç¥¨¥ cy ∈ C, çâ® cy(q)= y.
�®£« á® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨î á¥ç¥¨¥ cy ∨ cx ∨ 0 ∈ C ¯à®-
å®¤¨â ç¥à¥§ y ¨ ¯à¨ íâ®¬, ®ç¥¢¨¤®, ¯®â®ç¥ç® ¡®«ìè¥ á¥ç¥¨ï cx ∨ 0.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, y > (c ∨ 0)(q) ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¯®àï¤ª    X0.

�®®â®®áâì ®à¬ë ¢ X0 ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¬®®â®®áâ¨ ¯®â®ç¥ç®©
®à¬ë

·  C. �¥¬ á ¬ë¬, ¯à®áâà áâ¢® X0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®à-
¬¨à®¢ ãî à¥è¥âªã. �®£¤  (á¬. 1.17)   ¯®¯®«¥¨¨ X ®à¬¨à®¢ ®-
£® ¯à®áâà áâ¢  X0 ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª, á®¢¯ ¤ îé¨©   X0 á ã¦¥
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¨¬¥îé¨¬áï â ¬ ¯®àï¤ª®¬, â ª, çâ® X ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ¡  å®¢ã à¥è¥âªã.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯à¥¢à â¨«¨ X ¢ (¤¨áªà¥â®¥) à áá«®¥¨¥ ¡  å®-
¢ëå à¥è¥â®ª. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® C ¡ã¤¥â à¥è¥â®ç®© ¥¯à¥àë¢®©
áâàãªâãà®© ¢ à áá«®¥¨¨ X . �¥¬¬  ¤®ª §  .

3.10. �ãáâì X |���  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q.
�î¡®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ u à áá«®¥¨ï X , ®¯à¥¤¥«¥®¥   ¢áî¤ã

¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q, ¨¬¥¥â  ¨¡®«ìè¥¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ¯à®¤®«¦¥-
¨¥, â. ¥. â ª®¥ á¥ç¥¨¥ �u, çâ® domu ⊂ dom �u ¨ �u ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥¨-
¥¬ «î¡®£® ¥¯à¥àë¢®£® ¯à®¤®«¦¥¨ï u (á¬ [4, 2.5.2]). �¥ç¥¨¥ �u ¬ë

¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ á¥ç¥¨ï u ¨ ®¡®§ ç âì
á¨¬¢®«®¬ ext(u). �¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥ u  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢®¬ D ⊂ Q  §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥ë¬, ¥á«¨ ext(u) = u. �¨¬¢®«
C∞(Q,X ) ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© X .

�  ¬®¦¥áâ¢¥ C∞(Q,X ) ¢¢¥¤¥¬ áâàãªâãàã ���  ¤ C∞(Q) á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ α, β ∈ R ¨ u, v ∈ C∞(Q,X ), â® «¨¥© ï ª®¬¡¨ -
æ¨ï αu+ βv ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ext(αu|D + βv|D), £¤¥ D = domu∩ dom v.
� ª ç¥áâ¢¥ ®à¬ë

u á¥ç¥¨ï u ∈ C∞(Q,X ) ¢®§ì¬¥¬ ¯à®¤®«¦¥¨¥
ext(

u) ∈ C∞(Q) ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨
u. �à®áâà áâ¢® C∞(Q,X )

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤ã«ì  ¤ C∞(Q), £¤¥ eu = ext(e|domu ·u|dom e) ¤«ï
e ∈ C∞(Q) ¨ u ∈ C∞(Q,X ).

� ª ¨§¢¥áâ® [4, 2.5.3], ¯à®áâà áâ¢® C∞(Q,X ) ¢á¥å ¥¯à¥àë¢-
ëå à áè¨à¥ëå á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï X ï¢«ï¥âáï (à áè¨à¥ë¬) ���
 ¤ C∞(Q) á à¥è¥â®ç®© ®à¬®©

·.
�à®¬¥ â®£®,   í«¥¬¥â å C∞(Q,X ) ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨â-

áï ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª : u 6 v â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u(q) 6 v(q)
¤«ï ¢á¥å q ∈ domu ∩ dom v. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.7 ¥á«¨ u 6 v  

¢áî¤ã ¯«®â®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ domu∩dom v, â® u 6 v ¢ á¬ëá«¥ ¯®àï¤ª 
¢ C∞(Q,X ).

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ����  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬-

¯ ªâ®¬ Q. �®£¤  ¯à®áâà áâ¢® C∞(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ C∞(Q).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®áâà áâ¢® C∞(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤
C∞(Q), ¯à¨ç¥¬ ¢¥ªâ®àë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¨ à¥è¥â®ç ï ®à¬ , ®ç¥¢¨¤®,
á®£« á®¢ ë á ¢¢¥¤¥ë¬ ¢ëè¥ ¯®àï¤ª®¬. �à®¢¥à¨¬, çâ® C∞(Q,X ) |
¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª . �®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â 
u ∈ C∞(Q,X ) áãé¥áâ¢ã¥â u+ := u ∨ 0 ∈ C∞(Q,X ).

�®£« á® â¥®à¥¬¥ 3.6 á¥ç¥¨¥ u0 : q 7→ u(q)+, ®¯à¥¤¥«¥®¥
  domu, ¥¯à¥àë¢®. �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® à áè¨à¥®¥ á¥-
ç¥¨¥ extu0 ∈ C∞(Q,X ) ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®© ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç áâìî u+.
�¥®à¥¬  ¤®ª §  .

3.11. �ãáâì X | ����  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ª-
â®¬ Q ¨ ¯ãáâì E | ¨¤¥ « ¢ C∞(Q). �®£« á® [4, 2.5.4], ¬®¦¥áâ¢®
E(X ) := {u ∈ C∞(Q,X ) |

u∈ E} á ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨
¨§ C∞(Q,X ), ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, á ¡-
¤¨âì E(X ) ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬ ¨§ C∞(Q,X ) ¯®àï¤ª®¬, â® E(X ) ¯à¥¢à -
â¨âáï ¢ ���. �¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¯à®áâà áâ¢® E(X ) ï¢«ï¥âáï
¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®¡é¨¬ ¢¨¤®¬ ���.

3.12. �¯à¥¤¥«¥¨ï. (1) �ãáâì X | ����  ¤ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬
¯à®áâà áâ¢®¬ Q. ���� X0 ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X , ¥á«¨
X0(q) ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢®© ¯®¤à¥è¥âª®© X (q) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ q ∈ Q

¨, ªà®¬¥ â®£®, C(Q,X0) = C(Q,X ) ∩ S(Q,X0).

(2) �âª §ë¢ ïáì ®â à áá¬®âà¥¨ï ¯®àï¤ª  ¢ á«®ïå X ¨ âà¥¡ãï,
çâ®¡ë X0(q) ¡ë«® «¨èì ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ X (q) ¤«ï ¢á¥å
q ∈ Q, ¬ë ¯à¨å®¤¨¬ ª ¯®ïâ¨î ¯®¤à áá«®¥¨ï ���.

(3) �¥¯à¥àë¢®¥ ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ X  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§-
ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q  §ë¢ ¥âáï ¯à®áâ®àë¬, ¥á«¨ ª ¦¤®¥ ¥¯à¥àë¢®¥
®£à ¨ç¥®¥ á¥ç¥¨¥ X  ¤ ¢áî¤ã ¯«®âë¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q ¯à®¤®«-
¦ ¥âáï ¤® £«®¡ «ì®£® ¥¯à¥àë¢®£® á¥ç¥¨ï. ���� X ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
¯à®áâ®àë¬, ¥á«¨ X ¯à®áâ®à® ª ª ���.

(4) �®¤à áá«®¥¨¥ X ¥¯à¥àë¢®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï X  ¤
íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q,  §ë¢ ¥âáï ¢áî¤ã ¯«®âë¬

¢ X , ¥á«¨ ¢áïª®¥ á¥ç¥¨¥ u ∈ C∞(Q,X ) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï u(q) ∈ X (q)
  ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q (á¬. [4, 2.5.8]).
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3.13. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¯à®áâ®à®¥ ���  ¤ íªáâà¥¬ «ì®

¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q. �á«¨ X0 | ¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ à á-

á«®¥¨ï X , ï¢«ïîé¥¥áï ����, â® ¢á¥å á«®ïå X ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª

â ª, çâ® X ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ����,   X0 áâ ¥â ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X ¢ á¬ëá-

«¥ 3.12.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �  ¯à®âï¦¥¨¨ íâ®£® ¯ãªâ  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®-
£® í«¥¬¥â  u ∈ C(Q,X ) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥ Du ¤«ï
¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å â®ç¥ª q ∈ Q â ª¨å, çâ® u(q) ∈ X0(q). �®áª®«ìªã X0 |
¢áî¤ã ¯«®â®¥ ¯®¤à áá«®¥¨¥ ��� X , ¤«ï ¢áïª®£® á¥ç¥¨ï u ∈ C(Q,X )
¬®¦¥áâ¢® Du ⊂ Q ï¢«ï¥âáï ª®â®é¨¬ (á¬. [4, 2.5.8]).

�¢¥¤¥¬ ®â®è¥¨¥ ¯®àï¤ª    ¬®¦¥áâ¢¥ C(Q,X ), ¯®« £ ï

u 6 v ⇔ u 6 v ¢áî¤ã   Du ∩Dv.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¤ ®¥ ®â®è¥¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¬. �¥-
ä«¥ªá¨¢®áâì ¨  â¨á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ®ç¥¢¨¤ë, ®áâ ¥âáï ãáâ ®¢¨âì
âà §¨â¨¢®áâì. �ãáâì u 6 v   Du ∩ Dv ¨ v 6 w   Dv ∩ Dw. �®-
£¤  u 6 w   D := Du ∩ Dv ∩ Dw. �®¦¥áâ¢® D, ¡ã¤ãç¨ ª®â®é¨¬
¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ Q, ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ Du∩Dw,   § ç¨â, u 6 w   Du∩Dw

¯® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.7.

�ãáâì u ∈ C(Q,X ). �  ¬®¦¥áâ¢¥ Du ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥¨¥ u0, ¯®«®-
¦¨¢ u0(q) := u(q) ∨ 0. �®áª®«ìªã X0 | ����, á¥ç¥¨¥ u0 ¥¯à¥àë¢®.
� á¨«ã ¯à®áâ®à®áâ¨ à áá«®¥¨ï X à áè¨à¥®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ á¥ç¥¨¥
ext(u0) ¯à¨ ¤«¥¦¨â C(Q,X ). � ª ¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, íâ® á¥ç¥¨¥ ï¢«ï-
¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ç áâìî u+ á¥ç¥¨ï u ¢ C(Q,X ). � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¯®àï¤®ª ¢ C(Q,X ) ï¢«ï¥âáï à¥è¥â®çë¬.

�®®â®®áâì ¯®â®ç¥ç®© ®à¬ë ®ç¥¢¨¤ , ¨ ¬ë ¢¯à ¢¥ ¯à¨¬¥-
¨âì «¥¬¬ã 3.9 ª ��� X , ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãàë C
¯à®áâà áâ¢® C(Q,X ). � à¥§ã«ìâ â¥ X ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ����, ¯à¨ç¥¬
¯®àï¤®ª ¨ à¥è¥â®çë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ C(Q,X ) áâ ®¢ïâáï ¯®â®ç¥çë¬¨.

�¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® X0 | ¯®¤à áá«®¥¨¥ X ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥-
¤¥«¥¨ï 3.12. �áâ ¥âáï ãáâ ®¢¨âì, çâ® ¢áïª¨© á«®© X0(q) ï¢«ï¥âáï
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¯®¤à¥è¥âª®© á«®ï X (q). �¥à¥§ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ X0(q) ¯à®-

¢¥¤¥¬ á¥ç¥¨¥ u ∈ C(Q,X ). �®«®¦¨â¥«ì®© ç áâìî í«¥¬¥â  x ¢ X (q)
¡ã¤¥â í«¥¬¥â (u ∨ 0)(q). � ¤àã£®© áâ®à®ë, â®çª  q, ®ç¥¢¨¤®, ¯à¨-

 ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã Du ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ª ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® ¢ëè¥,

(u∨0)(q) = x∨0 ¢ á¬ëá«¥ à¥è¥â®çëå ®¯¥à æ¨© ¢ X0(q). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç áâ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  x ∈ X0(q), ¢ëç¨á«¥ë¥

¢ X (q) ¨ X0(q), á®¢¯ ¤ îâ,   § ç¨â, X0(q) ï¢«ï¥âáï ¯®¤à¥è¥âª®© X (q).
�¥¬¬  ¤®ª §  .

3.14. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y |¯à®áâ®àë¥����  ¤ íªá-

âà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q, E | äã¤ ¬¥â K-¯à®áâà áâ¢ 

C∞(Q). ��� E(X ) ¨ E(Y) ¨§®¬®àäë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

¨§®¬®àäë ���� X ¨ Y.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ãáâ ®¢«¥® ¢ [4, 6.5.14], ®â®¡à ¦¥¨¥

I : E(X ) → E(Y) ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áã-

é¥áâ¢ã¥â ¨§®¬¥âà¨ï i à áá«®¥¨ï X   Y â ª ï, çâ® I(u) = i⊗u ¤«ï ¢á¥å

u ∈ E(X ), £¤¥ i⊗u | á¥ç¥¨¥ ¨§ C∞(Q,Y), ¢ëç¨á«ï¥¬®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

i⊗u := ext(i⊗ u).

� ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬ ®áâ ¥âáï ¤®ª § âì, çâ® ¨§®¬¥âà¨ï I : E(X ) →
E(Y) ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé ï ¨§®¬¥âà¨ï i : X → Y ¯®â®ç¥ç® ¯®«®¦¨â¥«ì .

�ãáâì I | ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¨§®¬¥âà¨ï ¨ u ∈ C(Q,X ) | ¯®«®¦¨-

â¥«ì®¥ á¥ç¥¨¥. �®áª®«ìªã E | äã¤ ¬¥â C∞(Q),  ©¤¥âáï ª®â®é¥¥

¬®¦¥áâ¢® D ⊂ Q â ª®¥, çâ® u(q) ∈ E(X )(q) ¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �¥ç¥¨¥

I ⊗ u ¥¯à¥àë¢®, ¯®«®¦¨â¥«ì® ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¥¯à¥àë¢ë¬ á¥ç¥¨-

¥¬ i ⊗ u   D. �à¨¢«¥ª ï ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.7 ¨ 3.8, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®

¨§®¬¥âà¨ï i ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®©.

�á«¨ ¨§®¬¥âà¨ï i ¯®«®¦¨â¥«ì , â® ¨§®¬¥âà¨ï I, ®ç¥¢¨¤®, â ª¦¥

ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®©. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.
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3.15. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | ����  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§-

ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®à-

ä¨§¬  ���� X  ¤ Q â ª®¥, çâ®

(1) ���� X ¯à®áâ®à®;

(2) ���� X ï¢«ï¥âáï ¯®¤à áá«®¥¨¥¬ X ¢ á¬ëá«¥ 3.12 (1);

(3) ��� X ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ X .

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ [4, â¥®à¥¬  3.1.5], «¥¬¬ë 3.13 ¨ ¯à¥¤-

«®¦¥¨ï 3.14.

���� X , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨, ¡ã¤¥¬  §ë-

¢ âì ¯à®áâ®à®© ®¡®«®çª®© ���� X .

3.16. �¥®à¥¬ . �«ï «î¡®© à¥è¥âª¨ �  å  | � â®à®¢¨ç  U
 ¤ äã¤ ¬¥â®¬ F ⊂ C∞(Q) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî

¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâ®à®¥ ���� X  ¤ Q â ª®¥, çâ® ��� U ¨ F (X )
F -¨§®¬®àäë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �áïª ï à¥è¥âª  �  å  | � â®à®¢¨ç  ï¢«ï-

¥âáï, ¢ ç áâ®áâ¨, ���. � ª ¨§¢¥áâ® [4, 3.4.4], ¤«ï ¢áïª®£® ��� áã-

é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâ®à®¥ ��� X
â ª®¥, çâ® ��� U ¨ F (X ) ¨§®¬¥âà¨çë. � à áá«®¥¨¨ X ¢ë¤¥«¨¬ (¤¨á-

ªà¥â®¥) ¡  å®¢® à áá«®¥¨¥ X0 á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

X0(q) := {u(q) | u ∈ F (X )}.

� ª ª ª F (X ) | äã¤ ¬¥â à áá«®¥¨ï C∞(Q,X ), á®£« á® [4, 2.5.12]
§ ª«îç ¥¬, çâ® ª ¦¤ë© á«®© à áá«®¥¨ï X0 ¨¬¥¥â ¢¨¤ X0(q)∈{0,X (q)}.
�âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ¯à®áâà áâ¢® X0(q)

ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¢ X (q). �á® â ª¦¥, çâ®

C(Q,X0) = C(Q,X ) ∩ S(Q,X0). �âáî¤  § ª«îç ¥¬, çâ® X0 ï¢«ï¥âáï

¯®¤à áá«®¥¨¥¬ ��� X , ¨ ¡®«¥¥ â®£®, ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ X .
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�¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® ¨§®¬¥âà¨ï ¬¥¦¤ã U ¨ F (X ) ï¢«ï¥âáï â ª-
¦¥ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ à¥è¥â®ª �  å  | � â®à®¢¨ç , â ª çâ® ¬ë ¬®-
¦¥¬ áç¨â âì, çâ®   F (X ) ¨   à áá«®¥¨¨ X0 ®¯à¥¤¥«¥  áâàãªâã-
à  ���. �à®áâà áâ¢® ¥¯à¥àë¢ëå á¥ç¥¨© C(Q,X0) ï¢«ï¥âáï, ®ç¥-
¢¨¤®, äã¤ ¬¥â®¬ ��� X0, ¨ § ç¨â, á ¬® ¥áâì ���. �à¨¬¥ïï «¥¬-
¬ã 3.9 ª ��� X0 á ¥¯à¥àë¢®© áâàãªâãà®© C(Q,X0), § ª«îç ¥¬, çâ®
  á«®ïå à áá«®¥¨ï X0 ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª â ª, çâ® X0 ¯à¥¢à â¨âáï
¢ ����,   ¯®àï¤®ª ¢ C(Q,X0) áâ ¥â ¯®â®ç¥çë¬.

� ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 3.13 ¢¢¥¤¥¬ ¯®àï¤®ª   ¢á¥å á«®ïå ¯à®áâ®à®£®
à áá«®¥¨ï X . �¤¨áâ¢¥®áâì à áá«®¥¨ï X á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®à-
ä¨§¬  á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.14. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

3.17. �«¥¤áâ¢¨¥. �«ï «î¡®© à¥è¥âª¨ �  å  | � â®à®¢¨-

ç  U  ¤ E áãé¥áâ¢ãîâ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ Q, äã¤ ¬¥â
F ⊂ C∞(Q), ¨§®¬®àäë© à¥è¥âª¥ E, ¨ ¯à®áâ®à®¥ ���� X  ¤ Q â -

ª¨¥, çâ® ��� U ¨ F (X ) ¨§®¬®àäë.

3.18. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® A | ¯®« ï ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à , µ | ¬¥à    A, B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  A, µ0 | áã¦¥¨¥
¬¥àë µ   B. �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  f ∈ L1(A,µ) ¯®«®¦¨¬f:= MB(|f |) ∈ L1(B,µ0).

�¥®à¥¬ . �ãªæ¨ï
·: L1(A,µ) → L1(B,µ0) ï¢«ï¥âáï ¬®®-

â®®©  ¤¤¨â¨¢®© à¥è¥â®ç®© ®à¬®©   L1(A,µ). �à¨ íâ®¬ ���
(L1(A,µ),

·) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L1(B,µ0).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á®, çâ® L1(A,µ) ®â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥®© ®à-
¬ë ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ L1(B,µ0). �áâ ®¢¨¬ â¥¯¥àì, çâ®
L1(A,µ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L1(B,µ0). �à¥¦¤¥ ¢á¥£®, § ¬¥â¨¬, çâ®
L1(B,µ0) | íâ®K-¯à®áâà áâ¢®. �®ª ¦¥¬ o-¯®«®âã ¨ d-à §«®¦¨¬®áâì
��� (L1(A,µ),

·).
�ãáâì {fξ}ξ∈� | á¥âì í«¥¬¥â®¢ L1(A,µ) â ª ï, çâ® á¥âì

{
fξ − fη

}(ξ,η)∈�×� ¯®àï¤ª®¢® áå®¤¨âáï ª ã«î ¢ K-¯à®áâà áâ¢¥
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L1(B,µ0). �áâ ®¢¨¬, çâ® ¤  ï á¥âì ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥«,   ¨¬¥®, çâ®
áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â f ∈ L1(A,µ) â ª®©, çâ® á¥âì {

fξ − f
}ξ∈� o-áå®-

¤¨âáï ª ã«î ¢ L1(B,µ0). �§ ¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à -
«  ¢ L1(B,µ0) ¨ á¢®©áâ¢ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«®-
¢ ï á¥âì {M(|fξ − fη|)}(ξ,η)∈�×� áå®¤¨âáï ª ã«î. �®áª®«ìªã ¯à®-
áâà áâ¢® L1(A,µ) ¡  å®¢®, ¢ ¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â f â ª®©, çâ®
M(|fξ − f |)→ 0. �ç¥¢¨¤®, á¥âì {

fξ − f
}ξ∈�  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ®£à ¨-

ç¥  (á¬. 1.13). �®ª ¦¥¬, çâ® ®  o-áå®¤¨âáï ª ã«î. �à¥¤¯®«®¦¨¬
¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ¢¥àå¨© ¯à¥¤¥« íâ®© á¥â¨ ®â«¨ç¥ ®â ã-
«ï. �®£¤  ¢ á¨«ã ¯®àï¤ª®¢®© ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¨â¥£à «  ¨ ãá«®¢®£®
®¦¨¤ ¨ï ¬ë ¨¬¥¥¬:

lim sup
ξ∈�

M(|fξ − f |) = M
(
lim sup

ξ∈�
|fξ − f |

)
= M

(
lim sup

ξ∈�

fξ − f
) > 0,

çâ® ¥¢®§¬®¦®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥âì {fξ}ξ∈� o-áå®¤¨âáï ¯® ®à¬¥
·

ª í«¥¬¥âã f ,   § ç¨â, ��� L1(A,µ) o-¯®«®.

�áâ ®¢¨¬ â¥¯¥àì d-à §«®¦¨¬®áâì L1(A,µ). �ãáâì f ∈ L1(A,µ)
¨
f= v+w, £¤¥ v ¨ w | ¤¨§êîªâë¥ í«¥¬¥âë L1(B,µ0). �®ª ¦¥¬,
çâ®  ©¤ãâáï í«¥¬¥âë g ¨ h ¨§ L1(A,µ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á®®â®è¥-
¨ï¬ f = g + h,

g= v ¨
h= w.

�ë áç¨â ¥¬, çâ® L1(B,µ0) ⊂ L1(A,µ), ¯®íâ®¬ã í«¥¬¥âë
v ¨ w ¯à¨ ¤«¥¦ â â ª¦¥ ¯à®áâà áâ¢ã L1(A,µ). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
⟨v⟩ ¨ ⟨w⟩ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë ¢ L1(A,µ). �®«®-
¦¨¬ g := ⟨v⟩f , h := ⟨w⟩f . �®àï¤ª®¢ë¥ ¯à®¥ªâ®àë ⟨v⟩ ¨ ⟨w⟩ ¢ë®áïâáï
¨§-¯®¤ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï, á«¥¤®¢ â¥«ì®,g=

⟨v⟩f= ⟨v⟩
f= ⟨v⟩(v + w) = v.

� ¢¥áâ¢®
h=w ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï   «®£¨ç®. �ç¥¢¨¤®,

g + h
=f.

� ª ª ª g ¨ h | ®áª®«ª¨ f , á ãç¥â®¬ áãé¥áâ¢¥®© ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨
®à¬ë

·, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® |g + h| = |f |. �®¢  ¯à¨¢«¥ª ï â®â ä ªâ,
çâ® g ¨ h | ®áª®«ª¨ f , ®ª®ç â¥«ì® ¯®«ãç ¥¬ g + h = f .

�®áª®«ìªã L1(A,µ) á ¬® ¯® á¥¡¥ ï¢«ï¥âáï à¥è¥âª®© ¨ ãá«®¢®¥
®¦¨¤ ¨¥ (â. ¥. à¥è¥â®ç ï ®à¬ ) ¢ íâ®© à¥è¥âª¥ á®£« á®¢ ® á ¯®-
àï¤ª®¬, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® L1(A,µ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L1(B,µ0). �¤-
¤¨â¨¢®áâì ®à¬ë

·®ç¥¢¨¤ . �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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3.19. �ãáâì U | ���  ¤ E. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® E ï¢«ï¥âáï
®à¬¨à®¢ ®© à¥è¥âª®© á ®à¬®© ∥·∥E . �®£¤    U ®¯à¥¤¥«¥  â ª
 §ë¢ ¥¬ ï á¬¥è  ï ®à¬  ∥·∥ := ∥

·∥E , ª®â®à ï ¯à¥¢à é ¥â U ¢
®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® (á¬. [7]).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì U | ���  ¤ ¡  å®¢®© à¥è¥âª®© E.
�®£¤  U ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢®© à¥è¥âª®© ®â®á¨â¥«ì® á¬¥è ®© ®à¬ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®â  ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  U ®¡®á-
®¢   ¢ [7, 4.2], ¬®®â®®áâì ®à¬ë ®ç¥¢¨¤ .

3.20. �¥®à¥¬ . �ãáâì B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ0 | ¬¥à 

  B, U | ��� á  ¤¤¨â¨¢®© à¥è¥â®ç®© ®à¬®©
· ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬

L1(B,µ0). �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  A, á®¤¥à¦ é ï B

ª ª ¯à ¢¨«ìãî ¯®¤ «£¥¡àã, ¨ ¬¥à  µ   A, ¯à®¤®«¦ îé ï ¬¥àã µ0,
â ª¨¥, çâ® à¥è¥âª¨ �  å  | � â®à®¢¨ç  (U ,

·) ¨ (L1(A,µ),MB(|·|))
¨§®¬®àäë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 3.19 ��� U á® á¬¥è -
®© ®à¬®© ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢®© à¥è¥âª®©. �à¨ íâ®¬ á¬¥è  ï ®à-
¬   ¤¤¨â¨¢ ,   § ç¨â,  ©¤ãâáï  «£¥¡à  A, ¬¥à  µ ¨ ¨§®¬®àä¨§¬
(·)∧ : U → L1(A,µ) ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª U ¨ L1(A,µ).

�®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¢«®¦¥¨¥  «£¥¡àë B ¢  «£¥¡àã A, á®-
åà ïîé¥¥ â®çë¥ £à ¨æë «î¡ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ B. �á«®¢¨¬áï ®â®¦-
¤¥áâ¢«ïâì í«¥¬¥âë  «£¥¡à A ¨ B á ¯®àï¤ª®¢ë¬¨ ¯à®¥ªâ®à ¬¨   ª®¬-
¯®¥âë K-¯à®áâà áâ¢ L1(A,µ) ¨ L1(B,µ0) á®®â¢¥âáâ¢¥®.

� á¨«ã d-à §«®¦¨¬®áâ¨ U ¤«ï «î¡®£® π ∈ B ¨ «î¡®£® í«¥¬¥â 
u ∈ U áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â πu ∈ U â ª®©, çâ®πu= π

u, u− πu
= π⊥u

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à π̂ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L1(A,µ), ¯®« £ ï π̂û := (πu)∧.
�®áª®«ìªã πu ⊥ u − πu, ¬ë ¨¬¥¥¬ 0 6 πu 6 u ¤«ï ¢á¥å u > 0, ®âªã¤ 
á«¥¤ã¥â, çâ® 0 6 π̂û 6 û. � ª¨¬ ®¡à §®¬, π̂ | ¯®àï¤ª®¢ë© ¯à®¥ªâ®à
¢ L1(A,µ).
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�ãáâì {πξ}ξ∈� | ¯à®¨§¢®«ì®¥ á¥¬¥©áâ¢® í«¥¬¥â®¢  «£¥¡àë B

â ª®¥, çâ® supξ∈� πξ = 1 ¢ B. �®ª ¦¥¬, çâ® supξ∈� π̂ξ = 1 ¢ A. �à¥¤¯®-

«®¦¨¬, u ̸= 0. �§ á®®â®è¥¨© πξ
u=

πξu
§ ª«îç ¥¬, çâ® πξu ̸= 0

¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �, ®âªã¤  (πξu)∧ = π̂ξû ̸= 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ π̂ξû = 0

¤«ï ¢á¥å ξ ∈ �, â® û = 0,   íâ® ¨ ®§ ç ¥â, çâ® supξ∈� π̂ξ = 1 ¢ A.

�§ ¤®ª § ®£® ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ã¥â, çâ® á®®â®è¥¨¥ infξ∈� πξ = 0

¢ B ¢«¥ç¥â infξ∈� π̂ξ = 0 ¢ A. �¥¬ á ¬ë¬, ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ à §®§ ç®

¨, ¡®«¥¥ â®£®, ¯¥à¥¢®¤¨â «î¡®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (π1, π2, π3)  «£¥¡-

àë B ¢ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢  «£¥¡à¥ A. � ãç¥â®¬ [4, 1.2.4] ¬ë ¢¯à ¢¥

§ ª«îç¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ : B → A ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢ë¬ ¬®®¬®à-

ä¨§¬®¬. �«ï ®¡®á®¢ ¨ï ¯à ¢¨«ì®áâ¨ ¯®áâà®¥®£® ¢«®¦¥¨ï ¤®-

áâ â®ç® ¯à¨¢«¥çì [4, 1.2.5] ¨ ¤®ª § ®¥ ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �â ª,

¬ë ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  A. �®áª®«ìªã U
¨ L1(A,µ) ¨§®¬¥âà¨çë ª ª ¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ , ¬¥àë µ ¨ µ0 á®¢-

¯ ¤ îâ   B.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L1(A,µ) ®¯à¥¤¥«¥® ãá«®¢®¥

®¦¨¤ ¨¥ MB ®â®á¨â¥«ì® ¯®¤ «£¥¡àë B. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®u = MB(|û|), â. ¥. ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© ��� U
¨ L1(A,µ). �¥©áâ¢¨â¥«ì®,

M(π
u) = M(

πu),
£¤¥ M(·) | ¨â¥£à « ¢ L1(B,µ0),   π | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â  «£¥¡-

àë B. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

3.21. �ãáâì Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë B. � áá¬®âà¨¬

¯à®áâà áâ¢® L1[Q,µ0] ⊂ C∞(Q) ¥¯à¥àë¢ëå ¨â¥£à¨àã¥¬ëå äãª-

æ¨©   Q. �®£« á® 2.15, ¡  å®¢  à¥è¥âª  L1[Q,µ0] ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬¥â-

à¨ç  ¯à®áâà áâ¢ã L1(B,µ0). �á«¨ X | ����  ¤ Q, â® á¨¬¢®«®¬

L1[Q,µ0,X ] ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì äã¤ ¬¥â

{u ∈ C∞(Q,X ) |
u∈ L1[Q,µ0]}.
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�¥®à¥¬ . �ãáâì A| ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ|¬¥à    A, B |

¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  A, Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ B, µ0 | áã¦¥¨¥

¬¥àë µ   B. �ãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ 

¯à®áâ®à®¥ ���� X  ¤ Q á  ¤¤¨â¨¢®© ¯®â®ç¥ç®© ®à¬®© â ª®¥, çâ®
��� L1[Q,µ0,X ] ¨ L1(A,µ) ¨§®¬®àäë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 3.18 ¯à®áâà áâ¢® L1(A,µ)
ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L1(B,µ0) á  ¤¤¨â¨¢®© à¥è¥â®ç®© ®à¬®©.

�® á«¥¤áâ¢¨î 3.17 áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®à®¥ ���� X  ¤ Q â ª®¥,
çâ® ��� L1[Q,µ0,X ] ¨ L1(A,µ) ¨§®¬®àäë. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®
¢ á¨«ã ¨¬¥îé¥£®áï ¨§®¬®àä¨§¬  ¯®â®ç¥ç ï ®à¬  ¢ ���� X  ¤¤¨-
â¨¢ . �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

3.22. �«¥¤ãï [4, 3.4.4], ¯à®áâ®à®¥ ���� X , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ¯®-
á«¥¤¥© â¥®à¥¬¥, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì à¥ «¨§ æ¨®ë¬ ¤«ï ¯à®áâà áâ¢ 
L1(A,µ) á ¢ë¤¥«¥®© ¯®¤ «£¥¡à®© B ⊂ A.

�¥®à¥¬ . �ãáâì A | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , µ | ¬¥à    A,
B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  A, Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ B, µ0 |

áã¦¥¨¥ ¬¥àë µ   B. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®áâ®à®¥ ���� X  ¤ Q,
®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q á«®© X (q) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© L1-¯à®áâà áâ¢®

L1(Aq, µq) ¤«ï ¥ª®â®à®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë Aq ¨ ¬¥àë µq   ¥©;

(2) áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ (·)∧ ��� L1(A,µ)   L1[Q,µ0,X ];
(3) áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ K-¯à®áâà áâ¢  L1(B,µ0)   L1[Q,µ0]

(¤«ï ª®â®à®£® ¬ë â ª¦¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ (·)∧), ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é¨© ãá«®¢¨î

MB(u)∧ : q 7→
∫

û(q) dµq,

∫
u dµ =

∫
Q

(∫
q

û(q) dµq

)
d�µ0(q)

¤«ï ¢á¥å u ∈ L1(A,µ), £¤¥ �µ0 | ¯à®¤®«¦¥¨¥ µ0 ¤® ¡®à¥«¥¢áª®© ¬¥àë

  Q (á¬. 2.9).
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì X | à¥ «¨§ æ¨®®¥ ���� ¤«ï ¯à®-
áâà áâ¢  L1(A,µ), áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®£® ¡ë«® ãáâ ®¢«¥® ¢ â¥®à¥-
¬¥ 3.21. � ¦¤ë© á«®© X (q) íâ®£® ���� ï¢«ï¥âáï ¡  å®¢®© à¥è¥âª®©
á  ¤¤¨â¨¢®© ®à¬®©. �® ¯à¥¤«®¦¥¨î 2.17 áãé¥áâ¢ãîâ ¯®« ï ¡ã-
«¥¢   «£¥¡à  Aq ¨ ¬¥à  µq   ¥© â ª¨¥, çâ® ¡  å®¢ë à¥è¥âª¨ X (q)
¨ L1(Aq, µq) ¨ ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬¥âà¨çë. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ë ¬®¦¥¬ áç¨-
â âì, çâ® ª ¦¤ë© á«®© X (q) à ¢¥ L1(Aq, µq). � á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.21 ���
L1(A,µ) ¨ L1[Q,µ0,X ] ¨§®¬®àäë. �áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (3) â¥®à¥¬ë.

�«ï ¯®«®¦¨â¥«ìëå í«¥¬¥â®¢ u ∈ L1(A,µ) ä®à¬ã« , ¤ îé ï
¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ãá«®¢®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¦¨¤ ¨ï, ¢¥à , ¯®áª®«ì-
ªã ®â®¡à ¦¥¨¥ (·)∧ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬¥âà¨¥© ��� L1(A,µ) ¨ L1[Q,µ0,X ].
�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì íâ®© ¦¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â 
u ∈ L1(A,µ) á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï u = u+ + u−, £¤¥ u+ ¨ u− |
¯®«®¦¨â¥«ìë¥ í«¥¬¥âë,   â ª¦¥ ¨§ «¨¥©®áâ¨ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï
á ®¤®© áâ®à®ë ¨ «¨¥©®áâ¨ ¨â¥£à «  á ¤àã£®©. �®à¬ã«  ¤«ï ¢ë-
ç¨á«¥¨ï ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¦¨¤ ¨ï ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ä®à¬ã«ë ¤«ï ¢ë-
ç¨á«¥¨ï ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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§ 4. � áá«®¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©
  íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ªâ¥

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ á«ãç © ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥-

à®©  ¤ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ ¨ ¯®«ãç ¥¬   «¨â¨ç¥áª®¥

¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï, ¡«¨§ª®¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î (∗), ã¯®-
¬ïãâ®¬ã ¢® ¢¢¥¤¥¨¨.

4.1. �áî¤ã   ¯à®âï¦¥¨¨ ¤ ®£® ¯ à £à ä  P | íªáâà¥¬ «ì-

® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ, µ : Bo(P ) → R+ | ¥¯à¥àë¢ ï ¬¥à , B |

σ-¯®¤ «£¥¡à  Bo(P ). �¨¬¢®«®¬ L0(P, µ) (L1(P, µ)) ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ -

ç âì ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ª®¥çëå (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¨â¥£à¨-

àã¥¬ëå) ¡®à¥«¥¢áª¨å äãªæ¨© ¨§ P ¢ R.

� ª ¡ë«® ¯®ª § ® ¢ 2.10, ¤«ï ª ¦¤®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® ¬®¦¥áâ¢ 

a ⊂ P áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ µ-íª¢¨¢ «¥â®¥ ¥¬ã ®âªàëâ®-§ ¬ªã-

â®¥ ¬®¦¥áâ¢®, ®¡®§ ç ¥¬®¥ á¨¬¢®«®¬ a∼. � «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, á®-

£« á® 2.13 ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ L0(P, µ) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥-

 ï íª¢¨¢ «¥â ï ¥© äãªæ¨ï ¨§ C∞(P ), ª®â®à ï ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®-

«®¬ f∼.

4.2. �áïª¨© à §, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¥ª®â®à®¥ à §¡¨¥¨¥ Q ¬®¦¥-

áâ¢  P , ¬ë ãá«®¢¨¬áï  §ë¢ âì í«¥¬¥âë à §¡¨¥¨ï á«®ï¬¨. �®¤¬®-

¦¥áâ¢® U ⊂ P ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®«®á âë¬, ¥á«¨ ®® ¨¬¥¥â ¢¨¤ ∪G, £¤¥
G | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® á«®¥¢. �ãªæ¨î f : P → R ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì

¯®«®á â®©, ¥á«¨ ®  ¯®áâ®ï    ª ¦¤®¬ á«®¥.

�á«¨ äãªæ¨ï f : P → R ¯®áâ®ï    ¥ª®â®à®¬ á«®¥ q ∈ Q,

â® á¨¬¢®«®¬ f [q] ¬ë ®¡®§ ç¨¬ ®¡é¥¥ § ç¥¨¥ f   á«®¥ q. �á«¨ f |

¯®«®á â ï äãªæ¨ï, â® á¨¬¢®«®¬ f [·] ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì äãªæ¨î,

¤¥©áâ¢ãîéãî ¨§ Q ¢ R ¨ ¯à¨¨¬ îéãî § ç¥¨ï f [q], q ∈ Q.

�á«¨ ¡®à¥«¥¢áª®¥ ¬®¦¥áâ¢® a ⊂ P (®â®¡à ¦¥¨¥ f ∈ L0(P, µ))
µ-íª¢¨¢ «¥â® ¥ª®â®à®¬ã ¯®«®á â®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã (®â®¡à ¦¥¨î), â®

¥£® ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®çâ¨ ¯®«®á âë¬.
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4.3. �®«®¦¨¬ B := {b∼ | b ∈ B}. �á®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® B

á®áâ®¨â ¨§ â¥å ¨ â®«ìª® â¥å ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢, ª®â®àë¥
µ-íª¢¨¢ «¥âë ¥ª®â®à®¬ã í«¥¬¥âã B. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® B ï¢«ï¥âáï
¯®¤ «£¥¡à®© Clop(P ).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«£¥¡à  B ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì®© ¯®¤ «£¥¡à®©

Clop(P ). � ç áâ®áâ¨, B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã áç¥â®áâ¨ â¨¯   «£¥¡àë Clop(P ) ¤®áâ -
â®ç® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® â®ç ï ¢¥àåïï £à ¨æ  b «î¡®£® áç¥â®£®
á¥¬¥©áâ¢  {(bn)∼}n∈N, bn ∈ B, ¢ëç¨á«¥ ï ¢ ¯®«®©  «£¥¡à¥ Clop(P ),
«¥¦¨â ¢ B. �§¢¥áâ® (á¬. 1.11), çâ® ãª §  ï ¢¥àåïï £à ¨æ  ¢ëç¨á-
«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ b = cl

∪∞
n=1(bn)∼.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® b µ-íª¢¨¢ «¥â® ¥ª®â®à®¬ã ¬®¦¥-
áâ¢ã b′ ∈ B. �á¯®«ì§ãï ¥¯à¥àë¢®áâì ¬¥àë µ ¨ ¯à¨¢«¥ª ï 2.10,
¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® b µ-íª¢¨¢ «¥â® ®âªàëâ®¬ã ¬®¦¥áâ¢ã∪∞

n=1(bn)∼. �®á«¥¤¥¥ ¬®¦¥áâ¢®, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, µ-íª¢¨¢ «¥â® ¬®-
¦¥áâ¢ã b′ :=

∪∞
n=1 bn. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

4.4. �®çª¨ p1 ¨ p2 ª®¬¯ ªâ  P  §®¢¥¬ B-íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  b ∈ B ¢ª«îç¥¨ï p1 ∈ b ¨ p2 ∈ b à ¢®á¨«ì-
ë. �¢¥¤¥®¥ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª à §¡¨¥¨î P  
ª« ááë, á®¢®ªã¯®áâì ª®â®àëå ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ Q. �¨-
£ãà¨àãîé¨¥ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®ïâ¨ï á«®ï, ¯®«®á â®£® ¬®¦¥áâ¢  ¨ ¯®«®-
á â®© äãªæ¨¨ ¯® ã¬®«ç ¨î á¢ï§ë¢ îâáï ¨¬¥® á íâ¨¬ à §¡¨¥¨¥¬.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢  b ∈ B  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ®ª §ë¢ îâáï
¯®«®á âë¬¨.

�  ¬®¦¥áâ¢¥ Q ¢¢¥¤¥¬ â®¯®«®£¨î, áç¨â ï ®âªàëâë¬¨ â¥ ¨ â®«ìª®
â¥ ¬®¦¥áâ¢  G ⊂ Q, ®¡ê¥¤¨¥¨ï ∪G ª®â®àëå ®âªàëâë ¢ P .

4.5. �¥¬¬ . �ãáâì q | á«®© ¢ P ¨ ¯ãáâì a | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢® P â ª®¥, çâ® a ∩ q = ∅. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® b ∈ B,
á®¤¥à¦ é¥¥ á«®© q ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨î a ∩ b = ∅.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® ¤«ï
«î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  b ∈ B, á®¤¥à¦ é¥£® á«®© q, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ a∩b ¥ ¯ãáâ®.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Bq ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å í«¥¬¥â®¢  «£¥¡àë B, á®¤¥à¦ é¨å
á«®© q. �®áª®«ìªã Bq  ¯à ¢«¥® ¢¨§ ¨ ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢¨¤  a ∩ b,
b ∈ Bq, § ¬ªãâë, ¯¥à¥á¥ç¥¨¥

∩
b∈Bq

a ∩ b ⊂ a ¥ ¯ãáâ®. � ¤àã£®©
áâ®à®ë, ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  ∩Bq = q ¯®á«¥¤¥¥ ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ á®¤¥à¦¨âáï
¢ á«®¥ q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, a ∩ q ̸= ∅, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î «¥¬¬ë.
�¥¬¬  ¤®ª §  .

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì q | á«®© ¢ P .

(1) �á«¨ a | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ¨ q ⊂ a, â® áãé¥áâ¢ã¥â

¬®¦¥áâ¢® b ∈ B â ª®¥, çâ® q ⊂ b ⊂ a;

(2) �á«¨ a | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ¨ a ∩ q = ∅,
â® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® b ∈ B â ª®¥, çâ® q ⊂ b ¨ a ∩ b = ∅;

(3) �á«¨ a | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ¨ q ⊂ a, â® áã-
é¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® b ∈ B â ª®¥, çâ® q ⊂ b ⊂ a.

4.6. �¥¬¬ . �«ï «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  G ⊂ Q áãé¥-

áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® BG ⊂ B â ª®¥, çâ® ∪BG = ∪G.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì G| ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. �® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î â®¯®«®£¨¨   Q ¬®¦¥áâ¢® ∪G ®âªàëâ® ¢ P .

�à¨¬¥ïï á«¥¤áâ¢¨¥ 4.5 (1) ¤«ï ®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ∪G ¨ ¯à®-
¨§¢®«ì®£® á«®ï q ∈ G, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® bq,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨ï¬ bq ⊃ q ¨ bq ⊂ ∪G. �¥£ª® ¯®ïâì, çâ®
á¥¬¥©áâ¢® BG := {bq | q ∈ G} ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬.

�«¥¤áâ¢¨¥. (1) �î¡®¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®«®á â®¥ ¯®¤¬®¦¥-
áâ¢® P ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬  «£¥¡àë B.

(2) �ãáâì G | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. �®£¤ 

®¡ê¥¤¨¥¨¥ ∪ clG ®âªàëâ®, â. ¥. clG | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥-

áâ¢® Q.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. (1) �ãáâì b | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¨ ¯®«®á â®¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢® P , â. ¥. b = ∪G, £¤¥ G | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥-

áâ¢® Q.

� áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® BG ⊂ B, áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®à®£® ãáâ -

®¢«¥® ¢ ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬¥. �®áª®«ìªã B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à 

Clop(P ), áã¯à¥¬ã¬ cl∪BG á¥¬¥©áâ¢  BG «¥¦¨â ¢ B. � ¤àã£®© áâ®à®ë,

∪BG = ∪G,   ¬®¦¥áâ¢® ∪G, ¢ ç áâ®áâ¨, § ¬ªãâ® ¢ P . �«¥¤®¢ -

â¥«ì®, cl∪BG = ∪BG, ®âªã¤  ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  ∪G = ∪BG ¢ëâ¥ª ¥â

¢ª«îç¥¨¥ b ⊂ B. �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.

(2) �ãáâì G | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q. � áá¬®âà¨¬ â ª®¥

á¥¬¥©áâ¢® BG ⊂ B, çâ® ∪BG = ∪G. �®£¤  cl∪BG = cl∪G,   ¯®-

áª®«ìªã cl∪BG ï¢«ï¥âáï áã¯à¥¬ã¬®¬ á¥¬¥©áâ¢  BG, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ®

cl∪G ∈ B, ¢ ç áâ®áâ¨, ¬®¦¥áâ¢® cl∪G, ®âªàëâ®.

� ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¬ ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì à ¢¥áâ¢® ∪ clG =

cl∪G. �á®, çâ® ∪ clG ⊃ cl∪G; ¤®ª ¦¥¬ ®¡à â®¥ ¢ª«îç¥¨¥. �®-

¯ãáâ¨¬,  ¯à®â¨¢, çâ®  ©¤¥âáï â®çª  p ∈ ∪ clG, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é ï
¬®¦¥áâ¢ã cl∪G. �®áª®«ìªã cl∪G ¯à¨ ¤«¥¦¨â B, ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ï¢-

«ï¥âáï ¯®«®á âë¬, ¨ª ª ï â®çª  á«®ï q, á®¤¥à¦ é¥£® â®çªã p, ¥ ¯à¨-

 ¤«¥¦¨â cl∪G. �à¨¢«¥ª ï «¥¬¬ã 4.5, ¬ë ¢ë¢®¤¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

¬®¦¥áâ¢® b ∈ B, b ⊃ q, â ª®¥, çâ® b ∩ cl∪G = ∅. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

b ∩ ∪G = ∅, ®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® á«®© q ¥ ¬®¦¥â ¯à¨ ¤«¥¦ âì clG,

  § ç¨â, p /∈ ∪ clG. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢®.

4.7. �¥®à¥¬ . �®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï íªáâà¥-

¬ «ì® ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬, ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ G 7→ ∪G ®áãé¥áâ¢«ï¥â

¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë Clop(Q)   B. � ç áâ®áâ¨, Q ï¢«ï¥âáï áâ®ã®¢-

áª¨¬ ª®¬¯ ªâ®¬  «£¥¡àë B.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥à¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® Q ï¢«ï¥âáï å ãá¤®à-

ä®¢ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �ãáâì q ¨ q′ | à §«¨çë¥ á«®¨.

�® ®¯à¥¤¥«¥¨î á«®ï,  ©¤¥âáï ¬®¦¥áâ¢® b′ ∈ B, á®¤¥à¦ é¥¥ q′ ¨

59



¥ ¯¥à¥á¥ª îé¥¥áï á® á«®¥¬ q. �®£¤  á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 4.5 (2) áãé¥-
áâ¢ã¥â b ∈ B â ª®¥, çâ® b ⊃ q ¨ b ∩ b′ = ∅. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë  è«¨
¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ®ªà¥áâ®áâ¨ á«®¥¢ q ¨ q′.

�ãáâì ¬®¦¥áâ¢  {Gξ}ξ∈� ®¡à §ãîâ ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ Q. �®£¤ 
á¥¬¥©áâ¢® {∪Gξ}ξ∈� | ®âªàëâ®¥ ¯®ªàëâ¨¥ P . �®áª®«ìªã P | ª®¬-
¯ ªâ, ¨§ ãª § ®£® á¥¬¥©áâ¢  ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì ª®¥ç®¥ ¯®¤¯®ªàëâ¨¥
{∪Gξ1 , . . . ,∪Gξn}. �á®, çâ® ¬®¦¥áâ¢  Gξ1 , . . . , Gξn ®¡à §ãîâ ¯®¤¯®-
ªàëâ¨¥ ¨áå®¤®£® ¯®ªàëâ¨ï {Gξ}ξ∈�. �«¥¤®¢ â¥«ì®, Q | ª®¬¯ ªâ.
�®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 4.6 (2) § ¬ëª ¨¥ «î¡®£® ®âªàëâ®£® ¢ Q ¬®¦¥-
áâ¢  ®âªàëâ®, § ç¨â, ª®¬¯ ªâ Q íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§¥.

�áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ i : G 7→ ∪G ï¢«ï¥âáï ¨§®-
¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡àë Clop(Q)   B. � á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 4.6 (1) ¢ª«îç¥¨¥
∪G ∈ B ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å G ∈ Clop(Q). � «¥¥, ª ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,
«î¡®¥ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë {G1, G2, G3} ¢ Clop(Q) ¯¥à¥¢®¤¨âáï ®â®¡à -
¦¥¨¥¬ i ¢ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¢ B. � ãç¥â®¬ [4, 1.2.4] ¬ë § ª«îç ¥¬,
çâ® i | ¡ã«¥¢ £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à Clop(Q) ¨ B. �áâ «®áì § ¬¥â¨âì,
çâ® «î¡®¥ ¬®¦¥áâ¢® b ∈ B ®¤®§ ç® ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥ ∪G ¤«ï
¯®¤å®¤ïé¥£® G ∈ Clop(Q). �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

4.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï g : P → R íª¢¨-

¢ «¥â  ¥ª®â®à®© B-¨§¬¥à¨¬®© äãªæ¨¨, â® ®  ï¢«ï¥âáï ¯®«®á â®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì |g(p)| < ∞, £¤¥ â®çª  p ¯à¨ ¤«¥¦¨â
¥ª®â®à®¬ã á«®î q. �®ª ¦¥¬, çâ® g(p′) = g(p) ¤«ï «î¡®© â®çª¨ p′ ∈ q.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® g(p) < g(p′). �®«®¦¨¬

b := cl
{
g−1

(
(g(p),∞)

)}
.

�®áª®«ìªã äãªæ¨ï g ¥¯à¥àë¢  ¨ íª¢¨¢ «¥â  ¥ª®â®à®© B-¨§¬¥à¨-
¬®©, ¬®¦¥áâ¢® b ¯à¨ ¤«¥¦¨â  «£¥¡à¥ B ¨, ®ç¥¢¨¤®, à §¤¥«ï¥â â®çª¨
p ¨ p′, çâ® ¥¢®§¬®¦®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® |g(p)| = ∞ ¤«ï ¥ª®â®à®© â®çª¨
p ∈ q. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {bK}K∈N ®âªàëâ®-§ ¬ªãâëå
¬®¦¥áâ¢:

bK := cl{p ∈ P | |g(p)| > K}.
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�ç¥¢¨¤®, bK ∈ B ¤«ï ¢á¥å K ∈ N. �à®¬¥ â®£®, ïá®, çâ® ¬®¦¥áâ¢®∩
K∈N bK á®¤¥à¦¨â â®çªã p ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¡ï§ ® á®¤¥à¦ âì ¢¥áì

á«®© q. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢® ¢á¥å â®çª å p′ ∈ q äãªæ¨ï g ¯à¨¨¬ ¥â
¡¥áª®¥çë¥ § ç¥¨ï. �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

4.9. �¥¬¬ . �á«¨ äãªæ¨ï g ∈ C∞(P ) íª¢¨¢ «¥â  ¥ª®â®à®©
B-¨§¬¥à¨¬®©, â® äãªæ¨ï g[·] : Q → R ¥¯à¥àë¢  ¨ ª®¥ç    ª®â®-

é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì V | ®âªàëâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® R. �®-
áª®«ìªã äãªæ¨ï g ¥¯à¥àë¢  ¨ íª¢¨¢ «¥â  B-¨§¬¥à¨¬®©, ¢ á¨«ã
¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.8 g−1(V ) = ∪G, £¤¥ G ⊂ Q. �à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® ∪G
®âªàëâ® ¢ P , á«¥¤®¢ â¥«ì®, G | ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¢ Q, ï¢«ïî-
é¥¥áï ¯à®®¡à §®¬ V ¯à¨ ®â®¡à ¦¥¨¨ g[·]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, äãªæ¨ï
g[·] : Q → R ¥¯à¥àë¢ .

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® g[·] ª®¥ç-
    ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q, ¯®áª®«ìªã ®¡ê¥¤¨¥¨¥ â¥å á«®¥¢, £¤¥
äãªæ¨ï g ¡¥áª®¥ç , ï¢«ï¥âáï â®é¨¬ ¢ P .

4.10. �«ï ¢áïª®© äãªæ¨¨ f ∈ L1(P, µ) á¨¬¢®«®¬ MB(f) ¡ã¤¥¬
®¡®§ ç âì ¥¯à¥àë¢ë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì ª« áá , á®¤¥à¦ é¥£® ãá«®¢®¥
®¦¨¤ ¨¥ f ®â®á¨â¥«ì® σ-¯®¤ «£¥¡àë B ⊂ Bo(P ), â. ¥.

MB(f) = (MB(f))∼.

� ç áâ®áâ¨, ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q ®¯à¥¤¥«¥® ç¨á«® MB(f)[q].

4.11. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì q | á«®© ¢ P ¨ ¯ãáâì a | ®âªàëâ®-

§ ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® â ª®¥, çâ® a ∩ q = ∅. �®£¤  MB(χ(a))[q] = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì a ∈ Clop(P ) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ¯à¥¤-
«®¦¥¨ï. �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 4.5 (2) áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® b ∈ B â -
ª®¥, çâ® q ⊂ b ¨ a ∩ b = ∅. �§ á¢®©áâ¢ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï á«¥¤ã¥â,
çâ® MB(χ(a))[q] = 0 ¤«ï ¢á¥å á«®¥¢ q, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ b. �à¥¤«®¦¥¨¥
¤®ª § ®.
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4.12. �¥®à¥¬ . �ãáâì P | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,
B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  Clop(P ). �®£¤  P ¬®¦® à §¡¨âì   ¬®-

¦¥áâ¢® á«®¥¢ Q â ª, çâ®   ª ¦¤®¬ á«®¥ q ∈ Q ¢®§¨ª ¥â σ- «£¥¡à  Aq,
á®¤¥à¦ é ï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  á«®ï, ¨ ¡®à¥«¥¢áª ï ¬¥-
à  µq, ¯à¨ç¥¬ ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(1) ¬®¦¥áâ¢® a ∈ Clop(P ) ¯à¨ ¤«¥¦¨â B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  a ¯®«®á â®;

(2) äãªæ¨ï f ∈ C∞(P ) ï¢«ï¥âáï B-¨§¬¥à¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ®  ¯®«®á â ï;

(3) ¤«ï ¢á¥å a∈Clop(P ) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

MB(χ(a))[q]=µq(a ∩ q);

(4) ¤«ï «î¡®© ¥¯à¥àë¢®© ®£à ¨ç¥®© äãªæ¨¨ f ∈ L1[P, µ]
¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

MB(f)[q] =
∫
q

f |q dµq

¤«ï ¢á¥å q ∈ Q;

(5) ¤«ï «î¡®© ¥¯à¥àë¢®© äãªæ¨¨ f ∈ L1[P, µ] ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

à ¢¥áâ¢®

MB(f)[q] =
∫
q

f |q dµq

¤«ï ¢á¥å q ∈ D, £¤¥ D | ¥ª®â®à®¥ ª®â®é¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Q.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢® á«®¥¢ Q. �  ª ¦¤®¬
á«®¥ q ∈ Q ¢¢¥¤¥¬ áâàãªâãàã ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©, â. ¥. ãª ¦¥¬ σ - «-
£¥¡àã Aq ¯®¤¬®¦¥áâ¢ q (á®¤¥à¦ éãî ¢á¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢  á«®ï) ¨ ¬¥àã µq   íâ®© σ- «£¥¡à¥.

�ãáâì α | ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® á«®ï, â. ¥. α = a∩ q,
£¤¥ a ∈ Clop(P ). �®«®¦¨¬ ~µq(α) := MB(χ(a))[q]. � ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥
ª®àà¥ªâ®, ¯®áª®«ìªã a1∩q = a2∩q ¢«¥ç¥âMB(χ(a1))[q] = MB(χ(a2))[q]
¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.11.
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¢áïª¨© á«®© q ¢ íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®¬ ª®¬¯ ª-
â¥ ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ ¥á¢ï§ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬, ¯®íâ®¬ã äãªæ¨ï ~µq ¬®¦¥â
¡ëâì ¯à®¤®«¦¥  ¤® ¡®à¥«¥¢áª®© ¬¥àë µq   ¥ª®â®à®© σ- «£¥¡à¥ Aq,
¯®à®¦¤¥®© ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ á«®ï (á¬. [8]). � -
ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¯à®áâà áâ¢® á ª®¥ç®© (¤ ¦¥ ¢¥à®ïâ®áâ-
®©) ¬¥à®© (q,Aq, µq).

�â¢¥à¦¤¥¨¥ (1) â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ ¯. 4.4 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 4.6 (1).

(2) �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¡ë«  ¤®ª §   ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 4.8. �®ª ¦¥¬
¤®áâ â®ç®áâì. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï g ï¢«ï¥âáï
¯®«®á â®©. �á«¨ ¤®¯®«¨â¥«ì® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® äãªæ¨ï g ï¢«ï¥â-
áï áâã¯¥ç â®©, â® ® , ª ª «¥£ª® á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § ®£® ¢ëè¥, ¡ã¤¥â
B-¨§¬¥à¨¬®©. �â®¡ë ¤®ª § âì ã¦®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥,
§ ¬¥â¨¬, çâ® ª ¦¤ãî ¯®«®á âãî äãªæ¨î ¨§ ¬®¦¥áâ¢  C∞(P ) ¬ë
¬®¦¥¬ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤¥«  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ áâã¯¥ç âëå
¯®«®á âëå äãªæ¨©,   ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ B-¨§¬¥à¨¬ëå äãª-
æ¨©, ª ª ¨§¢¥áâ®, B-¨§¬¥à¨¬.

� ¢¥áâ¢® (3) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯® ¯®áâà®¥¨î ¬¥àë µq.

(4) � ¬¥â¨¬ ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì, çâ® ¯à¥¤« £ ¥¬ ï ä®à¬ã«  ¢¥à-
  ¤«ï ¥¯à¥àë¢ëå áâã¯¥ç âëå äãªæ¨© (®¯ïâì ¦¥ ¯® ¯®áâà®¥¨î
¬¥àë   á«®¥). �«ï ¯à®¨§¢®«ì®© äãªæ¨¨ f ∈ C(P ) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì {sn}n∈N áâã¯¥ç âëå ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©, à ¢®-
¬¥à® áå®¤ïé ïáï ª f . �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ãá«®¢ëå ®¦¨¤ ¨©
MB(sn) ¡ã¤¥â à ¢®¬¥à® áå®¤¨âìáï ª MB(f). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï
¢á¥å f ∈ C(P ) ¨ q ∈ Q

MB(f)[q] = lim
n∈N

MB(sn)[q] = lim
n∈N

∫
q

sn|q dµq =
∫
q

f |q dµq.

(5) �«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f0 ∈ C∞(P ) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâì {fn}n∈N ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨©, ¯®àï¤ª®¢® áå®¤ïé ïáï ª f . �®-
£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ãá«®¢ëå ®¦¨¤ ¨© MB(fn) ¡ã¤¥â ¯®àï¤ª®¢®
áå®¤¨âìáï ª MB(f0)[·] ¢ C∞(Q). �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥¬ ä ª-
â®¬, çâ® ¯®àï¤ª®¢ ï áå®¤¨¬®áâì ¢ C∞(Q) ¥áâì ¯®â®ç¥ç ï áå®¤¨¬®áâì
  ª®â®é¥¬ ¬®¦¥áâ¢¥ [5, § 13, 2.33]. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .
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4.13. �  ¬®¦¥áâ¢¥ Q ®¯à¥¤¥«¨¬ à¥£ã«ïàãî ¡®à¥«¥¢áªãî ¬¥àã
ν á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâ®£® ¬®¦¥áâ¢  G ⊂ Q ¬ë
¯®« £ ¥¬ ~ν(G) := µ(∪G). � ª®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®àà¥ªâ® ¢ â®¬ á¬ëá«¥,
çâ® ¬®¦¥áâ¢® ∪G ¨§¬¥à¨¬®. �á®, çâ® ~ν | σ- ¤¤¨â¨¢ ï äãªæ¨ï
  Clop(Q),   § ç¨â, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¤® à¥£ã«ïà®© ¡®à¥-
«¥¢áª®© ¬¥àë ν   σ- «£¥¡à¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, ¯®à®¦¤¥®© Clop(Q).

�¥¬¬ . �ãáâì V ∈ A | ¬®¦¥áâ¢® ã«¥¢®© ¬¥àë. �®£¤  ¯®çâ¨
¤«ï ¢á¥å (¢ á¬ëá«¥ ¬¥àë ν) á«®¥¢ q ∈ Q ¬¥à  µq ¬®¦¥áâ¢  V ∩ q à ¢ 

ã«î.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë § ¥¬ (á¬. 2.10), çâ® ¢áïª®¥ ¡®à¥«¥¢áª®¥
¬®¦¥áâ¢® V ∈ A ¬®¦®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì ¯® ¬¥à¥ ®âªàëâ®-§ ¬ªã-
âë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨, á®¤¥à¦ é¨¬¨ V . �ãáâì {aξ}ξ∈� | á¥¬¥©áâ¢® ®â-
ªàëâ®-§ ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢, á®¤¥à¦ é¨å V ¨ â ª¨å, çâ® infξ∈� aξ = 0A.
�®£¤  äãªæ¨¨ MB(χ(a))[·] áå®¤ïâáï ¯®àï¤ª®¢® ¢ C∞(Q) (¨ ¯®â®ç¥ç®
  ¥ª®â®à®¬ ª®â®é¥¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥ Q) áå®¤ïâáï ª ã«î. � ª ª ª â®-
é¨¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¯à¥¥¡à¥¦¨¬ë
®â®á¨â¥«ì® ¬¥àë ν (á¬. 2.10 (2)), ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å á«®¥¢ q ∈ Q ¨ä¨-
¬ã¬ µq(aξ ∩ q) ¯® ¢á¥¬ ξ ∈ � à ¢¥ ã«î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, µq(V ∩ q) = 0.
�¥¬¬  ¤®ª §  .

4.14. �¥®à¥¬ . �ãáâì P | íªáâà¥¬ «ì® ¥á¢ï§ë© ª®¬¯ ªâ,
B | ¯à ¢¨«ì ï ¯®¤ «£¥¡à  Clop(P ). � íâ®¬ á«ãç ¥ ª®¬¯ ªâ P ¬®¦®

à §¡¨âì   ¬®¦¥áâ¢® á«®¥¢ Q â ª, çâ®   ª ¦¤®¬ á«®¥ q ∈ Q ¢®§¨ª -

¥â σ- «£¥¡à  Aq, á®¤¥à¦ é ï ®âªàëâ®-§ ¬ªãâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  á«®ï,
¨ ¡®à¥«¥¢áª ï ¬¥à  µq. �  σ- «£¥¡à¥ B ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Q, ¯®à®¦¤¥®©
Clop(Q), áãé¥áâ¢ã¥â à¥£ã«ïà ï ¡®à¥«¥¢áª ï ¬¥à  ν. �à¨ íâ®¬

(1) ¬®¦¥áâ¢® a ∈ A ¯à¨ ¤«¥¦¨â B â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
a ¯®çâ¨ ¯®«®á â®;

(2) ¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï f ï¢«ï¥âáï B-¨§¬¥à¨¬®© â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ®  ¯®çâ¨ ¯®«®á â ï;
(3) ¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  a ∈ A ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

MB(χ(a))[q] = µq(a ∩ q)

¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q;
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(4) ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f ∈ L1(P, µ) ¢ë¯®«¥® à ¢¥áâ¢®

MB(f)[q] =
∫
q

f |q dµq

¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å q ∈ Q;
(5) ¤«ï ¢á¥å f ∈ L1(P, µ) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®∫

P

f dµ =
∫
Q

(∫
q

f |q dµq

)
dν.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨ï (1){(4) á«¥¤ãîâ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-
¨© (1){(3) ¨ (5) â¥®à¥¬ë 4.12 á ãç¥â®¬ ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë. �â¢¥à¦¤¥-
¨¥ (5) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (4) ¨ ¨§¢¥áâëå á¢®©áâ¢ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �¥®à¥¬ë 4.12 ¨ 4.14 ¯® áãé¥áâ¢ã ¯à¥¤« £ îâ ª®-
ªà¥â®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ à¥ «¨§ æ¨®®£® ���� ¤«ï ��� L1(P, µ).
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§ 5. �§¬¥à¨¬ë¥ à áá«®¥¨ï ¡  å®¢ëå
à¥è¥â®ª ¨ á¢ï§ ®¥ á ¨¬¨

¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  á ¬¥à®©

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¨§¬¥à¨¬®£® à áá«®¥¨ï ¡ -

 å®¢ëå à¥è¥â®ª (����), ¨áá«¥¤ãîâáï á®®â®è¥¨ï ¬¥¦¤ã ¨§¬¥à¨¬ë-

¬¨ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬¨ à áá«®¥¨ï¬¨ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª, ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï

á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ��� ¨ ����,   â ª¦¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï à¥ «¨§ æ¨ï ¨§¬¥à¨-

¬®£® ¯à®áâà áâ¢  á ¢ë¤¥«¥®© σ-¯®¤ «£¥¡à®© ¢ ¢¨¤¥ ¯à®áâà áâ¢ 

á¥ç¥¨© ����.

�áî¤ã   ¯à®âï¦¥¨¨ íâ®£® ¯ à £à ä  (
,B, µ) | ¯à®áâà áâ¢®

á ª®¥ç®© ¥ã«¥¢®© ¬¥à®© (á¬. 1.2), B | ä ªâ®à- «£¥¡à  B/µ−1(0),

Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë B.

5.1. �ãáâì X | ¤¨áªà¥â®¥ à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ 


(á¬. 3.1). �¨¬¢®«®¬ S∼(
,X ) ®¡®§ ç ¥âáï á®¢®ªã¯®áâì á¥ç¥¨© à á-

á«®¥¨ï X , ®¯à¥¤¥«¥ëå ¯®çâ¨ ¢áî¤ã. �ãáâì u, v ∈ S∼(
,X ). �ë ¡ã-

¤¥¬ ¯¨á âì u 6 v ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  u(ω) 6 v(ω) ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å

ω ∈ domu ∩ dom v. �á®, çâ® ¢¢¥¤¥®¥ ®â®è¥¨¥ 6 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¯®-

àï¤ª®¬ ¢ S∼(
,X ).

�«ï «î¡ëå á¥ç¥¨© u, v ∈ S∼(
,X ) ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ í«¥¬¥â u∨ v ∈
S∼(
,X ) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï â®ç¥ª ω ∈ domu ∩ dom v ¯®«®¦¨¬

(u ∨ v)(ω) := u(ω) ∨ v(ω),   ¢ ®áâ «ìëå â®çª å ω ∈ 
 ®áâ ¢¨¬ § ç¥¨¥

u ∨ v ¥ ®¯à¥¤¥«¥ë¬. �«¥¬¥âë u ∧ v, u+, u− ¨ |u| ®¯à¥¤¥«ïîâáï
  «®£¨ç®.

�®¦¥áâ¢® á¥ç¥¨© C ⊂ S∼(
,X )  §®¢¥¬ à¥è¥â®ç®© ¨§¬¥à¨¬®©

áâàãªâãà®© ¢ X , ¥á«¨ ®® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(1) α1c1 + α2c2 ∈ C ¤«ï ¢á¥å α1, α2 ∈ R ¨ c1, c2 ∈ C;
(2) c+ ∈ C ¤«ï ¢á¥å c ∈ C;
(3) ¯®â®ç¥ç ï ®à¬ 

c: dom c → R «î¡®£® í«¥¬¥â  c ∈ C
¨§¬¥à¨¬ ;

(4) ¬®¦¥áâ¢® C ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X .
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�á«¨ C | à¥è¥â®ç ï ¨§¬¥à¨¬ ï áâàãªâãà  ¢ X , â® ¯ àã (X , C) ¬ë
 §ë¢ ¥¬ ¨§¬¥à¨¬ë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª (����)  ¤ 
.
�¬¥áâ® (X , C) ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® X ,   ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã C
®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ CX .

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ ®âª § âìáï ®â à áá¬®âà¥¨ï ¯®àï¤ª  ¢ á«®-
ïå X ¨ ¨áª«îç¨âì ãá«®¢¨¥ (2) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à¥è¥â®ç®© ¨§¬¥à¨¬®©
áâàãªâãàë, â® ¬ë ¯à¨¤¥¬ ª ¯®ïâ¨î ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë ¨ ¨§¬¥à¨-
¬®£® ¡  å®¢  à áá«®¥¨ï (���). �¥®à¨ï ��� ¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥  ¢ [4].

5.2. �ãáâì (X , C) | ���  ¤ 
. �¥ç¥¨¥ s ∈ S∼(
,X )  §®-
¢¥¬ C-áâã¯¥ç âë¬ (¨«¨ ¯à®áâ® áâã¯¥ç âë¬, ¥á«¨ ïá®, ® ª ª®©
¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà¥ ¨¤¥â à¥çì), ¥á«¨ s =

∑n
i=1 χ(Ai)ci ¤«ï ¥ª®â®àëå

n ∈ N, A1, . . . , An ∈ B ¨ c1, . . . , cn ∈ C. �¥ç¥¨¥ u ∈ S∼(
,X )  §ë¢ ¥âáï
C -¨§¬¥à¨¬ë¬ (¨«¨ ¯à®áâ® ¨§¬¥à¨¬ë¬), ¥á«¨  ©¤¥âáï â ª ï ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì (sn)n∈N C-áâã¯¥ç âëå á¥ç¥¨©, çâ® sn(ω) → u(ω) ¯®çâ¨
¤«ï ¢á¥å ω ∈ 
. �®¦¥áâ¢® ¢á¥å C-¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥¨© X ®¡®§ ç ¥â-
áï á¨¬¢®«®¬ L0(
,X|C) ¨«¨, ª®à®ç¥, L0(
,X ). �®ïâ¨¥ ¨§¬¥à¨¬®áâ¨
á¥ç¥¨© ¡¥§ ¨§¬¥¥¨© ¯¥à¥®á¨âáï   á«ãç © á¥ç¥¨© ¨§¬¥à¨¬®£® à á-
á«®¥¨ï ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª.

5.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X | ����  ¤ 
, u, v ∈ S∼(
,X ),
e : 
 → R, α, β ∈ R.

(1) �á«¨ á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬®, â® äãªæ¨ï
u¨§¬¥à¨¬ .

(2) �á«¨ äãªæ¨ï e ¨ á¥ç¥¨¥ u ¨§¬¥à¨¬ë, â® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ eu

¨§¬¥à¨¬®.

(3) �á«¨ á¥ç¥¨ï u ¨ v ¨§¬¥à¨¬ë, â® áã¬¬  αu+ βv ¨§¬¥à¨¬ .

(4) �á«¨ á¥ç¥¨ï u ¨ v ¨§¬¥à¨¬ë, â® á¥ç¥¨ï u∨v ¨ u∧v ¨§¬¥à¨¬ë.

5.4. �ãáâì X | ����  ¤ 
. �  ¬®¦¥áâ¢¥ L0(
,X ) à á-
á¬®âà¨¬ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ∼, ®§ ç îé¥¥ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¯®çâ¨
¢áî¤ã: u ∼ v à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã u(ω) = v(ω) ¯®çâ¨ ¤«ï ¢á¥å
ω ∈ 
. �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© í«¥¬¥â u ∈ L0(
,X ),
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¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ u∼. � ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® L0(
,X )/∼ ¥áâ¥áâ¢¥-
ë¬ ®¡à §®¬ ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®: ¬ë ¯®« £ ¥¬
αu∼ + βv∼ = (αu + βv)∼ ¯à¨ α, β ∈ R ¨ u, v ∈ L0(
,X ). �à®¬¥ â®£®,
¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  u∼ ∈ L0(
,X )/∼ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® (¢¥ªâ®à-
ãî) ®à¬ã

u∼ :=
u∼ ∈ L0(
). �á®, çâ® ¯ à  (L0(
,X )/∼,

·)
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ L0(
), ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬-
¢®«®¬ L0(
,X ). �à®¬¥ â®£®, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª   ¯à®áâà áâ¢¥
L0(
,X ), ¯®« £ ï u 6 v â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ¥ª®â®àëå ( 
â®£¤  ¨ ¤«ï «î¡ëå) ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© u ¨ v á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª« áá®¢
¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥ u 6 v (á¬. 5.1). �¥á«®¦® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬,
çâ® L0(
,X ) | ¢¥ªâ®à ï à¥è¥âª , ¯à¨ íâ®¬ u∼ ∨ v∼ = (u ∨ v)∼ (  -
«®£¨çë¥ á®®â®è¥¨ï ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ®¯¥à æ¨© ∧, (·)+, (·)− ¨ |·|.

�¥®à¥¬ . �ãáâì X | ����  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¥ã«¥¢®©

ª®¥ç®© ¬¥à®© 
. �®£¤  L0(
,X ) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L0(
).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®â ä ªâ, çâ® ¯à®áâà áâ¢® L0(
,X ) ï¢«ï¥âáï
���  ¤ L0(
), ãáâ ®¢«¥ ¢ [4, 4.1.14]. �áâ ¥âáï â®«ìª® § ¬¥â¨âì, çâ®
à¥è¥â®ç ï ®à¬ 

·á®£« á®¢   á ¯®àï¤ª®¬.

5.5. �ãáâì E | ¨¤¥ « ¢ L0(
). �®£¤  ¬®¦¥áâ¢®

E(X ) := {u ∈ L0(
,X ) |
u∈ E},

á ¡¦¥®¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ L0(
,X ), ®ç¥¢¨¤®,
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ E. �¨¦¥ ¬ë ã¢¨¤¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢®
E(X ) ï¢«ï¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ®¡é¨¬ ¢¨¤®¬ ���  ¤ E.

�®«®¦¨¬

L1(
,X ) := {u ∈ L0(
,X ) |
u∈ L1(
)}.

�®¢®ªã¯®áâì ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®áâ®ïé¨å ¨§ í«¥¬¥â®¢
L1(
,X ), ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ L1(
,X ). �á®, çâ® L1(
,X )
á®¢¯ ¤ ¥â á E(X ), £¤¥ E = L1(
). �âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, á«¥¤ã¥â, çâ®
L1(
,X ) | ���  ¤ L1(
).
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�¨¬¢®«®¬ L∞(
,X ) ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ¬®¦¥áâ¢®

{u ∈ L0(
,X ) :
u∈ L∞(
)},

  ¥£® í«¥¬¥âë ¡ã¤ãâ  §ë¢ âìáï (áãé¥áâ¢¥®) ®£à ¨ç¥ë¬¨ ¨§¬¥-

à¨¬ë¬¨ á¥ç¥¨ï¬¨ ���� X . �« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, á®áâ®ïé¨¥ ¨§
áãé¥áâ¢¥® ®£à ¨ç¥ëå á¥ç¥¨©,  §ë¢ îâáï ®£à ¨ç¥ë¬¨ ª« á-

á ¬¨,   á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å â ª¨å ª« áá®¢ ®¡®§ ç ¥âáï ç¥à¥§ L∞(
,X ).
�ç¥¢¨¤®, L∞(
,X ) á®¢¯ ¤ ¥â á E(X ), £¤¥ E = L∞(
). � ç áâ®áâ¨,
L∞(
,X ) | ���  ¤ L∞(
).

5.6. �ãáâì X | ����  ¤ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ª®¥ç®© ¬¥à®© 
.
� áá¬®âà¨¬ «¨äâ¨£ ρ : L∞(
) → L∞(
) (á¬. 1.5). �â®¡à ¦¥¨¥
ρX : L∞(
,X ) → L∞(
,X ) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì «¨äâ¨£®¬ L∞(
,X ) ( áá®-
æ¨¨à®¢ ë¬ á ρ), ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå u,v ∈ L∞(
,X ) ¨ e ∈ L∞(
) ¨¬¥îâ
¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(1) ρX (u) ∈ u ¨ dom ρX (u) = 
;
(2)

ρX (u)= ρ(
u);

(3) ρX (u+ v) = ρX (u) + ρX (v);
(4) ρX (eu) = ρ(e)ρX (u);
(5) ¬®¦¥áâ¢® {ρX (u) | u ∈ L∞(
,X )} ¯®á«®©® ¯«®â® ¢ X ;
(6) ¥á«¨ u > 0, â® ρX (u)(ω) > 0 ¢® ¢á¥å â®çª å ω ∈ 
.

� â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢ L∞(
,X ) áãé¥áâ¢ã¥â «¨äâ¨£,  áá®æ¨¨à®-
¢ ë© á ª ª¨¬-«¨¡® «¨äâ¨£®¬ L∞(
), ¬ë ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® X |
���� á «¨äâ¨£®¬. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ïá®, ® ª ª¨å «¨äâ¨£ å ¨¤¥â
à¥çì, â® ¤«ï e ∈ L∞(
) ¨ u ∈ L∞(
,X ) ¢¬¥áâ® ρ(e) ¨ ρX (u) ¡ã¤¥¬
¯¨á âì á®®â¢¥âáâ¢¥® e∼ ¨ u∼. �«ï e ∈ L∞(
) ¨ u ∈ L∞(
,X ) § ¯¨-
á¨ ρ(e∼), ρX (u∼), (e∼)∼ ¨ (u∼)∼ § ¬¥ïîâáï á¨¬¢®« ¬¨ ρ(e), ρX (u), e∼
¨ u∼ á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�®¤ § ç¥¨¥¬ u(ω) ª« áá  á¥ç¥¨© u ∈ L∞(
) ¢ â®çª¥ ω ∈ 

¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì § ç¥¨¥ «¨äâ¨£  íâ®£® ª« áá  ¢ â®çª¥ ω, â. ¥.
u(ω) := u∼(ω).

�á«¨ ®âª § âìáï ®â à áá¬®âà¥¨ï ¯®àï¤ª  ¢ á«®ïå X ¨ ®â ãá«®-
¢¨ï (6) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ «¨äâ¨£  ����, â® ¬ë ¯®«ãç¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥
«¨äâ¨£  ���.
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5.7. �«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ «¨äâ¨-
£¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ âà¥¡®¢ ¨ï¬ (1){(5), ® ¥ ®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©-
áâ¢®¬ (6).

� à ¨ ¬ ¥ à . �ãáâì X | à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ 
 =
[0, 1], ª ¦¤ë© á«®© ª®â®à®£® à ¢¥ R, á ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¯®àï¤ª®¬ ¢® ¢á¥å
á«®ïå, §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ®¤®£® á«®ï ω0. � á«®¥ ω0 § ¬¥¨¬ ¯®àï¤®ª  
®¡à âë© ª ¥áâ¥áâ¢¥®¬ã ¯®àï¤ªã ¢ R. � ª ç¥áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬®© áâàãª-
âãàë C ¢®§ì¬¥¬ á®¢®ªã¯®áâì ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå ¨§¬¥à¨¬ëå
äãªæ¨©   
. �ãáâì ρ | ª ª®©-¨¡ã¤ì «¨äâ¨£ ¢ L∞(
). �á®, çâ®
íâ®â ¦¥ «¨äâ¨£, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª «¨äâ¨£ ¢ ��� X , ã¤®¢«¥â¢®-
àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ (1){(5), ® ¥ (6).

5.8. �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ L∞(
),   X | ���� á «¨äâ¨£®¬
 ¤ 
. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ���� X ¥¯®¤¢¨¦® ®â®á¨â¥«ì® ρ

¨«¨ ρ-¥¯®¤¢¨¦®, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ρ-¥à §«¨ç¨¬ëå â®ç¥ª ω1, ω2 ∈ 

(á¬. 1.5) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢  X (ω1) = X (ω2) ¨ u∼(ω1) = u∼(ω2) ¤«ï
¢á¥å u ∈ L∞(
,X ).

5.9. �ãáâì Q | áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B ¨
τ : 
 → Q | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ Q, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ «¨ä-
â¨£ã ρ ¯à®áâà áâ¢  L∞(
) (á¬. 1.12).

�¥®à¥¬ . �ãáâì Y | ¯à®áâ®à®¥ ����  ¤ Q, X = Y ◦ τ |

¤¨áªà¥â®¥ à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ 
.

(1) �á«¨ C | ¯®á«®©® ¯«®â ï ¢ Y ¢¥ªâ®à ï ¯®¤à¥è¥âª  C(Q,Y)
( ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ C = CY), â® ¬®¦¥áâ¢® {c ◦ τ | c ∈ C} ï¢«ï¥âáï à¥è¥-

â®ç®© ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãà®© ¢ X . (� ¤ «ì¥©è¥¬ X à áá¬ âà¨¢ ¥âáï

ª ª ���� ®â®á¨â¥«ì® ¨§¬¥à¨¬®© áâàãªâãàë {c ◦ τ | c ∈ C}.)
(2) �®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥®¥ á¥ç¥¨¥ u à áá«®¥¨ï X ¨§¬¥à¨¬®

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  u ∼ v ◦ τ ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  v ∈
C∞(Q,Y).

(3) �«ï «î¡®£® ª« áá  u ∈ L0(
,X ) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥

á¥ç¥¨¥ û ∈ C∞(Q,Y), ¤ îé¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ u ¢ ¢¨¤¥ (û ◦ τ)∼.
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(4) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ��� L0(
,X )
  C∞(Q,Y),  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ ê) :L0(
)→C∞(Q)
(á¬. 1.22). �¡à §®¬ L∞(
,X ) ¯à¨ íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ï¢«ï¥âáï C(Q,Y).
�¡à âë© ¨§®¬®àä¨§¬ C∞(Q,Y)   L0(
,X ) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯à ¢¨«ã v 7→
(v◦τ)∼ ¨  áá®æ¨¨à®¢  á ¨§®¬®àä¨§¬®¬ (e 7→ (e◦τ)∼) : C∞(Q) → L0(
).

(5) �â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û◦τ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «¨äâ¨£ L∞(
,X ),
 áá®æ¨¨à®¢ ë© á ρ. � ¡¦¥®¥ íâ¨¬ «¨äâ¨£®¬ ���� X ï¢«ï¥âáï

ρ-¥¯®¤¢¨¦ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨ï (1){(3) ¤®ª § ë ¢ [4, 4.3.4]. � ¬
¦¥ ãáâ ®¢«¥  ¨§®¬¥âà¨ï ¬¥¦¤ã ��� L0(
,X ) ¨ C∞(Q,Y),   â ª¦¥
â®â ä ªâ, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ◦ τ ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬ ¢ L∞(
,X ),
ª®â®àë© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ (1){(5) ®¯à¥¤¥«¥¨ï 5.6.

�ç¥¢¨¤®, ¨§®¬¥âà¨ï v 7→ (v ◦ τ)∼ ï¢«ï¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì®©. �à¨-
¢«¥ª ï â¥®à¥¬ã 1.18, § ª«îç ¥¬, çâ® ãª § ®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬,   § ç¨â, ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¡ã¤¥â ¨ ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥
u 7→ û. �âáî¤  ¥¬¥¤«¥® á«¥¤ãîâ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (4) ¨ (5) â¥®à¥¬ë.
�¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�¥ç¥¨¥ û ∈ C∞(Q,Y), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ í«¥¬¥âã u ∈ L0(
,X )
á®£« á® ¯. (3), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ u.

5.10. �¥®à¥¬  5.9 ®¯¨áë¢ ¥â á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï ���� á «¨äâ¨-
£®¬   ®á®¢¥ ¥ª®â®à®£® ¯à®áâ®à®£® ����. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¯®-
ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áïª®¥ ���� á «¨äâ¨£®¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥® ¨¬¥®
â ª¨¬ á¯®á®¡®¬.

�¥®à¥¬ . �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ L∞(
) ¨ τ : 
 → Q | á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ Q ¡ã«¥-

¢®©  «£¥¡àë B. �ãáâì X | ρ-¥¯®¤¢¨¦®¥ ����  ¤ 
, ¨¬¥îé¥¥
«¨äâ¨£,  áá®æ¨¨à®¢ ë© á ρ. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç-
®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ¯à®áâ®à®¥ ���� X̂  ¤ Q â ª®¥, çâ® X = X̂ ◦τ
¨ u∼ = û ◦ τ ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ), £¤¥ û | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ -

¨¥ u.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§¢¥áâ® [4, 4.3.5], çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥-

®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ ¯à®áâ®à®¥ ��� X̂  ¤ Q â ª®¥, çâ®
X = X̂ ◦ τ , ¯à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ u 7→ û ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬¥âà¨î
L0(
,X )   C∞(Q, X̂ ). � ¯®¬®éìî ¨¬¥îé¥©áï ¨§®¬¥âà¨¨ ¬ë ¬®¦¥¬

¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª   ��� C∞(Q, X̂ ) â ª, çâ® íâ® ��� ¯à¥¢à â¨âáï ¢ ���,

  ¨§®¬¥âà¨ï ¡ã¤¥â ®áãé¥áâ¢«ïâì ¨§®¬®àä¨§¬ L0(
,X )   C∞(Q, X̂ ).
� ç áâ®áâ¨, ��� C(Q, X̂ ) â ª¦¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���.

�¥¬¬  3.9 ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¯®àï¤®ª   á«®ïå X̂ , ¯à¥¢à â¨¢ X̂
¢ ����, ¯à¨ íâ®¬ ¯®àï¤®ª   C(Q, X̂ ) áâ ¥â ¯®â®ç¥çë¬. �«¥¤®-

¢ â¥«ì®, X (ω) ¨ (X̂ ◦ τ)(ω) ¡ã¤ãâ á®¢¯ ¤ âì ¥ â®«ìª® ª ª ¡  å®¢ë
¯à®áâà áâ¢ , ® ¨ ª ª ¢¥ªâ®àë¥ à¥è¥âª¨.

�§ â¥®à¥¬ë 5.9 á«¥¤ã¥â, çâ® X̂ | à¥ «¨§ æ¨®®¥ ���� ¤«ï ���
L0(
,X ), ®âªã¤ , á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 3.17, ¢ëâ¥ª ¥â ¥¤¨áâ¢¥®áâì
íâ®£® ���� á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

�à®áâ®à®¥ ���� X̂ , ä¨£ãà¨àãîé¥¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë
5.10,  §ë¢ ¥âáï áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ ���� á «¨äâ¨£®¬ X .

5.11. �«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.9, 5.10 ¨ 3.17.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì E | äã¤ ¬¥â ¯à®áâà áâ¢  L0(
),   Ê |

äã¤ ¬¥â ¢ C∞(Q) ï¢«ïîé¨©áï áâ®ã®¢áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ E. �®-

£¤  áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X̂ ���� X ï¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬

���� ¤«ï ��� E(
,X ) (á¬. 3.17).

5.12. �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ L∞(
),   X ¨ Y | ����  ¤ 
 á «¨ä-
â¨£ ¬¨,  áá®æ¨¨à®¢ ë¬¨ á ρ. � áá«®¥¨ï X ¨ Y  §®¢¥¬ ρ-¨§®¬®àä-

ë¬¨ (¨«¨ ¯à®áâ® ¨§®¬®àäë¬¨), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥¨¥

i : ω ∈ 
 7→ i(ω) ∈ B(X (ω),Y(ω)),

®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(1) i(ω) | ¨§®¬®àä¨§¬ X (ω)   Y(ω);
(2) L0(
,Y) = {i⊗ u | u ∈ L0(
,X )}.
(3) ρY(i⊗ u) = i⊗ ρX (u) ¤«ï ¢á¥å u ∈ L∞(
,X ).
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� ª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ i  §ë¢ ¥âáï ρ-¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¨«¨ ¯à®áâ® ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¬.

�   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �á«¨ i | ¨§®¬®àä¨§¬ ���� X ¨ Y  ¤ 
, â®

®â®¡à ¦¥¨¥ u∼ 7→ (i ⊗ u)∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ��� L0(
,X )
  L0(
,Y).

5.13. � ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¬¥à, ãá«®¢¨¥ (3) ¯®á«¥¤¥£®

®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ á«¥¤ã¥â ¨§ (1) ¨ (2).

� à ¨ ¬ ¥ à . �ãáâì X | à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª  ¤ 
 =

[0, 1], ª ¦¤ë© á«®© ª®â®à®£® à ¢¥ R á ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¯®àï¤ª®¬. �¢¥¤¥¬

  X ¨§¬¥à¨¬ãî áâàãªâãàã, á®áâ®ïéãî ¨§ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå

¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨©   
. �á®, çâ® «î¡®© «¨äâ¨£ ¯à®áâà áâ¢ 

L∞(
) ¡ã¤¥â «¨äâ¨£®¬ ¢ ���� X . � ª ç¥áâ¢¥ à áá«®¥¨ï Y ¬ë

¢®§ì¬¥¬ ����, ¯®áâà®¥®¥ ¢ ¯à¨¬¥à¥ 5.7. � ª ¦¤®© â®çª®© ω ∈ 


¬ë á¢ï¦¥¬ â®¦¤¥áâ¢¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ i(ω) : R → R. �¥âàã¤® ¯®ïâì,
çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ i ã¤®¢«¥â¢®àï¥â âà¥¡®¢ ¨ï¬ (1) ¨ (2), ®, ª ª®¢ ¡ë

¨ ¡ë« «¨äâ¨£ ρY ¢ ���� Y, á¢®©áâ¢® (3) ¥ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¬¥áâ .

5.14. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì ρ | «¨äâ¨£ ¢ L∞(
), Q | áâ®-

ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë B, τ : 
 → Q | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª ®¨ç¥-

áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥. �ãáâì X ¨ Y | ρ-¥¯®¤¢¨¦ë¥ ����  ¤ 
 á «¨ä-

â¨£ ¬¨,  áá®æ¨¨à®¢ ë¬¨ á ρ, X̂ ¨ Ŷ | ¨å áâ®ã®¢áª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ -

¨ï. ���� X ¨ Y ¨§®¬®àäë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àäë

���� X̂ ¨ Ŷ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ���� X ¨ Y ¨§®¬®àäë.

�®£¤  ¨§®¬®àäë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ��� L0(
,X ) ¨ L0(
,Y). �®£« á®
á«¥¤áâ¢¨î 5.11 ���� X̂ ¨ Ŷ ï¢«ïîâáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬¨ ¤«ï ãª § ëå

���,   § ç¨â, ®¨ ¤®«¦ë ¡ëâì ¨§®¬®àäë¬¨.

�¡à â ï ¨¬¯«¨ª æ¨ï ®ç¥¢¨¤ . �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.
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5.15. �¥®à¥¬ . �ãáâì U | ���  ¤ äã¤ ¬¥â®¬ E ¯à®áâà -

áâ¢  L0(
). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§-

¬  ���� X á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
 â ª®¥, çâ® ��� U ¨ E(
,X ) ¨§®¬®àäë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ê | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯à®-
áâà áâ¢  E. �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ Û ���  ¤ Ê, ¯®áâà®¥®¥
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¬®¦¥áâ¢  U ¨ Û á®¢¯ ¤ îâ,   à¥è¥â®ç ï
®à¬  ¯à®áâà áâ¢  Û ¤¥©áâ¢ã¥â ¢ Ê ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥¬uÛ = (

uU )
∧. �á®, çâ® ��� U ¨ Û ¨§®¬®àäë.

� á¨«ã â¥®à¥¬ë 3.16 ��� Û ¨§®¬®àä® Ê(Y) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥£®
¯à®áâ®à®£® ���� Y  ¤ Q. � áá¬®âà¨¬ à áá«®¥¨¥ ¡  å®¢ëå à¥è¥-
â®ª X = Y ◦ τ , £¤¥ τ | ª ®¨ç¥áª®¥ ¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ Q. �®£« á®
â¥®à¥¬¥ 5.9 X ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���� á «¨äâ¨£®¬  ¤ 
,   á«¥¤-
áâ¢¨¥ 5.11 £ à â¨àã¥â ¨§®¬®àä®áâì ��� Ê(Y) ¨ E(
,X ).

�§ áª § ®£® á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  ��� U  
E(
,X ), ª®â®àë©, ª ª ¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, ï¢«ï¥âáï E-¨§®¬®àä¨§¬®¬.

�®ª ¦¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¯à¥¤êï¢«¥®£® à áá«®¥¨ï. �à¥¤¯®«®-
¦¨¬, X ′ | ¤àã£®¥ ���� á «¨äâ¨£®¬ â ª®¥, çâ® ��� U ¨ E(
,X ′)
¨§®¬®àäë. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Y ′ áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ X ′. �®-
áª®«ìªã à áá«®¥¨ï Y ¨ Y ′ ï¢«ïîâáï à¥ «¨§ æ¨®ë¬¨ ���� ¤«ï á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ��� E(
,X ) ¨ E(
,X ′),   ¯®á«¥¤¨¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì,
¨§®¬®àäë, ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ���� Y ¨ Y ′ ¨§®¬®àäë. �áâ «®áì
¯à¨¢«¥çì ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.14. �¥®à¥¬  ¤®ª §  .

5.16. �ãáâì P = (P,A, µ) | ¯à®áâà áâ¢® á ¥ã«¥¢®© ª®¥ç-
®© ¬¥à®© (á¬. 1.2), B | σ-¯®¤ «£¥¡à  A, µ0 | áã¦¥¨¥ ¬¥àë µ  
 «£¥¡àã B. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L1(P) (L∞(P)) ¯à®áâà áâ¢® ª« áá®¢
A-¨§¬¥à¨¬ëå ¨â¥£à¨àã¥¬ëå (®£à ¨ç¥ëå) äãªæ¨©   P,   ç¥à¥§
L1(P,B) (L∞(P,B)) | ¯à®áâà áâ¢  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª« áá®¢ B-¨§¬¥-
à¨¬ëå äãªæ¨©.

�¨¬¢®« ¬¨ A ¨B ®¡®§ ç¨¬ ä ªâ®à- «£¥¡àëA/µ−1(0) ¨ B/µ−1
0 (0)

á®®â¢¥âáâ¢¥®. �¨ªá¨àã¥¬ «¨äâ¨£ (·)∼ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L∞(P)
(á¬. 1.5). �¥à¥§ A∼ ¨ B∼ ®¡®§ ç îâáï ¬®¦¥áâ¢  {a∼ | a ∈ A} ¨
{b∼ | b ∈ B}.

74



5.17. �®çª¨ p1 ¨ p2 ¬®¦¥áâ¢  P  §®¢¥¬ íª¢¨¢ «¥âë¬¨, ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  b ∈ B∼ ¢ª«îç¥¨ï p1 ∈ b ¨ p2 ∈ b à ¢®á¨«ì-
ë. �®¢®ªã¯®áâì ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ®â®á¨â¥«ì® ¤ ®£® ®â-
®è¥¨ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ 
. �  ¯à®âï¦¥¨¨ ®áâ ¢è¥©áï
ç áâ¨ ¯ à £à ä  ¬ë á¢ï§ë¢ ¥¬ ¯®ïâ¨ï á«®ï, ¯®«®á â®£® ¬®¦¥áâ¢ 
¨ ¯®«®á â®© äãªæ¨¨ (á¬. 4.2) ¨¬¥® á íâ¨¬ à §¡¨¥¨¥¬ 
.

�¥âàã¤® ¢¨¤¥âì, çâ® «¨äâ¨£ «î¡®£® B-¨§¬¥à¨¬®£® ¬®¦¥áâ¢ 
(B-¨§¬¥à¨¬®© äãªæ¨¨) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«®á â®¥ ¬®¦¥áâ¢® (¯®-
«®á âãî äãªæ¨î). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ª« áá  f ∈ L∞(P,B)
¨ «î¡®£® á«®ï ω ∈ 
 ®¯à¥¤¥«¥® ç¨á«® f∼[ω] := f∼(p), £¤¥ p | ¯à®¨§-
¢®«ìë© í«¥¬¥â ω.

5.18. �®¦¥áâ¢® V ⊂ 
 ¬ë ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ¨§¬¥à¨¬ë¬ â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ∪V ∈ B. �®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢ 
 ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ B(
). �«ï V ∈ B(
) ¬ë
¯®«®¦¨¬ ν(V ) := µ0(∪V ).

�à¥¤«®¦¥¨¥. (1) �à®©ª  (
,B(
), ν) ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬
á ¬¥à®©.

(2) �   «£¥¡à¥ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ B(
) := B(
)/ν−1(0) áã-
é¥áâ¢ã¥â â ª®© «¨äâ¨£, çâ® ¤«ï ¢á¥å V ∈ B(
) à ¢¥áâ¢® V = V∼

à ¢®á¨«ì® ∪V = (∪V )∼.
(3) �â®¡à ¦¥¨¥ f 7→ (f∼[·])∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã

¡  å®¢ë¬¨ à¥è¥âª ¬¨ L∞(P,B) ¨ L∞(
).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. (1) �á®, çâ® B(
) ®¡à §ã¥â σ- «£¥¡àã,   äãª-
æ¨ï ν ï¢«ï¥âáï ª®¥ç®© ¬¥à®©   B(
). �â®¡ë § ª«îç¨âì, çâ®
(
,B(
), µ0) | ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®©, ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® ¢áïª®£® ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®£® ¬®¦¥áâ¢  V ⊂ 
 ¯à¥¥¡à¥¦¨¬®.

(2) �«ï «î¡®£® ª« áá  V ∈ B(
) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¥£® «¨äâ¨£ V∼

á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ì V ∈ V

¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® (∪V )∼ ⊂ P, £¤¥ (·)∼ | «¨äâ¨£ ¢ L∞(P).
�®áª®«ìªã ¬®¦¥áâ¢® (∪V )∼ ¯à¨ ¤«¥¦¨â  «£¥¡à¥ B∼, ®® ï¢«ï¥â-
áï ®¡ê¥¤¨¥¨¥¬ ¥ª®â®à®£®  ¡®à  V0 á«®¥¢, ª®â®àë© ¬ë ¨ ¢®§ì¬¥¬
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¢ ª ç¥áâ¢¥ V∼. �¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯®«ãç¥®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥

V ∈ B(
) 7→ V∼ ∈ B(
) ï¢«ï¥âáï «¨äâ¨£®¬ ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï ¢á¥å

V ∈ B(
) á®®â®è¥¨¥ V = V∼ à ¢®á¨«ì® ∪V = (∪V )∼.

(3) �®ª ¦¥¬ á ç «  ¨§®¬®àä®áâì ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à B ¨ B(
). � -

¬¥â¨¬, çâ® ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B∼ ¨ B(
)∼ ¨¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥

á®®â¢¥âáâ¢¨¥: ¢áïª¨© í«¥¬¥â U ∈ B∼, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï

∪(V ) ¯®¤å®¤ïé¥£® ¬®¦¥áâ¢  V ∈ B(
)∼,   ®¡ê¥¤¨¥¨¥ «î¡®£® ¬®-

¦¥áâ¢  V ∈ B(
)∼ ¯à¨ ¤«¥¦¨â B∼. �à¥¤êï¢«¥®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¤ ¥â

¢®§¬®¦®áâì ãáâ ®¢¨âì ¡¨¥ªæ¨î ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ B ¨ B(
), ª®â®à ï,

ª ª ¥á«®¦® ¯à®¢¥à¨âì, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ íâ¨å  «£¥¡à.

� ä¨ªá¨àã¥¬ U ∈ B∼. �ãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® V ∈ B(
)∼ â ª®¥,

çâ® U = ∪V . �®áª®«ìªã U = U∼, ¨¤¨ª â®à χ(U) á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬

«¨äâ¨£®¬. �ãªæ¨ï χ(U)[·], ®ç¥¢¨¤®, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨¤¨ª â®à
¬®¦¥áâ¢  V . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® áâã¯¥ç â®£® ª« áá  s ¯à®-

áâà áâ¢  (P,B, µ0) ª« áá (s∼[·])∼ ï¢«ï¥âáï áâã¯¥ç âë¬ ¢ ¯à®áâà -

áâ¢¥ (
,B(
), ν). �à¨¢«¥ª ï ¯®áâà®¥ë© ¢ëè¥ ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à B

¨ B(
), ¬ë § ª«îç ¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ s 7→ (s∼[·])∼ ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¨§®-

¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ áâã¯¥ç âëå ª« á-

á®¢, ª®â®àë©, ª ª ¨§¢¥áâ®, ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  f 7→ (f∼[·])∼

¡  å®¢ëå à¥è¥â®ª L∞(P,B) ¨ L∞(
). �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

�®áâà®¥®¥ ¢ëè¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¬¥à®© 
 := (
,B(
), ν) ¬ë ¡ã-

¤¥¬  §ë¢ âì ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  (P,A, µ), ¯®à®¦¤¥-

ë¬ σ- «£¥¡à®© B ¨ «¨äâ¨£®¬ L∞(P). � ¤ «ì¥©è¥¬ 
 ¢á¥£¤  á ¡-

¦ ¥âáï «¨äâ¨£®¬, ã¯®¬ïãâë¬ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ (2).

5.19. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  f ∈ L1(P) ¯®«®¦¨¬

MB(
)(f) := (MB(f))∧,

£¤¥ (·)∧ | ¨§®¬®àä¨§¬ L1(P,B)   L1(
), ¯®«ãç¥ë© ¯à®¤®«¦¥¨¥¬

¨§®¬®àä¨§¬  ¬¥¦¤ã L∞(P,B) ¨ L∞(
), ä¨£ãà¨àãîé¥£® ¢ ãâ¢¥à¦¤¥-

¨¨ (3) ¯®á«¥¤¥© «¥¬¬ë.
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�à¥¤«®¦¥¨¥. �ãªæ¨ï

MB(
)(|·|) : L1(P) → L1(
)

ï¢«ï¥âáï ¬®®â®®© à¥è¥â®ç®© ®à¬®©, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®© à¥è¥â-
ª  L1(P) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤ L1(
).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® 2.7, ¡  å®¢ë à¥è¥âª¨ L1(P) ¨
L1(P,B) ¨§®¬®àäë á®®â¢¥âáâ¢¥® à¥è¥âª ¬ L1(A,µ) ¨ L1(B,µ0).
�à¨ ¯®¬®é¨ íâ¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢ ®¯¥à â®à ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï MB,
®ç¥¢¨¤®, ¯¥à¥å®¤¨â ¢ á¢®© ý ¡áâà ªâë©þ   «®£ MB (á¬. 2.21).
�® â¥®à¥¬¥ 3.18 ��� (L1(A,µ),MB(|·|)) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ���  ¤
L1(B,µ0). �«¥¤®¢ â¥«ì®, (L1(P),MB(|·|)) ï¢«ï¥âáï ���  ¤ L1(P,B),
  (L1(P),MB(
)(|·|)) | ���  ¤ L1(
). �à¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.

5.20. �¥®à¥¬ . �ãáâì (P,A, µ) | ¯à®áâà áâ¢® á ª®¥ç®© ¬¥-

à®©, B| σ-¯®¤ «£¥¡à A. � ä¨ªá¨àã¥¬ «¨äâ¨£ ¢ L∞(P) ¨ à áá¬®âà¨¬
ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® (
,B(
), ν) ¯à®áâà áâ¢  (P,A, µ), ¯®à®¦¤¥®¥
σ- «£¥¡à®© B. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥®¥ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®à-

ä¨§¬  ���� X  ¤ 
 á «¨äâ¨£®¬ ¨ ¨§®¬®àä¨§¬ (·)∧ ¢¥ªâ®à®© à¥-

è¥âª¨ L1(P)   L1(
,X ) â ª¨¥, çâ® ¤«ï ¢á¥å f ∈ L∞(P) ¨ ¤«ï ª ¦¤®£®
á«®ï ω ∈ 
 á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥

MB(|f |)(p) = ∥f∧(ω)∥X (ω) ¯à¨ p ∈ ω.

� ¦¤ë© á«®© X (ω) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ L1(Aω, µω), £¤¥
Aω | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¨ µω | ¬¥à    ¥©, â ª, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®
ª« áá  f ∈ L∞(P) ¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨ï:

MB(f)(p) =
∫
f∧(ω) dµω ¯à¨ p ∈ ω,∫

P
f dµ =

∫



(∫
(f∧)∼(ω) dµω

)
dν.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Y | à¥ «¨§ æ¨®®¥ ���� ¤«ï ���
(L1(P),MB(
)(|·|)) (á¬. 3.17). �®«®¦¨¬ X := Y◦τ , £¤¥ τ |ª ®¨ç¥áª®¥
¯®£àã¦¥¨¥ 
 ¢ áâ®ã®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ  «£¥¡àë B(
). � ª ¥âàã¤®
ã¡¥¤¨âìáï,

MB(
)(|f |)∼ : ω 7→ ∥f∧(ω)∥X (ω),

  § ç¨â,
MB(|f |)∼ ≡ ∥f∧(ω)∥X (ω)

  ª ¦¤®¬ á«®¥ ω ∈ 
. �à¨ íâ®¬ ®à¬  ∥·∥X (ω)  ¤¤¨â¨¢ ,   § ç¨â

(á¬. 2.17),  ©¤ãâáï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  Aω ¨ ¬¥à  µω   ¥© â ª¨¥,
çâ® ¡  å®¢  à¥è¥âª  X (ω) ¯®àï¤ª®¢® ¨§®¬¥âà¨ç  L1(Aω, µω). �âáî¤ 
á ãç¥â®¬ ¨§¢¥áâëå á¢®©áâ¢ ãá«®¢®£® ®¦¨¤ ¨ï ¢ëâ¥ª îâ ¢á¥ ®áâ ¢-
è¨¥áï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë.

5.21. �   ¬ ¥ ç    ¨ ¥ . �®à¬ã«ë,   «®£¨çë¥ ä¨£ãà¨àãîé¨¬
¢ ¯®á«¥¤¥© â¥®à¥¬¥, ¬®¦® â ª¦¥ ¯®«ãç¨âì ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ª« á-
á®¢ f ∈ L1(P), ¤®«¦ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨¢ § ç¥¨¥ ª« áá  f ¢ â®çª¥.
� ¨¬¥®, f(ω), f ∈ L1(P), á«¥¤ã¥â ¯®«®¦¨âì à ¢ë¬ f̂(τ(ω)) ¤«ï â -
ª¨å ω, çâ® τ(ω) ∈ dom f̂ (§¤¥áì f̂ | áâ®ã®¢áª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ f).
� ç¥¨¥ ¢ â®çª¥ ¤«ï ª« áá®¢ á¥ç¥¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï   «®£¨ç®.

78



�¨â¥à âãà 

1. �¡à ¬®¢¨ç �.�. �¡ ¨§®¬¥âà¨ïå ®à¬¨à®¢ ëå à¥è¥â®ª // �¯-

â¨¬¨§ æ¨ï. 1988. �. 43 (60). �. 74{80.

2. �®à®¢ª®¢ �.�. � â¥¬ â¨ç¥áª ï áâ â¨áâ¨ª . �.: � ãª , 1984.

3. �ã«¨å �.�. �¢¥¤¥¨¥ ¢ â¥®à¨î ¯®«ãã¯®àï¤®ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢.

�.: �¨§¬ â£¨§, 1961.

4. �ãâ¬  �.�. �  å®¢ë à áá«®¥¨ï ¢ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®-

¢ ëå ¯à®áâà áâ¢ // �¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë, á®£« á®¢ ë¥ á ¯®-

àï¤ª®¬ / �à. �-â  ¬ â¥¬ â¨ª¨. �®¢®á¨¡¨àáª: ���. �¨¡. ®â¤-¨¥.

�-â ¬ â¥¬ â¨ª¨, 1995. �. 29. �. 63{211.

5. � â®à®¢¨ç �.�., �ã«¨å �.�., �¨áª¥à �.�. �ãªæ¨® «ìë©

  «¨§ ¢ ¯®«ãã¯®àï¤®ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢ å. �. | �.: �®áâ¥å-

¨§¤ â, 1950.

6. �ãáà ¥¢ �.�. �¥ªâ®à ï ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥¨ï. �®-

¢®á¨¡¨àáª: � ãª , 1985.

7. �ãáà ¥¢ �.�. �¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ à¥è¥â®ç® ®à¬¨à®¢ ëå

¯à®áâà áâ¢ å // �áá«¥¤®¢ ¨ï ¯® £¥®¬¥âà¨¨ ý¢ æ¥«®¬þ ¨ ¬ â¥-

¬ â¨ç¥áª®¬ã   «¨§ã / �à. �-â  ¬ â¥¬ â¨ª¨ / �� ����. �¨¡.

®â¤-¨¥. �®¢®á¨¡¨àáª: � ãª , 1987. �. 9. �. 84{123.

8. �ãáà ¥¢ �.�. �à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨ ¯à®¥ªâ¨¢ë© ¯à¥¤¥« ¢¥ªâ®àëå

¬¥à // �®¢à¥¬¥ë¥ ¯à®¡«¥¬ë £¥®¬¥âà¨¨ ¨   «¨§  / �à. �-â 

¬ â¥¬ â¨ª¨ / �� ����. �¨¡. ®â¤-¨¥. �®¢®á¨¡¨àáª: � ãª , 1989.

�. 14. �. 132{152.

9. �¨ª®àáª¨© �. �ã«¥¢ë  «£¥¡àë. �.: �¨à, 1969.

10. Lindenstrauss J., Tzafriri L. Classical Banach Spaces / Lecture Notes

in Math. V. 338. Berlin, etc.: Springer, 1973.

79



11. Maharam D. On a theorem of von Neumann // Proc. Amer. Math.
Soc. 1958. V. 9. P. 987{994.

12. Ogasawara T. Theory of vector lattices // J. Sci. Hirosima Univ.,
Ser. A. 1942. V. 12. P. 37{100; 1944. V. 13. P. 41{161.

13. Oxtoby J.C. Measure and Category. New York: Springer, 1971.

14. Semadeni Z. Banach Spaces of Continuous Functions. Warszawa:
Polish Scienti�c Publ., 1971.

15. Stone M.H. Applications of the theory of Boolean rings to general
topology // Trans. Amer. Math. Soc. 1937. V. 41. P. 375{309.

16. Ionescu Tulcea A., Ionescu Tulcea C. On the lifting property. I //
J. Math. Anal. Appl. 1961. V. 3. P. 537{546.

80


