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� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ­¥ª®â®àë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®£®  ­ «¨§ , ª á -
îé¨¥áï ­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ ¨ ¯®«ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, ¯¥à¥­¥á¥-
­ë ­  äã­ªæ¨®­ «ì­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ . � ç áâ­®-
áâ¨, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®«¨¢¥àáã¬  ­ ¤Q ¤®ª § ­  à ¢­®á¨«ì­®áâì á«¥¤ãî-
é¨å ãá«®¢¨©: â®çª  q ∈ Q ­¥ σ -¨§®«¨à®¢ ­­ , á«®© ¯®«¨¢¥àáã¬  ­ ¤ â®çª®© q
ï¢«ï¥âáï áç¥â­®-­ áëé¥­­ë¬, ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®«®çª  «î¡®£® ­®à¬¨à®¢ ­-
­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ á«®¥ ¯®«¨¢¥àáã¬  ­ ¤ â®çª®© q ¯®«­ .

�«îç¥¢ë¥ á«®¢  ¨ äà §ë: ¡ã«¥¢®§­ ç­ë©  ­ «¨§, ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­ë©  ­ -
«¨§, ­¥áâ ­¤ àâ­ë©  ­ «¨§, ¯®«¨¢¥àáã¬, ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®«®çª .

�¤­¨¬ ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å ¯®­ïâ¨©, ¢®§­¨ª îé¨å ¢ ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®¬
 ­ «¨§¥ ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª â¥®à¨¨ ­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ï¢«ï¥âáï
¯®­ïâ¨¥ ­¥áâ ­¤ àâ­®© ®¡®«®çª¨ ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  | ¬­®¦¥-
áâ¢  ¥£® ®£à ­¨ç¥­­ëå í«¥¬¥­â®¢, ä ªâ®à¨§®¢ ­­®£® ¯® ®â­®è¥­¨î ¡¥á-
ª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [3]).

� à ¡®â¥ [1] ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬  ¯à¥¤«®-
¦¥­ ã¤®¡­ë© äã­ªæ¨®­ «ì­ë©  ­ «®£ | ª« áá á¥ç¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥-
£® ­¥¯à¥àë¢­®£® ¯®«¨¢¥àáã¬ . � ª ï äã­ªæ¨®­ «ì­ ï ¬®¤¥«ì ¯®§¢®«ï¥â,
¢ ç áâ­®áâ¨, ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ ¯®­ïâ¨¥ ¡¥áª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ í«¥¬¥­-
â®¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢­ãâà¨ á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬  ¨ â¥¬ á ¬ë¬
®âªàëâì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¢®§¬®¦­®áâì ¤«ï á¨­â¥§  ¬¥â®¤®¢ ¨­ä¨­¨â¥§¨-
¬ «ì­®£® ¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£®  ­ «¨§ .

� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á ® ¯¥à¥­®á¥ ®á­®¢­ëå à¥-
§ã«ìâ â®¢ ª« áá¨ç¥áª®£® ¨­ä¨­¨â¥§¨¬ «ì­®£®  ­ «¨§  ­  ¡ã«¥¢®§­ ç­ë©
ã­¨¢¥àáã¬. � à ¬ª å § âà®­ãâ®© ­ ¬¨ ¯à®¡«¥¬ â¨ª¨ ®¤­¨¬ ¨§ ª«îç¥-
¢ëå ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ® ¯®«­®â¥ ­¥áâ ­¤ àâ­®© ®¡®«®çª¨ ­®à¬¨à®¢ ­­®£®
¯à®áâà ­áâ¢  ¢­ãâà¨ á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬ .

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®«ãç¥­ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë© ®â¢¥â ­  ¯®áâ ¢«¥­­ë© ¢®-
¯à®á ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  â®çª  ª®¬¯ ªâ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®-
¬ã á«®î, ­¥ ï¢«ï¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­­®©. �®«­®âã ­¥áâ ­¤ àâ­®© ®¡®«®çª¨
ã¤ «®áì ¤®ª § âì ¡« £®¤ àï ãáâ ­®¢«¥­­®¬ã ¢ íâ®© ¦¥ à ¡®â¥ ªà¨â¥à¨î
áç¥â­®© ­ áëé¥­­®áâ¨ á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬ .

c⃝ �.�. �ãâ¬ ­, �.�. �ï¡ª®; 2001
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§ 1. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ­¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ä ªâë, ­¥®¡-
å®¤¨¬ë¥ ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£® ¨§«®¦¥­¨ï.

�¨¬¢®«®¬ V ¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ª« áá ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬,
çâ® V ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ìî ZFC (  â®ç­¥¥, NBG; á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [2, II.1.3]).

�  ¯à®âï¦¥­¨¨ ¢á¥£® â¥ªáâ  Q | íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë© ª®¬¯ ªâ.
�¨¬¢®«®¬ Clop(Q) ®¡®§­ ç îâ á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢ Q,   á¨¬¢®«®¬ Clop(q) | á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ Q, á®¤¥à¦ é¨å â®çªã q ∈ Q. �ãáâì V Q ⊂ Q × V | ª« áá-
á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ­  ª®â®à®¬ § ¤ ­  ­¥ª®â®à ï â®¯®«®£¨ï (á¬. [1, 1.2]). �« áá

¢á¥å ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ V Q ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Clop(V Q).

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ª« áá V Q ∩
(
{q} × V

)
=

{
(q, x)

∣∣ (q, x) ∈ V Q
}

®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬ V q. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ V Q ­ §ë¢ îâ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ à á-

á«®¥­¨¥¬ ­ ¤ Q,   ª« áá V q | á«®¥¬ à áá«®¥­¨ï V Q ¢ â®çª¥ q.

�ã­ªæ¨î u : D → V Q ­ §ë¢ îâ á¥ç¥­¨¥¬ à áá«®¥­¨ï V Q ­ ¤ ¬­®¦¥-
áâ¢®¬ D ⊂ Q, ¥á«¨ u(q) ∈ V q ¤«ï ¢á¥å q ∈ D. �®¤ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ á¥ç¥­¨¥¬

à áá«®¥­¨ï V Q ¯®­¨¬ ¥âáï á¥ç¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¥©.
�«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D ⊂ Q á¨¬¢®«®¬ C(D,V Q) ®¡®§­ ç ¥âáï ª« áá

¢á¥å ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© V Q ­ ¤ D.

� ª ãáâ ­®¢«¥­® ¢ [1] (¯à¥¤«®¦¥­¨ï 2.3 ¨ 2.5), ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®-
¢¨ï

(1) ∀ q ∈ Q ∀ x ∈ V q ∃u ∈ C(Q, V Q) u(q) = x;

(2) ∀u ∈ C(Q, V Q) ∀A ∈ Clop(Q) u(A) ∈ Clop(V Q),

â® ­¥¯à¥àë¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ V Q ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

(i) â®¯®«®£¨ï V Q å ãá¤®àä®¢ ;

(ii) ¤«ï «î¡ëå u ∈ C(Q, V Q) ¨ q ∈ Q ¬­®¦¥áâ¢  u(A)
(
A ∈ Clop(q)

)
®¡à §ãîâ ¡ §ã ®ªà¥áâ­®áâ¥© â®çª¨ u(q);

(iii) ¢á¥ í«¥¬¥­âë C(Q, V Q) ï¢«ïîâáï ®âªàëâë¬¨ ¨ § ¬ª­ãâë¬¨ ®â®-
¡à ¦¥­¨ï¬¨;

(iv) â®¯®«®£¨ï V Q íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ .

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ q ∈ Q ª« áá V q

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  «£¥¡à ¨ç¥áªãî á¨áâ¥¬ã á¨£­ âãàë {∈}.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ä®à¬ã«ë φ(t1, . . . , tn) á¨£­ âãàë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢

¨ á¥ç¥­¨© u1, . . . , un à áá«®¥­¨ï V Q á¨¬¢®«®¬
{
φ(u1, . . . , un)

}
®¡®§­ ç îâ

¬­®¦¥áâ¢®{
q ∈ domu1 ∩ · · · ∩ domun

∣∣ V q |= φ
(
u1(q), . . . , un(q)

)}
.
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�«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  x ∈ U, £¤¥ U |  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á¨£­ -
âãàë {∈}, á¯ãáª®¬ x ­ §ë¢ ¥âáï ª« áá x↓ := {y ∈ U | U |= y ∈x}. �á«¨
¢ á¨áâ¥¬¥ U ¨áâ¨­­   ªá¨®¬  íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨, â® ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ U
à ¢¥­áâ¢  x↓ = y↓ ¨ x = y à ¢­®á¨«ì­ë. � «¥¥ ­ á ¢ ®á­®¢­®¬ ¡ã¤¥â
¨­â¥à¥á®¢ âì á«ãç © U = V q.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á¥ç¥­¨ï u ∈ C(Q, V Q) ª« áá
∪

q∈Q u(q)↓ ­ §ë¢ îâ
à á¯ ª®¢ª®© á¥ç¥­¨ï u ¨ ®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬ xuy.

�¥¯à¥àë¢­®¥ à áá«®¥­¨¥ V Q ­ §ë¢ ¥âáï (­¥¯à¥àë¢­ë¬) ¯®«¨¢¥àáã-
¬®¬ ­ ¤ Q, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®¬ á«®¥ V q (q ∈ Q) ¨áâ¨­­ë  ªá¨®¬ë íªáâ¥­á¨®-
­ «ì­®áâ¨ ¨ à¥£ã«ïà­®áâ¨ ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢ ¤®¯®«­¥­¨¥ ª (1) ¨ (2) ¢ë¯®«-
­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(3) ∀u ∈ C(Q, V Q) xuy ∈ Clop(V Q);

(4) ∀X ∈ Clop(V Q) ∃u ∈ C(Q, V Q) xuy = X.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå á¥ç¥­¨© u, v ∈ C(Q, V Q) ¬­®¦¥áâ¢  {u = v} ¨
{u ∈ v} ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë (á¬. [1, 3.3]), çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®-
âà¥­¨¥ ¤¢¥ ª« áá-äã­ªæ¨¨

∥ ·= · ∥, ∥ ·∈ · ∥ : C(Q, V Q)× C(Q, V Q) → Clop(Q),

¯®« £ ï ∥u= v∥ = {u= v} ¨ ∥u∈ v∥ = {u∈ v}.
�¥á«®¦­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ â®¬, çâ® âà®©ª 

(
C(Q, V Q), ∥ ·= · ∥, ∥ ·∈ · ∥

)
ï¢«ï¥âáï ®â¤¥«¨¬®© Clop(Q)-§­ ç­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®©.

� ª ¯®ª §ë¢ ¥â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ , ª« áá ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®-
«¨¢¥àáã¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡é¨© ¢¨¤ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ .

�¥®à¥¬  [1, 4.10]. �ãáâì Q | áâ®ã­®¢áª¨© ª®¬¯ ªâ ¯®«­®© ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë B.

( ) �« áá C(Q, V Q) ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ¯®«¨¢¥àáã¬  V Q ­ ¤ Q
ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¬ ã­¨¢¥àáã¬®¬ ­ ¤ Clop(Q).

(¡) �«ï «î¡®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬  U ­ ¤ B áãé¥áâ¢ã¥â ¯®-

«¨¢¥àáã¬ V Q ­ ¤ Q, ª« áá C(Q, V Q) ­¥¯à¥àë¢­ëå á¥ç¥­¨© ª®â®à®£® ¨§®-
¬®àä¥­ U.

�®¤à®¡­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ­¥¯à¥àë¢­ëå à áá«®¥­¨ïå ¨ ­¥¯à¥àë¢­®¬ ¯®-
«¨¢¥àáã¬¥ ¨¬¥îâáï ¢ [1].

�áî¤ã ¤ «¥¥ VQ | ­¥¯à¥àë¢­ë© ¯®«¨¢¥àáã¬,   Vq | ¥£® á«®© ¢ â®çª¥
q ∈ Q, ª®â®àë© ¬ë â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ qV. (� ¬¥â¨¬,
çâ® qV ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¬®¤¥«ì ZFC.)

�á«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®« ¬¨ R ¨ N ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¨
­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« (0 /∈ N),   á¨¬¢®« ¬¨ R ¨ N | í«¥¬¥­âë C(Q,VQ),

ï¢«ïîé¨¥áï ¢ C(Q,VQ) ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¨ ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«.

� ¯®¬­¨¬, çâ® N = N∧, £¤¥ (·)∧ | ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ V ¢ C(Q,VQ)



�¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®«®çª  ¢ ¡ã«¥¢®§­ ç­®¬ ã­¨¢¥àáã¬¥ 45

(á¬. [2, II.2.2.7]). �¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï qR = R(q), qN = N (q) ¨ ¤«ï
ç¨á«  α ∈ R á¨¬¢®«®¬ qα ãá«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì í«¥¬¥­â α∧(q) ∈ qV.

�á«¨ í«¥¬¥­â X ∈ qV ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¨ qV ¯®«¥¬ ¨«¨ ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬
¬­®¦¥áâ¢®¬, â® ­  X↓ ¬®¦­® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¯®«ï
¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª . � ¯à¨¬¥à, ¤«ï α, β ∈ qR↓ áã¬¬ 
α+β ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª â ª®© í«¥¬¥­â γ ∈ qR↓, çâ® qV |= (γ = α+β). �¥£ª®
¯à®¢¥à¨âì, çâ® á¯ãáª ¯®«ï ¡ã¤¥â ¯®«¥¬. �á«¨ í«¥¬¥­â X ∈ qV ï¢«ï¥âáï
¢­ãâà¨ qV ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ F ∈ qV, â® X↓ ®ª ¦¥âáï
¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ ¯®«¥¬ F↓.

�¥¬¬  1. �«ï «î¡®£® ç¨á«  α ∈ R í«¥¬¥­â qα ∈ qV ï¢«ï¥âáï ç¨á«®¬

¢­ãâà¨ qV, â. ¥. qα ∈ qR↓. �ã­ªæ¨ï q(·) : R → qR↓ ¨­ê¥ªâ¨¢­  ¨ á®åà -

­ï¥â ®â­®è¥­¨¥ ¯®àï¤ª  ¨ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï. �à®¬¥ â®£®,
N∧(q) = qN ¨ R∧(q) ⊂ qR ¢­ãâà¨ qV.

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© «¥¬¬ë ­¥á«®¦­® ¯à®¢¥áâ¨, ¨á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢ 
ª ­®­¨ç¥áª®£® ¢«®¦¥­¨ï (·)∧, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ [2], ¨ ®¯¨à ïáì ­  ª« áá¨-
ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ç¨á«®¢ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯à¨ ª®â®à®¬ ­ âãà «ì­ë¬¨ ç¨á-
« ¬¨ áç¨â îâáï ª®­¥ç­ë¥ ®à¤¨­ «ë, à æ¨®­ «ì­ë¥ ç¨á«  ¢¢®¤ïâáï ª ª
ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¯ à æ¥«ëå ç¨á¥«,   ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  ®¯à¥¤¥-
«ïîâáï ª ª ¤¥¤¥ª¨­¤®¢ë á¥ç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«.

�á«®¢¨¬áï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì í«¥¬¥­âë α ∈ R ¨ qα ∈ qR↓
¨ â¥¬ á ¬ë¬ áç¨â âì, çâ® R ⊂ qR↓.

�ãáâì U | ¬®¤¥«ì á¨£­ âãàë â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢,   í«¥¬¥­â P ∈ U
ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¨ U ®â­®è¥­¨¥¬ (â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯ à). � áá¬®âà¨¬ á«¥-
¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (xn)n∈N í«¥¬¥­â®¢ (domP )↓: ¥á«¨
¤«ï «î¡®£® n ∈ N ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â yn ∈ U â ª®©, çâ®

U |=
(
(x1, yn), . . . , (xn, yn) ∈ P

)
,

â® áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â y ∈ U, ¤«ï ª®â®à®£®

U |=
(
(xn, y) ∈ P

)
¯à¨ ¢á¥å n ∈ N.

�â­®è¥­¨¥ P ­ §ë¢ ¥âáï áç¥â­®-­ áëé¥­­ë¬, ¥á«¨ «î¡ ï ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ (domP )↓ ®¡« ¤ ¥â ãª § ­­ë¬ ¢ëè¥ á¢®©áâ¢®¬. �®¢®-
àïâ, çâ® ¬®¤¥«ì U áç¥â­®-­ áëé¥­­ , ¥c«¨ «î¡®¥ ®â­®è¥­¨¥ ¢ U áç¥â­®-
­ áëé¥­­®.

�®çª  â®¯®«®£¨ç¥áª®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ­ §ë¢ ¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­­®©
(¨«¨ P -â®çª®©), ¥á«¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡®£® áç¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¥¥ ®ªà¥áâ-
­®áâ¥© ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî íâ®© â®çª¨.



46 �.�. �ãâ¬ ­, �.�. �ï¡ª®

§ 2. �¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®«®çª  ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

� ¤ ­­®¬ ¯ à £à ä¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ªà¨â¥à¨© áç¥â­®© ­ áëé¥­­®-
áâ¨ á«®ï ¯®«¨¢¥àáã¬ , ¯à¥¤« £ îâáï  ­ «®£¨ ­¥ª®â®àëå â¥®à¥¬ ¨­ä¨­¨-
â¥§¨¬ «ì­®£®  ­ «¨§  ® ¯®«¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« ¨ ­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯à®-
áâà ­áâ¢ å ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á ® ¯®«­®â¥ ­¥áâ ­¤ àâ­®© ®¡®«®çª¨ ­®à-
¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ á«®¥ ¯®«¨¢¥àáã¬ .

�¥®à¥¬  1. �« áá qV ï¢«ï¥âáï áç¥â­®-­ áëé¥­­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  â®çª  q ∈ Q ­¥ σ-¨§®«¨à®¢ ­­ .

▹ �® á â   â ® ç ­ ® á â ì . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â®çª  q ­¥ σ-¨§®«¨à®¢ ­-
­ , ¨ ãáâ ­®¢¨¬ áç¥â­ãî ­ áëé¥­­®áâì ª« áá  qV.

�ãáâì P | í«¥¬¥­â qV, ï¢«ïîé¨©áï ®â­®è¥­¨¥¬ ¢­ãâà¨ qV. � á-
á¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn)n∈N í«¥¬¥­â®¢ (domP )↓ ¨
¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® n ∈ N ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â yn ∈ qV, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î

qV |=
(
(x1, yn), . . . , (xn, yn) ∈ P

)
.

�®ª ¦¥¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â y ∈ qV, ¤«ï ª®â®à®£® qV |=
(
(xn, y) ∈ P

)
¯à¨ ¢á¥å n ∈ N.

�à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ P á¥ç¥­¨¥ P ∈ C(Q,VQ),   ç¥à¥§ xn ¨ yn | á¥ç¥­¨ï

un, vn ∈ C(Q,VQ) (n ∈ N). �¯à¥¤¥«¨¬ ¬­®¦¥áâ¢  Wn ∈ Clop(Q) (n ∈ N)
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

W1 = ∥(u1, v1) ∈ P∥,
W2 = ∥(u1, v2), (u2, v2) ∈ P∥ ∩W1,

. . .

Wn = ∥(u1, vn), . . . , (un, vn) ∈ P∥ ∩Wn−1,

. . .

�«ãç   © 1:
∩

n∈NWn ­¥ ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q.
�®«®¦¨¬ D1 = W1\W2, . . . , Dn = Wn\Wn+1, . . . ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

D0 ¤®¯®«­¥­¨¥ § ¬ëª ­¨ï
∪

n∈NDn ¤® Q. �­®¦¥áâ¢  Dn (n = 0, 1, 2, . . . )
®¡à §ãîâ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ Clop(Q).

�¯à¥¤¥«¨¬ á¥ç¥­¨¥ ~v ∈ C
(∪∞

n=0Dn,VQ
)
, ¯®« £ ï ~v|Dn = vn|Dn ¤«ï

¢á¥å n ∈ N ¨ ~v|D0
= ∅∧|D0

. �®£« á­® ¯à¨­æ¨¯ã ¯à®¤®«¦¥­¨ï (á¬. [1, 3.8])
á¥ç¥­¨¥ ~v (®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ­  ¢áî¤ã ¯«®â­®¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢¥Q) ¯à®¤®«¦ ¥âáï

¤® á¥ç¥­¨ï v ∈ C(Q,VQ). �®ª ¦¥¬, çâ® í«¥¬¥­â y = v(q) ¨áª®¬ë©. �«ï
íâ®£® § ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ç¨á«® n ∈ N ¨ ãáâ ­®¢¨¬ ¢ª«îç¥­¨¥

q ∈ ∥(un, v) ∈ P∥.
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�®«®¦¨¬ W0 = ∥(un, v) ∈ P∥ ∩Wn ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® q ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ë-
ª ­¨î W0 (  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, q ∈ W0). �®¯ãáâ¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®-
¬ã, çâ® ­¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ­®áâì W ⊂ Wn â®çª¨ q ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á W0.
� ª ­¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, Dm ⊂ W0 ¤«ï ¢á¥å m > n. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
W ⊂ Wn\

∪
m>nDm. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¬­®¦¥áâ¢®

Wn

\ ∪
m>n

Dm =
∩
m>n

Wm =
∩
m∈N

Wm

­¥ ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q.

� « ã ç   © 2:
∩

n∈NWn ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q.
�®áª®«ìªã â®çª  q ­¥ σ-¨§®«¨à®¢ ­­ , áãé¥áâ¢ã¥â ã¡ë¢ îé ï ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâì ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâëå ®ªà¥áâ­®áâ¥© (W ′
n)n∈N â®çª¨ q â ª ï,

çâ®
∩

n∈NW ′
n ­¥ ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî q. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨

¬®¦­® áç¨â âì, çâ® W ′
n ⊂

∩
m∈NWm ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. � «ì­¥©è¥¥ ¤®ª § -

â¥«ìáâ¢® á¢®¤¨âáï ª ¯®¢â®à¥­¨î à ááã¦¤¥­¨© ¤«ï á«ãç ï 1 á § ¬¥­®© Wn

­  W ′
n.

� ¥ ® ¡ å ® ¤ ¨¬ ® á â ì . �ãáâì q | σ-¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª . �®ª ¦¥¬,
çâ® ª« áá qV ­¥ ï¢«ï¥âáï áç¥â­®-­ áëé¥­­ë¬.

�ãáâì P | í«¥¬¥­â qV, à ¢­ë© ¢­ãâà¨ qV ¬­®¦¥áâ¢ã ¢á¥å ¯ à (x, y)
í«¥¬¥­â®¢ qN â ª¨å, çâ® x ̸= y. �®ª ¦¥¬, çâ® ®â­®è¥­¨¥ P ­¥ ï¢«ï¥âáï
áç¥â­®-­ áëé¥­­ë¬.

�ç¥¢¨¤­®, qV |=
((

q1, q(n+1)
)
, . . . ,

(
qn, q(n+1)

)
∈ P

)
¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â y ∈ qN↓,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á®®â­®è¥­¨î qn ̸= y ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ y
á¥ç¥­¨¥ v ∈ C(Q,VQ). �®£¤ 

q ∈
∥∥v ∈ N∧∥∥ = ∨

n∈N

∥∥v = n∧
∥∥ = cl

∪
n∈N

∥∥v = n∧
∥∥.

�®áª®«ìªã ¤«ï ª ¦¤®£® m ∈ N â®çª  q ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
∪

n6m ∥v = n∧∥,
§ ª«îç ¥¬, çâ® q ∈ cl

∪
n>m ∥v = n∧∥ =: Wm ¤«ï ¢á¥å m ∈ N, â. ¥.

q ∈
∩

m∈NWm. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨á¯®«ì§ãï ¯®¯ à­ãî ¤¨§êî­ªâ­®áâì

¬­®¦¥áâ¢ ∥v = n∧∥ (n ∈ N), ­¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥
∩

m∈NWm

­¥ ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî â®çª¨ q, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¨âì ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á
σ-¨§®«¨à®¢ ­­®áâìî â®çª¨ q. ◃

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  C ⊂ qV áãé¥áâ¢ã¥â í«¥-

¬¥­â C̃ ∈ qV â ª®©, çâ® C ⊂ C̃↓.

▹ �à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â c ∈ C á¥ç¥­¨¥ uc ∈ C(Q,VQ) ¨

¯®«®¦¨¬ u = {uc | c ∈ C}↑. �á­®, çâ® í«¥¬¥­â C̃ = u(q) ¨áª®¬ë©. ◃
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�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  C ⊂ qV áãé¥-

áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â C ∈ qV â ª®©, çâ® C = C↓. �à¨ íâ®¬ C ï¢«ï¥âáï ¢­ã-

âà¨ qV ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬.

▹ �ãáâì C = {x1, . . . , xn} ⊂ qV. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ u ¯®¤ê¥¬ ¬­®-

¦¥áâ¢  á¥ç¥­¨© {u1, . . . un} ⊂ C(Q,VQ), ¯à®¢¥¤¥­­ëå á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ç¥-

à¥§ x1, . . . , xn, ¨ ¯®«®¦¨¬ C = u(q). �ç¥¢¨¤­®, x1, . . . , xn ∈ C↓. �®ª ¦¥¬,
çâ® «î¡®© í«¥¬¥­â x ∈ C↓ á®¢¯ ¤ ¥â á xi ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ∈ {1, . . . , n}.
�à®¢¥¤¥¬ ç¥à¥§ x á¥ç¥­¨¥ v ∈ C(Q,VQ). �á­®, çâ®

q ∈ ∥v ∈ u∥ =
n∨

i=1

∥v = ui∥ =
n∪

i=1

∥v = ui∥,

  §­ ç¨â, x = v(q) = ui(q) = xi ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ∈ {1, . . . , n}. ◃

�ç¥¢¨¤­®, çâ® í«¥¬¥­â C, ä¨£ãà¨àãîé¨© ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¯à¥¤«®-
¦¥­¨ï 2, ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ C. �ë ¡ã¤¥¬
­ §ë¢ âì íâ®â í«¥¬¥­â ¯®¤ê¥¬®¬ ¬­®¦¥áâ¢  C ¨ ®¡®§­ ç âì ¥£® á¨¬¢®-
«®¬ C↑.

�ãáâì C ⊂ qV, D ∈ qV ¨ f : C → D↓. �«¥¬¥­â f ∈ qV ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì

¢­ãâà¥­­¨¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ f , ¥á«¨ qV |= f : C → D, £¤¥ C ∈ qV,
C ⊂ C↓ ¨ qV |= f(c) = f(c) ¤«ï ¢á¥å c ∈ C.

�¥¬¬  2. �ãáâì â®çª  q ∈ Q ­¥ ï¢«ï¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­­®©. �á«¨

C | áç¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® qV ¨ D ∈ qV, â® «î¡ ï äã­ªæ¨ï f : C → D↓
¨¬¥¥â ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥.

▹ �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 1 ­ ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â C̃ ∈ qV, çâ® C ⊂ C̃↓.
�ãáâì P ∈ qV ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¨ qV ®â­®è¥­¨¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å äã­ªæ¨©

¨§ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ C̃ ¢ D, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:(
h,h

)
∈ P ⇔ h | ¯à®¤®«¦¥­¨¥ h.

�ãáâì C = {c1, . . . , cn, . . . }. �«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fn â ª®©

í«¥¬¥­â qV, çâ® qV |= fn =
{(

cn, f(cn)
)}
, ¨ ¯®«®¦¨¬

fn =
{
(c1, f(c1)), . . . ,

(
cn, f(cn)

)}
↑.

�á­®, çâ® qV |=
(
(f1, fn), . . . , (fn, fn) ∈ P

)
. �®£¤  ¨§ áç¥â­®© ­ áëé¥­­®-

áâ¨ ª« áá  qV (£ à ­â¨àã¥¬®© â¥®à¥¬®© 1) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª®£®

í«¥¬¥­â  f ∈ qV, çâ® qV |=
(
(fn, f ) ∈ P

)
¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �ç¥¢¨¤­®,

í«¥¬¥­â f ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬ ¢­ãâà¥­­¨¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ äã­ªæ¨¨ f . ◃
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�á«®¢¨¬áï ­ §ë¢ âì í«¥¬¥­âë qR↓ ¢­ãâà¥­­¨¬¨ ç¨á« ¬¨. �­ãâà¥­-
­¥¥ ç¨á«® λ ­ §®¢¥¬ áâ ­¤ àâ­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® α ∈ R,
çâ® qα = λ. � ¬¥â¨¬, çâ® á ãç¥â®¬ ¯à¨­ïâ®£® à ­¥¥ á®£« è¥­¨ï (® ¢ª«î-
ç¥­¨¨ R ⊂ qR↓) ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ áâ ­¤ àâ­ë¥ ç¨á«  ¨ í«¥¬¥­âë R.

�£à ­¨ç¥­­ë¬ ç¨á«®¬ ­ §®¢¥¬ ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«®, ¬®¤ã«ì ª®â®à®£®
¬¥­ìè¥ ­¥ª®â®à®£® áâ ­¤ àâ­®£® ç¨á« , ¨ ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬O(qR) ¬­®-
¦¥áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå ç¨á¥«. �¨á« , ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨,
¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨¬¨.

�­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«® λ ­ §®¢¥¬ ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «ë¬, ¥á«¨ |λ| < α ¤«ï
«î¡®£® áâ ­¤ àâ­®£® ç¨á«  α > 0. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤¢  ¢­ãâà¥­­¨å
ç¨á«  ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª¨, ¥á«¨ ¨å à §­®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¬ « . �â­®è¥­¨¥
¡¥áª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ ≈. �â® ®â­®è¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï
®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢­ãâà¥­­¨å ç¨á¥«. �á«®¢¨¬áï
®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ [λ] ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© ¢­ãâà¥­­¥¥
ç¨á«® λ.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �«ï «î¡®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ç¨á«  λ áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ áâ ­¤ àâ­®¥ ç¨á«®, ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª®¥ ª λ.

▹ �ãé¥ á â ¢ ® ¢   ­ ¨ ¥. � áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢ 

A = {α ∈ R | α < λ}, B = {β ∈ R | β > λ}.

�§ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ç¨á«  λ ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® A,B ̸= ∅. �à®¬¥ â®£®, A∪B = R
¨ α < β ¤«ï «î¡ëå α ∈ A ¨ β ∈ B. �®«®¦¨¬ γ = supA = inf B. �á«¨
γ < λ, â® γ ∈ A ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, γ ≈ λ (¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ γ
ï¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«ìè¨¬ áâ ­¤ àâ­ë¬ ç¨á«®¬, ¬¥­ìè¨¬ λ). �«ãç © γ > λ
à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®.

� ¤ ¨ ­ á â ¢ ¥ ­ ­ ® á â ì. �á«¨ áâ ­¤ àâ­ë¥ ç¨á«  α ¨ β â ª®¢ë, çâ®
α ̸= β ¨ α, β ≈ λ, â® ç¨á«® |α− β| ®â«¨ç­® ®â ­ã«ï ¨ ¡¥áª®­¥ç­® ¬ «®, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¥£® áâ ­¤ àâ­®áâ¨. ◃

�«¥¤áâ¢¨¥. �â®¡à ¦¥­¨¥ α 7→ [α] ®áãé¥áâ¢«ï¥â ¡¨¥ªæ¨î R ­ 

O(qR)/≈.

�«ï «î¡®£® ®£à ­¨ç¥­­®£® ç¨á«  λ ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª®¥ ª ­¥¬ã áâ ­-
¤ àâ­®¥ ç¨á«® ­ §®¢¥¬ áâ ­¤ àâ­®© ç áâìî λ ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ ◦λ.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �ãáâì â®çª  q ∈ Q ­¥ ï¢«ï¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­-
­®©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® á¯ãáª í«¥¬¥­â  D ∈ qV á®¤¥à¦¨â ¬­®¦¥áâ¢®

{n ∈ N | m 6 n} ¤«ï ­¥ª®â®à®£® m ∈ N. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­®

¡®«ìè®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® M â ª®¥, çâ® ¢­ãâà¨ qV á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥-

­¨¥

{n ∈ qN | m 6 n < M} ⊂ D.
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▹ �®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì ®â­®è¥­¨¥ P , § ¤ ­­®¥ ¢­ãâà¨ qV ¯à ¢¨-
«®¬

(x, y) ∈ P ⇔
(
x, y ∈ D ∩ qN, x < y ¨ {n ∈ qN | x 6 n < y} ⊂ D

)
,

¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï áç¥â­®© ­ áëé¥­­®áâìî qV. ◃

�ãáâì X ∈ qV | ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ qR ¢­ãâà¨ qV.
�«¥¬¥­â x ∈ X↓ ­ §®¢¥¬ ®£à ­¨ç¥­­ë¬, ¥á«¨ ¥£® ­®à¬  ¢­ãâà¨ qV ï¢«ï-
¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ç¨á«®¬. �¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ O(X) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å
®£à ­¨ç¥­­ëå í«¥¬¥­â®¢ X↓.

�«¥¬¥­âë x, y ∈ X↓ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡¥áª®­¥ç­® ¡«¨§ª¨¬¨ ¨ ¯¨á âì
x ≈ y, ¥á«¨ ­®à¬  ¨å à §­®áâ¨ ¢­ãâà¨ qV ¡¥áª®­¥ç­® ¬ « . �â­®è¥­¨¥
¡¥áª®­¥ç­®© ¡«¨§®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­ 
¬­®¦¥áâ¢¥ X↓. �« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© í«¥¬¥­â x ∈ X↓,
ãá«®¢¨¬áï ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ [x].

�¡®§­ ç¨¬ ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢® O(X)/≈ á¨¬¢®«®¬ X ¨ ¯®«®¦¨¬

x+ y = [x+ y], λx = [λx], ∥x∥ = ◦∥x∥

¤«ï «î¡ëå x,y ∈ X ¨ λ ∈ R, £¤¥ x ¨ y | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨
ª« áá®¢ x ¨ y ¨ ∥x∥ | ­®à¬  í«¥¬¥­â  x ¢­ãâà¨ qV. �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ®
¢¢¥¤¥­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ª®àà¥ªâ­® ¨ ¯à¥¢à é îâ X ¢ ­®à¬¨à®-

¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ R, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ X̂ ¨
­ §ë¢ âì ­¥áâ ­¤ àâ­®© ®¡®«®çª®© ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  X.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì â®çª  q ∈ Q ­¥ ï¢«ï¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­­®© ¨

X ∈ qV | ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢­ãâà¨ qV. �®£¤  ­®à¬¨à®¢ ­-

­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X̂ ¯®«­®.

▹ �ãáâì (xn)n∈N | äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ ¯à®-

áâà ­áâ¢¥ X̂ ¨ xn ∈ xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® k ∈ N ­ ©¤¥âáï
ç¨á«® nk ∈ N â ª®¥, çâ® qV |= ∥xn − xm∥ < 1/k ¤«ï ¢á¥å n,m > nk. � áá¬®-
âà¨¬ ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ (xn)n∈Ñ ∈ qV ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (xn)n∈N,

¯®­¨¬ ¥¬®© ª ª äã­ªæ¨ï ¨§ N ¢X↓ (â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã
«¥¬¬ë 2). �®¦­® áç¨â âì, çâ® qV |= Ñ ⊂ qN.

�®ª ¦¥¬, çâ® ­ ©¤¥âáï ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® m ∈ qN↓, ¯à¨­ ¤-
«¥¦ é¥¥ Ñ↓ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¢­ãâà¨ qV ­¥à ¢¥­áâ¢ã ∥xn − xm∥ < 1/k

¤«ï ¢á¥å k, n ∈ N, n > nk.
(
�¥¬ á ¬ë¬ ¬ë ãáâ ­®¢¨¬, çâ® í«¥¬¥­â xm ∈ X↓

ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn)n∈N áå®¤¨âáï ª [xm].
)

�«ï ª ¦¤®£® k ∈ N ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Ek í«¥¬¥­â
qV, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©

¢­ãâà¨ qV á®®â­®è¥­¨î

Ek = {m ∈ Ñ | ∥xi − xj∥ < 1/k ¤«ï ¢á¥å i, j ∈ Ñ â ª¨å, çâ® nk < i, j 6 m}.
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� ¬¥â¨¬, çâ® N ⊂ Ek↓,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á®£« á­® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 4 ¨¬¥¥â
¬¥áâ® ¢ª«îç¥­¨¥

{m ∈ qN↓ | m 6 mk} ⊂ Ek↓

¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®£® ç¨á«  mk ∈ Ñ↓. �®¦­® áç¨â âì,
çâ® mk+1 < mk ¤«ï ¢á¥å k ∈ N. �« £®¤ àï áç¥â­®© ­ áëé¥­­®áâ¨ qV
áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® m ∈ Ñ↓ â ª®¥, çâ® m < mk ¤«ï
¢á¥å k ∈ N. �®£¤  m ∈ Ek↓ ¤«ï «î¡®£® k ∈ N,   §­ ç¨â, ¢­ãâà¥­­¥¥ ç¨á«®
m = m ¨áª®¬®¥. ◃

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5. �á«¨ â®çª  q ∈ Q ï¢«ï¥âáï σ-¨§®«¨à®¢ ­­®©, â®
¢ qV ¢á¥ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¥ ç¨á«  áâ ­¤ àâ­ë.

▹ �­ ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¢ qV ­¥â ­¥áâ ­¤ àâ­ëå ­ âãà «ì­ëå ç¨-
á¥«. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â á¥ç¥­¨¥ u ∈
C(Q,VQ), ¤«ï ª®â®à®£® C(Q,VQ) |= u ∈ N ¨ u(q) ̸= qk ¯à¨ ¢á¥å k ∈ N. �§
σ-¨§®«¨à®¢ ­­®áâ¨ â®çª¨ q á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® W =

∩
k∈N ∥u ̸= k∧∥

ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ­®áâìî q. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

Q = ∥u ∈ N∥ =
∨
k∈N

∥∥u = k∧
∥∥ = cl

∪
k∈N

∥∥u = k∧
∥∥,

  §­ ç¨â, ¬­®¦¥áâ¢®
∪

k∈N ∥u = k∧∥ = Q\W ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ Q, çâ® ­¥¢®§-
¬®¦­®.

�§ ¤®ª § ­­®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ qV ­¥â ¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè¨å ¢¥é¥-
áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«. �«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®
¥á«¨ λ ∈ qR↓ | ­¥áâ ­¤ àâ­®¥ ®£à ­¨ç¥­­®¥ ç¨á«®, â® ç¨á«® 1/(λ − ◦λ)
¡¥áª®­¥ç­® ¡®«ìè®¥. ◃

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 5 ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ á«ãç ¥ σ-¨§®«¨à®¢ ­­®© â®çª¨ q á¯à -
¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢  qR↓ = R ¨ qN↓ = N (á ãç¥â®¬ ¯à¨­ïâ®£® à ­¥¥ á®£« -
è¥­¨ï ® ¢ª«îç¥­¨¨ R ⊂ qR↓).

�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ®¡à â­®¥ ª â¥®à¥¬¥ 2.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 6. �ãáâì q ∈ Q | σ-¨§®«¨à®¢ ­­ ï â®çª . �®£¤ 

­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â X ∈ qV, ï¢«ïîé¨©áï ¢­ãâà¨ qV ­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ ¯à®-

áâà ­áâ¢®¬, ¤«ï ª®â®à®£® ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® X̂ ­¥ ¯®«­®.

▹ � áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥­â X ∈ qV, ï¢«ïîé¨©áï ¢­ãâà¨ qV ­¥¯®«­ë¬
­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¥£® ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®-

«®çª  X̂ ­¥ ¯®«­ . �§ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 5 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¡¥áª®­¥ç­ ï ¡«¨§®áâì

í«¥¬¥­â®¢ X↓ à ¢­®á¨«ì­  ¨å à ¢¥­áâ¢ã,   §­ ç¨â, í«¥¬¥­âë X̂ ¯à¥¤áâ -
¢«ïîâ á®¡®© á¨­£«¨â®­ë {x} ®£à ­¨ç¥­­ëå í«¥¬¥­â®¢ x ∈ X↓.

�ãáâì s| í«¥¬¥­â qV, ª®â®àë© ¢­ãâà¨ qV ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî í«¥¬¥­â®¢ X, ­¥ ¨¬¥îé¥© ¯à¥¤¥« . � áá¬®âà¨¬ ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (xn)n∈N í«¥¬¥­â®¢ X↓, ¯®« £ ï xn à ¢­ë¬ qn-¬ã ç«¥­ã
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¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ s ¢­ãâà¨ qV. �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 5, «¥£ª® ¯®-
ª § âì, çâ®

(
{xn}

)
n∈N | äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­-

â®¢ X̂. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¯à¥¤¥« ,

¯®áª®«ìªã ¨§ ¥¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ª í«¥¬¥­âã {x} ∈ X̂ á ®ç¥¢¨¤­®áâìî ¢ëâ¥ª « 
¡ë áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ s ª í«¥¬¥­âã x ¢­ãâà¨ qV. ◃

� § ª«îç¥­¨¥ áä®à¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã, ®¡ê¥¤¨­ïîéãî ®á­®¢­ë¥ à¥-
§ã«ìâ âë ¤ ­­®© à ¡®âë.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì qV| á«®© ¢ â®çª¥ q ∈ Q ­¥¯à¥àë¢­®£® ¯®«¨¢¥àáã-

¬  ­ ¤ íªáâà¥¬ «ì­® ­¥á¢ï§­ë¬ ª®¬¯ ªâ®¬ Q. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
íª¢¨¢ «¥­â­ë:

( ) â®çª  q ­¥ σ-¨§®«¨à®¢ ­­ ;
(¡) ¬®¤¥«ì qV ï¢«ï¥âáï áç¥â­®-­ áëé¥­­®©;
(¢) ­¥áâ ­¤ àâ­ ï ®¡®«®çª  «î¡®£® ­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 

¢­ãâà¨ qV ¯®«­ .
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