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�­áâ¨âãâ ¬ â¥¬ â¨ª¨ �� ���,
­ ãç­ ï « ¡®à â®à¨ï â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ¥© ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥­¨© �ë¢��

�ãáâì (X,�) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â. ¥. � | σ- «£¥¡à 

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ X. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® E ⊂ X à §¤¥«ï¥â â®çª¨

x, y ∈ X (¨«¨ â®çª¨ x, y à §¤¥«ïîâáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ E), ¥á«¨ «¨¡® x ∈ E ¨

y /∈ E, «¨¡® x /∈ E ¨ y ∈ E. �®çª¨ x, y ∈ X ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì �-à §¤¥«¨¬ë¬¨,

¥á«¨ x ¨ y à §¤¥«ïîâáï ­¥ª®â®àë¬ í«¥¬¥­â®¬ �. �®çª¨, ­¥ ï¢«ïîé¨¥áï �-à §-

¤¥«¨¬ë¬¨, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì �-­¥à §¤¥«¨¬ë¬¨. �ç¥¢¨¤­®, x, y ∈ X �-­¥à §¤¥-

«¨¬ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬¥àë �¨à ª  δx ¨ δy á®¢¯ ¤ îâ ­  �.

�á­®, çâ® ®â­®è¥­¨¥ �-­¥à §¤¥«¨¬®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â-

­®áâ¨. � ªâ®à-ª« ááë ¬­®¦¥áâ¢  X ¯® ®â­®è¥­¨î �-­¥à §¤¥«¨¬®áâ¨ ¡ã¤¥¬

­ §ë¢ âì ª®¬ª ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢  (X,�). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¨§¬¥à¨¬ë¥ ª®¬ª¨ ¯à®-

áâà ­áâ¢  (X,�) íâ® ¢ â®ç­®áâ¨  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë �.

�  ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1. �â¬¥â¨¬, çâ® ª®¬®ª ­¥ ®¡ï§ ­ ¡ëâì ¨§¬¥à¨¬ë¬ ¬­®¦¥-

áâ¢®¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì X = [0, 1]. � áá¬®âà¨¬ ­¥¨§¬¥à¨¬®¥ ¯® �¥¡¥£ã

¬­®¦¥áâ¢® C ⊂ X ¨ ¯®«®¦¨¬

� = {E ∈ L(X) : E ⊃ C ¨«¨ E ∩ C = ∅},

£¤¥ L(X) | σ- «£¥¡à  ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �¥¡¥£ã ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ X. �ç¥¢¨¤­®, çâ®

(X,�) | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ C | ¥£® ­¥¨§¬¥à¨¬ë© ª®¬®ª.

�®¤¬­®¦¥áâ¢® Y ⊂ X ­ §®¢¥¬ �-á®£« á®¢ ­­ë¬, ¥á«¨ Y ­¥ à §¤¥«ï¥â

�-­¥à §¤¥«¨¬ë¥ â®çª¨. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® X ï¢«ï¥âáï �-á®£« -

á®¢ ­­ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ®­® ï¢«ï¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥-

áâ¢  ª®¬ª®¢.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (X,�) ­ §®¢¥¬  â®¬­ë¬, ¥á-

«¨ ¢á¥ ¥£® ª®¬ª¨ ¨§¬¥à¨¬ë (â. ¥. ï¢«ïîâáï  â®¬ ¬¨) ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

∪�A = X, £¤¥ �A | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  â®¬®¢ �.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¥á«¨ (X,�) |  â®¬­®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® � |

 â®¬­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¢¥à­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨§¬¥-

à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (X,�), ¯®áâà®¥­­®¥ ¢ § ¬¥ç ­¨¨ 1, ­¥ ï¢«ï¥âáï  â®¬­ë¬,

¢ â® ¢à¥¬ï ª ª � |  â®¬­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à .
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�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¨§¬¥à¨¬®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (X,�)

à ¢­®á¨«ì­ë:

(1) (X,�) |  â®¬­®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ � | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «-

£¥¡à ;

(2) ¢á¥ �-á®£« á®¢ ­­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  X ¨§¬¥à¨¬ë;

(3) � =
{∪

j∈J Xj : J ⊂ I
}
¤«ï ­¥ª®â®à®£® à §¡¨¥­¨ï (Xi)i∈I ¬­®¦¥áâ¢ X.

▹ �¬¯«¨ª æ¨¨ (3) ⇒ (2) ¨ (3) ⇒ (1) ®ç¥¢¨¤­ë. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¬-

¯«¨ª æ¨¨ (2) ⇒ (3) ¤®áâ â®ç­® ¢§ïâì ¢ ª ç¥áâ¢¥ (Xi)i∈I á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å ª®¬ª®¢

¯à®áâà ­áâ¢  (X,�).

�®ª ¦¥¬, ¨¬¯«¨ª æ¨î (1) ⇒ (3). �ãáâì (Xi)i∈I | á¥¬¥©áâ¢® ¢á¥å  â®-

¬®¢ �.

� áá¬®âà¨¬ E ∈ � ¨ ¯®«®¦¨¬ J = {i ∈ I : Xi ⊂ E}. �®¯ãáâ¨¬, çâ®

E ̸=
∪

j∈J Xj . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  x ∈ E\
∪

j∈J Xj . �®áª®«ìªã
∪

i∈I Xi = X,

â®çª  x ¯à¨­ ¤«¥¦¨â Xi ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i ∈ I\J ,   §­ ç¨â, Xi ­¥ á®¤¥à¦¨âáï

¢ E, ­® ¨¬¥¥â á E ®¡éãî â®çªã, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â �-á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ¬­®¦¥-

áâ¢  E.

�ãáâì â¥¯¥àì J | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® I. � á¨«ã ¯®«­®âë ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë � áãé¥áâ¢ã¥â E = supj∈J Xj ∈ �. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¯¥à¢®© ç áâìî

¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (1) ⇒ (3), «¥£ª® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® E =
∪

j∈J Xj ,

  §­ ç¨â,
∪

j∈J Xj ∈ �. ◃

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. �§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ®¡« ¤ îé¥¥ ®¤­¨¬ ¨§ á¢®©áâ¢

(1), (2) ¨«¨ (3), áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ¢ ¯à¥¤«®¦¥­¨¨ 3, ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¨áªà¥â-

­ë¬.

�¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ­® (á¬. â¥®à¥¬ã 6), çâ®  ªá¨®¬ ¬ ZFC ­¥ ¯à®â¨¢®à¥-

ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® â®¬, çâ® «î¡®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (X,�) c ¯®«­®©

 â®¬­®© σ- «£¥¡à®© � ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â­ë¬.

�®¢®àïâ, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® X ¨¬¥¥â ¨§¬¥à¨¬ãî ¬®é­®áâì, ¥á«¨ ­   «£¥¡à¥

P(X) ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢X áãé¥áâ¢ã¥â áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ ï ¬¥à  δ : P(X) → {0, 1}
â ª ï, çâ® δ(X) = 1 ¨ δ({x}) = 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ X (á¬. [2, £«. 9, § 3].

�¥¬¬  5. �á«¨ σ- «£¥¡à  � ï¢«ï¥âáï ¯®«­®©  â®¬­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®©,

â® ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ En ⊂ �A (n ∈ N) á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

sup�
∩
n∈N

En =
∩
n∈N

sup� En.
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▹ �ç¥¢¨¤­®, sup�
∩

n∈N En ⊂ sup� Em ¤«ï ¢á¥å m ∈ N,   §­ ç¨â

sup�
∩
n∈N

En ⊂
∩
n∈N

sup� En.

�ãáâì A ∈ �A ¨ ¯ãáâì A ⊂ sup� En ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �á­®, çâ® A ∈ En ¤«ï

¢á¥å n ∈ N. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, A ∈
∩

n∈N En ¨ ¯®íâ®¬ã sup�
∩

n∈N En ⊃ A. � ª¨¬

®¡à §®¬, sup�
∩

n∈N En =
∩

n∈N sup� En. ◃

�¥®à¥¬  6. �­®¦¥áâ¢® X ¨¬¥¥â ¨§¬¥à¨¬ãî ¬®é­®áâì â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®«­ ï  â®¬­ ï σ- «£¥¡à  �, çâ® ¨§¬¥à¨¬®¥

¯à®áâà ­áâ¢® (X,�) ­¥ ¤¨áªà¥â­®.

▹ �¥ ® ¡ å ® ¤ ¨¬ ® á â ì . �ãáâì δ : P(X) → {0, 1} | áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ ï

¬¥à  â ª ï, çâ® δ(X) = 1 ¨ δ({x}) = 0 ¢á¥å x ∈ X. �ãáâì x∞ ∈ X. �®«®¦¨¬

�0 =
{
E ⊂ X : x∞ /∈ E, δ(E) = 0

}
,

�1 =
{
E ⊂ X : x∞ ∈ E, δ(E) = 1

}
.

�®ª ¦¥¬, çâ® � = �0 ∪ �1 | ¨áª®¬ ï ¯®«­ ï  â®¬­ ï σ- «£¥¡à .

�á«¨ E ∈ �0, â® X\E ∈ �1,   ¥á«¨ E ∈ �1, â® X\E ∈ �0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

X\E ∈ � ¤«ï ¢á¥å E ∈ �.

�ãáâì (En)n∈N ⊂ �. �á«¨ En ∈ �1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â®
∩

n∈NEn ∈ �1 ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
∩

n∈NEn ∈ �. �á«¨ ¦¥ Em ∈ �0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® m ∈ N, â®∩
n∈NEn ∈ �0 ¨ ¢­®¢ì

∩
n∈NEn ∈ �.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, � ï¢«ï¥âáï σ- «£¥¡à®© ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ X.

�«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ X\{x∞} ¬ë ¨¬¥¥¬ δ({x}) = 0,   §­ ç¨â, {x} ∈ �.

�à®¬¥ â®£®, E ∩ (X\{x∞}) ̸= ∅ ¤«ï «î¡®£® ­¥¯ãáâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  E ∈ �.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, �A =
{
{x} : x ∈ X\{x∞}

}
¨ � |  â®¬­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à .

� ç áâ­®áâ¨, ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (X,�) ­¥ ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â­ë¬, â ª ª ª

∪�A = X\{x∞} ̸= X.

�ãáâì E ⊂ �. �®«®¦¨¬

E =

{ ∪E ∪ {x∞}, ¥á«¨ δ(∪E) = 1,

∪E , ¥á«¨ δ(∪E) = 0,

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® E = sup� E . �ç¥¢¨¤­®, E ∈ � | ¢¥àå­ïï £à ­ì E . � áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ì­ãî ¢¥àå­îî £à ­ì F ∈ � ¬­®¦¥áâ¢  E . � á«ãç ¥ δ(∪E) = 0 ¢ª«îç¥-

­¨¥ E ⊂ F ®ç¥¢¨¤­®. �á«¨ ¦¥ δ(∪E) = 1, â® ¢ á¨«ã ∪E ⊂ F ¬ë ¨¬¥¥¬ δ(F ) = 1,

®âªã¤  x∞ ∈ F ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, E = ∪E ∪ {x∞} ⊂ F . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¡ã«¥¢ 

 «£¥¡à  � ï¢«ï¥âáï ¯®«­®©.
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�® á â   â ® ç ­ ® á â ì . �ãáâì G ⊂ X | ­¥¨§¬¥à¨¬ë© ª®¬®ª. �®ª ¦¥¬, çâ®

�A ¨¬¥¥â ¨§¬¥à¨¬ãî ¬®é­®áâì. �®áª®«ìªã |X| > |�A|, ¬­®¦¥áâ¢® X â ª¦¥

¨¬¥¥â ¨§¬¥à¨¬ãî ¬®é­®áâì (á¬. [2]).

�¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªæ¨î δ : P(�A) → {0, 1} á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨«®¬:

δ(E) =
{
1, ¥á«¨ G ⊂ sup� E ,
0, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, δ ï¢«ï¥âáï ¬¥à®©, ¯à¨ç¥¬ δ(�A) = 1 ¨ δ({A}) = 0 ¤«ï ¢á¥å

A ∈ �A. �ãáâì En ⊂ �A ¨ δ(En) = 1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. � ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 5 ¬ë ¨¬¥¥¬

sup�
∩

n∈N En =
∩

n∈N sup� En ⊃ G,   §­ ç¨â, δ(
∩

n∈N En) = 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

¬¥à  δ ï¢«ï¥âáï áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®©. ◃

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¯¥à¢ë© ¨§¬¥à¨¬ë© ª à¤¨­ « á¨«ì­® ­¥¤®áâ¨¦¨¬ (á¬. [2,

£«. 9, § 3]) ¨, ¥á«¨ â¥®à¨ï ZFC ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ , ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ®¡ ®âáãâáâ¢¨¨

¨§¬¥à¨¬ëå ª à¤¨­ «®¢ ­¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â  ªá¨®¬ ¬ ZFC (á¬., [1, § 13]). �«¥¤®¢ -
â¥«ì­®, ¢ ý®¡®§à¨¬®©þ ç áâ¨ ã­¨¢¥àáã¬ , âà¥¡®¢ ­¨¥ ¤¨áªà¥â­®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬®£®

¯à®áâà ­áâ¢  (X,�) íª¢¨¢ «¥­â­® ãá«®¢¨î ¯®«­®âë ¨  â®¬­®áâ¨ σ- «£¥¡àë �.

�¨â¥à âãà 
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