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АЛЕКСАНДР ЕФИМОВИЧ ГУТМАН

В 2009–2013 гг. появился ряд работ [1–28], посвященных обобщению известных ранее
теорем о неподвижной точке на случай отображений S : X → X, действующих в метриче-
ских и более общих пространствахX (с частичными метриками, обобщенными метриками,
коническими метриками, tvs-метриками) и удовлетворяющих условиям сжатия, в которых
вместо расстояния d(x, y) рассматривается выражение вида d(Tx, Ty), где T : X → X —
так называемое «секвенциально сходящееся» отображение (см. [1]). Как показано ниже,
основные результаты работ [1–28] являются прямыми следствиями одной общей теоремы,
осуществляющей трансляцию известных фактов посредством отображения T .

Пусть X и Y — секвенциальные топологические пространства. Пространство X назы-
вается однозначным, если (∀α ∈ SX)(∀x, y ∈ X)(α → x & α → y ⇒ x = y), где SX —
множество всех последовательностей в X. Положим CX = {α ∈ SX : (∃x ∈ X)(α → x)}.
Отображение T : X → Y секвенциально сходится, если (∀α ∈ SX)(T ◦α ∈ CY ⇒ α ∈ CX),
и субсеквенциально сходится, если (∀α ∈ SX)

(
T ◦ α ∈ CY ⇒ (∃ β 4 α)(β ∈ CX)

)
, где

запись β 4 α означает, что β является подпоследовательностью α.

Теорема 1. Пусть X — регулярное однозначное секвенциальное пространство, Y — про-
странство Фреше. Отображение T : X → Y секвенциально сходится тогда и только тогда,
когда T инъективно и обратное отображение T−1 : imT → X допускает продолжение до
непрерывного отображения T−1 : cl imT → X.

Теорема 2. Пусть X — T1-отделимое пространство, а Y — однозначное секвенциальное
пространство. Следующие свойства отображения T : X → Y попарно равносильны:

(1) T непрерывно и секвенциально сходится;
(2) T непрерывно, инъективно и субсеквенциально сходится;
(3) T является гомеоморфизмом X на замкнутое подпространство imT ⊂ Y .

Сформулированные факты позволяют получить простые доказательства для большин-
ства из приведенных в [1–28] теорем о неподвижных точках T -сжимающих отображений и
им подобных. В качестве примера рассмотрим следующий результат, установленный в [1].

Теорема [1, 2.6]. Пусть (X, d) — полное метрическое пространство, S, T : X → X —
непрерывные отображения, причем T инъективно и субсеквенциально сходится, а S явля-
ется T -сжимающим, т. е. (∃C : 0 < C < 1) (∀x, y ∈ X) d(TSx, TSy) 6 C d(Tx, Ty). Тогда
S имеет единственную неподвижную точку. Если, кроме того, T секвенциально сходится,
то для любой точки x0 ∈ X последовательность итераций Snx0 сходится к неподвижной
точке отображения S.

Доказательство. Согласно теореме 2 отображение T является гомеоморфизмом X
на замкнутое (и поэтому полное) подпространство imT ⊂ X. Следовательно, функция
dT : X

2 → R, определенная формулой dT (x, y) = d(Tx, Ty), представляет собой метрику
на X, относительно которой отображение S является сжимающим, причем пространство
(X, dT ) полно и сходимость по dT совпадает со сходимостью по d. Для завершения дока-
зательства остается сослаться на принцип Банаха о сжимающем отображении.

Заметим также, что в формулировке теоремы [1, 2.6] оказываются излишними требова-
ние непрерывности S и дополнительное предположение о секвенциальной сходимости T .
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