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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Отображения, сохраняющие сходимость, и теоремы о неподвижной точке

А. Е. Гутман, А.В. Коптев

Сходимостью (точнее, секвенциальной сходимостью) на множестве 𝑋 условимся назы-
вать соответствие между последовательностями и элементами 𝑋, т.е. произвольное подмно-
жество 𝒮𝑋 ×𝑋, где 𝒮𝑋 := 𝑋N. Сходимость на 𝑋 является (пред)топологической, если она
совпадает со сходимостью в какой-либо (пред)топологии на 𝑋. Как легко видеть, если
𝜏 : 𝑋 → 𝒫(𝒫(𝑋)) ∖ {∅} и (∀𝑥 ∈ 𝑋)(∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥))(𝑥 ∈ 𝑈), то сходимость

𝛼 → 𝑥 ⇐⇒ (∀𝑈 ∈ 𝜏(𝑥))(∃𝑛 ∈ N)(∀𝑛 > 𝑛)(𝛼(𝑛) ∈ 𝑈)

является предтопологической. В частности, в этот класс попадают сходимости, определя-
емые метриками, частичными метриками [1], обобщенными метриками [2], а также кони-
ческими метриками [3] и tvs-метриками [4].

Постоянную последовательность N × {𝑥} обозначим символом 𝑥∧. В случае 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒮𝑋

введем символ mix(𝛼, 𝛽) для такой последовательности 𝛾 ∈ 𝒮𝑋 , что 𝛾(2𝑛 − 1) = 𝛼(𝑛) и
𝛾(2𝑛) = 𝛽(𝑛) для всех 𝑛 ∈ N. Тот факт, что 𝛽 является подпоследовательностью 𝛼, усло-
вимся записывать в виде 𝛽 4 𝛼. Для произвольной сходимости → на 𝑋 определим сходи-
мость *−→ на 𝑋, полагая

𝛼
*−→ 𝑥 ⇐⇒ (∀𝛽 4 𝛼)(∃ 𝛾 4 𝛽)(𝛾 → 𝑥).

Сходимость называется однозначной, если

(∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋)(𝛼 → 𝑥 & 𝛼 → 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦).

Рассмотрим следующие свойства сходимости → на множестве 𝑋:

(0) (∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(∀𝑥 ∈ 𝑋)((∀𝑛 ∈ N)(𝛼(𝑛)∧ → 𝑥) ⇒ 𝛼 → 𝑥);

(1) (∀𝑥 ∈ 𝑋)(𝑥∧ → 𝑥);

(2) (∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(∀𝑥 ∈ 𝑋)(𝛼 → 𝑥 ⇒ (∀𝛽 4 𝛼) 𝛽 → 𝑥);

(3) (∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(∀𝑥 ∈ 𝑋)(𝛼
*−→ 𝑥 ⇒ 𝛼 → 𝑥).

Teopeма 1 [5]. (a) Сходимость является предтопологической тогда и только тогда,
когда она удовлетворяет условиям (0)–(3).

(b) Следующие три свойства однозначной сходимости попарно равносильны: сходи-
мость является предтопологической; сходимость является топологической; сходимость
удовлетворяет условиям (1)–(3).

(c) Всякая топологическая сходимость на 𝑋 совпадает со сходимостью в некоторой
секвенциальной топологии на 𝑋 .
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Напомним, что топологическое пространство 𝑋 называют секвенциальным в случае

(∀𝑌 ⊂ 𝑋)(cl𝜎 𝑌 = 𝑌 ⇒ cl 𝑌 = 𝑌 )

и пространством Фреше в случае

(∀𝑌 ⊂ 𝑋)(cl𝜎 𝑌 = cl 𝑌 ),

где cl 𝑌 – замыкание 𝑌 , а cl𝜎 𝑌 := {𝑥 ∈ 𝑋 : (∃𝛼 ∈ 𝒮𝑌 )(𝛼 → 𝑥)} – секвенциальное замыка-
ние 𝑌 . Поскольку секвенциальная топология с данной сходимостью единственна, утвер-
ждение (c) говорит о том, что “топологическая сходимость” и “секвенциальная топология” –
эквивалентные понятия.

Всюду ниже 𝑋 и 𝑌 – секвенциальные топологические пространства.
Положим 𝒞𝑋 = {𝛼 ∈ 𝒮𝑋 : (∃𝑥 ∈ 𝑋)(𝛼 → 𝑥)}. Пространство с однозначной сходимостью

будем называть однозначным. Если 𝑋 – однозначное пространство и 𝛼∈ 𝒞𝑋 , то для обозна-
чения (единственного) предела последовательности 𝛼 используется традиционный символ
lim 𝛼. Однозначность занимает промежуточную позицию между классическими условиями
отделимости 𝑇1 и 𝑇2, в то время как 𝑇1-отделимость равносильна единственности предела
для постоянных последовательностей:

(∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋)(𝑥∧ → 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦).

Пусть 𝐷 ⊂ 𝑋 и 𝑓 : 𝐷 → 𝑌 . Говорят, что функция 𝑓 сохраняет сходимость, если

(∀𝛼 ∈ 𝒮𝐷)(𝛼 ∈ 𝒞𝑋 ⇒ 𝑓 ∘ 𝛼 ∈ 𝒞𝑌 ).

Если пространство 𝐷 секвенциально, то, как известно, непрерывность 𝑓 равносильна усло-
вию

(∀𝛼 ∈ 𝒮𝐷)(∀𝑥 ∈ 𝐷)(𝛼 → 𝑥 ⇒ 𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑓(𝑥)).

Лемма 1. Выполнено

(∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝒮𝑋)(∀𝑥 ∈ 𝑋)(mix(𝛼, 𝛽) → 𝑥 ⇔ (𝛼 → 𝑥 & 𝛽 → 𝑥)).

В частности, если 𝑋 однозначно, то из mix(𝛼, 𝛽) ∈ 𝒞𝑋 следует 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒞𝑋 и lim 𝛼 = lim 𝛽 .

Доказательство. Если 𝛼 → 𝑥 и 𝛽 → 𝑥, то

(∀ 𝛾 4 mix(𝛼, 𝛽))(∃ 𝛿 4 𝛾)(𝛿 4 𝛼 ∨ 𝛿 4 𝛽),

откуда mix(𝛼, 𝛽)
*−→ 𝑥 и поэтому mix(𝛼, 𝛽)→ 𝑥. Обратная импликация обеспечивается соот-

ношениями 𝛼 4 mix(𝛼, 𝛽) и 𝛽 4 mix(𝛼, 𝛽).

Лемма 2. Пусть пространство 𝑌 является 𝑇1-отделимым. Функция 𝑓 : 𝑋→𝑌 сохра-
няет сходимость тогда и только тогда, когда 𝑓 непрерывна.

Доказательство. Поясним необходимость. Пусть 𝛼 → 𝑥. Тогда mix(𝛼, 𝑥∧) → 𝑥, отку-
да, mix(𝑓 ∘ 𝛼, 𝑓(𝑥)∧) = 𝑓 ∘mix(𝛼, 𝑥∧)→ 𝑦, где 𝑦 ∈ 𝑌 , а значит, 𝑓 ∘ 𝛼→ 𝑦 и 𝑓(𝑥)∧→ 𝑦. В силу
𝑇1-отделимости 𝑌 из 𝑓(𝑥)∧ → 𝑦 вытекает 𝑓(𝑥) = 𝑦. Следовательно, 𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑓(𝑥).

Отметим, что условие 𝑇1-отделимости в лемме 2 нельзя ослабить до 𝑇0-отделимости.
Действительно, пусть 𝑋, 𝛼∈𝒮𝑋 и 𝑥∈𝑋 таковы, что 𝛼→ 𝑥 /∈ im 𝛼. В качестве 𝑌 рассмотрим
множество {0, 1} с открытой топологией {∅, {1}, {0, 1}}. Тогда функция 𝑓 : 𝑋→𝑌 , где 𝑓 ≡ 0
на 𝑋 ∖ {𝑥} и 𝑓(𝑥) = 1, сохраняет сходимость и разрывна.

Teopeма 2. Пусть 𝑋 – пространство Фреше, 𝑌 – регулярное однозначное секвенци-
альное пространство, 𝐷 ⊂ 𝑋 . Функция 𝑓 : 𝐷 → 𝑌 сохраняет сходимость тогда и только
тогда, когда 𝑓 допускает продолжение до непрерывной функции 𝑓 : cl 𝐷 → 𝑌 .



792 КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость. Пусть 𝑓 сохра-
няет сходимость. Если 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒮𝐷 имеют общий предел, то mix(𝛼, 𝛽) ∈ 𝒞𝑋 , откуда

mix(𝑓 ∘ 𝛼, 𝑓 ∘ 𝛽) = 𝑓 ∘mix(𝛼, 𝛽) ∈ 𝒞𝑌

и поэтому lim(𝑓 ∘ 𝛼) = lim(𝑓 ∘ 𝛽). Следовательно, существует такая функция 𝑓 : cl 𝐷 → 𝑌 ,
что lim(𝑓 ∘ 𝛼) = 𝑓(𝑥) для любых 𝑥 ∈ cl 𝐷, 𝛼 ∈ 𝒮𝐷, 𝛼 → 𝑥. Покажем непрерывность 𝑓 .
Рассуждая от противного, предположим, что 𝛽 ∈ 𝒮cl 𝐷, 𝛽 → 𝑥 ∈ cl 𝐷, но 𝑓 ∘ 𝛽 9 𝑓(𝑥).
Переходя к подпоследовательности, будем считать, что 𝑓(𝑥) /∈ cl im(𝑓 ∘ 𝛽). В силу регуляр-
ности 𝑌 существуют непересекающиеся открытые множества 𝑈, 𝑉 ⊂ 𝑌 такие, что 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 ,
im(𝑓 ∘ 𝛽) ⊂ 𝑉 . Для каждого 𝑛 ∈ N выберем 𝛼𝑛 ∈ 𝒮𝐷, 𝛼𝑛 → 𝛽(𝑛). Учитывая включение
lim(𝑓 ∘ 𝛼𝑛) = 𝑓(𝛽(𝑛)) ∈ 𝑉 , мы можем считать, что im(𝑓 ∘ 𝛼𝑛) ⊂ 𝑉 . Стало быть, 𝑓 [𝐴] ⊂ 𝑉 ,
где 𝐴 =

⋃︀
𝑛∈N im 𝛼𝑛. Из im 𝛽 ⊂ cl 𝐴 следует 𝑥 ∈ cl 𝐴. Поскольку 𝑋 – пространство Фре-

ше, имеем 𝛼 → 𝑥 для некоторой 𝛼 ∈ 𝒮𝐴 ⊂ 𝒮𝐷. Тогда lim(𝑓 ∘ 𝛼) = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 , в то время как
im(𝑓 ∘ 𝛼) ⊂ 𝑓 [𝐴] ⊂ 𝑉 .

Следующие примеры показывают, что условия теоремы 2 нельзя ослабить, потребовав
от 𝑋 лишь секвенциальность (даже в случае 𝑌 = {0, 1}) или заменив регулярность 𝑌
хаусдорфовостью (даже в случае, когда 𝑋 – метрическое пространство).

Пример 1. Рассмотрим предтопологию на R2 с “крестовидными” множествами

([𝑠− 𝜀, 𝑠 + 𝜀]× {𝑡}) ∪ ({𝑠} × [𝑡− 𝜀, 𝑡 + 𝜀]), 𝜀 > 0,

в роли базовых окрестностей точек (𝑠, 𝑡). Поскольку сходимость в этой предтопологии
однозначна, по теореме 1 она совпадает со сходимостью в подходящей секвенциальной
топологии 𝜏 на R2. Пусть 𝑋 = (R2, 𝜏). Положим

𝐷0 = {(𝑠, 𝑡) ∈ R2 : 𝑠 < 0}, 𝐷1 = {(𝑠, 𝑡) ∈ R2 : 0 < 𝑡 < 𝑠}, 𝐷 = 𝐷0 ∪𝐷1 ⊂ 𝑋.

Тогда функция 𝑓 : 𝐷 → {0, 1}, равная 0 на 𝐷0 и 1 на 𝐷1, сохраняет сходимость, но не
допускает непрерывного продолжения на cl 𝐷. (Отметим, что 𝐷, будучи открытым под-
множеством 𝑋, является секвенциальным пространством, причем cl 𝐷 = cl𝜎 𝐷.)

Пример 2. Пусть 𝑋 – классическое метрическое пространство R2, 𝐷 = R2 ∖ (R× {0}).
Обозначим через 𝑌 топологическое пространство с носителем R2, в котором базовыми
окрестностями точек 𝑦 ∈ 𝐷 являются обычные круги 𝐵(𝑦, 𝜀), 𝜀 > 0, а базовыми окрест-
ностями точек 𝑦 ∈ R × {0} служат множества вида 𝐵(𝑦, 𝜀) ∖ (R × {0}) ∪ {𝑦}, 𝜀 > 0. Тогда
тождественное вложение 𝑓 : 𝐷 → 𝑌 сохраняет сходимость, но не допускает непрерывного
продолжения на cl 𝐷 = 𝑋. (Отметим, что 𝑌 – хаусдорфово пространство, удовлетворяющее
первой аксиоме счетности. В частности, 𝑌 является пространством Фреше.)

Следующие два понятия введены в [6] (для случая метрических пространств). Функция
𝑓 : 𝑋 → 𝑌 секвенциально сходится, если

(∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(𝑓 ∘ 𝛼 ∈ 𝒞𝑌 ⇒ 𝛼 ∈ 𝒞𝑋).

Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 субсеквенциально сходится, если

(∀𝛼 ∈ 𝒮𝑋)(𝑓 ∘ 𝛼 ∈ 𝒞𝑌 ⇒ (∃𝛽 4 𝛼)(𝛽 ∈ 𝒞𝑋)).

Лемма 3. Если 𝑋 является 𝑇1-отделимым и функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 секвенциально схо-
дится, то 𝑓 инъективна и обратная функция 𝑓−1 : im 𝑓 → 𝑋 непрерывна.

Доказательство. Если 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 и 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2), то 𝑓 ∘mix(𝑥∧1 , 𝑥∧2 ) = 𝑓(𝑥1)
∧ ∈ 𝒞𝑌 ,

откуда mix(𝑥∧1 , 𝑥∧2 ) ∈ 𝒞𝑋 и поэтому 𝑥1 = 𝑥2. Непрерывность 𝑓−1 вытекает из леммы 2.
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Следствие 1. Пусть 𝑋 – регулярное однозначное секвенциальное пространство, 𝑌 –
пространство Фреше. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 секвенциально сходится тогда и только тогда,
когда 𝑓 инъективна и обратная функция 𝑓−1 : im 𝑓 →𝑋 допускает продолжение до непре-
рывной функции 𝑓−1 : cl im 𝑓 → 𝑋 . В частности, если образ 𝑓 замкнут, то секвенциаль-
ная сходимость 𝑓 равносильна существованию и непрерывности 𝑓−1 .

Teopeма 3. Пусть 𝑋 – 𝑇1-отделимое, а 𝑌 – однозначное секвенциальные простран-
ства. Следующие свойства функции 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 попарно равносильны:

(a) 𝑓 непрерывна и секвенциально сходится;

(b) 𝑓 непрерывна, инъективна и субсеквенциально сходится;

(c) 𝑓 является гомеоморфизмом 𝑋 на замкнутое подпространство im 𝑓 ⊂ 𝑌 .

Доказательство. Импликация (c) ⇒ (b) очевидна.

(b) ⇒ (a). Пусть 𝛼 ∈ 𝒮𝑋 и 𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑦 ∈ 𝑌 . Покажем, что 𝛼 ∈ 𝒞𝑋 . Благодаря субсеквен-
циальной сходимости 𝑓 найдутся такие 𝛽0 4 𝛼 и 𝑥 ∈ 𝑋, что 𝛽0 → 𝑥. Поскольку 𝑓 ∘ 𝛽0 4
𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑦, имеем 𝑓 ∘ 𝛽0 → 𝑦, а значит, 𝑦 = 𝑓(𝑥) в силу непрерывности 𝑓 и однозначно-
сти 𝑌 . Намереваясь установить соотношение 𝛼

*−→ 𝑥, рассмотрим 𝛽 4 𝛼 и покажем, что
(∃ 𝛾 4 𝛽)(𝛾 → 𝑥). Заметим, что 𝑓 ∘ 𝛽 → 𝑦, поскольку 𝑓 ∘ 𝛽 4 𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑦. Вновь используя
субсеквенциальную сходимость 𝑓 , рассмотрим такие 𝛾 4 𝛽 и 𝑥′ ∈ 𝑋, что 𝛾 → 𝑥′. Благода-
ря непрерывности 𝑓 имеем 𝑓 ∘ 𝛾 → 𝑓(𝑥′). С другой стороны, из 𝑓 ∘ 𝛾 4 𝑓 ∘ 𝛽 → 𝑦 вытекает
𝑓 ∘ 𝛾 → 𝑦 = 𝑓(𝑥). Однозначность 𝑌 позволяет заключить, что 𝑓(𝑥′) = 𝑓(𝑥), откуда 𝑥′ = 𝑥
в силу инъективности 𝑓 и поэтому 𝛾 → 𝑥.

(a) ⇒ (c). С учетом 𝑇1-отделимости 𝑋 и леммы 3 остается показать замкнутость im 𝑓 .
Итак, пусть 𝛽 ∈ 𝒮im 𝑓 и 𝛽 → 𝑦 ∈ 𝑌 . Положим 𝛼 = 𝑓−1 ∘ 𝛽. Поскольку 𝑓 ∘ 𝛼 = 𝛽 ∈ 𝒞𝑌 , в силу
секвенциальной сходимости 𝑓 мы имеем 𝛼 → 𝑥 ∈ 𝑋, а значит, 𝛽 = 𝑓 ∘ 𝛼 → 𝑓(𝑥) благодаря
непрерывности 𝑓 . Из однозначности 𝑌 следует 𝑦 = 𝑓(𝑥) и тем самым 𝑦 ∈ im 𝑓 .

Отметим существенность условий отделимости в последней теореме. Действительно,
рассмотрим 𝑋 = {0} ∪N с топологией {∅, {0}, {0} ∪N} и 𝑌 = N с топологией {∅, N}. Тогда
𝑌 – замкнутое подпространство 𝑋, функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , определенная формулой 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1, является секвенциально сходящейся непрерывной биекцией, в то время как обратная
функция 𝑓−1 : 𝑌 → 𝑋 разрывна в точке 1.

Приведенные выше факты позволяют получить простые доказательства для некоторых
теорем о 𝑇 -сжимающих отображениях и им подобных. В качестве примера рассмотрим
следующий результат, установленный в [6].

Teopeма 4 [6]. Пусть (𝑋, 𝑑) – полное метрическое пространство, пусть функция
𝑇 : 𝑋 → 𝑋 непрерывна, инъективна и субсеквенциально сходится и пусть непрерывное
отображение 𝑆 : 𝑋 → 𝑋 является 𝑇 -сжимающим, т.е. удовлетворяет условию

(∃𝐶 ∈]0, 1[ )(∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) 𝑑(𝑇𝑆𝑥, 𝑇𝑆𝑦) 6 𝐶 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦).

Тогда 𝑆 имеет единственную неподвижную точку. Если, кроме того, 𝑇 секвенциаль-
но сходится, то для любой точки 𝑥0 ∈ 𝑋 последовательность итераций 𝑆𝑛𝑥0 сходится
к неподвижной точке отображения 𝑆 .

Доказательство. Согласно теореме 3 функция 𝑇 является гомеоморфизмом 𝑋 на
замкнутое (и поэтому полное) подпространство im 𝑇 ⊂ 𝑋. Следовательно, функция 𝑑𝑇 :
𝑋2 → R, определенная формулой 𝑑𝑇 (𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦), представляет собой метрику на 𝑋,
относительно которой отображение 𝑆 является сжимающим, причем пространство (𝑋, 𝑑𝑇 )
полно и сходимость по 𝑑𝑇 совпадает со сходимостью по 𝑑. Для завершения доказательства
теоремы 4 остается сослаться на принцип Банаха о сжимающем отображении. (Заметим
также, что в формулировке теоремы 4 оказываются излишними требование непрерывно-
сти 𝑆 и дополнительное предположение о секвенциальной сходимости 𝑇 .)
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Аналогичные соображения применимы к основным результатам работ [7]–[33], каждый
из которых представляет собой обобщение какого-либо ранее известного факта, полученное
заменой расстояния 𝑑(𝑥, 𝑦) выражением 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦), где 𝑇 – (суб)секвенциально сходящаяся
инъекция.
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