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Ïîä êëèíîì áóäåì ïîíèìàòü íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî K âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (çäåñü è äàëåå âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûìè), óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (∀α > 0)(αK ⊂ K). Êëèí K áóäåì íàçûâàòü êîíóñîì, åñëè
K ∩ (−K) = {0}. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â ëþáîì (ïðåä)óïîðÿäî÷åííîì âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (X,6) ìíîæåñòâî {x ∈ X : x > 0} ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì (êëèíîì). Íàîáîðîò, åñëè â
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ôèêñèðîâàí íåêîòîðûé êîíóñ (êëèí) K, òî ïîðÿäîê 6K , îïðå-
äåëåííûé ïðàâèëîì x 6K y ⇔ y−x ∈ K, ïðåâðàùàåò X â (ïðåä)óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî.
(Ïðåä)óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (X,6) íàçûâàþò àðõèìåäîâûì, åñëè äëÿ

ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X (y > 0) èç óñëîâèÿ (∀n ∈ N)(x 6 1
n
y) ñëåäóåò, ÷òî x 6 0. Êîíóñ

(êëèí) K â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàþò àðõèìåäîâûì, åñëè àðõèìåäîâî ñîîòâåò-
ñòâóþùåå (ïðåä)óïîðÿäî÷åíîå ïðîñòðàíñòâî (X,6K). Îáîáùàÿ ïîíÿòèå àðõèìåäîâà êëèíà,
íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî C ⊂ X àðõèìåäîâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåí-
òîâ x, y ∈ X óñëîâèå (∀n ∈ N)(x + 1

n
y ∈ C) âëå÷åò x ∈ C. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ

êëèíüåâ ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ïðèâåäåííîìó âûøå.
Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ îá àðõèìåäîâûõ êîíóñàõ ìîæíî ïî÷åðïíóòü èç [1].
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå áîëåå ïîëíî ðàñêðûâàåò ïîíÿòèå àðõèìåäîâà ìíîæåñòâà.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, C ⊂ X � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) C àðõèìåäîâî;
(b) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X óñëîâèå (∃ ε > 0)(x+]0, ε]y ⊂ C) âëå÷åò x ∈ C;
(c) ìíîæåñòâî X \ C ñîâïàäàåò ñî ñâîåé àëãåáðàè÷åñêîé âíóòðåííîñòüþ;
(d) ïåðåñå÷åíèå C ñ ëþáîé ïðÿìîé çàìêíóòî;
(e) ïåðåñå÷åíèå C ñ ëþáûì êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X çàìêíóòî.

Îòìåòèì, ÷òî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòîå â êàêîé-ëèáî âåêòîðíîé
òîïîëîãèè, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ àðõèìåäîâûì. ×òîáû äàòü åùå îäíî îïèñàíèå ïîíÿòèÿ
àðõèìåäîâà ìíîæåñòâà, ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî áóäåì íàçûâàòü ñåêâåíöèàëüíî òîòàëüíûì, åñëè âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíà-
ëû íà íåì ñåêâåíöèàëüíî íåïðåðûâíû.

Ëåììà. Ïóñòü X � ñåêâåíöèàëüíî òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, C ⊂ X � âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî. Òîãäà àðõèìåäîâîñòü C ýêâèâàëåíòíà ñåêâåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòè C.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà òîïîëîãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ñîäåðæàùèõ íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå íà ïóòè ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è, à òàêæå åå âàðèàöèé (â ôîðìóëèðîâêå âî-
ïðîñà êîíóñû ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà êëèíüÿ, à îòñóòñòâèå çàìêíóòîñòè � íà îòñóòñòâèå
ñåêâåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòè). Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå
àðõèìåäîâû êëèíüÿ (áîëåå òîãî, âñå àðõèìåäîâû âûïóêëûå ìíîæåñòâà) çàìêíóòû.
Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ àðõèìåäîâûõ êîíóñîâ ëèáî êëèíüåâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñåêâåí-

öèàëüíî çàìêíóòûìè, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî.

Ëåììà. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

(a) X ñåêâåíöèàëüíî òîòàëüíî;
(b) ëþáîé àðõèìåäîâ êëèí â X ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóò;
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(c) ëþáîé àðõèìåäîâ êîíóñ â X ñåêâåíöèàëüíî çàìêíóò.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ðåøåíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà òîïîëîãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
íåñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè.

Òåîðåìà. Ëþáîå ëîêàëüíî âûïóêëîå ïðîñòðàíñòâî íåñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ñîäåðæèò

íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè íà äàííûé ìîìåíò óäàëîñü ïîëó÷èòü ëèøü êðè-
òåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåçàìêíóòîãî àðõèìåäîâà êëèíà.

Òåîðåìà. Òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ñîäåðæèò íåçà-

ìêíóòûé àðõèìåäîâ êëèí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì åñòü ðàçðûâíûé ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïîìîãàþò ¾î÷åðòèòü¿ ãðàíèöû êëàññà ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé ðàç-
ìåðíîñòè, ñîäåðæàùèõ íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû.

Òåîðåìà. Â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì íåçàìêíóòîå ëèíåé-

íî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòûé àðõèìåäîâ êîíóñ.

Òåîðåìà. Â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, íà êîòîðîì

âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íåïðåðûâíû, âñå àðõèìåäîâû âûïóêëûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â X íåçàìêíóòîãî àðõèìåäîâà êîíóñà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-

ñòâîâàíèå ðàçðûâíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà X.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â X íåçàìêíóòîãî àðõèìåäîâà êîíóñà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-

ñòâîâàíèå íåçàìêíóòîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà X.

Äâå ïðèâåäåííûõ ãèïîòåçû íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè: ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð òîïî-
ëîãè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè, â êîòîðîì âñå ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ìíîæåñòâà çàìêíóòû, íî íå âñå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íåïðåðûâíû.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â [2].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] C.D.Aliprantis, R.Tourky, Cones and Duality, Graduate Studies in Mathematics 84. Providence, RI:
American Mathematical Society (2007).

[2] ÃóòìàíÀ.Å., ÅìåëüÿíîâÝ.Þ., ÌàòþõèíÀ.Â. Íåçàìêíóòûå àðõèìåäîâû êîíóñû â ëîêàëüíî âûïóêëûõ
ïðîñòðàíñòâàõ // Âëàäèêàâêàçñêèé ìàò. æóðí. 2015. Ò. 17, âûï. 3. Ñ. 36-43.

Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, ïð. Àêàä. Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê,

630090, Ðîññèÿ; Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ïèðîãîâà, 2, Íîâîñèáèðñê,

630090, Ðîññèÿ

E-mail address: gutman@math.nsc.ru, anatoly.matyukhin@yandex.ru


	6-86
	Гутман-Матюхин


