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ФОРМАЛИЗАЦИЯ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ∗

Показано, как бинарные соответствия могут быть использованы для простой формализации поня-
тия задачи, определения основных компонентов задач, их свойств и конструкций (условие задачи, ее
данные и искомые, разрешимость и однозначная разрешимость задачи, обратная задача, композиция и
ограничение задач). Рассмотрены топологические задачи и связанные с ними понятия устойчивости и
корректности. Особое внимание уделено задачам с параметрами. В качестве иллюстрации рассмотрена
система дифференциальных уравнений, описывающая процесс химической кинетики, а также обрат-
ная к ней задача.
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1. Формализация понятия задачи

Определение 1. Задачей условимся называть любое соответствие между элементами двух
множеств, т. е. тройку 𝑃 = (𝐴,𝐵, 𝐶), где 𝐴 и 𝐵 — произвольные множества и 𝐶 ⊆ 𝐴 × 𝐵.
Множества 𝐴, 𝐵 и 𝐶 (т. е. область отправления, область прибытия и график соответствия 𝑃 )
обозначаются символамиDom𝑃 , Im𝑃 иGr 𝑃 и называются соответственно областью данных,
областью искомых и условием задачи 𝑃 . Включение (𝑎, 𝑏) ∈ Gr 𝑃 записывается в виде 𝑃 (𝑎, 𝑏)
и трактуется как условие, выражающее соответствие искомого 𝑏 данному 𝑎. Таким образом,
для задачи 𝑃 подразумевается следующее неформальное прочтение:

Для данных 𝑎 ∈ Dom𝑃 найти 𝑏 ∈ Im𝑃 , удовлетворяющие условию 𝑃 (𝑎, 𝑏).

Образ 𝑃 [𝑋] и прообраз 𝑃−1[𝑌 ] произвольных подмножеств 𝑋 ⊆ Dom𝑃 и 𝑌 ⊆ Im𝑃 относи-
тельно соответствия 𝑃 определяются традиционными формулами

𝑃 [𝑋] = {𝑏 ∈ Im𝑃 ∶ (∃ 𝑥 ∈ 𝑋) 𝑃 (𝑥, 𝑏)},

𝑃−1[𝑌 ] = {𝑎 ∈ Dom𝑃 ∶ (∃ 𝑦 ∈ 𝑌 ) 𝑃 (𝑎, 𝑦)}.

Определение 2. Решением задачи 𝑃 для данного 𝑎 ∈ Dom𝑃 называется любое искомое 𝑏 ∈
∈ Im𝑃 , удовлетворяющее условию 𝑃 (𝑎, 𝑏). Множество всех решений задачи 𝑃 для данного 𝑎
обозначается символом 𝑃 [𝑎]. Таким образом,

𝑃 [𝑎] = 𝑃 [{𝑎}] = {𝑏 ∈ Im𝑃 ∶ 𝑃 (𝑎, 𝑏)}, 𝑎 ∈ Dom𝑃 .

Задача 𝑃 называется разрешимой для 𝑎 ∈ Dom𝑃 , если 𝑃 [𝑎] ≠ ∅, т. е. для данного 𝑎 задача 𝑃
имеет хотя бы одно решение. Множество {𝑎 ∈ Dom𝑃 ∶ 𝑃 [𝑎] ≠ ∅} (т. е. область определе-
ния соответствия 𝑃 ) называется областью разрешимости задачи 𝑃 и обозначается символом
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dom𝑃 . В случае dom𝑃 = Dom𝑃 задачу 𝑃 называют разрешимой или, точнее, всюду разреши-
мой.

Определение 3. Говорят, что задача 𝑃 однозначно разрешима для 𝑎 ∈ Dom𝑃 , если для дан-
ного 𝑎 задача 𝑃 имеет единственное решение, т. е. 𝑃 [𝑎] = {𝑏} для некоторого 𝑏 ∈ Im𝑃 . Со-
ответствующее решение 𝑏 условимся обозначать через 𝑃 s(𝑎). Таким образом, если задача 𝑃
однозначно разрешима для 𝑎, то

𝑃 [𝑎] = {𝑃 s(𝑎)}.

Множество dom𝑃 s, состоящее из всех данных 𝑎 ∈ Dom𝑃 , для которых задача 𝑃 однозначно
разрешима, называется областью однозначной разрешимости задачи 𝑃 , а функция

𝑃 s ∶ dom𝑃 s → Im𝑃 ,

сопоставляющая с каждым элементом 𝑎 ∈ dom𝑃 s соответствующее решение 𝑃 s(𝑎), называ-
ется функцией решения задачи 𝑃 . Очевидно, dom𝑃 s ⊆ dom𝑃 ⊆ Dom𝑃 . Говорят, что задача
𝑃 однозначно разрешима на множестве 𝐷 ⊆ Dom𝑃 , если 𝐷 ⊆ dom𝑃 s. Задачу 𝑃 называ-
ют однозначно разрешимой или, точнее, всюду однозначно разрешимой, если она однозначно
разрешима на Dom𝑃 , т. е. dom𝑃 s = Dom𝑃 . В этом случае соответствие 𝑃 является всюду
определенной функцией и тем самым совпадает с 𝑃 s.

Определение 4. Обратной задачей по отношению к задаче 𝑃 называется обратное соответ-
ствие

𝑃−1 ∶=
(
Im𝑃 ,Dom𝑃 , (Gr 𝑃 )−1

)
, где (Gr 𝑃 )−1 = {(𝑏, 𝑎) ∶ (𝑎, 𝑏) ∈ Gr 𝑃 }.

Определение 5. Композицией задач 𝑃 и 𝑄 называется их композиция как соответствий, ко-
торая представляет собой задачу 𝑄◦𝑃 ∶= (Dom𝑃 , Im𝑄,Gr𝑄◦Gr 𝑃 ) с условием

Gr𝑄◦Gr 𝑃 =
{
(𝑎, 𝑐) ∈ Dom𝑃 × Im𝑄 ∶ (∃ 𝑏 ∈ Im𝑃 ∩ Dom𝑄) 𝑃 (𝑎, 𝑏) & 𝑄(𝑏, 𝑐)

}
.

Композиция 𝑄◦𝑃 обычно рассматривается в случае Im𝑃 = Dom𝑄.

Определение 6. Ограничением или сужением задачи 𝑃 на подмножества 𝐴 ⊆ Dom𝑃 и 𝐵 ⊆
⊆ Im𝑃 называется задача 𝑃 |||𝐵𝐴 ∶=

(
𝐴,𝐵,Gr 𝑃 ∩ (𝐴 × 𝐵)

)
. Частными случаями ограничений

служат 𝑃 |𝐴 ∶= 𝑃 |||Im𝑃

𝐴
и 𝑃 |𝐵 ∶= 𝑃 |||𝐵Dom𝑃

.
Ограничение задачи можно определить посредством композиции с соответствующими за-

дачами вложения и сужения. Для любых множеств𝑋 и 𝑌 рассмотрим задачу Id𝑌𝑋 ∶= (𝑋, 𝑌 , 𝐼𝑌𝑋),
где

𝐼𝑌𝑋 = {(𝑧, 𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝑋 ∩ 𝑌 } = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 ∶ 𝑥 = 𝑦}.

Тогда для произвольной задачи 𝑃 и любых подмножеств 𝐴 ⊆ Dom𝑃 и 𝐵 ⊆ Im𝑃 справедливы
равенства

𝑃 |𝐴 = 𝑃◦IdDom𝑃
𝐴 , 𝑃 |𝐵 = Id𝐵Im𝑃◦𝑃 , 𝑃 |||𝐵𝐴 = Id𝐵Im𝑃◦𝑃◦Id

Dom𝑃
𝐴 .

Определение 7. Под изоморфизмом между задачами 𝑃 и 𝑄 понимается такая пара (𝑓, 𝑔) би-
ективных отображений 𝑓 ∶ Dom𝑃 → Dom𝑄, 𝑔∶ Im𝑃 → Im𝑄, что

Gr𝑄 =
{(

𝑓 (𝑎), 𝑔(𝑏)
)
∶ (𝑎, 𝑏) ∈ Gr 𝑃

}
.

Задачи называются изоморфными, если между ними существует изоморфизм.
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Определение 8. Задачу𝑃 условимся называтьтопологической, если ее область данныхDom𝑃
и область искомых Im𝑃 снабжены какими-либо топологиями, т. е. являются топологическими
пространствами. Изоморфизм (𝑓, 𝑔) между топологическими задачами называется топологи-
ческим изоморфизмом, если каждое из отображений 𝑓 и 𝑔 является топологическим изомор-
физмом (т. е. гомеоморфизмом).

Все вводимые здесь понятия, связанные с топологией и непрерывностью, имеют есте-
ственные аналоги для случая равномерности и равномерной непрерывности. (Примером рав-
номерного пространства служит любое метрическое и, в частности, нормированное простран-
ство.) Мы не будем приводить соответствующие уточнения, считая их достаточно очевид-
ными.

Определение 9. Топологическая задача 𝑃 называется устойчивой в точке 𝑎 ∈ dom𝑃 , если
соответствие 𝑃 полунепрерывно сверху в этой точке, т. е. для любой окрестности 𝑉 множе-
ства 𝑃 [𝑎] в Im𝑃 прообраз 𝑃−1[𝑉 ] является окрестностью точки 𝑎 в dom𝑃 . Говорят, что зада-
ча 𝑃 устойчива на множестве 𝐷 ⊆ dom𝑃 , если 𝑃 устойчива в каждой точке 𝑎 ∈ 𝐷. Задачу
𝑃 называют устойчивой или, точнее, всюду устойчивой, если 𝑃 устойчива на dom𝑃 .

В случае, когда 𝑎 является внутренней точкой dom𝑃 s относительно dom𝑃 (т. е. существу-
ет такое открытое множество 𝐺 ⊆ Dom𝑃 , что 𝑎 ∈ 𝐺 ∩ dom𝑃 ⊆ dom𝑃 s), устойчивость
задачи 𝑃 в 𝑎 равносильна непрерывности функции 𝑃 s в 𝑎. Аналогично, если множество 𝐷
лежит во внутренности dom𝑃 s относительно dom𝑃 (т. е. существует такое открытое множе-
ство 𝐺 ⊆ Dom𝑃 , что 𝐷 ⊆ 𝐺 ∩ dom𝑃 ⊆ dom𝑃 s), то устойчивость задачи 𝑃 на 𝐷 равносильна
непрерывности функции 𝑃 s на 𝐷. В частности, устойчивость однозначно разрешимой задачи
равносильна ее непрерывности.

Определение 10. Топологическая задача 𝑃 называется корректной (или, точнее, локально
корректной) в точке 𝑎 ∈ Dom𝑃 , если 𝑎 является внутренней точкой dom𝑃 s и задача 𝑃 устой-
чива в точке 𝑎. Иными словами, задача корректна в точке 𝑎, если при данных, достаточно
близких к 𝑎, она имеет единственное решение, причем непрерывно зависящее от данных при
стремлении к 𝑎. Говорят, что задача 𝑃 корректна (или, точнее, условно корректна) на множе-
стве 𝐷 ⊆ Dom𝑃 , если 𝑃 корректна в каждой точке 𝑎 ∈ 𝐷. Задачу 𝑃 называют корректной,
если 𝑃 корректна на Dom𝑃 . Таким образом, корректность задачи означает ее однозначную
разрешимость и устойчивость (или, что то же самое, непрерывность).

Определение 11. Под семейством (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 традиционно понимается определенная на 𝐼 функ-
ция, а запись 𝑣𝑖 символизирует значение этой функции в точке 𝑖 ∈ 𝐼 . Для произвольного се-
мейства (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼 символом

∏
𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 обозначается соответствующее декартово произведение —

совокупность всех таких семейств (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 , что 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖 для каждого индекса 𝑖 ∈ 𝐼 . Для любых
π∶ 𝑋 →

∏
𝑖∈𝐼 𝑉𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 и 𝐽 ⊆ 𝐼 вводятся в рассмотрение функции π𝑖 ∶ 𝑋 → 𝑉𝑖 и π𝐽 ∶ 𝑋 →

→
∏

𝑗∈𝐽 𝑉𝑗 , действующие согласно формулам π𝑖(𝑥) ∶= π(𝑥)𝑖 ∈ 𝑉𝑖 и π𝐽 (𝑥) ∶= π(𝑥)|𝐽 ∈
∏

𝑗∈𝐽 𝑉𝑗
для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Определение 12. Параметризацией множества𝑋 называется любое инъективное отображе-
ние π, определенное на Domπ ∶= domπ = 𝑋 и действующее в декартово произведение
Im π ∶=

∏
𝑖∈𝐼 𝑉𝑖 какого-либо семейства (𝑉𝑖)𝑖∈𝐼 . При этом 𝐼 называется множеством парамет-

ров и обозначается символом Par π, элементы 𝑖 ∈ Par π именуются параметрами, множество
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Im π𝑖 ∶= 𝑉𝑖 называется областью значений параметра 𝑖, а элемент π𝑖(𝑥) ∈ Im π𝑖 — значени-
ем параметра 𝑖 для объекта 𝑥 ∈ 𝑋. Произведение

∏
𝑗∈𝐽 𝑉𝑗 называется областью значений

набора параметров 𝐽 ⊆ Par π и обозначается Im π𝐽 .
Отметим, что область значений Im π𝑖 параметра 𝑖 не обязана совпадать с совокупностью

im π𝑖 = π𝑖[𝑋] всевозможных значений этого параметра, т. е. включение im π𝑖 ⊆ Im π𝑖 может
быть строгим. В случае равенства im π𝑖 = Imπ𝑖 область значений параметра 𝑖 называется точ-
ной.

Множество, снабженное какой-либо параметризацией, называется параметризованным
множеством. При этом параметризация множества 𝑋 по умолчанию обозначается символом
π или, если необходимо уточнение, символом π𝑋 .

Определение 13. Рассматривая параметризацию π топологического пространства 𝑋, естест-
венно снабжать множество Im π𝐽 , где 𝐽 ⊆ Par π, образом топологии 𝑋 относительно π𝐽 , т. е.
считать открытыми те подмножества𝑈 ⊆ Im π𝐽 , прообраз π−1𝐽 [𝑈 ] которых открыт в𝑋. В этом
случае π оказывается непрерывным отображением𝑋 в Im π, а также топологическим изомор-
физмом между 𝑋 и im π.

Области Im π𝑖 значений параметров 𝑖 ∈ Par π обычно имеют собственные естественные то-
пологии, относительно которых отображения π𝑖 непрерывны. В противном случае Im π𝑖 можно
снабдить образом топологии𝑋 относительно π𝑖 или топологией, индуцированной из Im π, в ко-
торой открытыми подмножествами Im π𝑖 служат множества вида {𝑢𝑖 ∶ 𝑢 ∈ 𝑈}, где 𝑈 открыто
в Im π.

Области значений параметров часто являются банаховыми пространствами. В этом случае
параметризованные топологические пространства во многом аналогичны банаховым рассло-
ениям (см., например, [1]), где область определения 𝐼 расслоения 𝑉 играет роль множества
параметров, а слой 𝑉 (𝑖) служит областью значений параметра 𝑖 ∈ 𝐼 .

Определение 14. Задачу 𝑃 условимся называть параметризованной (или задачей с парамет-
рами), если ее область данныхDom𝑃 и область искомых Im𝑃 являются параметризованными
множествами. Любую задачу можно считать параметризованной, если условиться снабжать
не параметризованные области𝑋 тривиальными параметризациями с единственным парамет-
ром: π1(𝑥) = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Как легко видеть, пара (π𝐴, π𝐵) представляет собой изоморфизм между параметризованной
задачей (𝐴,𝐵, 𝐶) и задачей (𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′), где 𝐴′ = imπ𝐴, 𝐵′ = imπ𝐵 и 𝐶 ′ =

{(
π𝐴(𝑎), π𝐵(𝑏)

)
∶

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶
}
. Если, кроме того, задача (𝐴,𝐵, 𝐶) топологическая, то таковыми являются задача

(𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′) и изоморфизм (π𝐴, π𝐵).

Определение 15. Пусть π — параметризация множества 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝐽 ⊆ Par π, 𝐽 ′ ∶= Par π∖𝐽 .
Символом Res𝑎𝐽 (𝐴) обозначается задача (Im π𝐽 , 𝐴, 𝑅𝑎

𝐽 ), где

𝑅𝑎
𝐽 = {(𝑣, 𝑏) ∶ 𝑣 ∈ Imπ𝐽 , 𝑏 ∈ 𝐴, π𝐽 (𝑏) = 𝑣, π𝐽 ′(𝑏) = π𝐽 ′(𝑎)},

т. е. задача восстановления элемента 𝐴 по данным значениям параметров 𝐽 при фиксирован-
ных значениях остальных параметров. В случае 𝐽 = {𝑖} вместо Res𝑎{𝑖}(𝐴) условимся писать
Res𝑎𝑖 (𝐴).
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В силу инъективности параметризации π задача Res𝑎𝐽 (𝐴) однозначно разрешима на множе-
стве

domRes𝑎𝐽 (𝐴) = {π𝐽 ′(𝑏) ∶ 𝑏 ∈ 𝐴, π𝐽 ′(𝑏) = π𝐽 ′(𝑎)},

и ее решение для любого 𝑣 ∈ domRes𝑎𝐽 (𝐴) определяется формулой

Res𝑎𝐽 (𝐴)
s(𝑣) = π−1

(
𝑣 ⊗ π𝐽 ′(𝑎)

)
, где

(
𝑣 ⊗ 𝑤

)
𝑖 =

{
𝑣𝑖, если 𝑖 ∈ 𝐽 ;
𝑤𝑖, если 𝑖 ∉ 𝐽 .

Определение 16. Пусть π — параметризация топологического пространства 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝐽 ⊆
⊆ Par π. Говорят, что набор параметров 𝐽 локально свободен в точке 𝑎, если область разре-
шимости domRes𝑎𝐽 (𝐴) задачи Res𝑎𝐽 (𝐴) является окрестностью точки π𝐽 (𝑎) в топологическом
пространстве Im π𝐽 . Таким образом, для локально свободного набора параметров реализуе-
мы любые достаточно малые изменения значений при фиксированных значениях остальных
параметров. Параметр 𝑖 называется локально свободным в точке 𝑎, если таковым является на-
бор {𝑖}.

Определение 17. Пусть 𝑃 — параметризованная топологическая задача, 𝑎 ∈ dom𝑃 , 𝐽 ⊆
⊆ Par π, где π ∶= πdom𝑃 . Задача 𝑃 называется устойчивой в точке 𝑎 относительно 𝐽 , ес-
ли задача 𝑃◦Res𝑎𝐽 (dom𝑃 ) устойчива в точке π𝐽 (𝑎). Устойчивость задачи в 𝑎 относительно 𝐽
обычно рассматривается в случае, когда набор параметров 𝐽 локально свободен в точке 𝑎.

Говорят, что задача 𝑃 устойчива на множестве 𝐷 ⊆ dom𝑃 относительно 𝐽 , если 𝑃
устойчива в каждой точке 𝑎 ∈ 𝐷 относительно 𝐽 . Задачу 𝑃 называют устойчивой относи-
тельно 𝐽 , если 𝑃 устойчива на dom𝑃 относительно 𝐽 . В случае 𝐽 = {𝑖} говорят об устойчи-
вости относительно параметра 𝑖.

При рассмотрении естественной топологии на im π𝐽 в случае, когда 𝑎 является внутренней
точкой dom𝑃 s относительно dom𝑃 , устойчивость однозначно разрешимой задачи 𝑃 в точке
𝑎 относительно 𝐽 равносильна непрерывности в точке 𝑎 функции

𝑣 ∈ π𝐽 [dom𝑅] → 𝑃 s(𝑅s(𝑣)
)
, где 𝑅 ∶= Res𝑎𝐽 (Dom𝑃 ).

Последнее, в свою очередь, означает непрерывную зависимость решения 𝑃 s(𝑏) от значений
π𝐽 (𝑏) параметров 𝐽 при стремлении π𝐽 (𝑏) к π𝐽 (𝑎) с соблюдением равенства π𝐽 ′(𝑏) = π𝐽 ′(𝑎).

Определение 18. Пусть 𝑃 — параметризованная топологическая задача, 𝑖 ∈ Par π. О задаче
𝑃 говорят как о «задаче с малым параметром 𝑖», если Im π𝑖 ⊆ ℝ, число 0 является предельной
точкой Im π𝑖, и рассматривается вопрос о каком-либо асимптотическом аспекте задачи 𝑃 при
значениях параметра 𝑖, близких к 0, — например, об устойчивости 𝑃 относительно 𝑖 в точке
𝑎, удовлетворяющей условию π𝑖(𝑎) = 0.

2. Пример из химической кинетики

В качестве иллюстрации мы рассмотрим сингулярно возмущенную систему обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, возникающую при моделировании процессов химической
кинетики и горения (см., например, [2; 3]).

Пусть 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 0 < ε0 ∈ ℝ, 𝑋 ∶= ℝ𝑚, 𝑌 — область в ℝ𝑛, 𝑇 ∶= ℝ, 𝐸 ∶= {ε ∈ ℝ ∶ 0 ⩽ ε ⩽
⩽ ε0}, 𝐹 ∶= 𝐶(𝑋 × 𝑌 × 𝑇 × 𝐸, ℝ𝑚), 𝐺 ∶= 𝐶(𝑋 × 𝑌 × 𝑇 × 𝐸, ℝ𝑛).
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Рассмотрим задачу 𝑃 с областью данных Dom𝑃 = 𝐹 × 𝐺 × 𝐸, областью искомых Im𝑃 =
= 𝐶1(𝑇 ,𝑋) × 𝐶1(𝑇 , 𝑌 ) и условием

𝑃
(
(𝑓, 𝑔, ε), (𝑥, 𝑦)

)
⇔

{
𝑥̇(𝑡) = 𝑓

(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡, ε

)
,

ε 𝑦̇(𝑡) = 𝑔
(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡, ε

) для всех 𝑡 ∈ 𝑇 ,

где 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺, ε ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ 𝐶1(𝑇 ,𝑋), 𝑦 ∈ 𝐶1(𝑇 , 𝑌 ). Рассмотрим также вспомогательную
задачу 𝑃0 с областью данных Dom𝑃0 = 𝐺, областью искомых Im𝑃0 = 𝐻 ∶= 𝑌 𝑋×𝑇 и условием

𝑃0(𝑔, ℎ) ⇔ 𝑔
(
𝑥, ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑡, 0

)
= 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 𝑇 .

Следующее утверждение установлено в [4].

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑔 ∈ 𝐺 и ℎ0 ∈ 𝐻 удовлетворяют следующим условиям:
a) существует такое число ρ > 0, что

{ℎ0} = 𝑃0[𝑔] ∩
{
ℎ ∈ 𝐻 ∶ |ℎ(𝑥, 𝑡) − ℎ0(𝑥, 𝑡)| < ρ для всех 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 𝑇

}
;

b) функции 𝑓 |Ω, 𝑔|Ω и ℎ0 равномерно непрерывны и ограничены вместе с частными про-
изводными по всем переменным до порядка 2 включительно, где

Ω ∶= {(𝑥, 𝑦, 𝑡, ε) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝑇 × 𝐸 ∶ |𝑦 − ℎ0(𝑥, 𝑡)| < ρ};

c) sup
{
Re λ𝑖(𝑥, 𝑡) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑖 = 1,… , 𝑛

}
< 0, где λ𝑖(𝑥, 𝑡) — собственные числа

матрицы ∂𝑔
∂𝑦

(
𝑥(𝑡), ℎ0(𝑥, 𝑡), 𝑡, 0

)
.

Тогда существует такое число 0 < ε1 < ε0, что для любых 0 < ε ⩽ ε1 задача 𝑃 для данных
(𝑓, 𝑔, ε) имеет интегральное многообразие вида

𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑋 × 𝑌 × 𝑇 ∶ 𝑦 = ℎε(𝑥, 𝑡)}, где ℎε ∈ 𝐻,

движение по которому описывается уравнением

𝑥̇(𝑡) = 𝑓
(
𝑥(𝑡), ℎε

(
𝑥(𝑡), 𝑡

)
, 𝑡, ε

)
. (1)

Многообразие 𝑆 является интегральным в том смысле, что для любого решения (𝑥, 𝑦) ∈
∈ 𝑃 [(𝑓, 𝑔, ε)] включение

(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡

)
∈ 𝑆 для какой-либо точки 𝑡 ∈ 𝑇 влечет это включение

для всех 𝑡 ∈ 𝑇 . Если 𝑥 — решение уравнения (1), то пара (𝑥, 𝑦), где 𝑦(𝑡) = ℎε(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ,
является решением задачи 𝑃 для данных (𝑓, 𝑔, ε).

В основе решения задачи 𝑃 лежит метод интегральных многообразий, который является
удобным аппаратом исследования многомерных сингулярно возмущенных систем дифферен-
циальных уравнений, позволяющим понижать размерность систем (см. [4–6]). Задача 𝑃 имеет
естественную параметризацию (см. определение 12), где «ε» играет роль «малого параметра»
(см. определение 18), что приводит к разделению системы на «медленную» и «быструю» под-
системы: 𝑥̇(𝑡) = 𝑓

(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡, ε

)
и ε 𝑦̇(𝑡) = 𝑔

(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡, ε

)
. Нахождение решения задачи 𝑃 в

определенном смысле сводится к решению так называемой вырожденной системы, которая
получается из исходной, если параметр ε формально положить равным нулю. Это обстоятель-
ство следует из работ А.Н. Тихонова (см., например, [7]), в которых установлены факты о
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предельном переходе к решению вырожденной задачи при стремлении малого параметра к
нулю.

Задача, обратная к 𝑃 (см. определение 4), состоит в нахождении неизвестных правых ча-
стей системы дифференциальных уравнений по некоторым данным о решении прямой задачи
𝑃 . Имея в виду тесную связь исходной задачи с вырожденной системой, мы рассмотрим случай
ε = 0, дополнительно предполагая, что «медленная поверхность», определяемая уравнением
𝑔
(
𝑥, 𝑦, 𝑡, 0

)
= 0, состоит из одного листа (относительно зависимости 𝑦 от 𝑥). Поскольку правые

части уравнений, возникающих в задачах химической кинетики, часто оказываются многочле-
нами, соответствующее ограничение на вид функций 𝑓 не является обременительным.

Итак, в целях демонстрации рассмотрим частный случай задачи 𝑃 , в котором 𝑚 = 𝑛 = 1,
𝐸 = {0}, функции 𝑓 ∈ 𝐹 являются многочленами первой степени, а 𝑔 ∈ 𝐺 удовлетворяет
условиям теоремы о неявной функции, благодаря чему уравнение

𝑔
(
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑡, 0

)
= 0

можно заменить эквивалентным уравнением вида 𝑦(𝑡) = ℎ
(
𝑥(𝑡), 𝑡

)
.

Пусть ℎ ∈ 𝐶1(ℝ2). Рассмотрим задачу 𝑄 с областью данных Dom𝑄 = ℝ3, областью иско-
мых Im𝑄 = 𝐶1(ℝ)2 и условием

𝑄
(
𝑓, (𝑥, 𝑦)

)
⇔

{
𝑥̇(𝑡) = 𝑓1 + 𝑓2𝑥(𝑡) + 𝑓3𝑦(𝑡),

𝑦(𝑡) = ℎ
(
𝑥(𝑡), 𝑡

) для всех 𝑡 ∈ ℝ,

где 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ ℝ3, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶1(ℝ).
Обратная к 𝑄 задача 𝑄−1, формально соответствующая определению 4 и имеющая пары

функций (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(ℝ)2 в качестве данных, очень проста и не практична. В роли данных более
адекватны конечные наборы значений функций или их производных, нежели всюду опреде-
ленные функции. Соответствующая корректировка обратной задачи реализуется посредством
композиции (см. определение 5) задачи 𝑄−1 и вспомогательной задачи 𝑅 с областью данных
Dom𝑅 = (ℝ3)3, областью искомых Im𝑅 = 𝐶1(ℝ)2 и условием

𝑅
(
(𝑡, α, β), (𝑥, 𝑦)

)
⇔

{
𝑥(𝑡1) = α1, 𝑥(𝑡2) = α2, 𝑥(𝑡3) = α3,

𝑥̇(𝑡1) = β1, 𝑥̇(𝑡2) = β2, 𝑥̇(𝑡3) = β3,

где 𝑡, α, β ∈ ℝ3, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶1(ℝ). По сравнению с формальной обратной задачей 𝑄−1 композиция
𝑄−1◦𝑅 более практична и представляет собой следующую задачу: по данным 𝑡, α, β ∈ ℝ3 найти
коэффициенты 𝑓 ∈ ℝ3, для которых существуют функции 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶1(ℝ), удовлетворяющие
условию {

𝑥(𝑡1) = α1, 𝑥(𝑡2) = α2, 𝑥(𝑡3) = α3, 𝑥̇(𝑡1) = β1, 𝑥̇(𝑡2) = β2, 𝑥̇(𝑡3) = β3,

𝑥̇(𝑡) = 𝑓1 + 𝑓2𝑥(𝑡) + 𝑓3𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡) = ℎ
(
𝑥(𝑡), 𝑡

)
для всех 𝑡 ∈ ℝ.

Следующий результат получен в [8].

Теорема 2. Если 𝑡, α ∈ ℝ3 удовлетворяют условию

Δ ∶=

||||||||
1 α1 ℎ(α1, 𝑡1)
1 α2 ℎ(α2, 𝑡2)
1 α3 ℎ(α3, 𝑡3)

|||||||| ≠ 0, (2)
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то при любых β ∈ ℝ3 задача 𝑄−1◦𝑅 однозначно разрешима для данных (𝑡, α, β) (см. опреде-
ление 3) и ее решение (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = (𝑄−1◦𝑅)s(𝑡, α, β) вычисляется по классическим формулам
Крамера 𝑓𝑖 = Δ𝑖∕Δ, где Δ𝑖 — определитель матрицы, полученной из матрицы (2) заменой 𝑖-го
столбца столбцом β = (β1, β2, β3).
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A. E. Gutman, L. I. Kononenko, “Formalization of Inverse Problems and Its Applications,” Sibe-
rian J. of Pure and Appl. Math., 17, No. 4. P. 49–56 (2017).

We show how binary correspondences can be used for simple formalization of the notion of prob-
lem, definition of the basic components of problems, their properties, and constructions (the condition
of a problem, its data and unknowns, solvability and unique solvability of a problem, inverse prob-
lem, composition and restriction of problems, etc.). We also consider topological problems and the
related notions of stability and correctness. Particular attention is paid to problems with parameters.
As an illustration, we consider a system of differential equations which describe a process in chemical
kinetics, as well as the inverse problem.
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We consider a loop of a chain thrown like a lasso on a fixed right circular cone. The system is
in the standard homogeneous gravity field. The axis of the cone is vertical. It is shown that under
certain vertex angles chain’s loop has an oblique equilibrium.
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