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I. �������� ��������

�. �. �ãâ¬ ­

�­­®â æ¨ï: �áá«¥¤ãîâáï ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë â¥®à¥â¨ª®-¬­®-
¦¥áâ¢¥­­®© á¨£­ âãàë. � §¢¨â  ¯¯ à â ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© á¨-
áâ¥¬ë. �à¨¢¥¤¥­ ä®à¬ «ì­ë© ¬¥å ­¨§¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¨
¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ª« áá®¢ ¢ ®æ¥­ª å ¨áâ¨­­®áâ¨ ä®à¬ã«. �áá«¥¤®¢ ­ë ¯à¥¤¨ª â¨¢-
­ë¥ ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¥ ª« ááë, ¤®¯ãáª îé¨¥ ª¢ ­â¨ä¨ª æ¨î. �¯¨á ­ë «®£¨ç¥áª¨¥
¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ®á­®¢­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå á¨áâ¥¬ | ¯à¨­æ¨¯ ¬¨
¯®¤ê¥¬ , ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ .

�«îç¥¢ë¥ á«®¢ : ¡ã«¥¢®§­ ç­ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ , â¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢, ¡ã-
«¥¢®§­ ç­ë©  ­ «¨§.

�à¨î �à¨£®àì¥¢¨çã �¥è¥â­ïªã

¢ á¢ï§¨ á ¥£® 90-«¥â¨¥¬

�â âìï ï¢«ï¥âáï ¯¥à¢®© ç áâìî à ¡®âë, ª®â®à ï ¯à®¤®«¦ ¥â, à §¢¨¢ ¥â ¨
§ ¬¥é ¥â ¯à¥¤¯à¨­ïâ®¥ ¢ [1] ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨-
áâ¥¬ â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­­®© á¨£­ âãàë.

� § 1 ãâ®ç­¥­ ä®à¬ «¨§¬, áâ®ïé¨© §  £¨¯®â¥§ ¬¨ ¨ § ª«îç¥­¨ï¬¨, ¯à¥¤-
áâ ¢«ïîé¨¬¨ á®¡®© ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ­ ¡®àë ä®à¬ã«. � § 2 ¯à¨¢¥¤¥­ë ®á­®¢­ë¥
á¢¥¤¥­¨ï, á¢ï§ ­­ë¥ á ¯®­ïâ¨¥¬ ¡ã«¥¢®§­ ç­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë. � § 3
¢¢¥¤¥­ ¨ à §¢¨â  ¯¯ à â ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© á¨áâ¥¬ë ¨ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤ê¥¬®¢,   â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­ ä®à¬ «ì­ë© ¬¥å ­¨§¬ ¨á¯®«ì§®¢ -
­¨ï ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ª« áá®¢ ¢ ®æ¥­ª å ¨áâ¨­­®áâ¨ ä®à-
¬ã«. � § 4 ¨§ãç¥­ë ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë¥ ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¥ ª« ááë, ¤®¯ãáª îé¨¥ ª¢ ­â¨-
ä¨ª æ¨î, ¨ í«¥¬¥­âë, à¥ «¨§ãîé¨¥ â ª¨¥ ª« ááë. � § 5 ¯à¥¤«®¦¥­  ¨­â¥à¯à¥-
â æ¨ï ¯à¨­æ¨¯  ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï ¢ â¥à¬¨­ å á®¥¤¨­¥­¨©  ­â¨æ¥¯¥© ç áâ¨ç­ëå
í«¥¬¥­â®¢. � § 6 ãáâ ­®¢«¥­  ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã æ¨ª«¨ç­®áâìî ¨ ¤®áâ¨¦¥­¨¥¬
¬ ªá¨¬ã¬  íªáâ¥­á¨®­ «ì­ë¬¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨.

�â®à ï ç áâì ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¡ã¤¥â ®¯ã¡«¨ª®¢ ­  ¢ ¢¨¤¥ ®â¤¥«ì­®© áâ âì¨
¨ ¯®á¢ïé¥­  ¯®­ïâ¨î ã­¨¢¥àáã¬  ­ ¤ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© íªáâ¥­á¨®­ «ì­®© á¨áâ¥-
¬®©. � ­¥© ¡ã¤ãâ ¨§ãç¥­ë «®£¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  âà ­§¨â¨¢­ëå ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå
¯®¤á¨áâ¥¬, ®¯¨á ­ë ªã¬ã«ïâ¨¢­ë¥ ¨¥à àå¨¨ ¢ ¡ã«¥¢®§­ ç­®¬ ã­¨¢¥àáã¬¥ ¨ ¯à¨-
¢¥¤¥­ ®¡é¨© ¬¥å ­¨§¬ ¨­â¥­á¨®­ «ì­®£® ¯®¯®«­¥­¨ï, ¯®§¢®«ïîé¨© áâà®¨âì
¯à¨¬¥àë ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå á¨áâ¥¬ á ­¥®¡ëç­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. � ¯®¬®éìî íâ®£®
¬¥å ­¨§¬  ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯®«­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¡ã¤¥â ¯®ª § ­®, çâ® ­¨
®¤­® ¨§ ãá«®¢¨©, ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ã­¨¢¥àáã¬ , ­¥
¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®áâ «ì­ëå.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ ¯à®£à ¬¬ë äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ­ ãç­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
�� ��� üI.1.2 (¯à®¥ªâ ü0314-2016-0005).

c⃝ 2019 �ãâ¬ ­ �. �.

Это препринт работы, принятой к опубликованию 
в Сибирском математическом журнале 
http://a-server.math.nsc.ru/publishing/smz/index.php



2 �. �. �ãâ¬ ­

§ 1. �®à¬ «¨§¬ ¡¥áª®­¥ç­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©

� ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å â¥ªáâ å ç áâ® ¨á¯®«ì§ãîâáï ý®¡êï¢«¥­¨ï £¨¯®â¥§þ, ª®-
£¤  ­  ¯à®âï¦¥­¨¨ äà £¬¥­â  à ááã¦¤¥­¨© (®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢)
¯à¥¤¯®« £ îâáï ¢ë¯®«­¥­­ë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ãá«®¢¨ï ¨«¨ §  ª ª¨¬¨-«¨¡® ¯¥-
à¥¬¥­­ë¬¨ § ªà¥¯«ï¥âáï à®«ì ®¡ê¥ªâ®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ãá«®-
¢¨ï¬. �à¨¬¥à®¬ ®¡êï¢«¥­¨ï £¨¯®â¥§ë á«ã¦¨â äà §  ý¢áî¤ã ­¨¦¥ B | ¯®«-
­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à þ, á ª®â®à®© ­ ç¨­ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¯ à £à ä ¤ ­­®© áâ âì¨.
� ªâ¨ç¥áª¨ íâ  äà §  ýä¨ªá¨àã¥âþ ¡ãª¢ã B ¨ ¤®¡ ¢«ï¥â ý¢à¥¬¥­­ãîþ  ªá¨®¬ã
γ(B), ä®à¬ «¨§ãîéãî ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ýB | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à þ.

� ¯®¤ ¢«ïîé¥¬ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ íää¥ªâ, ¯à®¨§¢®¤¨¬ë© ®¡êï¢«¥­¨¥¬
£¨¯®â¥§ë, ¢¯®«­¥ ¯®­ïâ¥­ ­  ­¥ä®à¬ «ì­®¬ ãà®¢­¥, ­® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¡¥áª®-
­¥ç­ëå ­ ¡®à®¢ ä®à¬ã« ¢ ª ç¥áâ¢¥ £¨¯®â¥§ ¨«¨ § ª«îç¥­¨© ¯à¨­ã¦¤ ¥â ª  ª-
ªãà â­®áâ¨.

1.1. � áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ¯à®¡«¥¬ â¨ª  å à ªâ¥à­  ­ «¨ç¨¥¬ ý¡¥áª®­¥ç­ëå
ãâ¢¥à¦¤¥­¨©þ, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å á®¡®© ¡¥áª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ä®à¬ã«. � ª®-
¢ë¬¨ ï¢«ïîâáï, ­ ¯à¨¬¥à, ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ýá¨áâ¥¬  X ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ìî â¥®-
à¨¨ Tþ ¨«¨ ýá¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬ þ.

�®£¨ç¥áª¨¥ á¢ï§ª¨ ¬¥¦¤ã ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬¨ ®¡à¥â îâ á¬ëá«
¡« £®¤ àï ¬¥å ­¨§¬ã ä®à¬ «ì­®£® ¢ë¢®¤ . � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤­® ¨§
ãâ¢¥à¦¤¥­¨© � ¨«¨ � ¡¥áª®­¥ç­®, â® ¨¬¯«¨ª æ¨ï �⇒� á ¬  ¯® á¥¡¥ á¬ëá« 
­¥ ¨¬¥¥â, ­® äà §  ý� ¢«¥ç¥â � ¢ â¥®à¨¨ Tþ ¯®¤¤ ¥âáï ä®à¬ «¨§ æ¨¨ ¢ ¢¨¤¥
¢ë¢®¤¨¬®áâ¨: T,� ⊢ �.

1.2. �ãáâì T | ª ª ï-«¨¡® â¥®à¨ï (¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥¤«®¦¥­¨©) á¨£­ âãàë �,
¨ ¯ãáâì � ¨ � | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ä®à¬ã« á¨£­ âãàë �. (�­®¦¥áâ¢ 
� ¨ � ¬®£ãâ ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨, ¨ á®¤¥à¦ é¨¥áï ¢ ­¨å ä®à¬ã«ë ¬®£ãâ ¨¬¥âì
á¢®¡®¤­ë¥ ¢å®¦¤¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå.) �ë¢®¤¨¬®áâì § ª«îç¥­¨ï � ¨§ £¨¯®â¥§ë �
¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ T § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ T,� ⊢ � ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬
¯®­ïâ¨ï ä®à¬ «ì­®£® ¢ë¢®¤  ¢ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢: ¤«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë
δ ∈ � áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ä®à¬ã« φ1, . . . , φn â ª ï, çâ®
φn = δ ¨ ª ¦¤ ï ä®à¬ã«  φi «¨¡® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â T ∪ �, «¨¡® ¯®«ãç ¥âáï ¨§
¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨å ä®à¬ã« φ1, . . . , φi−1 á ¯®¬®éìî ª« áá¨ç¥áª¨å ¯à ¢¨« ¢ë¢®¤ ,
§  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ¯à ¢¨« á ª¢ ­â®à ¬¨ ¯® á¢®¡®¤­ë¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬, ¢å®¤ïé¨¬
¢ ä®à¬ã«ë {φ1, . . . , φn} ∩ �.

1.3. � ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë ® ¯®«­®â¥ «¥£ª® ¤®ª § âì à ¢­®á¨«ì­®áâì á«¥¤ã-
îé¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨©:

(a) T,� ⊢ �;

(b) T,� ⊢ δ ¤«ï ¢á¥å δ ∈ �;

(c) ¤«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë δ ∈ � áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à γ1, . . . , γn ∈ �
â ª®©, çâ®

T ⊢ (∀ �v)(γ1 ∧ · · · ∧ γn ⇒ δ),

£¤¥ �v | ¯¥à¥ç¥­ì á¢®¡®¤­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢ γ1, . . . , γn, δ;

(d) ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ X â¥®à¨¨ T ¨ «î¡®£® ®§­ ç¨¢ ­¨ï ν : V → X á¢®¡®¤-
­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå V , ¢å®¤ïé¨å ¢ � ∪�, ¨§ ¨áâ¨­­®áâ¨ X � γ[ν] ¤«ï ¢á¥å γ ∈ �
¢ëâ¥ª ¥â ¨áâ¨­­®áâì X � δ[ν] ¤«ï ¢á¥å δ ∈ �.

1.4. �¥å ­¨§¬ ®¡êï¢«¥­¨ï ª®­¥ç­®© £¨¯®â¥§ë � = {γ1, . . . , γn} ¯®¤¤ ¥â-
áï ¡®«¥¥ ¯à®áâ®© ä®à¬ «¨§ æ¨¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ á ¯®¬®éìî § ¬¥­ë á¢®¡®¤­ëå



�ã«¥¢®§­ ç­ë© ã­¨¢¥àáã¬ ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ . I 3

¯¥à¥¬¥­­ëå ä®à¬ã«ë γ := γ1∧ · · · ∧γn ­  ª®­áâ ­âë ¬®¦­® ®¡®©â¨áì ä®à¬ «ì-
­ë¬¨ ¢ë¢®¤ ¬¨, § ¤¥©áâ¢ãîé¨¬¨ «¨èì ¯à¥¤«®¦¥­¨ï. �®à¬ «¨§¬, áâ®ïé¨© § 
ýä¨ªá æ¨¥©þ ®¡ê¥ªâ®¢ v1, . . . , vm, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î γ(v1, . . . , vm), à á-
ªàë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ä ªâ®¬, «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥¬ë¬ á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë ® ¯®«-
­®â¥.

�ãáâì �v := v1, . . . , vm | ¯¥à¥ç¥­ì á¢®¡®¤­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢ ä®à-

¬ã«ã γ(�v). � áá¬®âà¨¬ á¨£­ âãàã �∗, ¯®«ãç¥­­ãî ¨§ � ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ ª®­áâ ­â

�c := c1, . . . , cm, ¨ â¥®à¨î T ∗ á¨£­ âãàë �∗, ¯®«ãç¥­­ãî ¨§ T ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬  ªá¨-

®¬ë γ(�c).

(a) �«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë δ(�v) á¨£­ âãàë �

T ∗ ⊢ δ(�c) ⇔ T, γ(�v) ⊢ δ(�v) ⇔ T ⊢ (∀ �v)(γ(�v)⇒ δ(�v)).

(b) �á«¨ T ⊢ (∃ �v) γ(�v), â® T ∗ ª®­á¥à¢ â¨¢­® à áè¨àï¥â T , â. ¥. ¤«ï «î¡®£®

¯à¥¤«®¦¥­¨ï φ á¨£­ âãàë �

T ∗ ⊢ φ ⇔ T ⊢ φ.

1.5. � ¯à¨¬¥à, ¢ à ¬ª å £¨¯®â¥§ë ýB | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à þ ¢ëà ¦¥-
­¨¥

ZFC ⊢ (V(B) � ZFC),

á¨¬¢®«¨§¨àãîé¥¥ ¤®ª §ã¥¬®áâì ¢ ZFC ¡¥áª®­¥ç­®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ýV(B) ï¢«ï¥â-
áï ¬®¤¥«ìî ZFCþ, ä®à¬ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­® ¢ë¢®¤¨¬®áâ¨

ZFC, B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ⊢ (V(B) � ZFC),

ª®â®à ï, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®§­ ç ¥â çâ® ¤«ï ¢áïª®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï φ, ï¢«ïîé¥£®áï
â¥®à¥¬®© ZFC, ¢ë¯®«­ï¥âáï «î¡®¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å âà¥å à ¢­®á¨«ì­ëå ãá«®¢¨©:

(a) ZFC, B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ⊢ (V(B) � φ);
(b) ZFC ⊢ (∀B)(B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ⇒ V(B) � φ);
(c) ZFC∗ ⊢ (V(B) � φ),

£¤¥ ZFC∗ | à áè¨à¥­¨¥ ZFC ª®­áâ ­â®© B ¨  ªá¨®¬®© ýB | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢ 
 «£¥¡à þ.

1.6. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯®¤ ä®à¬ã« ¬¨ ¯®­¨¬ îâáï ä®à¬ã«ë â¥®à¥â¨ª®-¬­®-
¦¥áâ¢¥­­®© á¨£­ âãàë {=,∈} (¨«¨ ¡®«¥¥ ¡®£ â®© á¨£­ âãàë, ¯®«ãç¥­­®© ¢ à¥-
§ã«ìâ â¥ à áè¨à¥­¨ï â¥®à¨¨ ä®à¬ «ì­ë¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨).

�á¥ ä®à¬ã«ë ®á¬ëá«¨¢ îâáï ¢ ª®­â¥ªáâ¥ â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢,   ­¥ â¥®à¨¨
ª« áá®¢. � ç áâ­®áâ¨, ¤ ¦¥ ¥á«¨ á¨¬¢®« X § ªà¥¯«¥­ §  ª« áá®¬ {x : φ(x)},
§ ¯¨áì (∃Y ⊂X)ψ(Y ), ï¢«ïïáì á®ªà é¥­¨¥¬ ä®à¬ã«ë

(∃Y )((∀x)(x∈Y ⇒ φ(x)) ∧ ψ(Y )),

¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  (  ­¥ ª« áá ) Y ⊂ X, ®¡« ¤ -
îé¥£® á¢®©áâ¢®¬ ψ(Y ).

�à §  ¢¨¤  ýφ | ä®à¬ã«  á® á¢®¡®¤­ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ �x = x1, . . . , xnþ
®§­ ç ¥â, çâ® á¯¨á®ª �x á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥, á¢®¡®¤­® ¢å®¤ïé¨¥ ¢ φ. �«ã-
ç ¨, ª®£¤  �x á®¢¯ ¤ ¥â á á®¢®ªã¯­®áâìî á¢®¡®¤­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ä®à¬ã«ë φ,
¡ã¤ãâ ®£®¢ à¨¢ à¨¢ âìáï ï¢­®.
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§ 2. �ã«¥¢®§­ ç­ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë

�áî¤ã ­¨¦¥ B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à .

2.1. �ãáâì X, =X , ∈X | ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¢ ZFC â¥à¬ë ¨«¨ ª« ááë. �®¢®àïâ,
çâ® (X,=X ,∈X) ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§­ ç­®© (â®ç­¥¥, B-§­ ç­®©)  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨-
áâ¥¬®© ¨«¨, ¡®«¥¥ ª®à®âª®, ¡ã«¥¢®§­ ç­®© á¨áâ¥¬®© ¨«¨ B-á¨áâ¥¬®©, ¨¬¥ï
¢ ¢¨¤ã ª®­êî­ªæ¨î á«¥¤ãîé¨å ä®à¬ã«:

X ̸= ∅, =X : X
2 → B, ∈X : X

2 → B,
¤«ï ¢á¥å x, y, z ∈ X

=X(x, x) = 1B, =X(x, y) = =X(y, x), =X(x, y) ∧B =X(y, z) 6B =X(x, z),
∈X(x, y) ∧B =X(y, z) 6B ∈X(x, z), ∈X(x, y) ∧B =X(x, z) 6B ∈X(z, y).

�¬¥áâ® (X,=X ,∈X) ¯¨èãâ ¯à®áâ® X.

2.2. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X | B-á¨áâ¥¬ . �«ï ª ¦¤®© ä®à¬ã«ë φ(�x), £¤¥
�x = x1, . . . , xn | ¯®«­ë© á¯¨á®ª á¢®¡®¤­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå φ, ¢¢¥¤¥¬ n-¬¥áâ­ë©
äã­ªæ¨®­ «ì­ë© á¨¬¢®« φX , ãá«®¢¨¬áï § ¯¨áë¢ âì â¥à¬ φX(�x) ¢ ¢¨¤¥ [φ(�x)]X
¨ à áè¨à¨¬ â¥®à¨î ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨

[x= y]
X
:= =X(x, y), [x∈ y]

X
:= ∈X(x, y),

[φ ∨ ψ]
X
:= [φ]

X
∨B [ψ]

X
, [φ ∧ ψ]

X
:= [φ]

X
∧B [ψ]

X
,

[¬φ]
X
:= ¬B [φ]X , [φ⇒ ψ]

X
:= ¬B[φ]X ∨B [ψ]

X
,

[(∃x)φ]
X
:= ∨B{[φ]X : x ∈ X}, [(∀x)φ]

X
:= ∧B{[φ]X : x ∈ X},

£¤¥ φ ¨ ψ | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ä®à¬ã«ë, ¬B | ®¯¥à æ¨ï ¤®¯®«­¥­¨ï ¢ ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡à¥ B.

�  ä®à¬ «ì­®¬ ãà®¢­¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¢ëè¥ à ¢¥­áâ¢  ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«ï-
îâ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë φX ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨, ¯®«ãç¥­­®© ¨§ ZFC ¤®¡ ¢«¥-
­¨¥¬ £¨¯®â¥§ ýB | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à þ ¨ ýX | B-á¨áâ¥¬ þ. �¯à¥¤¥«¥­¨ï
á¨¬¢®«®¢ φX à áè¨àïîâ á¨£­ âãàã ¨  ªá¨®¬ â¨ªã, ¯à¨¢®¤ï ª ª®­á¥à¢ â¨¢­®¬ã
à áè¨à¥­¨î ZFC∗ ¨áå®¤­®© â¥®à¨¨. (�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ä®à¬ «¨§¬ ¡®«¥¥ ¯®-
¤à®¡­® à áá¬®âà¥­ ¢ [2].) �à¨ íâ®¬ ¤«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë φ(�x) ¢ ZFC∗ ¢ë¢®¤¨¬ 
ä®à¬ã«  (∀ �x ∈ X) [φ(�x)]

X
∈ B. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢¬¥áâ® ZFC∗ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ZFC,

­¥ï¢­® ¯à¨á®¥¤¨­ïï ª  ªá¨®¬ â¨ª¥ ®¡êï¢«ï¥¬ë¥ £¨¯®â¥§ë ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

2.3. � ª®­â¥ªáâ¥ �x ∈ X £®¢®àïâ, çâ® ä®à¬ã«  φ(�x) ¨áâ¨­­  ¢ ¡ã«¥¢®§­ ç-
­®© á¨áâ¥¬¥ X, ¨ ¯¨èãâ X � φ(�x), ¥á«¨ [φ(�x)]

X
= 1B.

�¨áâ¥¬ã X ­ §ë¢ îâ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© ¬®¤¥«ìî ¬­®¦¥áâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨© �
¨ ¯¨èãâ X � �, ¥á«¨ X � φ ¤«ï ¢á¥å φ ∈ �. �®¤ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© ¬®¤¥«ìî â¥®à¨¨

¯®­¨¬ ¥âáï ¬®¤¥«ì ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å â¥®à¥¬ íâ®© â¥®à¨¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥
¡¥áª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  � ãá«®¢¨¥ X � � ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬
(á¬. § 1), ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ á®¡®© ­ ¡®à ä®à¬ã« X �φ, φ ∈ �.

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¢ ¡ã«¥¢®§­ ç­®© á¨áâ¥¬¥ ¨áâ¨­­ë ¢á¥ â ¢â®«®£¨¨ (â. ¥. â¥®-
à¥¬ë â¥®à¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢),   ¯à ¢¨«  ¢ë¢®¤  á®åà ­ïîâ ¨áâ¨­­®áâì. �®ç­¥¥ £®-
¢®àï, ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® X ï¢«ï¥âáï B-á¨áâ¥¬®©, á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥
á®®â­®è¥­¨ï:

(a) ZFC ⊢ (X ��), £¤¥ � | á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å â ¢â®«®£¨©;

(b) ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨© � ¨ � â ª®¢ë, çâ® ZFC ⊢ (X ��) ¨ � ⊢ �,
â® ZFC ⊢ (X ��).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ § ¯¨á¨ X �ZFC ¯®¤ ZFC ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ª ª á®¢®ªã¯-
­®áâì á¯¥æ¨ «ì­ëå  ªá¨®¬ ZFC, â ª ¨ á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å â¥®à¥¬ ZFC.
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2.4. �«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ á®®â­®è¥­¨¥, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ 2.3 (a), ¡ã¤¥â ç áâ®
¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¡¥§ ï¢­ëå ááë«®ª.

�ãáâì X | B-á¨áâ¥¬ , ¨ ¯ãáâì φ(x, �y) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ä®à¬ã« , £¤¥ �y =
y1, . . . , yn. �®£¤  ¢ ZFC ¤®ª §ã¥¬®, çâ® ¤«ï «î¡ëå x1, x2, �y ∈ X ¨ b ∈ B

[φ(x1, �y)]X ∧ [x1=x2]X = [φ(x2, �y)]X ∧ [x1=x2]X ;

[x1=x2]X > b ⇒ [φ(x1, �y)]X ∧ b = [φ(x2, �y)]X ∧ b.

2.5. � á«ãç ¥ ZFC ⊢ (X � ZFC) § ¯¨á¨ [φ(�x)]
X
¨ X � φ(�x) ®¡à¥â îâ á¬ëá«

­¥ â®«ìª® ¤«ï ä®à¬ã« φ ¨áå®¤­®© á¨£­ âãàë {=,∈}, ­® ¨ ¤«ï ä®à¬ã«, á®¤¥à¦ -
é¨å ¢å®¦¤¥­¨ï «î¡ëå ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¢ ZFC ¯à¥¤¨ª â­ëå ¨ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå
á¨¬¢®«®¢. �á«¨ φ | ®¤­  ¨§ â ª¨å ä®à¬ã«, â® ¯®¤ [φ(�x)]

X
¯®­¨¬ ¥âáï [ψ(�x)]

X
,

£¤¥ ψ | à¥§ã«ìâ â í«¨¬¨­ æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå á¨¬¢®«®¢, â. ¥. â ª ï ä®à¬ã«  ψ
á¨£­ âãàë {=,∈}, çâ® ZFC ⊢ (φ ⇔ ψ). � ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ¡ã-
«¥¢®§­ ç­®© ¬®¤¥«¨ X â¥®à¨¨ ZFC ¨¬¥¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ã¯®âà¥¡«ïâì â ª¨¥
â¥à¬ë ¨ ä®à¬ã«ë, ª ª [x ∩ y = ∅]

X
¨«¨ X � (f : x→ y).

�à®¬¥ â®£®, ¢ ª®­áâàãªæ¨ïå ¢¨¤  [ · · · ]
X
¨ X � (· · ·) ¤®¯ãáª ¥âáï ­¥ä®à¬ «ì-

­®¥ ã¯®âà¥¡«¥­¨¥ ý¢­¥è­¨åþ â¥à¬®¢, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¢ ZFC. � ¯à¨¬¥à, ¢ ª®­-
â¥ªáâ¥ f : A→X § ¯¨áì [f(a1)= f(a2)]X = b á«ã¦¨â á®ªà é¥­¨¥¬ ä®à¬ã«ë

(∃x1, x2)(x1= f(a1) ∧ x2= f(a2) ∧ [x1=x2]X = b).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© B-á¨áâ¥¬ë X ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢ëà -
¦¥­¨ï ¢¨¤  [x=∅]

X
¨ [x ̸=∅]

X
¢ ª ç¥áâ¢¥ á®ªà é¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â¥à¬®¢

[¬(∃ y)(y ∈x)]
X
¨ [(∃ y)(y ∈x)]

X
.

2.6. � áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ∼ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­-
â ¬¨ B -á¨áâ¥¬ë X:

x ∼ y ⇔ [x= y]
X
= 1B ⇔ X � (x= y).

�¨áâ¥¬  X ­ §ë¢ ¥âáï ®â¤¥«¨¬®©, ¥á«¨ x∼ y ⇔ x= y ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ X. � á«ã-
ç ¥ 2-á¨áâ¥¬ë, £¤¥ 2 := {0, 1} | ¯à®áâ¥©è ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , ®â¤¥«¨¬®áâì ®§­ -
ç ¥â áâ ­¤ àâ­®áâì ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ à ¢¥­áâ¢ : =X(x, y) = 1 ⇔ x= y.

� ªâ®à-ª« áá X̃ := X/∼ á¨áâ¥¬ë X ¯® ®â­®è¥­¨î ∼ (á¬. [3, 4.5]) ï¢«ï¥â-
áï ®â¤¥«¨¬®© B-á¨áâ¥¬®©, í«¥¬¥­â à­® íª¢¨¢ «¥­â­®© ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬¥: ¤«ï
«î¡®£® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï φ ¢ ZFC ¤®ª §ã¥¬® à ¢¥­áâ¢® [φ]

X̃
= [φ]

X
. �®«¥¥ â®£®,

ZFC ⊢ (∀x1, . . . , xn ∈ X) [φ(x̃1, . . . , x̃n)]X̃ = [φ(x1, . . . , xn)]X

¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ã«ë φ(x1, . . . , xn), £¤¥ x̃ ∈ X̃ | ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨© í«¥¬¥­âã x ∈ X.

2.7. �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬ . �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X ®¯à¥¤¥-
«¨¬ äã­ªæ¨î [·∈x]X : X → B, ¯®« £ ï [·∈x]X(z) = [z ∈x]

X
¤«ï ¢á¥å z ∈ X.

� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ≃ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ X:

x ≃ y ⇔ [·∈x]X = [·∈ y]X ⇔ X � (∀ z)(z ∈x⇔ z ∈ y).
� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, x∼ y ⇒ x≃ y. �¨áâ¥¬ã X ­ §®¢¥¬ íªáâ¥­á¨®­ «ì­®©, ¥á«¨
x∼ y ⇔ x ≃ y ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ X ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, ¢ X ¨áâ¨­­   ªá¨®¬ 
íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨:

X � (∀x, y)((∀ z)(z ∈x⇔ z ∈ y) ⇒ x= y).

�â¤¥«¨¬ ï íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬  å à ªâ¥à­  â¥¬, çâ® ¥¥ í«¥¬¥­âë ®¤­®-
§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï §­ ç¥­¨ï¬¨ ¨áâ¨­­®áâ¨ ¢ª«îç¥­¨©:

x= y ⇔ (∀ z ∈X) [z ∈x]
X
= [z ∈ y]

X
.
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2.8. �®¢®àïâ, çâ® B-á¨áâ¥¬  Y ï¢«ï¥âáï ¯®¤á¨áâ¥¬®© B-á¨áâ¥¬ë X, ¥á«¨

Y ⊂ X, =Y ⊂ =X , ∈Y ⊂ ∈X .

�¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ¢ ZFC â¥à¬ ¨«¨ ª« áá f ­ §ë¢ îâ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¬¥¦¤ã B -á¨-
áâ¥¬ ¬¨ X ¨ Y ¨ ¯¨èãâ f : X ↔B Y , ¥á«¨ f | ¡¨¥ªæ¨ï ¬¥¦¤ã X ¨ Y , ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬

[f(x1)= f(x2)]Y = [x1=x2]X , [f(x1)∈ f(x2)]Y = [x1 ∈x2]X
¤«ï ¢á¥å x1, x2 ∈X. �®¢®àïâ, çâ® B-á¨áâ¥¬ëX ¨ Y ¨§®¬®àä­ë, ¨ ¯¨èãâX ↔B Y ,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã X ¨ Y .

§ 3. �­â¥­á¨®­ «ì­®áâì

�áî¤ã ­¨¦¥ B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , X | ¯à®¨§¢®«ì­ ï B-á¨áâ¥¬ .
�â®¡ë § ¯¨á¨ ¡ë«¨ ¬¥­¥¥ £à®¬®§¤ª¨¬¨, ¡ã¤¥¬, ª ª ¯à ¢¨«®, ®¯ãáª âì ¨­¤¥ªáë
B ¨ X ¢ á¨¬¢®« å ∧B, [ ... ]X ¨ â. ¯.

3.1. �¢¥¤¥¬ ­  ª« áá¥ X ×B ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ∼, ¯®« £ ï

(x1, b1) ∼ (x2, b2) ⇔ [x1=x2] > b1 = b2.

�¯à¥¤¥«¨¬ ä ªâ®à-ª« áá %X := (X × B)/∼, ¨á¯®«ì§ãï â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© âàîª
�à¥£¥ | � áá¥«  | �ª®ââ  (á¬. [3, 1.6.8]):

%X := {∼(x, b) : (x, b) ∈ X ×B};
∼(x, b) := {(y, b) : y ∈ X, [x= y] > b,

(∀ z ∈X)( [x= z] > b ⇒ rank(y) 6 rank(z))},

£¤¥ rank(y) | à ­£ ¬­®¦¥áâ¢  y ¢ ªã¬ã«ïâ¨¢­®© ¨¥à àå¨¨ ä®­ �¥©¬ ­ . �« £®-
¤ àï â ª®¬ã ¯®¤å®¤ã ª« ááë íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ∼(x, b), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯ à ¬
(x, b) ∈ X × B, ®ª §ë¢ îâáï ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¤ ¦¥ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  X ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥â á®¡®© á®¡áâ¢¥­­ë© ª« áá. �« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ∼(x, b) ãá«®¢¨¬áï
®¡®§­ ç âì á¨¬¢®«®¬ x|b ¨ ­ §ë¢ âì ç áâ¨ç­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ X,   â®ç­¥¥, ç -
áâìî x á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï b ¨«¨ áã¦¥­¨¥¬ x ­  b. �¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï b
ç áâ¨ç­®£® í«¥¬¥­â  p = x|b ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ dom p. �«ï p = x|b ¨ c ∈ B ¯®«®-
¦¨¬ p|c := x|b∧c. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå P ⊂ X ∪ %X ¨ c ∈ B ¢¢¥¤¥¬
®¡®§­ ç¥­¨ï P |c := {p|c : p ∈ P}, %P := {p|b : p ∈ P, b ∈ B} =

∪
b∈B P |b. �«ï

p ∈ %X ¨ �p ∈ X ∪ %X ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì p @ �p ¨ £®¢®à¨âì, çâ® p ï¢«ï¥âáï ç áâìî ¨«¨
áã¦¥­¨¥¬ �p,   �p ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ p, ¥á«¨ (∃ b ∈ B) p = �p|b ¨«¨, çâ® â®
¦¥ á ¬®¥, p = �p|dom p.

3.2. �à¨¬¥¬ á®£« è¥­¨¥ ®¡ ã¯®âà¥¡«¥­¨¨ ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¡ã«¥-
¢®§­ ç­ëå ®æ¥­ª å ä®à¬ã«. �ãáâì φ | ä®à¬ã«  á® á¢®¡®¤­ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë-
¬¨ �x = x1, . . . , xn, �y = y1, . . . , ym. � àï¤ã á â¥à¬ ¬¨ ¢¨¤  [φ(�x, �y)], ¨¬¥îé¨¬¨
á¬ëá« ¢ ª®­â¥ªáâ¥ �x, �y ∈ X, ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì â¥à¬ë
[φ(�x, p1, . . . , pm)] ¤«ï p1, . . . , pm ∈ %X, ¯à¨¤ ¢ ï ¨¬ á«¥¤ãîé¨© á¬ëá«: ¥á«¨
pj = yj |bj (j = 1, . . . ,m), â®

[φ(�x, p1, . . . , pm)] := [φ(�x, y1, . . . , ym)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm. (1)

�®£« è¥­¨¥ (1) ª®àà¥ªâ­®, ¯®áª®«ìªã ¯à ¢ ï ç áâì (1) ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®-
à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© (yj , bj) ª« áá®¢ yj |bj . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ yj |bj = y′j |bj , â®
[yj = y

′
j ] > bj ¨ â®£¤ 

[φ(�x, y1, . . . , ym)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm = [φ(�x, y′1, . . . , y
′
m)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm.
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� ãç¥â®¬ (1) ¤«ï «î¡ëå ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ p1, p2 ∈ %X á¯à ¢¥¤«¨¢ 
íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

p1 = p2 ⇔ dom p1 = dom p2 = [p1= p2].

�à®¬¥ â®£®, ¡« £®¤ àï (1) ­  ç áâ¨ç­ë¥ í«¥¬¥­âë à á¯à®áâà ­ï¥âáï á®®â­®è¥-
­¨¥ 2.4: ¤«ï «î¡ëå p1, p2, �q ∈ %X ¨ b ∈ B

[p1= p2] > b ⇒ [φ(p1, �q)] ∧ b = [φ(p2, �q)] ∧ b.

3.3. � áâ¨ç­ë© í«¥¬¥­â p ∈ %X ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬, ¥á«¨
dom p = 1B ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, p = x|1B ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X. � ª
«¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ X

x|1B = y|1B ⇔ [x= y] = 1B ⇔ x ∼ y.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì x|1B á¨¬¢®«®¬ x̃ ¨«¨ x∼ ¨ § ¯¨áë¢ âì á®®â­®-
è¥­¨¥ x̃ = p ¢ ¢¨¤¥ x ∼ p ¨«¨ p ∼ x. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï Y ⊂ X ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥

Ỹ := Y ∼ := {ỹ : y ∈ Y } = Y |1B .
�á«¨ B-á¨áâ¥¬  X ®â¤¥«¨¬ , â® à ¢¥­áâ¢  x̃ = ỹ ¨ x = y à ¢­®á¨«ì­ë.

� íâ®¬ á«ãç ¥ ãá«®¢¨¬áï ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì í«¥¬¥­âë x ∈ X á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨

¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ç áâ¨ç­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ x̃ ∈ X̃ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ áç¨â âì, çâ®
X ⊂ %X. � ª®¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨¥ á®£« áã¥âáï á ¢¢¥¤¥­­ë¬ ¢ 3.2 ¯à ¢¨«®¬ ã¯®-
âà¥¡«¥­¨ï ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ®æ¥­ª å ä®à¬ã«: ¥á«¨ pj = ỹj (j = 1, . . . ,m),
â® [φ(�x, p1, . . . , pm)] = [φ(�x, y1, . . . , ym)].

3.4. �áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ç áâ¨ç­ë© í«¥¬¥­â �p ∈ X|1B = X̃ ­ §®¢¥¬ ­ ¨-

¬¥­ìè¨¬ ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ç áâ¨ç­®£® í«¥¬¥­â  p ∈ %X, ¥á«¨ p @ �p ¨ [�p=∅] >
¬dom p ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

[�p ̸=∅] 6 [�p= p] = dom p. (2)

�ë¡®à â¥à¬¨­  ®¡ãá«®¢«¥­ â¥¬ ä ªâ®¬, çâ® �p ï¢«ï¥âáï ¢­ãâà¨ X ­ ¨¬¥­ìè¨¬

¯® ¢ª«îç¥­¨î áà¥¤¨ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨© p, â. ¥. (∀ q ∈ X̃)(p@ q ⇒
X � �p⊂ q).

�§ á®®â­®è¥­¨ï (2) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢á¥å z ∈ X

[z ∈ �p] = [(z ∈ �p) ∧ (�p ̸=∅)] = [z ∈ �p] ∧ [�p ̸=∅] ∧ [�p= p]

= [z ∈ p] ∧ [p ̸=∅] ∧ dom p = [z ∈ p],

  §­ ç¨â, ¥á«¨ B-á¨áâ¥¬  X íªáâ¥­á¨®­ «ì­ , ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨¥ �p ç -
áâ¨ç­®£® í«¥¬¥­â  p ®ª §ë¢ ¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ -
ç âì ¥£® á¨¬¢®«®¬ ext p. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, á¨áâ¥¬  X ®â¤¥«¨¬ , â® ext p ∈ X
¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®£« è¥­¨¥¬ 3.3.

3.5. �®¤ê¥¬®¬ ¬­®¦¥áâ¢  ¨«¨ ª« áá  P ⊂ %X ãá«®¢¨¬áï ­ §ë¢ âì äã­ª-
æ¨î (ª« áá-äã­ªæ¨î, ¥á«¨ X | á®¡áâ¢¥­­ë© ª« áá) P↑ : X → B, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî
ä®à¬ã«®©

P↑(x) =
∨
p∈P

[x= p], x ∈ X.

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï Y ⊂ X ¨ 	: Y → B ¯®«®¦¨¬ Y ↑ := Ỹ ↑ ¨ 	↑ := {y|	(y) : y ∈Y }↑,
â. ¥. Y ↑,	↑ : X → B ¨

Y ↑(x) =
∨
y∈Y

[x= y], 	↑(x) =
∨
y∈Y

[x= y] ∧	(y), x ∈ X.
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3.6. �¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  äã­ªæ¨¨ �: X → B à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) �(x) ∧ [x= y] 6 �(y) ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ X;

(b) �(x) ∧ [x= y] = �(y) ∧ [x= y] ¤«ï ¢á¥å x, y ∈ X;

(c) [x= y] 6 (�(x)⇔�(y)) ¤«ï ¢á¥å x, y ∈X, £¤¥ (a⇔ b) = (¬a∨ b)∧(¬b∨ a);
(d) � = P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¨«¨ ª« áá  P ⊂ %X;

(e) � = {x|�(x) : x ∈ X}↑;
(f) � = 	↑, £¤¥ 	: Y → B ¨ Y ⊂ X | ¬­®¦¥áâ¢® ¨«¨ ª« áá;

(g) � = �↑.

�ã­ªæ¨î �: X → B, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî «î¡®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ãá«®¢¨©
(a){(g), ­ §ë¢ îâ íªáâ¥­á¨®­ «ì­®© (á¬. [3, 4.5.6; 4, 3.5]).

3.7. �«ï äã­ªæ¨© �,	: Y → B, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ­  ¯®¤ª« áá¥ Y ⊂ X, ¡ã¤¥¬
¯¨á âì � 6 	, ¥á«¨ (∀ y ∈Y ) �(y)6	(y).

�¥¬¬ . �ãáâì Y ⊂ X ¨ 	: Y → B. �ã­ªæ¨ï 	↑ : X → B ï¢«ï¥âáï ­ ¨-

¬¥­ìè¥© íªáâ¥­á¨®­ «ì­®© ¬ ¦®à ­â®© äã­ªæ¨¨ 	:

(a) 	 6 (	↑)|Y ;
(b) ¥á«¨ äã­ªæ¨ï 	 : X → B íªáâ¥­á¨®­ «ì­  ¨ 	 6	 |Y , â® 	↑ 6	.

▹ �á«¨ 	 : X → B | íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ï äã­ªæ¨ï ¨ (∀ y ∈ Y ) 	(y) 6 	(y),
â® ¤«ï ¢á¥å x ∈ X

	↑(x) =
∨
y∈Y

[x= y] ∧	(y) 6
∨
y∈Y

[x= y] ∧	(y) = 	↑(x) = 	(x). ◃

3.8. �ªáâ¥­á¨®­ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ �: X → B ­ §ë¢ îâ â ª¦¥ ¡ã«¥¢®§­ ç-
­ë¬¨ ª« áá ¬¨ ¨«¨ ª« áá ¬¨ ¢­ãâà¨ X (á¬. [3, 4.6.1; 4, 3.5]) ¨ ã¯®âà¥¡«ïîâ
¢ ®æ¥­ª å ä®à¬ã«  ­ «®£¨ç­® â®¬ã, ª ª á¨¬¢®«ë ª« áá®¢ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ï§ëª¥
â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢. �®ç­¥¥ £®¢®àï, á¨­â ªá¨á ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ®æ¥­®ª 2.2 à áè¨-
àï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨, § ¤¥©áâ¢ãîé¨¬¨ á¨¬¢®«ë ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå
ª« áá®¢ �,	:

[x∈�]
X
:= [�(x)]

X
:= �(x), [x=�]

X
:= [� =x]

X
:= [(∀ y)(y ∈x ⇔ y ∈�)]

X
,

[�∈x]
X
:= [(∃ y)(�= y ∧ y ∈ x)]

X
, [�=	]

X
:= [(∀ y)(y ∈� ⇔ y ∈	)]

X
,

[�∈	]
X
:= [(∃x)(�=x ∧ x ∈ 	)]

X
.

� à¥§ã«ìâ â¥ ®¡à¥â îâ á¬ëá« ¢ëà ¦¥­¨ï ¢¨¤  [φ(x1, . . . , xm,�1, . . . ,�n)]X , £¤¥
φ | ä®à¬ã« , xi | ¯¥à¥¬¥­­ë¥, �j | á¨¬¢®«ë ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ª« áá®¢. � -
¯à¨¬¥à, ¥á«¨ �: X → B | ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá, â®

[� ̸=∅] = [(∃x)(x∈�)] =
∨
x∈X

[x∈�] =
∨
x∈X

�(x) = ∨�,

  ¥á«¨ Y ⊂ X ¨ P ⊂ %Y , â®

[P↑ ̸=∅] =
∨
x∈X

P↑(x) =
∨
y∈Y

P↑(y) =
∨
p∈P

dom p. (3)

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® â®¬, çâ® äã­ªæ¨ï �: X → B ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥-
¢®§­ ç­ë¬ ª« áá®¬ (â. ¥. íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ), ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ � b X.
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3.9. �  «®£¨ç¥áª®¬ ãà®¢­¥ à áè¨à¥­¨¥ ï§ëª  ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ®æ¥­®ª § 
áç¥â á¨¬¢®«®¢ ª« áá®¢ �1, . . . ,�n b X ®§­ ç ¥â ®¡®£ é¥­¨¥ á¨£­ âãàë ã­ à-
­ë¬¨ ¯à¥¤¨ª â­ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ �1, . . . ,�n, á­ ¡¦¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-
¬ë X ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¬¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ [�i(x)]X := �i(x) ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥
ýá¨­â ªá¨ç¥áª®£® á å à þ ¢ ¢¨¤¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ ¯. 3.8 á¨­®­¨¬®¢ ¨ á®ªà -
é¥­¨© (x ∈ �i) := �i(x), (x = �i) := (∀ y)(y ∈ x ⇔ y ∈ �i) ¨ ¤à. �« £®¤ àï
íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ äã­ªæ¨© �i : X → B ¢ á¨áâ¥¬¥ X ®ª §ë¢ îâáï ¨áâ¨­­ë¬¨
 ªá¨®¬ë ¨áç¨á«¥­¨ï ¯à¥¤¨ª â®¢ ®¡®£ é¥­­®© á¨£­ âãàë, ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ã-
îé ï ãá¨«¥­­ ï ¢¥àá¨ï ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 2.3.

�ãáâì � := {=,∈,�1, . . . ,�n} | ®¡®£ é¥­¨¥ ¨áå®¤­®© á¨£­ âãàë {=,∈}
ã­ à­ë¬¨ ¯à¥¤¨ª â­ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ �1, . . . ,�n. �®£¤  ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ®

X ï¢«ï¥âáï B-á¨áâ¥¬®©, �1, . . . ,�n b X ¨ [�i(x)]X = �i(x) (i = 1, . . . , n), á¯à -
¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï:

(a) ZFC⊢ (X �φ) ¤«ï «î¡®© â ¢â®«®£¨¨ φ â¥®à¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ á¨£­ âãàë �;

(b) ¥á«¨ � ¨ � | ¬­®¦¥áâ¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨© á¨£­ âãàë �, ZFC ⊢ (X ��)
¨ � ⊢ �, â® ZFC ⊢ (X ��).

3.10. �« £®¤ àï 3.9 ¨¬¥¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¤®ª §ë¢ âì ¨áâ¨­­®áâì ¢ «î¡®©
B-á¨áâ¥¬¥ X ¯ãâ¥¬ ýà ááã¦¤¥­¨© ¢­ãâà¨ Xþ. � ¨¬¥­­®, ¯ãáâì φ1, . . . , φk, φ |
ä®à¬ã«ë á® á¢®¡®¤­ë¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ �x = x1, . . . , xn ¨ � = �1, . . . ,�m. �à¥¤-
¯®«®¦¨¬, çâ®, à ááã¦¤ ï ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ ¨ ®¡à é ïáì á � ª ª
á ã­ à­ë¬¨ ¯à¥¤¨ª â­ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨, ã¤ ¥âáï ¤®ª § âì φ ­  ®á­®¢¥ £¨¯®â¥§
φ1, . . . , φk. �®£¤  ¬®¦­® ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå
ª« áá®¢ � = �1, . . . ,�m b X á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

X � (∀ �x)(φ1(�x,�) ∧ · · · ∧ φk(�x,�) ⇒ φ(�x,�))

¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ �x ∈ X ¨§ X � φ1(�x,�), . . . , X � φk(�x,�)
á«¥¤ã¥â X � φ(�x,�).

3.11. � á¯à®áâà ­¨¬ á®£« è¥­¨ï 3.2 ¨ 3.8 ­  ä®à¬ã«ë, á®¤¥à¦ é¨¥ ¢å®¦-
¤¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå �x = x1, . . . , xk, ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ p = y|b, pj = yj |bj
(j = 1, . . . ,m) ¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ª« áá®¢ �,� = �1, . . . ,�n, á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

[�(p)] := �(y) ∧ b,
[φ(�x, p1, . . . , pm,�)] := [φ(�x, y1, . . . , ym,�)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm.

(4)

� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ q ∈ %X ¨ P ⊂ %X, â®

[q ∈P↑] =
∨
p∈P

[q= p].

3.12. �¥¬¬ . �ãáâì φ| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ä®à¬ã« . �á«¨ �x = x1, . . . , xk ∈X,

�p = p1, . . . , pm ∈ %X, � = �1, . . . ,�n b X ¨ i ∈ {1, . . . , k}, â® á«¥¤ãîé ï äã­ªæ¨ï
íªáâ¥­á¨®­ «ì­ :

xi ∈ X 7→ [φ(�x, �p,�)] ∈ B.

▹ �®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ �ξ : X → B (ξ ∈ �)
¢ëâ¥ª ¥â íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâì ¯®â®ç¥ç­ëå á¢ï§®ª

∨
ξ∈� �ξ,

∧
ξ∈� �ξ, ¬�ξ. ◃
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3.13. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.12 ®¡®á­®¢ë¢ ¥â ª®àà¥ªâ­®áâì á®£« è¥­¨ï (4). �¥©-
áâ¢¨â¥«ì­®, ¯à ¢ ï ç áâì (4) ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© (yj , bj) ª« á-
á®¢ pj = yj |bj , ¯®áª®«ìªã ¨§ yj |bj = y′j |bj á«¥¤ã¥â [yj = y′j ] > bj , ®âªã¤  ¢ á¨«ã

íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ äã­ªæ¨© yj 7→ [φ(�x, �y,�)] ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥­áâ¢®

[φ(�x, y1, . . . , ym,�)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm = [φ(�x, y′1, . . . , y
′
m,�)] ∧ b1 ∧ · · · ∧ bm.

3.14. �« £®¤ àï 3.12 ¯®ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì áãé¥áâ¢¥­­® ã¯à®é âì ä®à-
¬ã«¨à®¢ª¨ ®¡é¨å ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ® §­ ç¥­¨ïå ¨áâ¨­­®áâ¨ ä®à¬ã«: ¢¬¥áâ® à á-
á¬®âà¥­¨ï £à®¬®§¤ª¨å ¢ëà ¦¥­¨© [φ(�x, �p,�)] ¨«¨ [(∃xi)φ(�x, �p,�)] ¤«ï ¯à®¨§-
¢®«ì­®© ä®à¬ã«ë φ(�x, �y, �z), í«¥¬¥­â®¢ �x = x1, . . . , xk ∈ X, ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢
�p = p1, . . . , pm ∈ %X ¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ëå ª« áá®¢ � = �1, . . . ,�n b X ¤®áâ â®ç­®
£®¢®à¨âì ® §­ ç¥­¨ïå �(x) ¨«¨ [(∃x)�(x)] ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® ª« áá  � b X (á¬.,
­ ¯à¨¬¥à, 3.18, 5.11).

3.15. �ãáâì X ¨ Y | B-á¨áâ¥¬ë. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï f ⊂
X × Y ®¯à¥¤¥«¨¬ f% ⊂ %X × %Y , ¯®« £ ï

f% := {(x|b, y|b) : (x, y) ∈ f, b ∈ B}.

�á«¨ f : X → Y , â® f% : %X → %Y , ¯à¨ç¥¬ dom p = dom f%(p) ¤«ï ¢á¥å p ∈ %X.
�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥£ª® ¤®ª § âì ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® á«®¦­®áâ¨ ä®à¬ã«ë.

�¥¬¬ . �ãáâì φ| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ä®à¬ã« . �á«¨ f | ¨§®¬®àä¨§¬ ¬¥¦¤ã

B -á¨áâ¥¬ ¬¨ X ¨ Y , â® f% | ¡¨¥ªæ¨ï ¬¥¦¤ã %X ¨ %Y , ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡ëå

x1, . . . , xk ∈ X, p1, . . . , pm ∈ %X, P1, . . . , Pn ⊂ %X

[φ(x1, . . . , xk, p1, . . . , pm, P1↑, . . . , Pn↑)]X
= [φ(f(x1), . . . , f(xk), f

%(p1), . . . , f
%(pm), f

%(P1)↑, . . . , f%(Pn)↑)]Y .

3.16. �¥¬¬ . �á«¨ � b X ¨ P ⊂ %X, â® [�∈P↑] =
∨
p∈P [�= p].

▹ �ãáâì P = {xi|bi : i ∈ I}, £¤¥ xi ∈ X, bi ∈ B. �®£« á­® 3.8 ¨¬¥¥¬

[�∈P↑] = [(∃x)(�=x ∧ x ∈ P↑)] =
∨
x∈X

[�=x] ∧
∨
i∈I

[x=xi] ∧ bi

=
∨
i∈I

∨
x∈X

[�=x] ∧ [x=xi] ∧ bi =
∨
i∈I

[�=xi] ∧ bi =
∨
p∈P

[�= p]. ◃

3.17. �¥¬¬ . �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì­ ï B-á¨áâ¥¬ .
(a) �á«¨ �,	 b X, â® X � (�⊂	) ⇔ � 6 	.
(b) �á«¨ Y ⊂ X ¨ P ⊂ %Y , â® X � (P↑⊂Y ↑).
(c) �á«¨ Y ⊂ X, � b X ¨ P = {y|�(y) : y ∈ Y }, â® X � (P↑ = Y ↑ ∩ �)

¨ [�⊂Y ↑] = [�=P↑]. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ X � (� ⊂ Y ↑), â® X � (�=P↑) ¤«ï
­¥ª®â®à®£® ¯®¤ª« áá  P ⊂ %Y .

(d) �á«¨ Z ⊂ Y ⊂ X, â® X � (Y ↑ \Z↑ ⊂ (Y \Z)↑).
▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ (a) ®ç¥¢¨¤­®, (b) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (a).
(c) �«ï ¢á¥å x ∈ X

[x∈P↑] =
∨
y∈Y

[x= y] ∧ �(y) =
∨
y∈Y

[x= y] ∧ �(x) = [x ∈ Y ↑ ∩ �],

â. ¥. X � (P↑ = Y ↑ ∩ �) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, [�⊂Y ↑] = [� = Y ↑ ∩ �] = [�=P↑].
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(d) �«ï ¢á¥å x ∈ X

[x∈Y ↑ \Z↑] =
∨
y∈Y

[x= y] ∧ [x /∈Z↑]

=

( ∨
y∈Y \Z

[x= y] ∧ [x /∈Z↑]
)
∨
( ∨

y∈Z

[x= y] ∧ [x /∈Z↑]
)

6
( ∨

y∈Y \Z

[x= y]

)
∨ ([x∈Z↑] ∧ [x /∈Z↑]) = [x∈ (Y \Z)↑]. ◃

3.18. �¥¬¬ . �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬ , P ⊂ %X ¨ � b X. �®£¤ 

(a) [(∃x∈P↑)�(x)] =
∨
p∈P [�(p)];

(b) [(∀x∈P↑)�(x)] =
∧

p∈P [�(p)] ∨ ¬ dom p;

(c) X � (∀x∈P↑)�(x) ⇔ (∀ p∈P ) [�(p)] = dom p;
(d) ¥á«¨ Y ⊂ X, â® X � (∀x∈Y ↑)�(x) ⇔ (∀x∈Y )X � �(x).

▹ (a) � ãç¥â®¬ à ¢¥­áâ¢  [�(x)] ∧ [x= p] = [�(p)] ∧ [x= p] ¨¬¥¥¬

[(∃x∈P↑)�(x)] =
∨
x∈X

[�(x)] ∧ [x∈P↑]

=
∨
x∈X

∨
p∈P

[�(x)] ∧ [x= p] =
∨
x∈X

∨
p∈P

[�(p)] ∧ [x= p]

=
∨
p∈P

[�(p)] ∧
∨
x∈X

[x= p] =
∨
p∈P

[�(p)] ∧ dom p =
∨
p∈P

[�(p)].

�®®â­®è¥­¨¥ (b) «¥£ª® ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ (a), (c) ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ (b),
  (d) | ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ (c). ◃

3.19. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® í«¥¬¥­â x ∈ X à¥ «¨§ã¥â ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá

� b X, ¨ ¯¨á âì x ≃ � ¨«¨ � ≃ x, ¥á«¨ [·∈x] = � (á¬. 2.7). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

x ≃ � ⇔ (∀ z ∈X) [z ∈x] = �(z) ⇔ X � (x=�).

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¤«ï ¢á¥å x ∈ X äã­ªæ¨ï [·∈x] : X → B íªáâ¥­á¨®­ «ì­  ¨ â¥¬
á ¬ë¬ ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â x ∈ X à¥ «¨§ã¥â ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá [·∈x]. �«¥¬¥­â
x ∈ X à¥ «¨§ã¥â ¯®¤ê¥¬ P↑ ¬­®¦¥áâ¢  ¨«¨ ª« áá  P ⊂ %X, ¥á«¨ x ≃ P↑, â. ¥.

(∀ z ∈X) [z ∈x] = [z ∈P↑] =
∨
p∈P

[z= p].

� ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ yi ∈ X ¨ bi ∈ B (i ∈ I), â®

x ≃ {yi|bi : i ∈ I}↑ ⇔ (∀ z ∈X) [z ∈x] =
∨
i∈I

[z= yi] ∧ bi.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ PX(Y ) á®¢®ªã¯-
­®áâì ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢, à¥ «¨§ãîé¨å ¯®¤ê¥¬ë ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ %Y :

PX(Y ) := {x ∈ X : (∃P ⊂ %Y )(x ≃ P↑)}.

�ã«¥¢®§­ ç­ãî á¨áâ¥¬ã X ­ §®¢¥¬ ¨­â¥­á¨®­ «ì­®© (¨«¨ á®¤¥à¦ â¥«ì-

­®©), ¥á«¨ ¢ X à¥ «¨§ãîâáï ¯®¤ê¥¬ë «î¡ëå ¬­®¦¥áâ¢ ç áâ¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢:
(∀P ⊂ %X)(∃x ∈ X)(x ≃ P↑).
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3.20. �«¥¬¥­â x ∈ X, à¥ «¨§ãîé¨© ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X, ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï ®¤­®§­ ç­® á â®ç­®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ≃,   ¥á«¨ B-á¨áâ¥¬  X
íªáâ¥­á¨®­ «ì­ , â® | á â®ç­®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ∼. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥
ãá«®¢¨¬áï ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ª« áá®¬
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ x̃. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  X íªáâ¥­á¨®­ «ì­  ¨ x ≃ �,

â® x ∼ � ∈ X̃. �á«¨ á¨áâ¥¬  X ­¥ â®«ìª® íªáâ¥­á¨®­ «ì­ , ­® ¨ ®â¤¥«¨¬ , â®
¢áâã¯ ¥â ¢ á¨«ã á®£« è¥­¨¥ 3.3, ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � áâ ­®¢¨âáï í«¥¬¥­â®¬X
¨ á®®â­®è¥­¨¥ x ≃ � ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ à ¢¥­áâ¢® x = �.

§ 4. �à¥¤¨ª â¨¢­®áâì

�ãáâì B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , X | ¯à®¨§¢®«ì­ ï B-á¨áâ¥¬ .

4.1. �¯à¥¤¥«¨¬ ­ áëé¥­­ë© á¯ãáª �⇓ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X, ¯®-
« £ ï

�⇓ := {p ∈ %X : [p∈�] = dom p} = {x|b : x ∈ X, b 6 �(x)}.

� áëé¥­­ë© á¯ãáª x⇓ í«¥¬¥­â  x ∈ X ®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª ­ áëé¥­­ë© á¯ãáª
[·∈x]⇓ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  [·∈x]. �â¬¥â¨¬, çâ® �⇓ ¨ x⇓ ¬®£ãâ ®ª § âìáï
á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ ª« áá ¬¨.

4.2. �« áá P ⊂ %X ­ §®¢¥¬ ­ áëé¥­­ë¬, ¥á«¨ ®­ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãî-
é¨¬ ¤¢ã¬ ãá«®¢¨ï¬:

p ∈ P ⇒ p|b ∈ P, p ∈ %X, b ∈ B;

(∀ a ∈ A)(x|a ∈ P ) ⇒ x|∨A ∈ P, x ∈ X, A ⊂ B.

�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ª« áá  P ⊂ %X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) P ï¢«ï¥âáï ­ áëé¥­­ë¬;

(b) (∀x ∈ X)(∃ c ∈ B)(∀ b ∈ B)(x|b ∈ P ⇔ b 6 c);
(c) (∀x ∈ X)(∀ b ∈ B)(b 6 P↑(x) ⇒ x|b ∈ P );
(d) (∀ q ∈ %X)([q ∈P↑] = dom q ⇒ q ∈ P );
(e) (∀Q ⊂ %X)(Q↑ = P↑ ⇒ Q ⊂ P );
(f) P = �⇓ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X;

(g) P = P↑⇓.

4.3. �®£« á­® 3.6 äã­ªæ¨ï �: X → B íªáâ¥­á¨®­ «ì­  â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  � = P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¨«¨ ª« áá  P ⊂ %X. �§ ¯à¨-
¢¥¤¥­­®£® ­¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ­  à®«ì P ¯®¤å®¤¨â ­ áëé¥­­ë©
á¯ãáª �⇓.

�¥¬¬ . �á«¨ � b X, â® � = �⇓↑. � ç áâ­®áâ¨, P↑⇓↑ = P↑ ¨ x ≃ x⇓↑ ¤«ï
¢á¥å P ⊂ %X ¨ x ∈ X.

▹ �«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X á ãç¥â®¬ ¢ª«îç¥­¨ï x|�(x) ∈ �⇓ ¨¬¥¥¬

�(x) = [x=x] ∧ �(x) = [x=x|�(x)] 6
∨

p∈�⇓

[x= p].

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¡« £®¤ àï íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ � ¤«ï «î¡ëå y ∈ X ¨ b 6 �(y)
á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï

[x= y|b] = [x= y] ∧ b 6 [x= y] ∧ �(y) 6 �(x). ◃
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4.4. �à¨¢¥¤¥­­®¥ ­¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.2 (e) ¨ 4.3.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì �bX ¨ P ⊂ %X. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) ª« áá P ­ áëé¥­ ¨ P↑ = �;
(b) P = max{Q ⊂ %X : Q↑ = �};
(c) P = �⇓.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ P ⊂ %X, â® P↑⇓ | ­ ¨¡®«ìè¨© áà¥¤¨ ª« áá®¢ Q ⊂ %X,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å à ¢¥­áâ¢ã Q↑ = P↑, ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ­ áëé¥­­ë© áà¥¤¨ â -
ª¨å ª« áá®¢ Q. � íâ®© á¢ï§¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì P↑⇓ ­ áëé¥­­®© ®¡®«®çª®©

¨«¨ ­ áëé¥­¨¥¬ P .

4.5. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X à ¢­®-

á¨«ì­ë:

(a) � = P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %X;

(b) � = P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ áëé¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %X;

(c) � = (�|Y )↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  Y ⊂ X;

(d) � = 	↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ 	: Y → B, £¤¥ Y ⊂ X | ¬­®¦¥áâ¢®;

(e) ª« áá �⇓ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬.

▹ (a)⇒(c). �á«¨ � ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ (a), â® ¨¬¥îâáï â ª¨¥ á¥¬¥©áâ¢ 
(yi)i∈I ⊂ X ¨ (bi)i∈I ⊂ B, çâ® ¤«ï ¢á¥å x ∈ X

�(x) =
∨
i∈I

[x= yi] ∧ bi.

�®£¤  ¤«ï ¢á¥å i ∈ I

�(yi) =
∨
j∈I

[yi= yj ] ∧ bj > [yi= yi] ∧ bi = bi,

®âªã¤  ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X ¢ëâ¥ª ¥â á®®â­®è¥­¨¥

�(x) =
∨
i∈I

[x= yi] ∧ bi 6
∨
i∈I

[x= yi] ∧ �(yi) 6 �(x)

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® Y := {yi : i ∈ I} ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (c).
�¬¯«¨ª æ¨ï (c)⇒(d) ®ç¥¢¨¤­ .
(d)⇒(a). �á«¨ Y ⊂X ¨ 	:Y →B ã¤®¢«¥â¢®àïîâ (d), â® �= {y|	(y) : y ∈Y }↑.
(a)⇒(e). �ãáâì � = P↑, £¤¥ P ⊂ %X | ¬­®¦¥áâ¢®. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å q ∈ �⇓∨

p∈P

[q= p] = [q ∈P↑] = [q ∈�] = dom q. (5)

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ F ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å äã­ªæ¨© f : P → B, ¤«ï ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã-
¥â í«¥¬¥­â q ∈ �⇓, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î

(∀ p ∈ P ) f(p) = [q= p]. (6)

�«¥¬¥­â q ∈ �⇓ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ (6) ®¤­®§­ ç­®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨
q1, q2 ∈ �⇓ ¨ [q1= p] = [q2= p] ¤«ï ¢á¥å p ∈ P , â® á ãç¥â®¬ (5)

dom q1 =
∨
p∈P

[q1= p] =
∨
p∈P

[q2= p] = dom q2,

[q1= q2] >
∨
p∈P

[q1= p] ∧ [q2= p] =
∨
p∈P

[q1= p] = dom q1,
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  §­ ç¨â, q1 = q2. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : F → �⇓, á®¯®áâ ¢-
«ïîé¥¥ ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨ f ∈ F ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© í«¥¬¥­â q ∈ �⇓, ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é¨© (6). �áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ g áîàê¥ªâ¨¢­®, ¯®áª®«ìªã ¢áïª¨©
í«¥¬¥­â q ∈ �⇓ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (6) ¤«ï äã­ªæ¨¨ f : p 7→ [q= p].

�¬¯«¨ª æ¨ï (e)⇒(b) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 4.3,   ¨¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(a) âà¨¢¨ «ì­ . ◃

4.6. �ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X, ®¡« ¤ îé¨© «î¡ë¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå
á¢®©áâ¢ 4.5 (a){(e), ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë¬. �ë¡®à íâ®£® â¥à¬¨­  ®á-
­®¢ ­ ­  â®¬ á®®¡à ¦¥­¨¨, çâ® ª« ááë, ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ -
¬¨, ¤®¯ãáª îâ ª¢ ­â¨ä¨ª æ¨î ¢ ï§ëª¥ ¯à¥¤¨ª â®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª : äà § ,
­ ç¨­ îé ïáï á«®¢ ¬¨ ý¤«ï «î¡®£® ¯à¥¤¨ª â¨¢­®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá þ,
­¥ ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ (á¬. § 1) ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­  ®¤­®©
ä®à¬ã«®© ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢.

�á«¨ �,	 | ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¥ ª« ááë ¨ � 6 	, â® �⇓ ⊂ 	⇓ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¯à¥¤¨ª â¨¢­®áâì 	 ¢«¥ç¥â ¯à¥¤¨ª â¨¢­®áâì �.

4.7. �«¥¤áâ¢¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  á¨áâ¥¬ë X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) á¨áâ¥¬  X ¨­â¥­á¨®­ «ì­ ;

(b) ¢ X à¥ «¨§ãîâáï ¯®¤ê¥¬ë «î¡ëå ­ áëé¥­­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ %X;

(c) ¢ X à¥ «¨§ãîâáï ¢á¥ ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë¥ ¡ã«¥¢®§­ ç­ë¥ ª« ááë.

4.8. �«¥¤áâ¢¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  í«¥¬¥­â  x ∈ X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) x ≃ P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %X;

(b) x ≃ P↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ áëé¥­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %X;

(c) (∃Y ⊂ X)(∀ z ∈ X) [z ∈x] =
∨
y∈Y [z= y] ∧ [y ∈x];

(d) x ≃ 	↑ ¤«ï ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ 	: Y → B, £¤¥ Y ⊂ X | ¬­®¦¥áâ¢®;

(e) ª« áá x⇓ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬.

�«¥¬¥­âë x ∈ X, ®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ (a){(e), ãá«®¢¨¬áï ­ §ë¢ âì ¯à¥-
¤¨ª â¨¢­ë¬¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, PX(X) | á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ¯à¥¤¨ª â¨¢­ëå
í«¥¬¥­â®¢ X (á¬. 3.19). �¨áâ¥¬ã X ­ §®¢¥¬ ¯à¥¤¨ª â¨¢­®©, ¥á«¨ ¢á¥ í«¥¬¥­-
âë X ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë, â. ¥. PX(X) = X.

4.9. �á«¨ ¡ã«¥¢®§­ ç­ ï á¨áâ¥¬  ¨­â¥­á¨®­ «ì­  ¨ ¯à¥¤¨ª â¨¢­ , â® £®¢®-
àïâ, çâ® ®­  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯®¤ê¥¬ :

(∀P ⊂ %X)(∃x ∈ X)(x ≃ P↑),
(∀x ∈ X)(∃P ⊂ %X)(x ≃ P↑).

4.10. �¥¬¬ . �ãáâì x ∈ X | ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë© í«¥¬¥­â ¨ Y ⊂ X. �®£¤ 

[x⊂Y ↑] = [x=P↑] ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %Y . � ç áâ­®áâ¨

X � (x⊂Y ↑) ⇔ (∃P ⊂ %Y ) x ≃ P↑.
▹ �ä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 3.17 (c), â ª ª ª ª« áá P =

{y|[y∈x] : y ∈ Y } á®¤¥à¦¨âáï ¢ x⇓ ¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬. ◃

§ 5. �¨ª«¨ç­®áâì

�ãáâì B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , X | ¯à®¨§¢®«ì­ ï B-á¨áâ¥¬ .
� ¯®¬­¨¬, çâ® í«¥¬¥­âë a, b ∈ B ­ §ë¢ îâ ¤¨§êî­ªâ­ë¬¨ ¨ ¯¨èãâ a ⊥ b,

¥á«¨ a ∧ b = 0B. �«ï A ⊂ B á®®â­®è¥­¨¥ (∀ a ∈ A)(a ⊥ b) § ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥
A ⊥ b. �­â¨æ¥¯ì ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ | íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¨«¨ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¯ à-
­® ¤¨§êî­ªâ­ëå í«¥¬¥­â®¢,   à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë | ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  ­â¨æ¥¯ì
(â. ¥.  ­â¨æ¥¯ì, áã¯à¥¬ã¬ í«¥¬¥­â®¢ ª®â®à®© à ¢¥­ 1B).



�ã«¥¢®§­ ç­ë© ã­¨¢¥àáã¬ ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ . I 15

5.1. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ­¥®¤­®ªà â­® ¯à¨£®¤ïâáï á«¥¤ãîé¨¥ ¯à®áâë¥ ­ ¡«î-
¤¥­¨ï (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, 5.4 ¨ 5.8).

�¥¬¬ . (a) �á«¨ (di)i∈I ⊂ B |  ­â¨æ¥¯ì, (bi)i∈I ⊂ B, (∀ i ∈ I)(bi 6 di),∨
i∈I bi =

∨
i∈I di, â® (∀ i ∈ I)(bi = di).

(b) �á«¨ A ⊂ B, �a ∈ B, A 6 �a, â® ∨A = �a ⇔ (∀ b ∈ B)(A ⊥ b ⇒ �a ⊥ b).

5.2. �¯à¥¤¥«¨¬ á¯ãáª �↓ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X, ¯®« £ ï

�↓ = {p ∈ %X : [p∈�] = dom p = ∨�}
= {p ∈ �⇓ : [p∈�] = ∨�}
= {x|∨� : x ∈ X, �(x) = ∨�},

£¤¥ ∨� :=
∨
x∈X �(x) = [� ̸=∅]. �¯ãáª x↓ í«¥¬¥­â  x ∈ X ®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª á¯ãáª

[·∈x]↓ ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  [·∈x] (á¬. 2.7). �â¬¥â¨¬, çâ® á¯ãáª¨ �↓ ¨ x↓
¬®£ãâ ®ª § âìáï á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ ª« áá ¬¨.

�á«¨ X � (� ̸=∅) ¨ B-á¨áâ¥¬  X ®â¤¥«¨¬ , â® á ãç¥â®¬ á®£« è¥­¨ï 3.3

�↓ = {x ∈ X : X � (x∈�)}.

5.3. �®¤¬­®¦¥áâ¢® P ⊂ %X ­ §®¢¥¬  ­â¨æ¥¯ìî, ¥á«¨ ¥£® í«¥¬¥­âë ¨¬¥-
îâ ¯®¯ à­® ¤¨§êî­ªâ­ë¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï: dom p1 ⊥ dom p2 ¤«ï «î¡ëå
p1, p2 ∈ P , p1 ̸= p2. � áâ¨ç­ë© í«¥¬¥­â q ∈ %X ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á®¥¤¨­¥­¨¥¬

 ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %X, ¥á«¨

(∀ p∈P ) p @ q ¨ dom q =
∨
p∈P

dom p.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, â ª®© ç áâ¨ç­ë© í«¥¬¥­â q ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ­â¨-
æ¥¯ìî P , çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ¤«ï á®¥¤¨­¥­¨ï P ®¡®§­ ç¥­¨¥ ⊔P . �®¥¤¨­¥­¨¥
⊔{p1, p2} ¤¢ãåí«¥¬¥­â­®©  ­â¨æ¥¯¨ {p1, p2} ⊂ %X ãá«®¢¨¬áï § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥
p1⊔p2,   á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔{pi : i ∈ I}  ­â¨æ¥¯¨, § ¤ ­­®© á¥¬¥©áâ¢®¬ (pi)i∈I ⊂ %X, |
¢ ¢¨¤¥

⊔
i∈I pi.

5.4. �­ãâà¨ X ¯®¤ê¥¬  ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %X á®¤¥à¦¨â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® í«¥¬¥­-
â : X � ((∃x)(x∈P↑) ⇒ (∃!x)(x∈P↑)).

�¥¬¬ . �ãáâì P ⊂ %X |  ­â¨æ¥¯ì, x ∈ X, b := [P↑ ̸=∅]. �«¥¤ãîé¨¥

¢®á¥¬ì á®®â­®è¥­¨© à ¢­®á¨«ì­ë:

x|b = ⊔P, [x=∪(P↑)] > b, [x∈P↑] = b, [P↑= {x}] = b,

x|b ∈ P↑↓, P↑↓ = {x|b},
∨
p∈P

[x= p] = b, (∀ p∈P ) [x= p] = dom p.

5.5. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ P ⊂ %X |  ­â¨æ¥¯ì ¨ P↑↓ ̸= ∅, â® áãé¥áâ¢ã¥â

á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔P , ¯à¨ç¥¬ P↑↓ = {⊔P}.

5.6. �¥¬¬ . �á«¨ X | íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ï B-á¨áâ¥¬ , P ⊂ %X |  ­â¨æ¥¯ì

¨ x ∈ X, â® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) x ∼ ext⊔P ;
(b) X � (x=∪(P↑));
(c) [x ̸=∅] 6 [P↑ ̸=∅] 6 [x∈P↑];
(d) (∀ z ∈X) [z ∈x] =

∨
p∈P [z ∈ p].
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▹ �ª¢¨¢ «¥­â­®áâì (a){(c) ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©.

(a)⇒(d). �«ï ¢á¥å z ∈ X ¢ á¨«ã á®®â­®è¥­¨© [z ∈x] 6 [x ̸=∅] 6
∨
p∈P dom p

¨ x|dom p = p ¨¬¥¥¬

[z ∈x] =
∨
p∈P

[z ∈x] ∧ dom p =
∨
p∈P

[z ∈ p].

(d)⇒(c). �á«¨ p ∈ P , â® (∀ z ∈ X) [z ∈x] ∧ dom p > [z ∈ p] ¡« £®¤ àï (d),
®âªã¤  á ãç¥â®¬ 5.1 (a) ¢ëâ¥ª ¥â (∀ z ∈ X) [z ∈x] ∧ dom p = [z ∈ p],   §­ ç¨â,
[x= p] > dom p ¢ á¨«ã íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ X. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

[x ̸=∅] =
∨
z∈X

[z ∈x] =
∨
z∈X

∨
p∈P

[z ∈ p] 6
∨
p∈P

dom p 6
∨
p∈P

[x= p] = [x∈P↑]. ◃

5.7. �­â¨æ¥¯ì P ⊂ %X ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì­®©, ¥á«¨
∨
p∈P dom p = 1B,

â. ¥. ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ P ®¡à §ãîâ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë ¢ ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡à¥ B. �®¥¤¨­¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­ëå  ­â¨æ¥¯¥© ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ¢áî¤ã
®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ç áâ¨ç­ë¥ í«¥¬¥­âë X ¨ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  á¨áâ¥¬  X ®â¤¥«¨¬ ,
®â®¦¤¥áâ¢«ïîâáï á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ X (á¬. 3.3).

�á«¨ x ∈ X, {yi|di : i ∈ I} | ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  ­â¨æ¥¯ì ¨ x ∼
⊔

i∈I yi|di ,
â® x ­ §ë¢ ¥âáï ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥¬ á¥¬¥©áâ¢  (yi)i∈I ⊂ X ®â­®á¨â¥«ì­® à §¡¨¥-
­¨ï ¥¤¨­¨æë (di)i∈I ⊂ B. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,

x ∼
⊔
i∈I

yi|di ⇔ (∀ i ∈ I) [x= yi] > di.

� á«ãç ¥ ®â¤¥«¨¬®© á¨áâ¥¬ë ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥ (yi)i∈I ®â­®á¨â¥«ì­® (di)i∈I ¥¤¨­-
áâ¢¥­­® ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ mix

i∈I
diyi.

5.8. �­ãâà¨ X ¯®¤ê¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­®©  ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %X ï¢«ï¥âáï á¨­£«¨-
â®­®¬: X � (∃!x)(x∈P↑).

�¥¬¬ . �«ï ¬ ªá¨¬ «ì­®©  ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %X ¨ í«¥¬¥­â  x ∈ X á«¥¤ãîé¨¥

¢®á¥¬ì á®®â­®è¥­¨© à ¢­®á¨«ì­ë:

x ∼ ⊔P, X � (x=∪(P↑)), X � (x∈P↑), X � (P↑= {x}),

x̃ ∈ P↑↓, P↑↓ = {x̃},
∨
p∈P

[x= p] = 1B, (∀ p∈P ) [x= p] = dom p.

5.9. �®¤ª« áá Y ⊂ X ­ §ë¢ îâ æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¨«¨ æ¨ª«¨ç­ë¬, ¥á«¨ ¤«ï
«î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  (yi)i∈I ⊂ Y ¨ «î¡®£® à §¡¨¥­¨ï ¥¤¨­¨æë (di)i∈I ⊂ B áãé¥-
áâ¢ã¥â ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥ y ∼

⊔
i∈I yi|di , y ∈ Y . � á«ãç ¥, ª®£¤  æ¨ª«¨ç­  ¢áï

B-á¨áâ¥¬  X, £®¢®àïâ, çâ® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï.

�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ­¥¯ãáâ®£® ª« áá  Y ⊂ X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) Y ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª¨¬;

(b) «î¡ ï  ­â¨æ¥¯ì P ⊂ %Y ¨¬¥¥â á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔P ∈ %Y ;

(c) «î¡ ï ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  ­â¨æ¥¯ì P ⊂ %Y ¨¬¥¥â á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔P ∈ %Y .
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5.10. �¥¬¬ . �ãáâì Y ⊂ X. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  í«¥¬¥­â  x ∈ X à ¢­®-

á¨«ì­ë:

(a) áãé¥áâ¢ãîâ á¥¬¥©áâ¢® (yi)i∈I ⊂Y ¨ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë (di)i∈I ⊂B â -

ª¨¥, çâ® x ∼
⊔

i∈I yi|di ;

(b) x ∼ ⊔P ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¬ ªá¨¬ «ì­®©  ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %Y ;
(c) X � (x∈Y ↑);
(d) x̃ ∈ Y ↑↓;
(e)

∨
y∈Y [x= y] = 1B.

▹ �¬¯«¨ª æ¨¨ (a)⇒(b) ¨ (c)⇒(d)⇒(e) ®ç¥¢¨¤­ë, ¨¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(c) ¢ë-
â¥ª ¥â ¨§ 5.8 ¨ 3.17 (b),   ¨¬¯«¨ª æ¨ï (e)⇒(a) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯à¨­æ¨¯®¬ ¨á-
ç¥à¯ë¢ ­¨ï [3, 2.1.10 (1)]. ◃

�®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ x ∈ X, ®¡« ¤ îé¨å «î¡ë¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥­â-
­ëå á¢®©áâ¢ (a){(e), ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ mixY . �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®âáãâáâ¢¨¨
®â¤¥«¨¬®áâ¨ mixY ¬®¦¥â ®ª § âìáï á®¡áâ¢¥­­ë¬ ª« áá®¬ ¤ ¦¥ ¢ â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  Y ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬.

5.11. �¥¬¬ . �á«¨ Y ⊂ X, â® Y ↑ = (mixY )↑. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡®£®

¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X∨
y∈Y

�(y) = [(∃ y ∈ Y ↑)�(y)] = [(∃x ∈ (mixY )↑)�(x)] =
∨

x∈mixY

�(x).

▹ �¥à ¢¥­áâ¢® Y ↑ 6 (mixY )↑ ®ç¥¢¨¤­®. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨
z ∈ mixY

[x= z] = [x= z] ∧
∨
y∈Y

[z= y] =
∨
y∈Y

[x= z] ∧ [z= y] 6
∨
y∈Y

[x= y] = Y ↑(x),

  §­ ç¨â, (mixY )↑(x) =
∨
z∈mixY [x= z] 6 Y ↑(x). ◃

5.12. �¥¬¬ . �á«¨ Y ⊂ X, â® mixmixY = mixY .

▹ � ãç¥â®¬ 5.11 ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨¬¥¥¬

x ∈ mixmixY ⇔ X � (x∈ (mixY )↑) ⇔ X � (x∈Y ↑) ⇔ x ∈ mixY. ◃

5.13. �«¥¤áâ¢¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) ¤«ï «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢  (yi)i∈I ⊂ Y ¨ à §¡¨¥­¨ï ¥¤¨­¨æë (di)i∈I ⊂ B
áãé¥áâ¢ã¥â ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨¥ x ∼

⊔
i∈I yi|di , x ∈ X.

(b) «î¡ ï  ­â¨æ¥¯ì P ⊂ %Y ¨¬¥¥â á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔P ∈ %X;

(c) «î¡ ï ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  ­â¨æ¥¯ì P ⊂ %Y ¨¬¥¥â á®¥¤¨­¥­¨¥ ⊔P ∈ %X;

(d) Y ⊂ Y ¤«ï ­¥ª®â®à®£® æ¨ª«¨ç¥áª®£® ª« áá  Y ⊂ X;

(e) mixY | æ¨ª«¨ç¥áª¨© ª« áá.

�« áá Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© «î¡®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ãá«®¢¨© (a){(e), ¡ã-
¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¯à¥¤æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¨«¨ ¯à¥¤æ¨ª«¨ç­ë¬.

�¨ª«¨ç­®áâì ¯à¥¤æ¨ª«¨ç¥áª®£® ª« áá  Y à ¢­®á¨«ì­  á®®â­®è¥­¨î Ỹ =
(mixY )∼, ª®â®à®¥ ¢ ®â¤¥«¨¬®¬ á«ãç ¥ ®§­ ç ¥â à ¢¥­áâ¢® Y = mixY . �á«¨
Y | ¯à¥¤æ¨ª«¨ç¥áª®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ®â¤¥«¨¬®© á¨áâ¥¬ë X, â® mixY ï¢«ï¥âáï
­ ¨¬¥­ìè¨¬ ¯® ¢ª«îç¥­¨î æ¨ª«¨ç¥áª¨¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ X, á®¤¥à¦ é¨¬ Y ,
¨ ­ §ë¢ ¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª®© ®¡®«®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  Y .

5.14. �¥¬¬ . �á«¨ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï, â® ¤«ï

«î¡ëå á¥¬¥©áâ¢ (xi)i∈I ⊂X ¨ (bi)i∈I ⊂B ­ ©¤ãâáï Y ⊂ mix{xi : i∈ I} ¨ b∈B
â ª¨¥, çâ®

{xi|bi : i ∈ I}↑ = (Y |b)↑.
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▹ � á«ãç ¥ I = ∅ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �ãáâì I ̸= ∅.
�®«®¦¨¬ b =

∨
i∈I bi, I

• = I ∪ {I}, bI = ¬b ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë©
í«¥¬¥­â xI ∈ {xi : i ∈ I}. �®£« á­® ¯à¨­æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ­¨ï áãé¥áâ¢ã¥â â -
ª®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¥¤¨­¨æë (di)i∈I• ⊂ B, çâ® di 6 bi ¤«ï ¢á¥å i ∈ I•. � ¬¥â¨¬,
çâ®

∨
i∈I di = b. �« £®¤ àï æ¨ª«¨ç­®áâ¨ ¢ X ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥­â x ∼

⊔
i∈I•xi|di ,

å à ªâ¥à¨§ãîé¨©áï á®®â­®è¥­¨ï¬¨

[x=xi] > di ¤«ï ¢á¥å i ∈ I•. (7)

�® â®© ¦¥ ¯à¨ç¨­¥ ¤«ï ª ¦¤®£® i ∈ I ¢ X ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥­â yi ∼ xi|bi ⊔ x|¬bi ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

[yi=xi] > bi, [yi=x] > ¬bi. (8)

�®«®¦¨¬ Y := {yi : i ∈ I}. �ç¥¢¨¤­®, Y ⊂ mix{xi : i ∈ I}. �®ª ¦¥¬, çâ®
{xi|bi : i ∈ I}↑ = (Y |b)↑, â. ¥.∨

i∈I

[z=xi] ∧ bi =
∨
i∈I

[z= yi] ∧ b ¤«ï ¢á¥å z ∈ X.

�«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  z ∈ X á ãç¥â®¬ (8) ¨¬¥¥¬∨
i∈I

[z=xi] ∧ bi =
∨
i∈I

[z= yi] ∧ bi 6
∨
i∈I

[z= yi] ∧ b.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¡« £®¤ àï (7) á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â­®è¥­¨ï

[z=x] ∧ b =
∨
i∈I

[z=x] ∧ di =
∨
i∈I

[z=xi] ∧ di 6
∨
i∈I

[z=xi] ∧ bi,

®âªã¤  ¢ á¨«ã (8) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¢á¥å i ∈ I

[z= yi] ∧ b = ([z= yi] ∧ bi) ∨ ([z= yi] ∧ b ∧ ¬bi)
= ([z=xi] ∧ bi) ∨ ([z=x] ∧ b ∧ ¬bi)

6 ([z=xi] ∧ bi) ∨
∨
j∈I

[z=xj ] ∧ bj =
∨
j∈I

[z=xj ] ∧ bj ,

¨ ¯®íâ®¬ã
∨
i∈I

[z= yi] ∧ b 6
∨
i∈I

[z=xi] ∧ bi. ◃

5.15. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì B-á¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥-

è¨¢ ­¨ï.

(a) �«ï «î¡ëå Z ⊂ X ¨ P ⊂ %Z ­ ©¤ãâáï Y ⊂ mixZ ¨ b ∈ B â ª¨¥, çâ®

P↑ = (Y |b)↑.
(b) �«ï «î¡®£® ¯à¥¤¨ª â¨¢­®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X áãé¥áâ¢ãîâ Y ⊂ X ¨ b ∈ B

â ª¨¥, çâ® x ≃ (Y |b)↑. �à¨ íâ®¬ b = [x ̸=∅] = [y ∈x] ¤«ï ¢á¥å y ∈ Y .

(c) �á«¨ (∀Y ⊂ X)(∀ b ∈ B)(∃x ∈ X) x ≃ (Y |b)↑, â® á¨áâ¥¬  X ¨­â¥­á¨®-

­ «ì­ .
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§ 6. �à¨­æ¨¯ ¬ ªá¨¬ã¬ 

�ãáâì B | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , X | ¯à®¨§¢®«ì­ ï B-á¨áâ¥¬ .

6.1. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨-

¬ã¬  ­  Y ⊂ X, ¥á«¨ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ {�(y) : y ∈Y } ¨¬¥¥âáï ­ ¨¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â
¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

(∃ z ∈Y ) �(z) = [(∃ y ∈Y ↑)�(y)].

�®¢®àïâ, çâ® � ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ , ¥á«¨ � ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  ­  X,
â. ¥. �↓ ̸= ∅.

�ãáâì φ(x, �z) | ä®à¬ã« , ¢á¥ á¢®¡®¤­ë¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ª®â®à®© á®¤¥à¦ âáï ¢
á¯¨áª¥ x, �z, £¤¥ �z = z1, . . . , zn. �¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬ 
¤«ï ä®à¬ã«ë (∃x)φ, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå �z ∈ X ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá x 7→ [φ(x, �z)]
¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ , â. ¥.

(∀ �z ∈ X)(∃ y ∈ X) [φ(y, �z)] = [(∃x)φ(x, �z)].

�®¢®àïâ, çâ® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬ , ¥á«¨ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬  ¤«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë ¢¨¤  (∃x)φ. (�â® ®ç¥à¥¤­®¥ ¡¥á-
ª®­¥ç­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, á¬. § 1.)

6.2. �¥¬¬ . �ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨î

� = �↓↑ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨ b ∈ B

(∀ p ∈ �↓)([x= p] ⊥ b) ⇒ �(x) ⊥ b.

▹ �á«¨ x ∈ X ¨ p ∈ �↓, â® p = y|�(y) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® í«¥¬¥­â  y ∈ X ¨
á ãç¥â®¬ íªáâ¥­á¨®­ «ì­®áâ¨ �

[x= p] = [x= y|�(y)] = [x= y] ∧ �(y) = [x= y] ∧ �(x) 6 �(x).

�®áª®«ìªã �↓↑(x) =
∨
p∈�↓[x= p], ®áâ ¥âáï á®á« âìáï ­  5.1 (b). ◃

6.3. �¥¬¬ . �ãáâì � b X. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® í«¥¬¥­â  x ∈ X ®¯à¥¤¥«¨¬

íªáâ¥­á¨®­ «ì­ãî äã­ªæ¨î �x : X → B, ¯®« £ ï

�x(y) = (¬�(x) ∨ [x= y]) ∧ �(y), y ∈ X.

�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) (∀ p ∈ �⇓)(∃ �p ∈ �↓)(p @ �p);
(b) (∀x ∈ X)(∃ y ∈ X)(�(x) 6 [x= y], �(y) = ∨�);
(c) (∀x ∈ X)(�x↓ ̸= ∅).

�á«¨ � ®¡« ¤ ¥â «î¡ë¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå á¢®©áâ¢ (a){(c), â®

� = �↓↑. (9)

▹ �à¥¤¢ à¨â¥«ì­® ¯®ª ¦¥¬, çâ® ∨�x = ∨�. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ­¥à ¢¥­áâ¢®
∨�x 6 ∨� ®ç¥¢¨¤­®,   á ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï ¢á¥å y ∈ X

∨�x > �x(x) ∨ �x(y) = �(x) ∨ ((¬�(x) ∨ [x= y]) ∧ �(y)) = �(x) ∨ �(y) > �(y).

(a)⇔(b). �®áâ â®ç­® § ¬¥â¨âì, çâ®

x|b ∈ �⇓ ⇔ b 6 �(x), y|∨� ∈ �↓ ⇔ �(y) = ∨�,
x|�(x) @ y|∨� ⇔ �(x) 6 [x= y].
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(b)⇒(c). �á«¨ �(x) 6 [x= y] ¨ �(y) = ∨�, â®

�x(y) = (¬�(x) ∨ [x= y]) ∧ �(y) > (¬�(x) ∨ �(x)) ∧ �(y) = �(y) = ∨� = ∨�x

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �x ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  ¢ â®çª¥ y.
(c)⇒(b). �ãáâì x ∈ X, ¨ ¯ãáâì y ∈ X | â®çª  ¬ ªá¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ �x, â. ¥.

(¬�(x) ∨ [x= y]) ∧ �(y) = ∨�x = ∨�. (10)

�®áª®«ìªã �(y) 6 ∨�, ¨§ (10) ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥­áâ¢® �(y) = ∨�. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
(¬�(x) ∨ [x= y]) ∧ ∨� = ∨�, ®âªã¤  ¬�(x) ∨ [x= y] > ∨� > �(x) ¨ ¯®íâ®¬ã
�(x) 6 [x= y].

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® � ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ (b), ¨ ãáâ ­®¢¨¬ à ¢¥­áâ¢® � =
�↓↑. �®£« á­® 6.2 ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì x ∈ X ¨ b ∈ B, ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨¥ ãá«®¢¨î

(∀ y ∈ Y )(�(y) = ∨� ⇒ [x= y] ∧ ∨� ⊥ b), (11)

¨ ¯®ª § âì, çâ® �(x) ⊥ b. �« £®¤ àï (b) ¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥­â y ∈ X, çâ®
�(x) 6 [x= y] ¨ �(y) = ∨�. �®£¤  á ãç¥â®¬ (11) ¨¬¥¥¬

�(x) = �(x) ∧ ∨� 6 [x= y] ∧ ∨� ⊥ b. ◃

�â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï (a){(c) ­¥ à ¢­®á¨«ì­ë à ¢¥­áâ¢ã � = �↓↑. � ¯à¨-
¬¥à, ¥á«¨ B = P({0, 1, 2}), X = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 1)}, [x= y] = {i∈{0, 1, 2} :
x(i) = y(i)}, [x∈ y] = {i ∈ {0, 1, 2} : x(i) ∈ y(i)} (£¤¥ 0 ∈ {0} = 1), �(1, 0, 0) =
�(0, 1, 0) = {0, 1, 2}, �(1, 1, 1) = {0, 1}, â® � = �↓↑, ­® ¤«ï x = (1, 1, 1) ­¥â
í«¥¬¥­â  y ∈ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ �(x) 6 [x= y] ¨ �(y) = ∨�.

6.4. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ B-á¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬ 

¤«ï ä®à¬ã«ë (∃ y)(y ∈x ∧ (z ∈x⇒ z= y)), â®
(a) x ≃ x↓↑ ¤«ï ¢á¥å x ∈ X;

(b) í«¥¬¥­â x ∈ X ¯à¥¤¨ª â¨¢¥­ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª« áá x↓ ï¢-

«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ (á¬. 4.8).

6.5. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ­¥¯ãáâ®£® ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X à ¢­®-

á¨«ì­ë:

(a) Y ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª¨¬;

(b) «î¡®© ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  ­  Y ;
(c) «î¡®© ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë© ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã-

¬  ­  Y .

▹ (a)⇒(b). �®«®¦¨¬ b :=
∨
y∈Y �(y). �® ¯à¨­æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ­¨ï ¨¬¥îâáï

 ­â¨æ¥¯ì (di)i∈I ⊂ B ¨ á¥¬¥©áâ¢® (yi)i∈I ⊂ Y â ª¨¥, çâ®
∨
i∈I di = b ¨ di 6 �(yi)

¤«ï ¢á¥å i ∈ I. �« £®¤ àï æ¨ª«¨ç­®áâ¨ Y áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥­â z ∈ Y , ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨© á®®â­®è¥­¨î z|b =

⊔
i∈I yi|di . �®ª ¦¥¬, çâ® �(z) = b. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

�(z) =
∨
y∈Y [z= y] ∧ �(z) 6

∨
y∈Y �(y) = b. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï ¢á¥å i ∈ I

á ãç¥â®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ [z= yi] > di, �(yi) > di ¨¬¥¥¬ �(z) > �(yi) ∧ [z= yi] > di,
  §­ ç¨â, �(z) >

∨
i∈I di = b.

�¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(c) âà¨¢¨ «ì­ .
(c)⇒(a). �ãáâì P ⊂ %Y | ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  ­â¨æ¥¯ì. �« £®¤ àï (c) áãé¥-

áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â z ∈ Y , çâ® P↑(z) =
∨
y∈Y P↑(y). �®£« á­® (3) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

à ¢¥­áâ¢®
∨
y∈Y P↑(y) = 1B. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, [z ∈P↑] = 1B, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ 5.8

á«¥¤ã¥â, çâ® z ∼ ⊔P . ◃
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6.6. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  B-á¨áâ¥¬ë X à ¢­®á¨«ì­ë:

(a) X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï;

(b) «î¡®© ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá � b X ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ ;

(c) «î¡®© ¯à¥¤¨ª â¨¢­ë© ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá �bX ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ ;

(d) � = �↓↑ ¤«ï «î¡®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X;

(e) � = �↓↑ ¤«ï «î¡®£® ¯à¥¤¨ª â¨¢­®£® ¡ã«¥¢®§­ ç­®£® ª« áá  � b X;

(f) P↑↓ ≠ ∅ ¤«ï «î¡®£® ª« áá  P ⊂ %X;

(g) P↑↓ ≠ ∅ ¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  P ⊂ %X;

(h) P↑↓ ≠ ∅ ¤«ï «î¡®© ¬ ªá¨¬ «ì­®©  ­â¨æ¥¯¨ P ⊂ %X.

▹ � ¢­®á¨«ì­®áâì (a){(c) ãáâ ­®¢«¥­  ¢ 6.5. �¬¯«¨ª æ¨¨ (d)⇒(f) ¨ (e)⇒(g)
¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­ë: ¥á«¨ P↑↓ = ∅, â® P↑ = P↑↓↑ = ∅↑ ¨ â®£¤  P↑↓ = ∅↑↓ =
{x|0B} ̸= ∅. �¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(d) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 6.3 (c)⇒(9), ¨¬¯«¨ª æ¨ï (h)⇒(a)
á«¥¤ã¥â ¨§ 5.5,   ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (d)⇒(e), (f)⇒(g)⇒(h) âà¨¢¨ «ì­ë. ◃

6.7. �¥¬¬ . �á«¨ Y ⊂ X | ­¥¯ãáâ®© ¯à¥¤æ¨ª«¨ç¥áª¨© ª« áá, â®

(∀x ∈ X)(∃ y ∈ mixY ) [x= y] = [x∈Y ↑].

▹ �®£« á­® 6.5 ¡ã«¥¢®§­ ç­ë© ª« áá y 7→ [x= y] ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬  ­ 
mixY , ¯à¨ç¥¬ (mixY )↑ = Y ↑ (á¬. 5.11). ◃

6.8. �¥¬¬ . �ãáâì X | íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ï B-á¨áâ¥¬ , (di)i∈I ⊂ B |  ­-

â¨æ¥¯ì, (Pi)i∈I | á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ %X, (xi)i∈I ⊂X. �á«¨ (∀ i ∈ I) xi ≃Pi↑
¨ x ≃ (

∪
i∈I Pi|di)↑, â® x ∼ ext

⊔
i∈I xi|di .

▹ �ä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.6, â ª ª ª ¤«ï ¢á¥å z ∈ X

[z ∈x] =
[
z ∈

(∪
i∈I

Pi|di

)x] = ∨
i∈I

∨
p∈Pi

[z= p|di ] =
∨
i∈I

∨
p∈Pi

[z= p] ∧ di

=
∨
i∈I

[z ∈Pi↑] ∧ di =
∨
i∈I

[z ∈xi] ∧ di =
∨
i∈I

[z ∈xi|di ]. ◃

6.9. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | íªáâ¥­á¨®­ «ì­ ï B-á¨áâ¥¬ . �á«¨ Y ⊂ X
¨ (∀P ⊂ %Y )(∃x ∈ X)(x ≃ P↑), â® PX(Y ) | æ¨ª«¨ç¥áª¨© ª« áá. � ç áâ­®-

áâ¨, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  X íªáâ¥­á¨®­ «ì­  ¨ ¨­â¥­á¨®­ «ì­ , â® ª« áá PX(X) ¢á¥å
¯à¥¤¨ª â¨¢­ëå í«¥¬¥­â®¢ X ï¢«ï¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª¨¬.

6.10. �«¥¤áâ¢¨¥. (a) �á«¨ á¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥-

è¨¢ ­¨ï, â® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬  [5, 1.10; 3, 6.1.7].
(b) �á«¨ á¨áâ¥¬  X ¨­â¥­á¨®­ «ì­  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¬ ªá¨¬ã¬ 

¤«ï ä®à¬ã«ë (∃x)(x∈ y), â®X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï [5, 1.12;
3, 6.1.9].

(c) �á«¨ á¨áâ¥¬  X íªáâ¥­á¨®­ «ì­  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ã ¯®¤ê¥¬ ,

â® X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨­æ¨¯ ¬ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï ¨ ¬ ªá¨¬ã¬  [5, 1.11; 3, 6.1.8].

▹ �â¢¥à¦¤¥­¨¥ (a) ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 3.12 ¨ 6.6, (b) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 5.5,
(c) | ¨§ 6.9 ¨ (a). ◃
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