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Булевозначной алгебраической системой теоретико-множественной сиг-
натуры {=,∈} называется непустой класс X, снабженный булевозначными
интерпретациями символов сигнатуры, представляющими собой функции
=X ,∈X : X2 → B, которые принимают значения в полной булевой алгебре B
и удовлетворяют аналогам классических аксиом равенства — таким, как

∈X(x, y) ∧ =X(y, z) 6 ∈X(x, z)

(см. [1, 3.1]). С помощью имеющихся в B операций супремума a∨b, инфимума
a ∧ b и дополнения ¬b, а также супремумов supA и инфимумов inf A под-
множеств A ⊂ B рекурсивным способом определяется значение истинности
[ϕ(x̄)]X ∈ B в системе X на элементах x̄ = x1, . . . , xn ∈ X для произвольной
формулы ϕ теории предикатов первого порядка сигнатуры {=,∈}. В случае
[ϕ(x̄)]X = 1B говорят, что утверждение ϕ(x̄) истинно в X, и пишут X � ϕ(x̄).

Простым и естественным примером булевозначной алгебраической систе-
мы служит класс VS всех функций, определенных на непустом множестве S,
снабженный интерпретациями

=VS (x, y) = {s ∈ S : x(s) = y(s)},
∈VS (x, y) = {s ∈ S : x(s) ∈ y(s)},

которые принимают значения в булевой алгебре P(S) всех подмножеств S.
В этом случае истинность любой формулы вычисляется поточечно:

[ϕ(x1, . . . , xn)]VS =
{
s ∈ S : ϕ

(
x1(s), . . . , xn(s)

)}
.

Более общим функциональным примером булевозначной системы служит
класс C(Q,V Q) непрерывных сечений расслоения V Q моделей теории мно-
жеств над экстремально несвязным компактом Q (см. [2; 3, гл. 6]).

∗Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследова-
ний СО РАН №I.1.2, проект №0314-2019-0005.
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Пусть X — булевозначная алгебраическая система с алгеброй истинно-
сти B. Булевозначным классом в X называют функцию Φ: X → B, удовле-
творяющую соотношению Φ(x)∧ [x= y]X 6 Φ(y) для всех x, y ∈ X (см. [1, 3.5;
3, 4.6.1]). Такие естественные соглашения, как

[x∈Φ]X = Φ(x), [x= Φ]X = [(∀ y)(y ∈ x⇔ y ∈ Φ)]X ,

позволяют употреблять булевозначные классы внутри оценок истинности
формул — аналогично тому, как символы классов используются в языке тео-
рии множеств. Будем говорить, что элемент x ∈ X реализует булевознач-
ный класс Φ и писать x ' Φ, если X � (x= Φ).

Пусть BX — класс всех функций F : domF → B, определенных на под-
множествах domF ⊂ X. Подъемом функции F ∈ BX назовем булевозначный
класс F↑ : X → B, определяемый формулой

F↑(x) =
∨

y∈domF

[x= y]X ∧ F (y).

Элемент x ∈ X называется перемешиванием семейства (xi)i∈I ⊂ X относи-
тельно разбиения единицы (di)i∈I ⊂ B, если [x =xi]X > di для всех i ∈ I.
Символом mixY обозначается совокупность всевозможных перемешиваний
элементов подмножества Y ⊂ X.

Булевозначную алгебраическую систему X с булевой алгеброй истинно-
сти B называют булевозначным универсумом (см. [1, 3.4]) или B-значным
универсумом, если она удовлетворяет следующим пяти условиям:

(1) (∀x, y ∈ X)
(
X � (x= y)⇒ x = y

)
;

(2) (∀F ∈ BX)(∃x ∈ X)(x ' F↑);
(3) (∀x ∈ X)(∃F ∈ BX)(x ' F↑);
(4) X � (∀x, y)

(
(∀ z)(z ∈ x⇔ z ∈ y)⇒ x = y

)
;

(5) X � (∀x)
(
(∃ y)(y ∈ x)⇒ (∃ y ∈ x)(∀ z ∈ x)(z /∈ y)

)
.

Известно (см. [1, 3]), что для любой полной булевой алгебры B существует
B-значный универсум V(B), который оказывается моделью ZFC: если ϕ —
теорема ZFC, то истинность V(B) � ϕ также является теоремой ZFC.

В анонсируемом исследовании [4] мы показываем, что всякий B-значный
универсум X имеет следующую многоуровневую структуру, аналогичную
кумулятивной иерархии фон Неймана:

X0 = ∅;
Xα+1 =

{
x ∈ X : x ' F↑, F ∈ BXα

}
для любого ординала α;

Xα =
⋃
β<αXβ для предельного ординала α;

X =
⋃
α∈OrdXα, где Ord — класс всех ординалов.
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Альтернативную структуру можно получить, ограничившись подъемами по-
стоянных функций и добавив перемешивания на предельных шагах:

Y0 = ∅;
Yα+1 =

{
x∈X : x ' (D×{b})↑, D⊂Yα, b∈B

}
для любого ординала α;

Yα = mix
⋃
β<α Yβ для предельного ординала α;

X =
⋃
α∈Ord Yα.

Подобные кумулятивные иерархии проясняют устройство булевозначных си-
стем и, в частности, позволяют легко установить единственность булевознач-
ного универсума с точностью до изоморфизма.

Кроме того, в [4] приведен общий механизм пополнения булевозначной си-
стемы подъемами, который выстраивает иерархию (Xα)α∈Ord для произволь-
ной системы X0, удовлетворяющей условию (4), и расширяет X0 до систе-
мы X =

⋃
α∈OrdXα, обладающей свойствами (2)–(4), а также (1) и (5), если

соответствующим условиям удовлетворяет система X0. Такой механизм поз-
воляет строить примеры булевозначных систем с необычными свойствами.
С его помощью в [4] показано, что каждое из пяти условий (1)–(5), перечис-
ленных в определении булевозначного универсума, является существенным
и не вытекает из остальных.
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