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�®â æ¨ï. �«ï ¡ã«¥¢®§ çëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®©
á¨£ âãàë ¨áá«¥¤®¢ ë ¯®ïâ¨ï âà §¨â¨¢®áâ¨, à¥£ã«ïà®áâ¨ ¨ σ-à¥£ã«ïà®áâ¨.
�¢¥¤¥® ¯®ïâ¨¥ ã¨¢¥àáã¬   ¤ ¯à®¨§¢®«ì®© íªáâ¥á¨® «ì®© ¡ã«¥¢®§ ç®©
á¨áâ¥¬®© ¨ ¯à¥¤«®¦¥® ®¯¨á ¨¥ áâàãªâãàë ã¨¢¥àáã¬  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §«¨çëå
¨¥à àå¨©. �®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨á¯®«ì§®¢ ë ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥¤¨áâ¢¥®-
áâ¨ ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  á â®ç®áâìî ¤® ¥¤¨áâ¢¥®£® ¨§®¬®àä¨§¬ .

�«îç¥¢ë¥ á«®¢ : ¡ã«¥¢®§ ç ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ , â¥®à¨ï ¬®¦¥áâ¢, ¡ã-
«¥¢®§ çë©   «¨§, ã¨¢¥àáã¬, ªã¬ã«ïâ¨¢ ï ¨¥à àå¨ï.

�à¨î �¥®¨¤®¢¨çã �àè®¢ã

¢ á¢ï§¨ á ¥£® 80-«¥â¨¥¬

�â âìï ¯à®¤®«¦ ¥â [1] ¨ ï¢«ï¥âáï ¢â®à®© ç áâìî à ¡®âë, ¯®á¢ïé¥®©
¨áá«¥¤®¢ ¨î ¡ã«¥¢®§ çëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ â¥®à¥â¨ª®-¬®¦¥áâ¢¥®©
á¨£ âãàë.

� ¯¥à¢®© ç áâ¨ à §à ¡®â   ¯¯ à â ç áâ¨çëå í«¥¬¥â®¢ ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨-
áâ¥¬ë, ¨§ãç¥ë ¯à¥¤¨ª â¨¢ë¥ ¡ã«¥¢®§ çë¥ ª« ááë, ¤®¯ãáª îé¨¥ ª¢ â¨ä¨-
ª æ¨î, ¯à¥¤«®¦¥  ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¯à¨æ¨¯  ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï ¢ â¥à¬¨ å á®¥¤¨-
¥¨©  â¨æ¥¯¥© ç áâ¨çëå í«¥¬¥â®¢,   â ª¦¥ ãáâ ®¢«¥  ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã
æ¨ª«¨ç®áâìî ¨ ¤®áâ¨¦¥¨¥¬ ¬ ªá¨¬ã¬  íªáâ¥á¨® «ìë¬¨ ¡ã«¥¢®§ çë¬¨
äãªæ¨ï¬¨.

�ã¬¥à æ¨ï ¯ à £à ä®¢ ¢â®à®© ç áâ¨  ç¨ ¥âáï á 7, ¯à®¤®«¦ ï ã¬¥à -
æ¨î áâ âì¨ [1]. � § 7 ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®ïâ¨¥ âà §¨â¨¢®© ¡ã«¥¢®§ ç®© ¯®¤á¨-
áâ¥¬ë ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£ «¥¬¬ë �. �¥¢¨ ®¡  ¡á®«îâ®áâ¨ ®£à ¨ç¥ëå
ä®à¬ã« ¤«ï âà §¨â¨¢ëå ¬®¤¥«¥©. � § 8 á¨â ªá¨á ®æ¥®ª ¨áâ¨®áâ¨ à áè¨-
àï¥âáï ª¢ â®à ¬¨ ¯® ¯à¥¤¨ª â¨¢ë¬ ¡ã«¥¢®§ çë¬ ª« áá ¬. � § 9 ¨§ãç ¥âáï
¯®ïâ¨¥ à¥£ã«ïà®© ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ¤«ï ª -
ª¨å ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à B á®¢¯ ¤ îâ ª« ááë à¥£ã«ïàëå ¨ σ-à¥£ã«ïàëå B-á¨áâ¥¬.
� § 10 ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬   ¤ ¯à®¨§¢®«ì®© íªáâ¥á¨-
® «ì®© ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬®© ¨ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â¥á ï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì â ª®£®
ã¨¢¥àáã¬  á ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥© | ¡ã«¥¢®§ çë¬   «®£®¬ ªã¬ã«ï-
â¨¢®© ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬  . � § 11 ¯à¨¢®¤¨âáï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ª« áá¨ç¥-
áª®£® ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  V(B) ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¤®ª §ë¢ -
¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®áâì â ª®© á¨áâ¥¬ë á â®ç®áâìî ¤® ¥¤¨áâ¢¥®£® ¨§®¬®àä¨§¬ 

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ ¯à®£à ¬¬ë äã¤ ¬¥â «ìëå  ãçëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
�� ��� üI.1.2 (¯à®¥ªâ ü0314{2019{0005).
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¨ ¤«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï «®£¨ç¥áª ï ¥§ ¢¨á¨-
¬®áâì ãá«®¢¨©, ä¨£ãà¨àãîé¨å ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ B-§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬ . � § 12
¯à¥¤« £ ¥âáï ®¯¨á ¨¥ áâàãªâãàë ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §-
«¨çëå ¨¥à àå¨©.

�à¨ ã¯®¬¨ ¨¨ «î¡ëå ¯ãªâ®¢ ¯ à £à ä®¢ 1{6 ¥ï¢® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï
áâ âìï [1]:  ¯à¨¬¥à, ááë«ª    ¯. 2.8 ®§ ç ¥â ááë«ªã [1, 2.8].

�áî¤ã ¨¦¥ B | ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à , N = {1, 2, . . . } |
¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥«, ω = {0, 1, 2, . . . }| ¨¬¥ìè¨© ¡¥áª®¥çë© ®à-
¤¨ «. �« áá ¢á¥å ®à¤¨ «®¢ ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ Ord,   ª« áá ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì-
ëå ®à¤¨ «®¢ | á¨¬¢®«®¬ LimOrd. �à®¬¥ â®£®, ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§ ç¥¨ï
Ord• := Ord ∪ {∞}, £¤¥ α <∞ ¤«ï ¢á¥å α ∈ Ord, ¨ LimOrd• := LimOrd ∪ {∞}.

§ 7. �à §¨â¨¢®áâì

�®¦¥áâ¢® ¨«¨ ª« áá Y  §ë¢ îâ âà §¨â¨¢ë¬, ¥á«¨

(∀x, y)(x ∈ y ∈ Y ⇒ x ∈ Y ).

�à §¨â¨¢ë¥ ª« ááë âà ¤¨æ¨®® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢ ¢ ª ç¥-
áâ¢¥ ¬®¤¥«¥© äà £¬¥â®¢ ¨ ¬®¤¨ä¨ª æ¨© á ¬®© â¥®à¨¨ ¬®¦¥áâ¢. �à¨ à ¡®â¥
á â ª¨¬¨ ¬®¤¥«ï¬¨ ¯®«¥§ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ á«ã¦¨â «¥¬¬  �. �¥¢¨ ®¡  ¡á®-
«îâ®áâ¨ ®£à ¨ç¥ëå ä®à¬ã«. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®ïâ¨¥ âà -
§¨â¨¢®© ¡ã«¥¢®§ ç®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨©   «®£
«¥¬¬ë �. �¥¢¨.

7.1. �á«¨ Y | ¯®¤á¨áâ¥¬  B-á¨áâ¥¬ë X (á¬. ¯. 2.8), â® § ¯¨áì %Y ¬®¦®
¯®¨¬ âì ¤¢®ïª®: ª ª á®¢®ªã¯®áâì (Y ×B)/∼ ç áâ¨çëå í«¥¬¥â®¢ á¨áâ¥¬ë Y
(á¬. ¯. 3.1) ¨«¨ ª ª ¯®¤ª« áá {x|b : x ∈ Y, b ∈ B} ⊂ %X. �ë¡®à ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥
¥¯à¨æ¨¯¨ «¥, ¯®áª®«ìªã á®®â¢¥âáâ¢¨¥

∼Y(y, b) 7→ ∼X(y, b), y ∈ Y, b ∈ B,

®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥ %Y = (Y × B)/∼ ¢ %X = (X × B)/∼, ¨
¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® %Y ⊂ %X.

� «®£¨ç ï ¤¢ãá¬ëá«¥®áâì ¢®§¨ª ¥â ¯à¨ ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ á¨¬¢®«  P↑
¤«ï P ⊂ %Y (á¬. ¯. 3.5). � à ¬ª å á¨áâ¥¬ë X ¨«¨ Y ¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá P↑
ï¢«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢¥® äãªæ¨¥© P↑

X
: X → B ¨«¨ P↑

Y
: Y → B. �® ¨ ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ ¢ë¡®à ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¥ ¨¬¥¥â ¯à¨æ¨¯¨ «ì®£® å à ªâ¥à , â ª ª ª
äãªæ¨¨ P↑

X
¨ P↑

Y
á®¢¯ ¤ îâ   Y , ¯®íâ®¬ã ¨áâ¨®áâì ¢ª«îç¥¨ï [y ∈P↑]

¤«ï y ∈ Y ¥ § ¢¨á¨â ®â á¨áâ¥¬ë, ¢ ª®â®à®© ®  ¢ëç¨á«ï¥âáï. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¥á«¨ y ∈ Y ¨ P = {yi|bi : i ∈ I}, £¤¥ yi ∈ Y ¨ bi ∈ B, â®

[y ∈P↑
Y
]
Y
= P↑

Y
(y) =

∨
i∈I

[y= yi|bi ]Y =
∨
i∈I

[y= yi]Y ∧ bi

=
∨
i∈I

[y= yi]X ∧ bi =
∨
i∈I

[y= yi|bi ]X = P↑
X
(y) = [y ∈P↑

X
]
X
.

�® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¢¬¥áâ® [y ∈P↑
Y
]
Y
¨«¨ [y ∈P↑

X
]
X
¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì

¯à®áâ® [y ∈P↑] ¨ ¨®£¤  ¤®¡ ¢«ïâì ¨¤¥ªáë X ¨«¨ Y «¨èì ¤«ï â®£®, çâ®¡ë
¯®¤ç¥àªãâì, ¢ ª ª®© á¨áâ¥¬¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¢ëç¨á«¥¨¥.
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�ãâì ¡®«ìè ï  ªªãà â®áâì ¥®¡å®¤¨¬  ¢ ®¡à é¥¨¨ á ä®à¬ã«®© y ' P↑
¤«ï y ∈ Y ¨ P ⊂ %Y (á¬. ¯. 3.19). �§ á®®â®è¥¨ï y ' P↑

X
¢ X ¢ëâ¥ª ¥â

  «®£¨ç®¥ á®®â®è¥¨¥ y ' P↑
Y
¢ Y , ®, ª ª ¯®ª § ® ¢ ¯. 7.3, ®¡à â ï

¨¬¯«¨ª æ¨ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å y ∈ Y ¨ P ⊂ %Y ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® ¢ â®¬ á«ãç ¥,
ª®£¤  ¯®¤á¨áâ¥¬  Y ⊂ X âà §¨â¨¢ .

7.2. �ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì ï B-á¨áâ¥¬ . �®¤ª« áá Y ⊂ X  §®¢¥¬ âà -

§¨â¨¢ë¬ ¢ X, ¥á«¨ ¯®¤ê¥¬ Y ↑ âà §¨â¨¢¥ ¢ãâà¨ X, â. ¥.

X � (∀x, y)(x ∈ y ∈ Y ↑ ⇒ x ∈ Y ↑).

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® Y | âà §¨â¨¢ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  X, ¨ ¯¨á âì Y 4 X, ¥á«¨
Y | ¥¯ãáâ®© âà §¨â¨¢ë© ¯®¤ª« áá X, á ¡¦¥ë© ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¨§ X
¨â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ (á¬. ¯. 2.8).

�«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X à ¢®á¨«ìë:

(a) Y âà §¨â¨¢¥ ¢ X;

(b) (∀ y ∈ Y ) X � (y⊂Y ↑);
(c) (∀x ∈ X)(∀ y ∈ Y ) [x∈ y] 6 [x∈Y ↑];
(d) (∀x ∈ X)(∀ y ∈ Y ) [x∈ y] =

∨
z∈Y

[x= z] ∧ [z ∈ y].

▹ �¬¯«¨ª æ¨¨ (a)⇒(b)⇔(c)⇐(d) ®ç¥¢¨¤ë. �¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(a) ¢ëâ¥ª -
¥â ¨§ «¥¬¬ë 3.18(d).

(c)⇒(d). � ãç¥â®¬ (c) ¨ 2.4 ¤«ï «î¡ëå x ∈ X ¨ y ∈ Y ¨¬¥¥¬∨
z∈Y

[x= z] ∧ [z ∈ y] 6 [x∈ y] 6 [x∈Y ↑] ∧ [x∈ y]

=
∨
z∈Y

[x= z] ∧ [x∈ y] =
∨
z∈Y

[x= z] ∧ [z ∈ y]. ◃

7.3. �ãáâì Y | ¯®¤á¨áâ¥¬  B-á¨áâ¥¬ë X. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢-

®á¨«ìë:

(a) X � (y=P↑
X
) ⇔ Y � (y=P↑

Y
) ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  y ∈ Y ¨ «î¡®£®

ª« áá  P ⊂ %Y ;
(b) X � (y= y⇓Y↑X) ¤«ï ¢á¥å y ∈ Y ;
(c) Y 4 X.

▹ (a)⇒(b). �®£« á® «¥¬¬¥ 4.3 ¤«ï ¢á¥å y ∈ Y á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥
Y � (y= y⇓Y↑Y ),   § ç¨â, X � (y= y⇓Y↑X) ¡« £®¤ àï (a).

�¬¯«¨ª æ¨ï (b)⇒(c) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 7.2(b) ¨ «¥¬¬ë 3.17(b).
(c)⇒(a). �ãáâì Y 4 X, y ∈ Y ¨ P ⊂ %Y . �§ 7.2(b) ¨ «¥¬¬ë 3.17(b) á«¥¤ã¥â,

çâ® X � (y⊂Y ↑
X
, P↑

X
⊂Y ↑

X
) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ X � (y = y∩Y ↑

X
, P↑

X
= P↑

X
∩Y ↑

X
).

�®íâ®¬ã á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3.18(d) ¨¬¥¥¬

X � (y=P↑
X
) ⇔ X � (y ∩ Y ↑

X
= P↑

X
∩ Y ↑

X
)

⇔ X � (∀ z ∈ Y ↑
X
)(z ∈ y ⇔ z ∈P↑

X
)

⇔ (∀ z ∈ Y ) X � (z ∈ y ⇔ z ∈P↑
X
) ⇔ (∀ z ∈ Y ) Y � (z ∈ y ⇔ z ∈P↑

Y
)

⇔ Y � (∀ z)(z ∈ y ⇔ z ∈P↑
Y
) ⇔ Y � (y=P↑

Y
). ◃

7.4. �ãáâì φ| ä®à¬ã«  á¨£ âãàë {=,∈}, ¨ ¯ãáâì U | ¯¥à¥¬¥ ï, â¥à¬
¨«¨ á¨¬¢®« ª« áá . �¥«ïâ¨¢¨§ æ¨¥© φ   U  §ë¢ ¥âáï ä®à¬ã« , ¯®«ãç¥ ï
¨§ φ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ § ¬¥ë ª ¦¤®£® ª¢ â®à  (∀x) ¨ (∃x), £¤¥ x| ¯à®¨§¢®«ì ï
¯¥à¥¬¥ ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ª¢ â®à®¬ (∀x ∈ U) ¨ (∃x ∈ U) (á¬. [2, 12.6]).
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�¥«ïâ¨¢¨§ æ¨ï ä®à¬ã«ë φ   U ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ U � φ ¨«¨, ¡®«¥¥ ¯®-
¤à®¡®, U � φ(�x), £¤¥ �x = x1, . . . , xn | á¯¨á®ª, á®¤¥à¦ é¨© ¢á¥ á¢®¡®¤ë¥
¯¥à¥¬¥ë¥ ä®à¬ã«ë φ. �ë¡®à ®¡®§ ç¥¨ï ¤«ï à¥«ïâ¨¢¨§ æ¨¨ ®á®¢   
â®¬ ä ªâ¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå �x ∈ U ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ U � φ(�x) à ¢®á¨«ì® ¨áâ¨-
®áâ¨ φ(�x) ¢ ¤¢ã§ ç®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ (U,=U ,∈U) á® áâ ¤ àâë¬¨
¨â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ à ¢¥áâ¢  ¨ ¯à¨ ¤«¥¦®áâ¨.

7.5. �®à¬ã«ã á¨£ âãàë {=,∈}  §®¢¥¬ á¨â ªá¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®©, ¥á-
«¨ ¥¥ ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¨§  â®¬ àëå ä®à¬ã« x= y ¨ x∈ y á ¯®¬®éìî ¤¨§êîª-
æ¨¨, ®âà¨æ ¨ï ¨ ¤®¡ ¢«¥¨ï ª¢ â®à®¢ ¢¨¤  (∃x ∈ y), £¤¥ x ¨ y | á¨¬¢®«ë
¯¥à¥¬¥ëå. �®¢®àïâ, çâ® φ | ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã« , ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï
á¨â ªá¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã«  ψ, çâ® ` (φ ⇔ ψ), â. ¥. íª¢¨¢ «¥â®áâì
φ ⇔ ψ ¤®ª §ã¥¬  ¢ â¥®à¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ (ï¢«ï¥âáï â ¢â®«®£¨¥©). �£à ¨ç¥ë¥
ä®à¬ã«ë  §ë¢ îâ â ª¦¥ ä®à¬ã« ¬¨ ª« áá  �0, �0 ¨«¨ �0. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,
¥á«¨ ¢ ä®à¬ã«¥ φ ª ¦¤®¥ ¢å®¦¤¥¨¥ ª¢ â®à  ¨¬¥¥â ¢¨¤ (∃x∈ y) ¨«¨ (∀x∈ y),
â® φ | ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã« . �à¨¬¥à®¬ ®£à ¨ç¥®© ä®à¬ã«ë á«ã¦¨â à¥-
«ïâ¨¢¨§ æ¨ï U � φ «î¡®© ä®à¬ã«ë φ   ¯¥à¥¬¥ãî U .

�à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ ª« áá¨ç¥áª®© «¥¬¬ë
�. �¥¢¨ ®¡  ¡á®«îâ®áâ¨ ®£à ¨ç¥ëå ä®à¬ã« ¤«ï âà §¨â¨¢ëå ¬®¤¥«¥©
[3, «¥¬¬  34; 2, «¥¬¬  12.9].

�¥¬¬ . �ãáâì φ(�y) | ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã«  á® á¢®¡®¤ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë-

¬¨ �y = y1, . . . , yn. �á«¨ X | B-á¨áâ¥¬  ¨ Y 4 X, â®

(∀ �y ∈ Y ) [φ(�y)]
X
= [φ(�y)]

Y
.

▹ �®áª®«ìªã «¥¬¬  �. �¥¢¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ ¡¥§
á¯¥æ¨ «ìëå  ªá¨®¬, ®  ï¢«ï¥âáï â ¢â®«®£¨¥©. �®£« á® 3.9 § ª«îç¥¨¥ íâ®©
«¥¬¬ë ¤«ï âà §¨â¨¢®£® ¢ãâà¨ X ¡ã«¥¢®§ ç®£® ª« áá  Y ↑

X
¨áâ¨® ¢ X:

X � (∀ �y ∈ Y ↑
X
)(φ(�y) ⇔ Y ↑

X
� φ(�y))

¨, ¢ ç áâ®áâ¨,
(∀ �y ∈ Y ) [φ(�y)]

X
= [Y ↑

X
� φ(�y)]

X
,

£¤¥ Y ↑
X
� φ(�y) | à¥«ïâ¨¢¨§ æ¨ï φ(�y)   Y ↑

X
. � ¢¥áâ¢®

[Y ↑
X
� φ(�y)]

X
= [φ(�y)]

Y

«¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¨¤ãªæ¨¥© ¯® á«®¦®áâ¨ á¨â ªá¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥®© ä®à-
¬ã«ë φ. ◃

7.6. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨£®¤¨âáï ¡®«¥¥ á¨«ì ï ¢¥àá¨ï «¥¬¬ë �. �¥¢¨, § -
¤¥©áâ¢ãîé ï ¡ã«¥¢®§ çë¥ ª« ááë.

�¥®à¥¬ . �ãáâì φ| ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã«  á® á¢®¡®¤ë¬¨ ¯¥à¥¬¥ë¬¨

y1, . . . , yn, z1, . . . , zm. �á«¨ X | B-á¨áâ¥¬  ¨ Y 4 X, â®

[φ(y1, . . . , yn,�1, . . . ,�m)]X = [φ(y1, . . . , yn,�1|Y , . . . ,�m|
Y
)]

Y

¤«ï «î¡ëå y1, . . . , yn ∈ Y , �1, . . . ,�m b X, �1, . . . ,�m 6 Y ↑
X
.

(12)

▹ �®à¬ã«ã φ  §®¢¥¬  ¡á®«îâ®©, ¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (12)
¤«ï «î¡®£® à §¡¨¥¨ï á¯¨áª  á¢®¡®¤ëå ¯¥à¥¬¥ëå   ¤¢¥ £àã¯¯ë y1, . . . , yn ¨
z1, . . . , zm. (�â¬¥â¨¬, çâ® ¨§-§  ¯à¨áãâáâ¢¨ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¡ã«¥¢®§ çëå ª« á-
á®¢ ãá«®¢¨¥ (12), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®¥çë¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥¬, á¬. § 1.)
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�§ 3.9 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì  ¡á®-
«îâ®áâì á¨â ªá¨ç¥áª¨ ®£à ¨ç¥ëå ä®à¬ã«. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤ãªæ¨¥© ¯®
á«®¦®áâ¨ ä®à¬ã«ë.

�®ª ¦¥¬, çâ®  â®¬ àë¥ ä®à¬ã«ë  ¡á®«îâë. �ãáâì y ∈ Y , �,	 b X ¨
�,	 6 Y ↑

X
. �®£¤  X � (y⊂Y ↑

X
) ¡« £®¤ àï âà §¨â¨¢®áâ¨ ¯®¤á¨áâ¥¬ë Y ¨,

ªà®¬¥ â®£®, X � (�,	⊂Y ↑
X
) á®£« á® «¥¬¬¥ 3.17(a). �«¥¤®¢ â¥«ì®, á ãç¥â®¬

«¥¬¬ë 3.18 ¨¬¥¥¬

[y ∈�]
X
= �(y) = �|

Y
(y) = [y ∈�|

Y
]
Y
;

[y=�]
X
= [(∀ z)(z ∈ y ⇔ z ∈�)]

X
= [(∀ z ∈Y ↑

X
)(z ∈ y ⇔ z ∈�)]

X

=
∧
z∈Y

[z ∈ y]
X
⇔B [z ∈�]

X
=

∧
z∈Y

[z ∈ y]
Y
⇔B [z ∈�|

Y
]
Y

= [(∀ z)(z ∈ y ⇔ z ∈�|
Y
)]

Y
= [y=�|

Y
]
Y
;

[�∈ y]
X
= [(∃ z)(z=� ∧ z ∈ y)]

X
= [(∃ z ∈Y ↑

X
)(z=� ∧ z ∈ y)]

X

=
∨
z∈Y

[z=�]
X
∧ [z ∈ y]

X
=

∨
z∈Y

[z=�|
Y
]
Y
∧ [z ∈ y]

Y

= [(∃ z)(z=�|
Y
∧ z ∈ y)]

Y
= [�|

Y
∈ y]

Y
;

[�=	]
X
= [(∀ z)(z ∈� ⇔ z ∈	)]

X
= [(∀ z ∈Y ↑

X
)(z ∈� ⇔ z ∈	)]

X

=
∧
z∈Y

[z ∈�]
X
⇔B [z ∈	]

X
=

∧
z∈Y

[y ∈�|
Y
]
Y
⇔B [z ∈	|

Y
]
Y

= [(∀ z)(z ∈�|
Y
⇔ z ∈	|

Y
)]

Y
= [�|

Y
=	|

Y
]
Y
;

[�∈	]
X
= [(∃ z)(z=� ∧ z ∈	)]

X
= [(∃ z ∈Y ↑

X
)(z=� ∧ z ∈	)]

X

=
∨
z∈Y

[z=�]
X
∧ [z ∈	]

X
=

∨
z∈Y

[z=�|
Y
]
Y
∧ [z ∈	|

Y
]
Y

= [(∃ z)(z=�|
Y
∧ z ∈	|

Y
)]

Y
= [�|

Y
∈	|

Y
]
Y
.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,  ¡á®«îâ®áâì ä®à¬ã« á®åà ï¥âáï ®âà¨æ ¨¥¬ ¨ ¤¨§ê-
îªæ¨¥©. �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ¨§  ¡á®«îâ®áâ¨ ä®à¬ã«ë φ(x, y, �y, �z) ¢ëâ¥-
ª ¥â  ¡á®«îâ®áâì ä®à¬ã«ë ψ(y, �y, �z) := (∃x∈ y)φ(x, y, �y, �z). �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¥á«¨ y, �y = y1, . . . , yn ∈ Y , �,� = �1, . . . ,�m b X, �,�1, . . . ,�m 6 Y ↑

X
, â®

á ãç¥â®¬ á®®â®è¥¨© X � (y⊂Y ↑
X
), X � (�⊂Y ↑

X
) ¨  ¡á®«îâ®áâ¨ φ ¨¬¥¥¬

[ψ(y, �y,�)]
X
= [(∃x)(x∈ y ∧ φ(x, y, �y,�))]

X
= [(∃x∈Y ↑

X
)(x∈ y ∧ φ(x, y, �y,�))]

X

=
∨
x∈Y

[x∈ y]
X
∧ [φ(x, y, �y,�)]

X
=

∨
x∈Y

[x∈ y]
Y
∧ [φ(x, y, �y,�|

Y
)]

Y

= [(∃x)(x∈ y ∧ φ(x, y, �y,�|
Y
))]

Y
= [ψ(y, �y,�|

Y
)]

Y
;

[ψ(�, �y,�)]
X
= [(∃x)(x∈� ∧ φ(x,�, �y,�))]

X
= [(∃x∈Y ↑

X
)(x∈� ∧ φ(x,�, �y,�))]

X

=
∨
x∈Y

[x∈�]
X
∧ [φ(x,�, �y,� )]

X
=

∨
x∈Y

[x∈�|
Y
]
Y
∧ [φ(x,�|

Y
, �y,�|

Y
)]

Y

= [(∃x)(x∈�|
Y
∧ φ(x,�|

Y
, �y,�|

Y
))]

Y
= [ψ(�|

Y
, �y,�|

Y
)]

Y
. ◃

7.7. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ B-á¨áâ¥¬  X íªáâ¥á¨® «ì  ¨ Y 4 X, â® Y íªá-

â¥á¨® «ì .

▹ �®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î 2.7 íªáâ¥á¨® «ì®áâì B-á¨áâ¥¬ë X ®§ ç ¥â
X � (∀x, y)φ(x, y), £¤¥

φ(x, y) := (∀ z ∈x)(z ∈ y) ∧ (∀ z ∈ y)(z ∈x) ⇒ x= y.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ X íªáâ¥á¨® «ì , â® X � (∀x, y ∈ Y ↑
X
)φ(x, y), ®âªã-

¤  ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ 7.6 ¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ä®à¬ã«ë (∀x, y ∈u)φ(x, y) á«¥¤ã¥â
Y � (∀x, y ∈ (Y ↑

X
)|

Y
)φ(x, y), â. ¥. Y � (∀x, y)φ(x, y), çâ® à ¢®á¨«ì® íªáâ¥á¨-

® «ì®áâ¨ Y . ◃

7.8. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì φ(y1, . . . , yn, z1, . . . , zm)| ¯à®¨§¢®«ì ï ä®à¬ã« .

�á«¨ X | B-á¨áâ¥¬  ¨ Y 4 X, â®

[Y ↑
X
�φ(y1, . . . , yn,�1, . . . ,�m)]X = [φ(y1, . . . , yn,�1|Y , . . . ,�m|

Y
)]

Y

¤«ï «î¡ëå y1, . . . , yn ∈ Y , �1, . . . ,�m b X, �1, . . . ,�m 6 Y ↑
X
, £¤¥ Y ↑

X
�φ |

à¥«ïâ¨¢¨§ æ¨ï φ   Y ↑
X
.

▹ � ãç¥â®¬ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ä®à¬ã«ë x � φ(�y, �z) ¨§ â¥®à¥¬ë 7.6 á«¥¤ã¥â

[Y ↑
X
�φ(�y,�)]

X
= [(Y ↑

X
)|

Y
�φ(�y,�|

Y
)]

Y
= [Y ↑

Y
�φ(�y,�|

Y
)]

Y
= [φ(�y,�|

Y
)]

Y
. ◃

7.9. �ãáâì I | ¥¯ãáâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨«¨ ª« áá. �¥¬¥©áâ¢® B-á¨áâ¥¬ (Xi)i∈I

 §®¢¥¬  ¯à ¢«¥ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå i, j ∈ I ¨¬¥¥âáï ¨¤¥ªá k ∈ I â -
ª®©, çâ® Xi ¨ Xj ï¢«ïîâáï ¯®¤á¨áâ¥¬ ¬¨ Xk. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì,   ®¡ê¥¤¨-
¥¨¨ X :=

⋃
i∈I

Xi â ª®£® á¥¬¥©áâ¢  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ¯ à  äãªæ¨©

=X ,∈X : X
2 → B, ª®â®à ï ¯à¥¢à é ¥â X ¢ B-á¨áâ¥¬ã, á®¤¥à¦ éãî ¢á¥ Xi ¢ ª -

ç¥áâ¢¥ ¯®¤á¨áâ¥¬. �¬¥ï ¢ ¢¨¤ã íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ª ª®£®-
«¨¡®  ¯à ¢«¥®£® á¥¬¥©áâ¢  B-á¨áâ¥¬ ãá«®¢¨¬áï ¯® ã¬®«ç ¨î áç¨â âì ¥£®
®¡ê¥¤¨¥¨¥ B-á¨áâ¥¬®©.

7.10. �¥¬¬ . (a) �ãáâì Y ¨ Z | ¯®¤á¨áâ¥¬ë B-á¨áâ¥¬ë X. �á«¨ Z 4 X
¨ Z ⊂ Y , â® Z 4 Y .

(b) �á«¨ X,Y, Z | B-á¨áâ¥¬ë ¨ Z 4 Y 4 X, â® Z 4 X.

(c) �ãáâì (Xi)i∈I | ¥¯ãáâ®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤á¨áâ¥¬ B-á¨áâ¥¬ë X. �á«¨

Xi 4 X ¤«ï ¢á¥å i ∈ I, â®
⋃
i∈I

Xi 4 X.

(d) �ãáâì I | ¥¯ãáâ®¥  ¯à ¢«¥®¥ ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨«¨ ª« áá,

(Xi)i∈I | á¥¬¥©áâ¢® B-á¨áâ¥¬ ¨ Xi 4 Xj ¯à¨ i 6 j. �®£¤  Xi 4
⋃
j∈I

Xj ¤«ï

«î¡ëå i ∈ I.
(e) �ãáâì (Xα)α∈Ord | á¥¬¥©áâ¢® B-á¨áâ¥¬, Xα 4 Xα+1 ¤«ï α ∈ Ord ¨⋃

β<α

Xβ 4 Xα ¤«ï α∈LimOrd. �®£¤ Xγ 4 Xβ 4
⋃

α∈Ord
Xα ¤«ï «î¡ëå γ6β ∈Ord.

▹ (a) �á«¨ Z ⊂ Y ⊂ X, Z 4 X, y ∈ Y ¨ z ∈ Z, â® [y ∈ z] 6 [y ∈Z↑
X
]
X
=

[y ∈Z↑
Y
]
Y
.

(b) �á«¨ Z 4 Y 4 X, â® á ãç¥â®¬ 7.2(d) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X ¨ z ∈ Z ¨¬¥¥¬

[x∈ z] =
∨
y∈Y

[x= y] ∧ [y ∈ z] 6
∨
y∈Y

[x= y] ∧ [y ∈Z↑] 6 [x∈Z↑].

(c) �á«¨ x ∈ X ¨ y ∈ Y :=
⋃
i∈I

Xi, â® y ∈ Xi ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¨¤¥ªá  i ∈ I,

®âªã¤  ¢ á¨«ã á®®â®è¥¨ï Xi 4 X á«¥¤ã¥â, çâ® [x∈ y] 6 [x∈Xi↑]X 6 [x∈Y ↑]
X
.

(d) �á«¨ i ∈ I, x ∈ X :=
⋃
j∈I

Xj ¨ y ∈ Xi, â® x ∈ Xj ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¨¤¥ªá 

i 6 j ∈ I, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ Xi 4 Xj á«¥¤ã¥â, çâ® [x∈ y] 6 [x∈Xi↑]Xj
= [x∈Xi↑]X .

(e) �«ï 0 6= α ∈ Ord ¯®«®¦¨¬ Xα :=
⋃

β<α

Xβ ¨ § ¬¥â¨¬, çâ® Xα 4 Xα.
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�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨ α ∈ LimOrd íâ® á®®â®è¥¨¥ ï¢® ä¨£ãà¨àã¥â ¢ ãá«®¢¨¨,
  ¥á«¨ α = α0 + 1, â® á ãç¥â®¬ ®ç¥¢¨¤®© ¬®®â®®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  (Xα)α∈Ord
¨¬¥¥¬ Xα =

⋃
β<α

Xβ =
⋃

β6α0

Xβ = Xα0 4 Xα0+1 = Xα.

�¤ãªæ¨¥© ¯® α ¯®ª ¦¥¬, çâ® Xβ 4 Xα ¯à¨ β < α. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì-
ë© ®à¤¨ « α, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

Xγ 4 Xβ ¯à¨ γ < β < α, (13)

¨ ãáâ ®¢¨¬ á®®â®è¥¨¥ Xβ 4 Xα ¤«ï ¢á¥å β < α. �á«¨ β < α, â® á®£« á®
(13) ¨ (d) ¨¬¥¥¬ Xβ 4 Xα, ®âªã¤  ¡« £®¤ àï Xα 4 Xα ¨ (b) á«¥¤ã¥â Xβ 4 Xα.

�áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® á ãç¥â®¬ (d) ¨§ ãáâ ®¢«¥®£® ¢ëè¥ ¢ëâ¥ª ¥â á®-
®â®è¥¨¥ Xβ 4

⋃
α∈Ord

Xα ¤«ï ¢á¥å β ∈ Ord. ◃

§ 8. �¢ â¨ä¨ª æ¨ï ¯® ¡ã«¥¢®§ çë¬ ª« áá ¬

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ï§ëª ®æ¥®ª ¨áâ¨®áâ¨ à áè¨àï¥âáï ª¢ â®à ¬¨ ¯® ¯à¥-
¤¨ª â¨¢ë¬ ¡ã«¥¢®§ çë¬ ª« áá ¬, ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï   «®£ «¥¬¬ë �. �¥¢¨
¤«ï ä®à¬ã« à áè¨à¥®£® ï§ëª  ¨ ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨æ¨¯ ¬ ªá¨¬ã¬  ¤«ï ¡ã-
«¥¢®§ çëå ª« áá®¢.

8.1. �ãáâì φ | ¯à®¨§¢®«ì ï ä®à¬ã« , X | B-á¨áâ¥¬ . �á«®¢¨¬áï § -
¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ (∀�bX)φ(�) ¨ (∃�bX)φ(�) ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ® â®¬, çâ® φ(�)
¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï «î¡®£® ¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® ¥ª®â®à®£® ¯à¥¤¨ª â¨¢®£® ¡ã«¥-
¢®§ ç®£® ª« áá  � b X. �®áª®«ìªã ¯à¥¤¨ª â¨¢ë¥ ª« ááë ¤®¯ãáª îâ ª¢ -
â¨ä¨ª æ¨î (á¬. ¯. 4.6), à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¥ ï¢«ïîâáï ¡¥áª®¥ç-
ë¬¨ ¨ ª ¦¤®¥ ¨§ ¨å ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ®¤®© ä®à¬ã«®©:

(∀�bX)φ(�) ⇔ (∀P ⊂ %X)φ(P↑),
(∃�bX)φ(�) ⇔ (∃P ⊂ %X)φ(P↑).

� «®£¨ç® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ëà ¦¥¨ï
∧

�bX

τ(�) ¨
∨

�bX

τ(�) ¤«ï â¥à¬  τ(x):∧
�bX

τ(�) =
∧

P⊂%X

τ(P↑),
∨
�bX

τ(�) =
∨

P⊂%X

τ(P↑).

8.2. �ãáâì φ|ä®à¬ã« , X | B-á¨áâ¥¬  ¨ � b X. � ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨ ã¯®-
âà¥¡«¥¨¨ ¢ëà ¦¥¨ï [φ(�, ...)]

X
¨«¨ X � φ(�, ...) ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ä®à¬ã-

«  φ ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ¥áª®«ìª® á¢®¡®¤ëå ¯¥à¥¬¥ëå, ¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå,
¢®§¬®¦®, § ¬¥¥ë á¨¬¢®« ¬¨ ¡ã«¥¢®§ çëå ª« áá®¢, â. ¥. § ¯¨áì φ(�, ...)
á«ã¦¨â á®ªà é¥¨¥¬ ¤«ï φ(�, y1, . . . , ym,	1, . . . ,	n), £¤¥ yi ∈ X ¨ 	j b X |
¯à®¨§¢®«ìë¥  ¯¥à¥¤ § ¤ ë¥ í«¥¬¥âë ¨ ¡ã«¥¢®§ çë¥ ª« ááë.

� áè¨à¨¬ á¨â ªá¨á ¡ã«¥¢®§ çëå ®æ¥®ª ª¢ â®à ¬¨ ¯® ¯à¥¤¨ª â¨¢ë¬
¡ã«¥¢®§ çë¬ ª« áá ¬, ¯®« £ ï

[(∀∀�)φ(�, ...)]
X
:=

∧
�bX

[φ(�, ...)]
X
,

[(∃∃�)φ(�, ...)]
X
:=

∨
�bX

[φ(�, ...)]
X
.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  X íªáâ¥á¨® «ì  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨æ¨-
¯ã ¯®¤ê¥¬ , â® ª¢ â®àë ¯® ª« áá ¬ ¢ X à ¢®æ¥ë ®¡ëçë¬ ª¢ â®à ¬:
[(∀∀�)φ(�, ...)]

X
= [(∀x)φ(x, ...)]

X
, [(∃∃�)φ(�, ...)]

X
= [(∃x)φ(x, ...)]

X
.
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8.3. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ «î¡®© B-á¨áâ¥¬¥ ¡ã«¥-
¢®§ çë¥ ª« ááë ã¤®¢«¥â¢®àïîâ   «®£ã ¯à¨æ¨¯  ¬ ªá¨¬ã¬  (á¬. ¯. 6.1).

�á«¨ φ | ä®à¬ã«  ¨ X | B-á¨áâ¥¬ , â® äãªæ¨ï �bX 7→ [φ(�, ...)]∈B
¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬ , â. ¥.

(∃	 b X) [φ(	, ...)] = [(∃∃�)φ(�, ...)].
� ç áâ®áâ¨,

X � (∀∀�)φ(�, ...) ⇔ (∀�bX) X � φ(�, ...),
X � (∃∃�)φ(�, ...) ⇔ (∃�bX) X � φ(�, ...).

▹ �®«®¦¨¬ b := [(∃∃�)φ(�, ...)] =
∨

�bX

[φ(�, ...)]. �® ¯à¨æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ -

¨ï [4, 2.1.10(1)] áãé¥áâ¢ãîâ  â¨æ¥¯ì (di)i∈I ⊂ B ¨ á¥¬¥©áâ¢® ¯à¥¤¨ª â¨¢ëå
ª« áá®¢ �i b X (i ∈ I) â ª¨¥, çâ®

∨
i∈I

di = b ¨ di 6 [φ(�i, ...)] ¤«ï ¢á¥å i ∈ I.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¯à¥¤¨ª â¨¢ë© ª« áá �: X → B, ¯®« £ ï �(x) :=
∨
i∈I

�i(x) ∧ di ¤«ï

x ∈ X. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å i ∈ I ¨ x ∈ X á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® �i(x)∧di = �(x)∧di,
®âªã¤ 

[�i=�] = [(∀x)(x∈�i ⇔ x∈�)] =
∧
x∈X

(�i(x) ⇔B �(x)) > di

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, á ãç¥â®¬ 3.9

b =
∨
i∈I

di 6
∨
i∈I

[φ(�i, ...)] ∧ [�i=�] 6 [φ(�, ...)]. ◃

8.4. �¥¬¬ . �ãáâì φ | ä®à¬ã« , X | B-á¨áâ¥¬  ¨ 	 b X. �®£¤ 

[(∀∀�⊂	)φ(�, ...)] = [(∀∀�)φ(� ∩	, ...)] =
∧

�bX: �6	
[φ(�, ...)].

� ç áâ®áâ¨, á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¡ã«¥¢®§ ç®£® ª« áá  	 à ¢®á¨«ìë:

(a) X � (∀∀�⊂	)φ(�, ...);
(b) X � (∀∀�)φ(� ∩	, ...);
(c) (∀�bX) �6	 ⇒ X �φ(�, ...).
▹ �«ï «î¡®£® ¯à¥¤¨ª â¨¢®£® ª« áá  � b X ®¯à¥¤¥«¨¬ �0 b X, ¯®« £ ï

�0(x) := �(x)∧	(x) ¤«ï ¢á¥å x ∈ X. �®£¤  �0 6 	 ¨ [�0⊂	] = [�0=�∩	] = 1B.
�®áª®«ìªã [�0⊂	 ⇒ φ(�0, ...)] = [φ(�0, ...)] = [φ(� ∩ 	, ...)], ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

¥à ¢¥áâ¢® ∧
�bX

[�⊂	 ⇒ φ(�, ...)] 6
∧
�bX

[φ(� ∩	, ...)].

� «¥¥, ¥á«¨ � 6 	, â® [� ∩	=�] = 1B ¨ [φ(� ∩	, ...)] = [φ(�, ...)],   § ç¨â,∧
�bX

[φ(� ∩	, ...)] 6
∧

�bX: �6	
[φ(� ∩	, ...)] =

∧
�bX: �6	

[φ(�, ...)].

� ª®¥æ, ¨§ á®®â®è¥¨©

[φ(�∩	, ...)⇒ (�⊂	⇒φ(�, ...))] = [(φ(�∩	, ...) ∧ �∩	=�)⇒φ(�, ...)] = 1B

¢ëâ¥ª ¥â ¥à ¢¥áâ¢®

[φ(�0, ...)] = [φ(� ∩	, ...)] 6 [�⊂	 ⇒ φ(�, ...)]

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ∧
�bX: �6	

[φ(�, ...)] 6
∧
�bX

[�⊂	 ⇒ φ(�, ...)]. ◃
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8.5. �¥¬¬ . �ãáâì φ | ®£à ¨ç¥ ï ä®à¬ã« . �á«¨ X | B-á¨áâ¥¬ ,
Y 4 X, �y = y1, . . . , ym ∈ Y , 	,	 = 	1, . . . ,	n b X ¨ 	,	 6 Y ↑

X
, â®

[(∀∀�⊂	)φ(�, �y,	)]
X
= [(∀∀�⊂	|

Y
)φ(�, �y,	|

Y
)]

Y
.

▹ �á«¨ � b Y ¨ � 6 	|
Y
, â® �↑

X
6 	 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3.7(b) ¨, ªà®¬¥ â®£®,

(�↑
X
)|

Y
= �. �«¥¤®¢ â¥«ì®, á ãç¥â®¬ â¥®à¥¬ë 7.6 ¨ «¥¬¬ë 8.4 ¨¬¥îâ ¬¥áâ®

á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

[(∀∀�⊂	)φ(�, �y,	)]
X
=

∧
�bX: �6	

[φ(�, �y,	)]
X

6
∧

�bY : �6	|
Y

[φ(�↑
X
, �y,	)]

X
=

∧
�bY : �6	|

Y

[φ((�↑
X
)|

Y
, �y,	|

Y
)]

Y

=
∧

�bY : �6	|
Y

[φ(�, �y,	|
Y
)]

Y
= [(∀∀�⊂	|

Y
)φ(�, �y,	|

Y
)]

Y
.

�¡à â®¥ ¥à ¢¥áâ¢® â ª¦¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï â¥®à¥¬®© 7.6 ¨ «¥¬¬®© 8.4:

[(∀∀�⊂	|
Y
)φ(�, �y,	|

Y
)]

Y
=

∧
�bY : �6	|

Y

[φ(�, �y,	|
Y
)]

Y

6
∧

�bX: �|
Y
6	|

Y

[φ(�|
Y
, �y,	|

Y
)]

Y
=

∧
�bX: �|

Y
6	|

Y

[φ(�, �y,	)]
X

6
∧

�bX: �6	
[φ(�, �y,	)]

X
= [(∀∀�⊂	)φ(�, �y,	)]

X
. ◃

§ 9. �¥£ã«ïà®áâì

�ªá¨®¬  à¥£ã«ïà®áâ¨ (äã¤¨à®¢ ¨ï) ¨¬¥¥â ¢¨¤

ρ := (∀x)µ(x),

£¤¥
µ(x) := ((∃ y)(y ∈x) ⇒ (∃ y ∈x)(∀ z ∈x)(z /∈ y)) (14)

¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,

µ(x) := (x 6=∅ ⇒ (∃ y ∈x)(y ∩ x = ∅)).

�á«¨ V| ª« áá ¢á¥å ¬®¦¥áâ¢ ¨ (Vα)α∈Ord | ªã¬ã«ïâ¨¢ ï ¨¥à àå¨ï ä® �¥©-
¬  , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¯® à¥ªãàá¨¢®¬ã ¯à ¢¨«ã

V0 = ∅;
Vα+1 = P(Vα), α ∈ Ord;

Vα =
⋃
β<α

Vβ , α ∈ LimOrd,
(15)

â® ¢ à ¬ª å â¥®à¨¨, ¯®«ãç¥®© ¨§ ZFC ¨áª«îç¥¨¥¬  ªá¨®¬ë à¥£ã«ïà®áâ¨ ρ,
à ¢¥áâ¢® V =

⋃
α∈Ord

Vα à ¢®á¨«ì® ρ (á¬. [2, § 6]). �à®¬¥ â®£®, ¢ íâ®© â¥®à¨¨

 ªá¨®¬  à¥£ã«ïà®áâ¨ à ¢®á¨«ì  σ-à¥£ã«ïà®áâ¨ | ®âáãâáâ¢¨î â ª®© ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N, çâ® xn+1 ∈ xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¢¢®¤ïâáï ¨ ¨§ãç îâáï ¯®ïâ¨ï à¥£ã«ïà®© ¨ σ -à¥£ã«ïà-
®© ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ¤«ï ª ª¨å ¡ã«¥¢ëå
 «£¥¡à B ª« ááë à¥£ã«ïàëå ¨ σ-à¥£ã«ïàëå B-á¨áâ¥¬ á®¢¯ ¤ îâ.
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9.1. �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬  ¨ 	 b X. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡ã«¥¢®§ çë©
ª« áá 	 à¥£ã«ïà¥ ¢ X, ¥á«¨

X � (∀∀�⊂	)µ(�)

(á¬. (14)), ¨ çâ® B-á¨áâ¥¬  X à¥£ã«ïà  ¢¥ ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X, ¥á«¨ ¤®¯®«¥¨¥
¬(Y ↑) ¡ã«¥¢®§ ç®£® ª« áá  Y ↑ à¥£ã«ïà® ¢ X, â. ¥.

X � (∀∀�)(� ∩ Y ↑ = ∅ ⇒ µ(�)).

�¨áâ¥¬ã X  §®¢¥¬ à¥£ã«ïà®©, ¥á«¨ ¢ X à¥£ã«ïà¥  ¨¡®«ìè¨© ¡ã«¥¢®§ çë©
ª« áá X↑, â. ¥.

X � (∀∀�)µ(�).
�¥£ã«ïà®áâì á¨áâ¥¬ë X ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§   á ¨áâ¨®áâìî ¢ X

 ªá¨®¬ë à¥£ã«ïà®áâ¨ ρ:
(a) ¥á«¨ X ¯à¥¤¨ª â¨¢ , â® ¨§ à¥£ã«ïà®áâ¨ X á«¥¤ã¥â ¨áâ¨®áâì X � ρ;
(b) ¥á«¨X ¨â¥á¨® «ì , â® ¨§ ¨áâ¨®áâ¨X � ρ á«¥¤ã¥â à¥£ã«ïà®áâìX;
(c) ¥á«¨ X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨æ¨¯ã ¯®¤ê¥¬ , â® à¥£ã«ïà®áâì X à ¢®-

á¨«ì  ¨áâ¨®áâ¨ X � ρ.
9.2. �¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  B-á¨áâ¥¬ë X à ¢®á¨«ìë:

(a) á¨áâ¥¬  X ¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà®©;

(b) áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® P ⊂ %X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(∃ p ∈ P ) dom p 6= 0B,

(∀ p ∈ P )
∨
q∈P

[q ∈ p] > dom p;

(c) áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¬®¦¥áâ¢ Pn ⊂ %X (n ∈ N), ã¤®¢«¥â¢®-
àïîé¨å á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

Pn |  â¨æ¥¯ì;∨
p∈Pn

dom p =
∨

p∈P1

dom p 6= 0B;

(∀ p ∈ Pn)(∀ q ∈ Pn+1)(dom p ∧ dom q 6= 0B ⇒ dom q = [q ∈ p]);

(∀ p ∈ Pn)
∨

q∈Pn+1

[q ∈ p] = dom p.

▹ (a)⇒(b). �á«¨ á¨áâ¥¬  X ¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà®©, â® á®£« á® 8.3 ¨ â¥®-
à¥¬¥ 4.5(a) áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¦¥áâ¢® P ⊂ %X, ¤«ï ª®â®à®£® X 2 µ(P↑). �®á«¥¤¥¥
®§ ç ¥â, çâ®

b := [P↑ 6=∅] ∧ [(∀ y ∈P↑)(∃ z ∈P↑)(z ∈ y)] 6= 0B.

�®ª ¦¥¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® {p|b : p ∈ P} ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (b). �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, á ãç¥â®¬ (3)∨

p∈P

dom p|b =
∨
p∈P

dom p ∧ b = [P↑ 6=∅] ∧ b = b 6= 0B.

�à®¬¥ â®£®, á®£« á® «¥¬¬¥ 3.18

b 6 [(∀ y ∈P↑)(∃ z ∈P↑)(z ∈ y)] =
∧
p∈P

¬ dom p ∨
∨
q∈P

[q ∈ p].
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�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¤«ï ¢á¥å p ∈ P

b 6 ¬ dom p ∨
∨
q∈P

[q ∈ p]

¨ ¯®íâ®¬ã ∨
q∈P

[q ∈ p|b] =
∨
q∈P

[q ∈ p] ∧ dom p ∧ b

=
(
¬ dom p ∨

∨
q∈P

[q ∈ p]
)
∧ dom p ∧ b > dom p ∧ b = dom p|b.

(b)⇒(c). �ãáâì P ⊂ %X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (b). �® ¯à¨æ¨¯ã ¨áç¥à-
¯ë¢ ¨ï ¤«ï ª ¦¤®£® p ∈ %P ¨§ à ¢¥áâ¢ 

∨
q∈P

[q ∈ p] = dom p á«¥¤ã¥â áãé¥-

áâ¢®¢ ¨¥ â ª®©  â¨æ¥¯¨ D(p) ⊂ %P , çâ® dom q = [q ∈ p] ¤«ï ¢á¥å q ∈ D(p) ¨∨
q∈D(p)

[q ∈ p] = dom p. �® â®© ¦¥ ¯à¨ç¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â  â¨æ¥¯ì P1⊂ %P â ª ï, çâ®∨
p∈P1

dom p =
∨
p∈P

dom p 6= 0B.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢  Pn ⊂ %P (n ∈ N), ¯®« £ ï

Pn+1 :=
⋃

p∈Pn

D(p), n ∈ N.

�«¥¬¥â à ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® Pn ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ ãá«®¢¨ï¬, ¯¥-
à¥ç¨á«¥ë¬ ¢ (c).

(c)⇒(a). �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Pn)n∈N ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (c). �®«®¦¨¬
P :=

⋃
n∈N

Pn ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® X 2 µ(P↑). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® (3)

[P↑ 6=∅] =
∨
p∈P

dom p >
∨

p∈P1

dom p 6= 0B,

® á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3.18

[(∃ y ∈P↑)(∀ z ∈P↑)(z /∈ y)] = [(∃ y ∈P↑)¬(∃ z ∈P↑)(z ∈ y)]

=
∨
p∈P

dom p ∧ ¬
(∨
q∈P

dom q ∧ [q ∈ p]
)

=
∨
n∈N

∨
p∈Pn

dom p ∧ ¬
( ∨
m∈N

∨
q∈Pm

dom q ∧ [q ∈ p]
)

6
∨
n∈N

∨
p∈Pn

dom p ∧¬
( ∨
q∈Pn+1

[q ∈ p]
)
=

∨
n∈N

∨
p∈Pn

dom p ∧ ¬ dom p = 0B. ◃

9.3. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ë 8.5 ¡« £®¤ àï ®£à ¨ç¥-
®áâ¨ ä®à¬ã«ë µ(x).

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬ , Y 4 X, 	 b X ¨ 	 6 Y ↑
X
. �« áá 	

à¥£ã«ïà¥ ¢ X â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª« áá 	|
Y
à¥£ã«ïà¥ ¢ Y .

9.4. �¥¬¬ . �ãáâì X ¨ Y | B-á¨áâ¥¬ë, ¨ ¯ãáâì Z ⊂ Y 4 X. �á«¨ á¨áâ¥-

¬  Y à¥£ã«ïà  ¢¥ Z, â® ¢ X ¨áâ¨® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® à¥£ã«ïà®áâ¨ à §®áâ¨

Y ↑ \Z↑, â. ¥.
X � (∀∀�⊂Y ↑ \Z↑)µ(�).

▹ �®«®¦¨¬ 	 := Y ↑
X
∧¬(Z↑

X
). �¥£ã«ïà®áâì Y ¢¥ Z ®§ ç ¥â, çâ® ª« áá

¬(Z↑
Y
) à¥£ã«ïà¥ ¢ Y , ®âªã¤  á ãç¥â®¬ á«¥¤áâ¢¨ï 9.3 ¨ á®®â®è¥¨© 	 6 Y ↑

X
,

	|
Y
= ¬(Z↑

Y
) ¢ëâ¥ª ¥â à¥£ã«ïà®áâì ª« áá  	 ¢ X. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®

X � (	 = Y ↑ \Z↑). ◃
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9.5. �¥¬¬ . �ãáâì X ¨ Y | B-á¨áâ¥¬ë, ¨ ¯ãáâì Z ⊂ Y 4 X. �á«¨

á¨áâ¥¬  Y à¥£ã«ïà  ¢¥ Z,   X à¥£ã«ïà  ¢¥ Y , â® X à¥£ã«ïà  ¢¥ Z.

▹ �áâ ®¢¨¬ ¨áâ¨®áâì X � (∀∀�)(� ∩ Z↑ = ∅ ⇒ µ(�)) ¯ãâ¥¬ ýà ááã¦¤¥-
¨© ¢ãâà¨ Xþ (á¬. ¯. 3.10).

�ãáâì � ∩ Z↑ = ∅ ¨ � 6= ∅. � ©¤¥¬ â ª®© í«¥¬¥â y ∈ �, çâ® y ∩ � = ∅.
�á«¨ � ∩ Y ↑ = ∅, â® ¨áª®¬ë© y áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã à¥£ã«ïà®áâ¨ ¬Y ↑. �ãáâì
â¥¯¥àì � ∩ Y ↑ 6= ∅. �®áª®«ìªã ª« áá Y ↑ \ Z↑ à¥£ã«ïà¥ (á¬. «¥¬¬ã 9.4) ¨
∅ 6= � ∩ Y ↑ ⊂ Y ↑ \ Z↑, ¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥â y ∈ � ∩ Y ↑, çâ® y ∩ � ∩ Y ↑ = ∅.
�®£¤  y ∩ � = y ∩ � ∩ Y ↑ = ∅, â ª ª ª ¢ á¨«ã âà §¨â¨¢®áâ¨ Y ↑ ¨§ y ∈ Y ↑
á«¥¤ã¥â y ⊂ Y ↑. ◃

9.6. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì X ¨ Y | B-á¨áâ¥¬ë ¨ Y 4 X. �á«¨ á¨áâ¥¬  Y
à¥£ã«ïà ,   X à¥£ã«ïà  ¢¥ Y , â® X à¥£ã«ïà .

9.7. �¥¬¬ . �á«¨ B-á¨áâ¥¬  X à¥£ã«ïà , â® «î¡ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  Y ⊂ X
à¥£ã«ïà .

▹ � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ á¥¬¥©áâ¢  (yi)i∈I ⊂ Y ¨ (bi)i∈I ⊂ B ¨ ¯®ª ¦¥¬,
çâ® Y � µ(P↑

Y
), £¤¥ P := {yi|bi : i ∈ I}. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨á¯®«ì§ãï à¥£ã«ïà®áâì

á¨áâ¥¬ë X ¨ «¥¬¬ã 3.18, § ª«îç ¥¬, çâ®

[P↑
Y
6=∅]

Y
=

∨
i∈I

bi = [P↑
X
6=∅]

X
6 [(∃ y ∈P↑

X
)(∀ z ∈P↑

X
)(z /∈ y)]

X

=
∨
i∈I

∧
j∈I

([yj /∈ yi]X ∧ bi ∧ bj) ∨ ¬bj =
∨
i∈I

∧
j∈I

([yj /∈ yi]Y ∧ bi ∧ bj) ∨ ¬bj

= [(∃ y ∈P↑
Y
)(∀ z ∈P↑

Y
)(z /∈ y)]

Y
. ◃

9.8. �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬  ¨ 	 b X. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¡ã«¥¢®§ çë©
ª« áá 	 σ-à¥£ã«ïà¥ ¢ X, ¥á«¨∧

n∈N

[xn ∈	] ∧ [xn+1 ∈xn] = 0B

¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N ⊂ X. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® B-á¨áâ¥¬  X
σ-à¥£ã«ïà  ¢¥ ¯®¤ª« áá  Y ⊂ X, ¥á«¨ ¤®¯®«¥¨¥ ¬(Y ↑) ¡ã«¥¢®§ ç®£® ª« á-
á  Y ↑ σ-à¥£ã«ïà® ¢ X, â. ¥.∧

n∈N

[xn /∈Y ↑] ∧ [xn+1 ∈xn] = 0B

¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N ⊂ X. �¨áâ¥¬ã X  §®¢¥¬ σ-à¥£ã«ïà®©,
¥á«¨ ¢ X σ-à¥£ã«ïà¥  ¨¡®«ìè¨© ª« áá X↑, â. ¥.∧

n∈N

[xn+1 ∈xn] = 0B

¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (xn)n∈N ⊂ X.

9.9. �¥®à¥¬ . �ãáâì X | B-á¨áâ¥¬ .
(a) �á«¨ ª« áá 	 b X à¥£ã«ïà¥ ¢ X, â® 	 σ -à¥£ã«ïà¥ ¢ X.

(b) �á«¨ Y ⊂ X ¨ à §®áâì X\Y ¯à¥¤æ¨ª«¨ç , â® à¥£ã«ïà®áâì ¨ σ -à¥£ã-
«ïà®áâì X ¢¥ Y à ¢®á¨«ìë.

▹ (a) �ãáâì ª« áá 	 à¥£ã«ïà¥ ¢ X. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì (xn)n∈N ⊂ X ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ®

b :=
∧
n∈N

[xn ∈	] ∧ [xn+1 ∈xn] = 0B.
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�®«®¦¨¬ � := {xn : n ∈ N}↑. �®£¤  [� 6=∅] = 1B ¨, ªà®¬¥ â®£®, á ãç¥â®¬
«¥¬¬ë 3.18

[�⊂	] = [(∀x∈�)(x∈	)] =
∧
n∈N

[xn ∈	] > b,

®âªã¤  ¡« £®¤ àï à¥£ã«ïà®áâ¨ 	 ¢ X á«¥¤ã¥â, çâ® [(∃ y ∈�)(∀ z ∈�)(z /∈ y)] > b.
� ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢®¢ì ¯à¨¢«¥ª ï «¥¬¬ã 3.18, § ª«îç ¥¬:

[(∃ y ∈�)(∀ z ∈�)(z /∈ y)] =
∨
n∈N

∧
m∈N

[xm /∈xn]

= ¬
∧
n∈N

∨
m∈N

[xm ∈xn] 6 ¬
∧
n∈N

[xn+1 ∈xn] 6 ¬b.

(b) �ãáâì à §®áâì Z := X\Y 6= ∅ ¯à¥¤æ¨ª«¨ç , ¨ ¯ãáâì á¨áâ¥¬  X σ -à¥-
£ã«ïà  ¢¥ Y . � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ª« áá � b X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨©
¥à ¢¥áâ¢ã � 6 ¬(Y ↑), ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® X � µ(�), â. ¥.

b := [� 6=∅ ∧ (∀ y ∈�)(y ∩� 6=∅)] = 0B.

�à¥¤¢ à¨â¥«ì® § ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¡ã«¥¢®§ ç®£® ª« áá  	 b X

(∃x∈X) [(∃ y ∈�)	(y)] = [x∈�] ∧ [	(x)]. (16)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á®£« á® «¥¬¬¥ 3.17(d) á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥

X � (� ⊂ X↑ \Y ↑ ⊂ Z↑),

®âªã¤  á ãç¥â®¬ «¥¬¬ 3.18 ¨ 5.11 ¢ëâ¥ª îâ à ¢¥áâ¢ 

[(∃ y ∈�)	(y)] = [(∃ y ∈Z↑)(�(y) ∧	(y))]

= [(∃ y ∈ (mixZ)↑)(�(y) ∧	(y))] =
∨

y∈mixZ

�(y) ∧	(y),

¯à¨ç¥¬ ¯® â¥®à¥¬¥ 6.5 äãªæ¨ï � ∧ 	 ¤®áâ¨£ ¥â ¬ ªá¨¬ã¬    æ¨ª«¨ç¥áª®¬
ª« áá¥ mixZ.

�®£« á® (16) ¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥â x1 ∈ X, çâ® [x1 ∈�] = [� 6=∅] > b.
�§ [(∀ y ∈�)(y ∩� 6=∅)] > b á«¥¤ã¥â [x1 ∩� 6=∅] > b, â. ¥. [(∃ y ∈�)(y ∈x1)] > b,
  § ç¨â, ¢ á¨«ã (16) áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â x2 ∈ X â ª®©, çâ® [x2 ∈�]∧[x2 ∈x1] > b.
ý�â¥à¨àãïþ íâ¨ à ááã¦¤¥¨ï (  áâà®£® £®¢®àï, ¯à¨¬¥ïï à¥ªãàá¨î ¨  ªá¨®¬ã
¢ë¡®à ), ¯®«ãç ¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)n∈N í«¥¬¥â®¢X, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî
¥à ¢¥áâ¢ ¬ [xn /∈Y ↑] ∧ [xn+1 ∈xn] > [xn ∈�] ∧ [xn+1 ∈xn] > b ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
�« £®¤ àï σ-à¥£ã«ïà®áâ¨ X ¢¥ Y ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® b = 0. ◃

9.10. � ¢¥àè¨¬ ¯ à £à ä ¨áá«¥¤®¢ ¨¥¬ ¢®¯à®á  ® â®¬, ¤«ï ª ª¨å ¯®«ëå
¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à B á®¢¯ ¤ îâ ¯®ïâ¨ï à¥£ã«ïà®© ¨ σ-à¥£ã«ïà®© B-á¨áâ¥¬ë.

�®¢®àïâ, çâ® í«¥¬¥â c ∈ B ¢¯¨á  (áâà®£® ¢¯¨á ) ¢ ¬®¦¥áâ¢® D ⊂ B,
¨ ¯¨èãâ c 4 D (c ≺ D), ¥á«¨ c 6 d (c < d) ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® í«¥¬¥â  d ∈ D.
�®¢®àïâ, çâ® ¬®¦¥áâ¢® C ⊂ B ¢¯¨á ® (áâà®£® ¢¯¨á ®) ¢ D, ¨ ¯¨èãâ C 4 D
(C ≺ D), ¥á«¨ c 4 D (c ≺ D) ¤«ï ¢á¥å c ∈ C. �«¥¬¥â c ¨«¨ ¬®¦¥áâ¢® C  §ë-
¢ îâ ¢¯¨á ë¬ ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Dn)n∈N ¯®¤¬®¦¥áâ¢ B, ¥á«¨ c 4 Dn

(C 4 Dn) ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
�®¦¥áâ¢® C ⊂B  §ë¢ ¥âáï ¯®ªàëâ¨¥¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B, ¥á«¨ ∨C =1B.

� §¡¨¥¨¥¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë  §ë¢ îâ à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë, â. ¥. ¯®ªàëâ¨¥, ï¢-
«ïîé¥¥áï  â¨æ¥¯ìî. � ¯®¬¨¬, çâ® á®£« á® ¯à¨æ¨¯ã ¨áç¥à¯ë¢ ¨ï ¢ «î¡®¥
¯®ªàëâ¨¥ ¬®¦® ¢¯¨á âì à §¡¨¥¨¥.
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�¥®à¥¬  [5, § 19; 6]. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B à ¢-

®á¨«ìë:

(a) ¤«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  I ¨ «î¡®£® á¥¬¥©áâ¢ 
(
bni
)n∈N
i∈I

í«¥¬¥â®¢ B á¯à -

¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥ ∧
n∈N

∨
i∈I

bni =
∨
i∈IN

∧
n∈N

bni(n);

(b) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®ªàëâ¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì ¯®ªàëâ¨¥;

(c) ¢ «î¡ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à §¡¨¥¨© B ¬®¦® ¢¯¨á âì à §¡¨¥¨¥;

(d) ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ à §¡¨¥¨© (Dn)n∈N ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B
¨ «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  a ∈ B áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì dn ∈ Dn

(n ∈ N) â ª ï, çâ®
a ∧

∧
n∈N

dn 6= 0B.

�ã«¥¢   «£¥¡à  B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï «î¡®¬ã ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå ãá«®¢¨©
(a){(d),  §ë¢ ¥âáï ω-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®© ¨«¨ (ω,∞)-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©.

�áïª ï  â®¬ ï ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢ . �®¯®«¥¨¥ ¡ã-
«¥¢®© ä ªâ®à- «£¥¡àë P(N)/P�n(N) ï¢«ï¥âáï ¡¥§ â®¬®© ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©
¡ã«¥¢®©  «£¥¡à®© (á¬. [6, á«¥¤áâ¢¨¥ «¥¬¬ë 5; 7, ¯à¨¬¥à 9]). �« áá¨ç¥áª¨¬ ¯à¨-
¬¥à®¬ ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, ¥ ï¢«ïîé¥©áï ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©, á«ã¦¨â ¡ã-
«¥¢   «£¥¡à  ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �¥¡¥£ã ¯®¤¬®¦¥áâ¢ R.

9.11. �§¬¥«ìç¥¨¥¬ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B ãá«®¢¨¬áï  §ë¢ âì ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì (Cn)n∈N ¯®¤¬®¦¥áâ¢ B, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(a) ∨Cn = ∨C1 6= 0B ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(b)

∧
n∈N

cn = 0B ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ cn ∈ Cn (n ∈ N).

�§¬¥«ìç¥¨¥ (Cn)n∈N  §®¢¥¬ à §¡¨¢ îé¨¬, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å n ∈ N
(c) 0B /∈ Cn;

(d) Cn |  â¨æ¥¯ì;

(e) Cn+1 ≺ Cn.

9.12. �à®¢¥àª  á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ .

�¥¬¬ . �ãáâì (Cn)n∈N | à §¡¨¢ îé¥¥ ¨§¬¥«ìç¥¨¥ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B,
¨ ¯ãáâì X :=

⋃
n∈N

Cn.

(a) �«ï ª ¦¤®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï ª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

®áâì í«¥¬¥â®¢ c1 ∈ C1, c2 ∈ C2, . . . , cn ∈ Cn â ª ï, çâ® c1 > c2 > · · · > cn = x.

(b) �á«¨ n 6= m, â® Cn ∩ Cm = ∅.
(c) �«ï ¢áïª®£® x ∈ X ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ h(x) â® ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® n ∈ N,

¤«ï ª®â®à®£® x ∈ Cn. �á«¨ (xi)i∈I ⊂ X ¨
∨
i∈I

h(xi) = ∞, â®
∧
i∈I

xi = 0B.

9.13. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B à ¢®-

á¨«ìë:

(a) ¢ B áãé¥áâ¢ã¥â à §¡¨¢ îé¥¥ ¨§¬¥«ìç¥¨¥;

(b) ¢ B áãé¥áâ¢ã¥â ¨§¬¥«ìç¥¨¥;

(c) ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¥ ï¢«ï¥âáï ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©.

▹ �¬¯«¨ª æ¨ï (a)⇒(b) âà¨¢¨ «ì . �¬¯«¨ª æ¨î (b)⇒(c) «¥£ª® ãáâ ®-
¢¨âì á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 9.10(d). �®ª ¦¥¬, çâ® (c)⇒(a).
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�á«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¥ ï¢«ï¥âáï ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©, â® á®£« á® â¥®à¥¬¥
9.10(d) áãé¥áâ¢ãîâ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì à §¡¨¥¨© (Dn)n∈N ¨ ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â
a ∈ B â ª¨¥, çâ®

a ∧
∧
n∈N

dn = 0B (17)

¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ dn ∈ Dn (n ∈ N). �®£« á® (17) ¢ ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì®áâì (Dn)n∈N ¥ ¢¯¨áë¢ ¥âáï ¨ª ª®© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â b 6 a,   § ç¨â,
¤«ï ¢áïª®£® â ª®£® b ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ ¢ à áá¬®âà¥¨¥  âãà «ì®¥ ç¨á«®

m(b) := min{n ∈ N : b 64 Dn}.

�®áª®«ìªã ∨Dm(b) = 1B ¨ b 64 Dm(b), áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥â d ∈ Dm(b), çâ®
0B < b ∧ d < b. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢®

P (b) := {b ∧ d : d ∈ Dm(b)} \ {0B}

®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

P (b) |  â¨æ¥¯ì, ∨P (b) = b, 0B < c < b ¤«ï ¢á¥å c ∈ P (b).

�¥ªãàá¨¢® ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢  Cn ⊂ B (n ∈ N), ¯®« £ ï

C1 := P (a);

Cn+1 :=
⋃

b∈Cn

P (b), n ∈ N,

¨ ãáâ ®¢¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N ï¢«ï¥âáï à §¡¨¢ îé¨¬ ¨§¬¥«ì-
ç¥¨¥¬. �á«®¢¨ï 9.11(a),(c){(e) ®ç¥¢¨¤ë. �áâ ¥âáï ®¡®á®¢ âì 9.11(b).

�¤ãªæ¨¥© ¯® n ∈ N ¯®ª ¦¥¬, çâ® m(b) > n ¤«ï ¢á¥å b ∈ Cn. � §  ¨¤ãª-
æ¨¨ n = 1 âà¨¢¨ «ì . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® m(b) > n ¯à¨ b ∈ Cn, à áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â c ∈ Cn+1 ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® m(c) > n+1. �® ®¯à¥-
¤¥«¥¨î Cn+1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ c = b ∧ d ¤«ï ¥ª®â®àëå b ∈ Cn,
d ∈ Dm(b). �®áª®«ìªã í«¥¬¥â b ¢¯¨á  ¢ D1, . . . , Dm(b)−1, ¢ á¨«ã ¥à ¢¥áâ¢ 
c 6 b íâ® ¦¥ ¢¥à® ¤«ï c,   § ç¨â, m(c) > m(b) > n. �à®¬¥ â®£®, ¨§ c 64 Dm(c)

¨ c 6 d ∈ Dm(b) á«¥¤ã¥â, çâ® m(c) 6= m(b),   § ç¨â, m(c) > n+ 1.
�ãáâì â¥¯¥àì cn ∈ Cn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ m(cn+1) > n,

®âªã¤  cn+1 4 Dn ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, cn+1 6 dn ¤«ï ¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-
áâ¨ dn ∈ Dn (n ∈ N). �à¨¢«¥ª ï (17), § ª«îç ¥¬, çâ®∧

n∈N

cn = c1 ∧
∧
n∈N

cn+1 6 a ∧
∧
n∈N

dn = 0B. ◃

9.14. �¥®à¥¬ . �« ááë à¥£ã«ïàëå ¨ σ-à¥£ã«ïàëå B-á¨áâ¥¬ á®¢¯ ¤ îâ

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ï¢«ï¥âáï ω-¤¨áâà¨¡ãâ¨¢®©.

▹ �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �á«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¥ ï¢«ï¥âáï ω -¤¨áâà¨¡ãâ¨¢-
®©, â® á®£« á® â¥®à¥¬¥ 9.13 ¢ B áãé¥áâ¢ã¥â à §¡¨¢ îé¥¥ ¨§¬¥«ìç¥¨¥ (Cn)n∈N.
�®«®¦¨¬ X :=

⋃
n∈N

Cn. � ª ¨ ¢ «¥¬¬¥ 9.12(c), ¤«ï ¢áïª®£® x ∈ X ®¡®§ ç¨¬

ç¥à¥§ h(x) â® ¥¤¨áâ¢¥®¥ ç¨á«® n ∈ N, ¤«ï ª®â®à®£® x ∈ Cn. �à¥¢à â¨¬ X
¢ B-á¨áâ¥¬ã, ¯®« £ ï ¤«ï x, y ∈ X

[x= y] :=

{
1B, ¥á«¨ x = y,

0B ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥;

[x∈ y] :=
{
x, ¥á«¨ h(x) = h(y) + 1,

0B ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥.
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�áâ ®¢¨¬ σ-à¥£ã«ïà®áâì á¨áâ¥¬ë X, ¤«ï ç¥£® à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xn)n∈N ⊂ X ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ®

∧
n∈N

[xn+1 ∈xn] = 0B. �â®

á®®â®è¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ [xn+1 ∈xn] = 0B ¤«ï ª ª®£®-«¨¡® n ∈ N. � ¯à®-
â¨¢®¬ á«ãç ¥ h(xn+1) = h(xn) + 1 ¨ [xn+1 ∈xn] = xn+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®£¤ ∨
n∈N

h(xn+1) = ∞, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 9.12(c) á«¥¤ã¥â∧
n∈N

[xn+1 ∈xn] =
∧
n∈N

xn+1 = 0B.

�¨áâ¥¬  X ¥ ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà®©, â ª ª ª ¬®¦¥áâ¢®

P := {x|x : x ∈ X} ⊂ %X

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (b) «¥¬¬ë 9.2. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ x ∈ Cn∨
y∈X

[y|y ∈x|x] = x ∧
∨
y∈X

[y ∈x] ∧ y > x ∧
∨

y∈Cn+1

[y ∈x] ∧ y

= x ∧
∨

y∈Cn+1

y = x ∧ ∨Cn+1 = x ∧ ∨Cn = x = domx|x.

�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì X | σ-à¥£ã«ïà ï, ® ¥ à¥£ã«ïà ï B-á¨áâ¥¬ .
� áá¬®âà¨¬ ¬®¦¥áâ¢  Pn ⊂ %X (n ∈ N), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ (c) «¥¬-
¬ë 9.2, ¯®«®¦¨¬

Cn := {dom p : p ∈ Pn}, n ∈ N, (18)

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Cn)n∈N ï¢«ï¥âáï ¨§¬¥«ìç¥¨¥¬ ¢ ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡à¥ B (á¬. â¥®à¥¬ã 9.13). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¢á¥å n ∈ N

∨Cn =
∨

p∈Pn

dom p =
∨

p∈P1

dom p = ∨C1 6= 0B.

�ãáâì cn ∈ Cn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �®ª ¦¥¬, çâ®
∧

n∈N
cn = 0B. �®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥-

¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ (∃n ∈ N) cn∧cn+1 = 0B. �ãáâì â¥¯¥àì cn∧cn+1 6= 0B ¤«ï ¢á¥å
n ∈ N. �®£« á® (18) ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â pn ∈ Pn â ª®©, çâ®
cn = dom pn. �®áª®«ìªã dom pn ∧ dom pn+1 = cn ∧ cn+1 6= 0B, ¨§ ãá«®¢¨© 9.2(c)
á«¥¤ã¥â, çâ® cn+1 = dom pn+1 = [pn+1 ∈ pn]. � ª¨¬ ®¡à §®¬,∧

n∈N

cn 6
∧
n∈N

cn+1 =
∧
n∈N

[pn+1 ∈ pn] = 0B

¡« £®¤ àï σ-à¥£ã«ïà®áâ¨ á¨áâ¥¬ë X. ◃

§ 10. �â¥á¨® «ì ï ¨¥à àå¨ï

�ã¬ã«ïâ¨¢ ï ¨¥à àå¨ï ä® �¥©¬   (Vα)α∈Ord  ¤ ¬®¦¥áâ¢®¬ ¨«¨ ª« á-
á®¬ V0 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨

Vα+1 = Vα ∪ P(Vα), α ∈ Ord;

Vα =
⋃
β<α

Vβ , α ∈ LimOrd.
(19)

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨â¥á¨® «ì ï ¨¥à àå¨ï, á«ã¦ é ï   «®-
£®¬ ¨¥à àå¨¨ (19) ¤«ï ¡ã«¥¢®§ çëå á¨áâ¥¬, ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¡ã«¥¢®§ ç-
®£® ã¨¢¥àáã¬   ¤ ¯à®¨§¢®«ì®© íªáâ¥á¨® «ì®© ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬®©
¨ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â¥á ï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì â ª®£® ã¨¢¥àáã¬  á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥©.
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10.1. � ç¥¬ á å à ªâ¥à¨§ æ¨¨  ¤áâà®©ª¨, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥© á®¡®© ¡ã«¥-
¢®§ çë©   «®£ ¤¨áªà¥â®£® è £  Vα+1 = Vα ∪ P(Vα) ¨¥à àå¨¨ (19).

�ãáâì X | ¯à®¨§¢®«ì ï íªáâ¥á¨® «ì ï B-á¨áâ¥¬ , ¨ ¯ãáâì Y | ¯®¤-
ª« áá X. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¯®ïâ¨ï:

X ¨â¥á¨® «ì   ¤ Y ⇔ (∀P ⊂ %Y )(∃x∈X)(x'P↑)
⇔ (∀�bX : �6Y ↑)(∃x∈X)(x'�);

X ¯à¥¤¨ª â¨¢   ¤ Y ⇔ (∀x∈X\Y )(∃P ⊂ %Y )(x'P↑)
⇔ X = Y ∪ PX(Y );

X ®â¤¥«¨¬   ¤ Y ⇔ (∀x∈X)(∀ z ∈X\Y )(x' z ⇒ x= z)

⇔ (∀x1, x2 ∈X)(x1'x2, x1 6=x2 ⇒ x1, x2 ∈Y ).

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® íªáâ¥á¨® «ì ï B-á¨áâ¥¬  X ï¢«ï¥âáï  ¤áâà®©ª®©
 ¤ ¯®¤á¨áâ¥¬®© Y , ¥á«¨

(a) Y 4 X;

(b) X ¨â¥á¨® «ì   ¤ Y ;

(c) X ¯à¥¤¨ª â¨¢   ¤ Y ;

(d) X ®â¤¥«¨¬   ¤ Y .

�ªáâ¥á¨® «ìãî B-á¨áâ¥¬ãX  §®¢¥¬  ¤áâà®©ª®©  ¤ ª®¯¨¥© B-á¨áâ¥¬ë Z,
¥á«¨ X ï¢«ï¥âáï  ¤áâà®©ª®©  ¤ ª ª®©-«¨¡® ¯®¤á¨áâ¥¬®©, ¨§®¬®àä®© Z.

10.2. �¥¬¬ . �«ï «î¡®© íªáâ¥á¨® «ì®© ¡ã«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬ë Z áã-

é¥áâ¢ã¥â  ¤áâà®©ª   ¤ ª®¯¨¥© Z.

▹ � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî íªáâ¥á¨® «ìãî B-á¨áâ¥¬ã Z, ¥¥ ¨§®¬®àä-
ãî ª®¯¨î Y := {∅} × Z ¨ ¯®«®¦¨¬ (á¬. ¯. 4.2)

Y := {P ⊂ %Y : P  áëé¥®, ¬(∃ y ∈ Y )(y ' P↑
Y
)}.

� ¬¥â¨¬, çâ® Y ∩ Y = ∅. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î 3.1 «î¡®¥ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® P ⊂ %Y á®áâ®¨â ¨§ ¯ à, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢áïª¨© í«¥¬¥â ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï
Y = {∅} × Z ¢ ¯®¤å®¤¥ �ãà â®¢áª®£® ¨¬¥¥â ¢¨¤ {{∅}, {∅, z}} ¨ â¥¬ á ¬ë¬
á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥â {∅}, ¥ ï¢«ïîé¨©áï ¯ à®©.

�®«®¦¨¬ X := Y ∪ Y ¨ ¯à®¤®«¦¨¬   X2 ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ =Y ,∈Y , ¯®« £ ï

=X(y, z) := =Y (y, z), ∈X(y, z) := ∈Y (y, z),

=X(P,Q) := [P↑
Y
=Q↑

Y
]
Y
, ∈X(P,Q) := [P↑

Y
∈Q↑

Y
]
Y
,

=X(P, y) := [P↑
Y
= y]

Y
, ∈X(P, y) := [P↑

Y
∈ y]

Y
,

=X(y, P ) := [y=P↑
Y
]
Y
, ∈X(y, P ) := [y ∈P↑

Y
]
Y

¤«ï ¢á¥å y, z ∈ Y ¨ P,Q ∈ Y .

�®â ä ªâ, çâ® (X,=X ,∈X) ï¢«ï¥âáï B-á¨áâ¥¬®©, ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï í«¥¬¥-
â à®© ¯à®¢¥àª®© ãá«®¢¨©, ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ 2.1. � ¡®«ìè¨áâ¢¥
á«ãç ¥¢ ¤«ï íâ®© ¯à®¢¥àª¨ ¤®áâ â®çë ýá¨â ªá¨ç¥áª¨© á å àþ 3.8 ¨ ¨áâ¨-
®áâì ¢ Y ¯à®¯®§¨æ¨® «ìëå  ªá¨®¬ ¨  ªá¨®¬ à ¢¥áâ¢  (á¬. ¯. 3.9). �®ïá¨¬
«¨èì ¯ïâì á«ãç ¥¢, ¢ âà¥å ¨§ ª®â®àëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®áâì á¨áâ¥-
¬ë Y ,   ¢ ¤¢ãå ¤àã£¨å | ®ç¥¢¨¤®¥ ¥à ¢¥áâ¢® [φ(x)]

Y
6 [(∃x)φ(x)]

Y
.
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�á«¨ x, y, z ∈ Y ¨ P,Q ∈ Y , â®

=X(x, P ) ∧=X(P, z) = [x=P↑
Y
∧ P↑

Y
= z]

Y

= [(∀ y)(y ∈x⇔ y ∈P↑
Y
) ∧ (∀ y)(y ∈P↑

Y
⇔ y ∈ z)]

Y

6 [(∀ y)(y ∈x⇔ y ∈ z)]
Y
6 [x= z]

Y
= =X(x, z);

∈X(P, y) ∧=X(P, z) = [P↑
Y
∈ y ∧ P↑

Y
= z]

Y

= [(∃x)(P↑
Y
=x ∧ x∈ y) ∧ P↑

Y
= z]

Y

= [(∃x)((∀u)(u∈P↑
Y
⇔ u∈x) ∧ x∈ y) ∧ (∀u)(u∈P↑

Y
⇔ u∈ z)]

Y

6 [(∃x)((∀u)(u∈ z ⇔ u∈x) ∧ x∈ y)]
Y

6 [(∃x)(z=x ∧ x∈ y)]
Y
6 [z ∈ y]

Y
= ∈X(z, y);

∈X(P,Q) ∧=X(P, z) = [P↑
Y
∈Q↑

Y
∧ P↑

Y
= z]

Y

= [(∃x)(P↑
Y
=x ∧ x∈Q↑

Y
) ∧ P↑

Y
= z]

Y

= [(∃x)((∀ y)(y ∈P↑
Y
⇔ y ∈x) ∧ x∈Q↑

Y
) ∧ (∀ y)(y ∈P↑

Y
⇔ y ∈ z)]

Y

6 [(∃x)((∀ y)(y ∈ z ⇔ y ∈x) ∧ x∈Q↑
Y
)]

Y

6 [(∃x)(z=x ∧ x∈Q↑
Y
)]

Y
6 [z ∈Q↑

Y
]
Y
= ∈X(z,Q);

∈X(x, y) ∧=X(x, P ) = [x∈ y ∧ x=P↑
Y
]
Y

6 [(∃x)(P↑
Y
=x ∧ x∈ y)]

Y
= [P↑

Y
∈ y]

Y
= ∈X(P, y);

∈X(x, P ) ∧=X(x,Q) = [x∈P↑
Y
∧ x=Q↑

Y
]
Y

6 [(∃x)(Q↑
Y
=x ∧ x∈P↑

Y
)]

Y
= [Q↑

Y
∈P↑

Y
]
Y
= ∈X(Q,P ).

�®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  X íªáâ¥á¨® «ì . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ u, v ∈ X ¨
[·∈u]

X
= [·∈ v]

X
, â® ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ âà¥å á«ãç ¥¢

u, v ∈ Y ; u ∈ Y, v ∈ Y ; u, v ∈ Y

¨¬¥¥¬

[u= v]
X
=



[u= v]
Y

=
∧
z∈Y

[z ∈u]
Y
⇔B [z ∈ v]Y

[u= v↑
Y
]
Y

=
∧
z∈Y

[z ∈u]
Y
⇔B [z ∈ v↑Y ]Y

[u↑
Y
= v↑

Y
]
Y
=

∧
z∈Y

[z ∈u↑
Y
]
Y
⇔B [z ∈ v↑Y ]Y


=

∧
z∈Y

[z ∈u]
X
⇔B [z ∈ v]X = 1B.

10.1(a). �áâ ®¢¨¬ âà §¨â¨¢®áâì ¯®¤á¨áâ¥¬ë Y ⊂ X, ¯à®¢¥à¨¢ ãá«®-
¢¨¥ 7.2(c). �ãáâì u ∈ X ¨ v ∈ Y . �á«¨ u ∈ Y , â® [u∈ v]

X
6 1B = [u∈Y ↑

X
]
X
,

  ¥á«¨ u ∈ Y , â®

[u∈ v]
X
= [u↑

Y
∈ v]

Y
= [(∃ y)(u↑

Y
= y ∧ y ∈ v)]

Y

6 [(∃ y)(u↑
Y
= y)]

Y
=

∨
y∈Y

[u↑
Y
= y]

Y
=

∨
y∈Y

[u= y]
X
= [u∈Y ↑

X
]
X
.
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� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨£®¤¨âáï á«¥¤ãîé¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¢ X:

P ' P↑
X

¤«ï ¢á¥å P ∈ Y . (20)

�ãáâì P = {yi|bi : i∈ I}∈Y . �®ª ¦¥¬, çâ® [x∈P ]
X
= [x∈P↑

X
]
X
¤«ï ¢á¥å x∈X.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ y ∈ Y , â® [y ∈P ]
X
= [y ∈P↑

Y
]
Y
= [y ∈P↑

X
]
X
(á¬. ¯¯. 7.1, 7.6),

  ¥á«¨ Q ∈ Y , â® á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3.16

[Q∈P ]
X
= [Q↑

Y
∈P↑

Y
]
Y
=

∨
p∈P

[Q↑
Y
= p]

Y

=
∨
i∈I

[Q↑
Y
= yi]Y ∧ bi =

∨
i∈I

[Q= yi]X ∧ bi = [Q∈P↑
X
]
X
.

10.1(b). � áá¬®âà¨¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ⊂ %Y ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® x ' P↑
X
¤«ï

¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  x ∈ X.
�ãáâì P := P↑

Y
⇓Y ⊂ %Y |  áëé¥ ï ®¡®«®çª  P ¢ á¨áâ¥¬¥ Y (á¬. ¯. 4.4).

�®áª®«ìªã P ⊂ P ⊂ P↑
X
⇓X , ¨¬¥¥¬ P↑

X
6 P↑

X
6 P↑

X
⇓X↑X ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

P↑
X
= P↑

X
¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  P↑

X
⇓X↑X = P↑

X
(á¬. «¥¬¬ã 4.3). �á«¨ y ' P↑

Y

¢ Y ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  y ∈ Y , â® y ' P↑
X
¢ X á®£« á® 7.3,   § ç¨â,

x := y ' P↑
X
= P↑

X
. �á«¨ ¦¥ ¬(∃ y ∈ Y )(y ' P↑

Y
), â® P ∈ Y ¨ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

x := P ' P↑
X
= P↑

X
¡« £®¤ àï (20).

�â¢¥à¦¤¥¨¥ 10.1(c) ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ (20).
10.1(d). �ãáâì y ∈ Y ¨ P ∈ Y . �® ®¯à¥¤¥«¥¨î Y ¨¬¥¥¬ y 6' P↑

Y
¢ Y ,

®âªã¤  á®£« á® 7.3 á«¥¤ã¥â, çâ® y 6' P↑
X
¢ X,   § ç¨â, y 6' P ¢ á¨«ã (20).

�ãáâì â¥¯¥àì P,Q ∈ Y ¨ P ' Q. �§ (20) ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢® P↑
X
= Q↑

X
.

�®£¤  P↑
Y
= (P↑

X
)|

Y
= (Q↑

X
)|

Y
= P↑

Y
,   ¯®áª®«ìªã P ¨ Q |  áëé¥ë¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢  %Y , á®£« á® «¥¬¬¥ 4.2 ¨¬¥¥¬ P = P↑
Y
⇓Y = Q↑

Y
⇓Y = Q. ◃

10.3. �¥¬¬ . (a) �á«¨ B-á¨áâ¥¬  X ï¢«ï¥âáï  ¤áâà®©ª®©  ¤ ¯®¤á¨áâ¥-

¬®© Y ⊂ X, f : X ↔
B
X ¨ f |Y = idY , â® f = idX .

(b) �á«¨ B-á¨áâ¥¬ë X ¨ X ′ ï¢«ïîâáï  ¤áâà®©ª ¬¨  ¤ ¯®¤á¨áâ¥¬ ¬¨

Y ⊂ X ¨ Y ′ ⊂ X ′, â® «î¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ f : Y ↔
B
Y ′ ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¥¤¨-

áâ¢¥®£® ¨§®¬®àä¨§¬  �f : X ↔
B
X ′. � ç áâ®áâ¨,  ¤áâà®©ª   ¤ ª®¯¨¥© ¡ã-

«¥¢®§ ç®© á¨áâ¥¬ë ¥¤¨áâ¢¥  á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .

▹ (a) �à¥¤¢ à¨â¥«ì® § ¬¥â¨¬, çâ® ¨§ íªáâ¥á¨® «ì®áâ¨ á¨áâ¥¬ë X ¨
ãá«®¢¨ï 10.1(c) ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ á®®â®è¥¨¥:

(∀x1, x2 ∈ X\Y ) [x1=x2]X =
∧
y∈Y

[y ∈x1 ⇔ y ∈x2]X . (21)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  x ∈ X\Y ¨¬¥¥âáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P ⊂ %Y
â ª®¥, çâ® X � (x=P↑

X
), ®âªã¤  á ãç¥â®¬ ¨áâ¨®áâ¨ X � (P↑

X
⊂Y ↑

X
) (á¬. «¥¬-

¬ã 3.17(b)) ¢ëâ¥ª ¥â X � (x⊂Y ↑
X
). �«¥¤®¢ â¥«ì®,

X � (x1=x2 ⇔ (∀ y ∈ Y ↑
X
)(y ∈x1 ⇔ y ∈x2))

¤«ï ¢á¥å x1, x2 ∈ X\Y . �áâ ¥âáï á®á« âìáï   «¥¬¬ã 3.18.
�ãáâìX, Y ¨ f ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ ¢ (a). � áá¬®âà¨¬

¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ X\Y ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® f(x) = x. �ç¨âë¢ ï (21) ¨
à ¢¥áâ¢  f(y) = y ¤«ï y ∈ Y , § ª«îç ¥¬:

[f(x)=x]
X
=

∧
y∈Y

[y ∈ f(x) ⇔ y ∈x]
X

=
∧
y∈Y

[f(y)∈ f(x)]
X
⇔B [y ∈x]X =

∧
y∈Y

[y ∈x]
X
⇔B [y ∈x]X = 1B.
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, f(x) ' x, ®âªã¤  ¢ á¨«ã 10.1(d) ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢® f(x) = x,
¯®áª®«ìªã x /∈ Y .

(b) �¤¨áâ¢¥®áâì ¯à®¤®«¦¥¨ï �f á«¥¤ã¥â ¨§ (a). �®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ -
¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ íªáâ¥á¨® «ìë¥ B-á¨áâ¥¬ë X ¨ X ′, ï¢«ï-
îé¨¥áï  ¤áâà®©ª ¬¨  ¤ ¯®¤á¨áâ¥¬ ¬¨ Y ⊂ X ¨ Y ′ ⊂ X ′, ¨ ¨§®¬®àä¨§¬
f : Y ↔B Y ′. �®£« á® 10.1(c) áãé¥áâ¢ã¥â á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Px ⊂ %Y â -
ª¨å, çâ® x'Px↑X ¤«ï ¢á¥å x∈X\Y . �«ï x ∈ X\Y ¯®«®¦¨¬ P ′

x := f%(Px) ⊂ %Y ′

(á¬. ¯. 3.15). � á¨«ã 10.1(b) ¨¬¥¥âáï äãªæ¨ï g : X\Y → X ′, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï
á®®â®è¥¨î g(x) ' P ′

x↑X′ ¤«ï ¢á¥å x ∈ X\Y . �¯à¥¤¥«¨¬ �f : X → X ′, ¯®« £ ï

�f(x) :=

{
f(x), ¥á«¨ x ∈ Y,

g(x), ¥á«¨ x ∈ X\Y,

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® �f : X ↔
B
X ′. � ¤¨ ã¤®¡áâ¢  ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ x′ := �f(x) ∈ X ′

¤«ï x∈X. � ª¨¬ ®¡à §®¬, f : y 7→ y′ | ¨§®¬®àä¨§¬ Y   Y ′, ¨ ¤«ï ¢á¥å x∈X\Y

Px ⊂ %Y, P ′
x = f%(Px) ⊂ %Y ′,

x ' Px↑X , x′ ' P ′
x↑X′ .

�®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï �f á®åà ï¥â ¨áâ¨®áâì  â®¬ àëå ä®à¬ã«. �ãáâì
φ(x1, x2, y1, y2) | «î¡ ï ¨§ (®£à ¨ç¥ëå) ä®à¬ã« x1=x2, x1 ∈x2, x1= y1,
x1 ∈ y1, y1 ∈x1, y1= y2, y1 ∈ y2. �®£¤  á®£« á® «¥¬¬¥ 3.15 ¨ â¥®à¥¬¥ 7.6 ¤«ï
¢á¥å x1, x2 ∈ X\Y ¨ y1, y2 ∈ Y ¨¬¥¥¬

[φ(x1, x2, y1, y2)]X = [φ(Px1↑X , Px2↑X , y1, y2)]X
= [φ(Px1↑Y , Px2↑Y , y1, y2)]Y = [φ(P ′

x1↑Y ′ , P
′
x2↑Y ′ , y

′
1, y

′
2)]Y ′

= [φ(P ′
x1↑X′ , P

′
x2↑X′ , y

′
1, y

′
2)]X′ = [φ(x′1, x

′
2, y

′
1, y

′
2)]X′ .

(22)

�®ª ¦¥¬, çâ® äãªæ¨ï �f : X→X ′ ¨ê¥ªâ¨¢ . �ê¥ªâ¨¢®áâì �f   Y ®¡¥á-
¯¥ç¨¢ ¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢®áâìî ¨§®¬®àä¨§¬  f : Y → Y ′. �á«¨ ¦¥ å®âï ¡ë ®¤¨
¨§ í«¥¬¥â®¢ x1, x2 ∈ X ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â Y , â® á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢  [x1=x2]X =
[x′1=x

′
2]X′ (á¬. (22)) ¨§ x′1 = x′2 á«¥¤ã¥â x1 ' x2 ¨ â®£¤  x1 = x2 á®£« á® 10.1(d).

� ª®¥æ, ãáâ ®¢¨¬ áîàê¥ªâ¨¢®áâì äãªæ¨¨ �f : X → X ′. � áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â z ∈ X ′ ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® z = x′ ¤«ï ¥ª®â®à®£® x ∈ X.
�á«¨ z ∈ Y ′, â® ã¦ë© í«¥¬¥â x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â ¡« £®¤ àï áîàê¥ªâ¨¢®áâ¨
¨§®¬®àä¨§¬  f : Y → Y ′. �ãáâì z ∈ X ′ \Y ′. �®£« á® 10.1(c) ¨¬¥¥âáï ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® P ′ ⊂ %Y ′, ¤«ï ª®â®à®£® z ' P ′↑

X′ . �®«®¦¨¬ P := (f%)−1(P ′) ⊂ Y . � á¨-
«ã 10.1(b) áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â x ∈ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á®®â®è¥¨î x ' P↑

X
.

�á«¨ x ∈ Y , â® á ãç¥â®¬ 7.3 ¨ «¥¬¬ë 3.15 ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¨¬¯«¨ª æ¨¨

x'P↑
X
⇒ x'P↑

Y
⇒ x′ 'P ′↑

Y ′ ⇒ x′ 'P ′↑
X′ ⇒ x′ ' z,

¯à¨¢®¤ïé¨¥ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á ãá«®¢¨¥¬ 10.1(d). �«¥¤®¢ â¥«ì®, x /∈ Y ¨ â®£¤ 
¡« £®¤ àï 7.3 ¨ «¥¬¬¥ 3.15

x'P↑
X

⇒ Px↑X =P↑
X

⇒ Px↑Y =P↑Y
⇒ P ′

x↑Y ′ =P
′↑

Y ′ ⇒ P ′
x↑X′ =P

′↑
X′ ⇒ x′ ' z,

®âªã¤  á®£« á® 10.1(d) ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢® x′ = z. ◃
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10.4. �¥¬¥©áâ¢® íªáâ¥á¨® «ìëåB-á¨áâ¥¬ (Xα)α∈Ord•  §®¢¥¬ ¨â¥á¨®-

 «ì®© ¨¥à àå¨¥© ¨«¨, â®ç¥¥, B-§ ç®© ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥©  ¤ X0,
¥á«¨

Xα+1 |  ¤áâà®©ª   ¤ Xα, α ∈ Ord;

Xα =
⋃
β<α

Xβ , α ∈ LimOrd•.

�à¨ íâ®¬ Xβ 4 Xα ¤«ï «î¡ëå β 6 α ∈ Ord• (á¬. «¥¬¬ã 7.10(e)).

10.5. �¥¬¬ . �«ï «î¡®© íªáâ¥á¨® «ì®© B-á¨áâ¥¬ë Y áãé¥áâ¢ã¥â ¨-

â¥á¨® «ì ï ¨¥à àå¨ï (Xα)α∈Ord• â ª ï, çâ® X0 ↔B
Y .

▹ �à¥¡ã¥¬ãî ¨¥à àå¨î ¥á«®¦® ¯®áâà®¨âì   ®á®¢¥ «¥¬¬ 7.10 ¨ 10.2 á ¯®-
¬®éìî ª®áâàãªæ¨¨ ¨¤ãªâ¨¢®£® ¯à¥¤¥«  (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [8, III.1.11]). �¥©-
áâ¢¨â¥«ì®, ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® B -á¨áâ¥¬ Yα (α ∈ Ord•) ¨ ¨§®¬®àäëå ¢«®-
¦¥¨© fαβ : Yβ → Yα (β 6 α ∈ Ord•), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å á®®â®è¥¨ï¬ fαα = idYα

¨ fαγ = fαβ ◦ fβγ (γ 6 β 6 α ∈ Ord•), ¯®áà¥¤áâ¢®¬ á«¥¤ãîé¥© à¥ªãàá¨¢®©
¯à®æ¥¤ãàë:

Y0 := Y , f00 := idY0 ;

¤«ï α ∈ Ord

Yα+1 |  ¤áâà®©ª   ¤ ª®¯¨¥© B-á¨áâ¥¬ë Yα (á¬. ¯¯. 10.1, 10.2),

fα+1α | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ Yα   ¯®¤á¨áâ¥¬ã Yα+1,

fα+1α+1 := idYα+1
, fα+1β := fα+1α ◦ fαβ ¤«ï β < α+ 1;

¤«ï α ∈ LimOrd•

Yα :=
( ⋃
β<α

{β}×Yβ
)
/∼,

£¤¥ ¤«ï β, γ < α, µ := max{β, γ}, x ∈ Yβ , y ∈ Yγ
(β, x) ∼ (γ, y) ⇔ fµβ (x) = fµγ (y),

=Yα
(∼(β, x),∼(γ, y)) := =Yµ

(
fµβ (x), f

µ
γ (y)

)
,

∈Yα(∼(β, x),∼(γ, y)) := ∈Yµ

(
fµβ (x), f

µ
γ (y)

)
,

fαα := idYα
, fαβ (x) := ∼(β, x) ¤«ï β < α, x ∈ Yβ .

�§ 7.3, 7.10 ¨ 10.1 á«¥¤ã¥â, çâ® á¥¬¥©áâ¢® B-á¨áâ¥¬ Xα := f∞α (Yα) (α ∈ Ord•)
ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬®© ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥©. ◃

10.6. �¥¬¬ . �ãáâì (Xα)α∈Ord• ¨ (Yα)α∈Ord• | B-§ çë¥ ¨â¥á¨® «ì-
ë¥ ¨¥à àå¨¨.

(a) �á«¨ f :X∞ ↔
B
Y∞ ¨ f |X0

:X0↔B
Y0, â® f |Xα

:Xα ↔
B
Yα ¤«ï ¢á¥å α∈Ord•.

(b) �á«¨ f, g : X∞ ↔
B
Y∞ ¨ f |X0

= g|X0
, â® f |Xα

= g|Xα
¤«ï ¢á¥å α∈Ord•.

(c) �î¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ f0 : X0 ↔
B
Y0 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¥¤¨áâ¢¥®£® ¨§®-

¬®àä¨§¬  f : X∞ ↔B Y∞.

▹ (a), (b) �à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¨¤ãªæ¨¨ ¯® α ∈ Ord• ¡ §®¢ë© ¨ ¯à¥¤¥«ìë©
è £¨ âà¨¢¨ «ìë,   è £ α 7→ α + 1 «¥£ª® ®¡®á®¢ âì ¤«ï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (a)
á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 3.15 ¨ 10.1(b),(c),   ¤«ï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (b) | á ¯®¬®éìî (a) ¨
«¥¬¬ë 10.3(a).

(c) �à áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¥©   ®á®¢¥ «¥¬¬ë 10.3(b) «¥£ª® ¯®áâà®¨âì
â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¨§®¬®àä¨§¬®¢ fα : Xα ↔

B
Yα (α∈Ord•), çâ® fα ⊂ fβ ¯à¨ α 6 β.

�®£¤  f := f∞ | ¨áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬. �¤¨áâ¢¥®áâì ¯à®¤®«¦¥¨ï ¢ëâ¥ª ¥â
¨§ (b). ◃
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10.7. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® B-á¨áâ¥¬  X ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ çë¬ (B -§ ç-
ë¬) ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ X0, ¥á«¨ ¢ë¯®«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(a) X0 4 X;
(b) X íªáâ¥á¨® «ì ;
(c) X ¨â¥á¨® «ì ;
(d) í«¥¬¥âë X\X0 ¯à¥¤¨ª â¨¢ë;
(e) X ®â¤¥«¨¬   ¤ X0;
(f) X à¥£ã«ïà  ¢¥ X0.

�®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 6.9 ¨§ ãá«®¢¨© (b) ¨ (c) ¢ëâ¥ª ¥â æ¨ª«¨ç®áâì ª« áá 
PX(X) ¢á¥å ¯à¥¤¨ª â¨¢ëå í«¥¬¥â®¢ X, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ (d) á«¥¤ã¥â, çâ® à §-
®áâì X\X0 ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤æ¨ª«¨ç®©,   § ç¨â, ¯® â¥®à¥¬¥ 9.9(b) ãá«®¢¨¥ (f)
à ¢®á¨«ì® σ-à¥£ã«ïà®áâ¨ X ¢¥ X0.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬X  ¤X0 ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ ç-
ë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ «î¡®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á®®â®è¥¨ï¬
X0 ⊂ Y 4 X.

10.8. �¥®à¥¬ . (a) �á«¨ (Xα)α∈Ord• | ¨â¥á¨® «ì ï ¨¥à àå¨ï, â®

X∞ | ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬  ¤ X0.

(b) �á«¨ X | ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬  ¤ X0, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥-

 ï ¨â¥á¨® «ì ï ¨¥à àå¨ï (Xα)α∈Ord• â ª ï, çâ® X = X∞. �à¨ íâ®¬

Xα+1 = Xα ∪ PX(Xα), α ∈ Ord;

Xα =
⋃
α<β

Xβ , α ∈ LimOrd•. (23)

▹ (a) �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨ï 10.7(a){(f) ¤«ï X = X∞.
10.7(a). � á¨«ã «¥¬¬ë 7.10(e) á¨áâ¥¬ X0, ª ª ¨ ª ¦¤ ï ¨§ á¨áâ¥¬Xα, ï¢«ï-

¥âáï âà §¨â¨¢®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© X∞. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¢ë¯®«¥¨¥
á®®â®è¥¨ï x ' P↑ ¢ «î¡®© ¨§ á¨áâ¥¬ Xα à ¢®á¨«ì® ¥£® ¢ë¯®«¥¨î ¢ X∞
(á¬. ¯. 7.3).

�á«®¢¨¥ 10.7(b) ¢å®¤¨â ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¨.
10.7(c). �ãáâì P | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® %X∞ =

⋃
α∈Ord

%Xα. �ë¡¨à ï ¤«ï ª ¦¤®£®

í«¥¬¥â  p ∈ P ®à¤¨ « α(p), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î p ∈ %Xα(p), § ª«îç ¥¬,
çâ® P ⊂ %Xα, £¤¥ α := ∨{α(p) : p ∈ P},   § ç¨â, P↑ ' x ¤«ï ¥ª®â®à®£® x ∈ Xα+1

á®£« á® 10.1(b).
10.7(d). �á«¨ x ∈ X∞\X0, â® x ∈ Xα+1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® α ∈ Ord ¨ ¯®íâ®¬ã

(∃P ⊂ %Xα)(x ' P↑) á®£« á® 10.1(c).
10.7(e). �ãáâì x, y ∈ X∞, x ' y ¨ x 6= y. �®«®¦¨¬ α := min{β ∈ Ord :

x, y ∈ Xβ} ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® α = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ®à¤¨ « α ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì
¯à¥¤¥«ìë¬, ¯®áª®«ìªã ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ Xα =

⋃
β<α

Xβ ¨ â®£¤  ¨¬¥¥âáï ®à¤¨ «

β < α, ¤«ï ª®â®à®£® x, y ∈ Xβ . �á«¨ ¦¥ α = β + 1, â® x, y ∈ Xβ ¢ á¨«ã 10.1(d).
10.7(f). �®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ á¨áâ¥¬ë Xα (¢ª«îç ï X∞) à¥£ã«ïàë ¢¥ X0,

¯à¨¬¥¨¢ ¨¤ãªæ¨î ¯® α ∈ Ord•.
�«ãç © α = 0 âà¨¢¨ «¥: á¨áâ¥¬  X0, ®ç¥¢¨¤®, à¥£ã«ïà  ¢¥ X0.
�ãáâì á¨áâ¥¬  Xα à¥£ã«ïà  ¢¥ X0. �®£« á® «¥¬¬¥ 9.5 ¤«ï ¤®ª § â¥«ì-

áâ¢  à¥£ã«ïà®áâ¨Xα+1 ¢¥X0 ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì à¥£ã«ïà®áâìXα+1 ¢¥Xα.
�§ 10.1(c) á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3.17(b) á«¥¤ã¥â, çâ®

Xα+1 � (∀ y)(y ∈Xα↑ ∨ y⊂Xα↑). (24)
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� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá � b Xα+1 ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¨áâ¨-
®áâì

Xα+1 � (� ∩Xα↑ = ∅ ∧ � 6=∅ ⇒ (∃ y ∈�)(y ∩ �=∅))

¯ãâ¥¬ ýà ááã¦¤¥¨© ¢ãâà¨ Xα+1þ (á¬. ¯. 3.10). �ãáâì � ∩Xα↑ = ∅ ¨ � 6= ∅.
�®§ì¬¥¬ «î¡®© í«¥¬¥â y ∈ � ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® y ∩ � = ∅. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§
� ∩ Xα↑ = ∅ á«¥¤ã¥â y /∈ Xα↑,   § ç¨â, y ⊂ Xα↑ á®£« á® (24) ¨ ¯®íâ®¬ã
y ∩ � ⊂ Xα↑ ∩ � = ∅.

�ãáâì â¥¯¥àì α ∈ LimOrd•, ¨ ¯ãáâì á¨áâ¥¬ë Xβ à¥£ã«ïàë ¢¥ X0 ¤«ï
¢á¥å β < α. �®£« á® «¥¬¬¥ 8.4 ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à¥£ã«ïà®áâ¨ Xα ¢¥ X0

¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì ¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá � b Xα, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ¥à -
¢¥áâ¢ã � 6 ¬(X0↑Xα

), ¨ ¯®ª § âì Xα � µ(�) ¨«¨, çâ® à ¢®á¨«ì®,

(∀x ∈ Xα) Xα � (x∈� ⇒ (∃ y ∈ �)(y ∩ �=∅)).

�á«¨ x ∈ Xα =
⋃

β<α

Xβ , â® x ∈ Xβ ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®à¤¨ «  β < α. �áâ ®¢¨¬
¨áâ¨®áâì

Xα � (x∈� ⇒ (∃ y ∈ �)(y ∩ �=∅))

¯ãâ¥¬ ýà ááã¦¤¥¨© ¢ãâà¨ Xαþ. �¯¨à ïáì   á®®â®è¥¨ï � ∩ X0↑ = ∅,
x ∈ Xβ↑ ¨ x ∈ �, ¯®ª ¦¥¬, çâ® (∃ y ∈ �)(y∩� = ∅). �®áª®«ìªã ª« áá Xβ↑\X0↑
à¥£ã«ïà¥ (á¬. «¥¬¬ã 9.4) ¨ ∅ 6= � ∩Xβ↑ ⊂ Xβ↑ \X0↑, ¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥â
y ∈ � ∩ Xβ↑, çâ® y ∩ � ∩ Xβ↑ = ∅. � á¨«ã âà §¨â¨¢®áâ¨ Xβ↑ ¨§ y ∈ Xβ↑
á«¥¤ã¥â y ⊂ Xβ↑. � ª¨¬ ®¡à §®¬, y ∩ � = y ∩ � ∩Xβ↑ = ∅.

(b) � áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤á¨áâ¥¬ Xα ⊂ X (α ∈ Ord•), ¯®áâà®¥®¥ á ¯®-
¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ á®£« á® (23),  ç¨ ï á ¤ ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë
X0 ⊂ X.

�¤ãªæ¨¥© ¯® α ∈ Ord• ¯®ª ¦¥¬, çâ® Xα 4 X. �«ãç © α = 0 á®¤¥à¦¨â-
áï ¢ ãá«®¢¨¨ 10.7(a). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Xα 4 X, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥
í«¥¬¥âë x ∈ X, y ∈ Xα+1 ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢® [x∈ y] 6 [x∈Xα+1↑].
�á«¨ y ∈ Xα, â® [x∈ y] 6 [x∈Xα↑] 6 [x∈Xα+1↑],   ¥á«¨ y ∈ PX(Xα), â®
y ' P↑, P ⊂ %Xα, ¨ â®£¤  á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 3.17(b) ¨¬¥¥¬ [x∈ y] = [x∈P↑] 6
[x∈Xα↑] 6 [x∈Xα+1↑]. �á«¨ ¦¥ α ∈ LimOrd• ¨ Xβ 4 X ¤«ï ¢á¥å β < α, â®
Xα =

⋃
α<β

Xβ 4 X ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 7.10(c).

�®£« á® «¥¬¬¥ 7.10(a) ¨§ ¤®ª § ®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â Xα 4 Xα+1 ¤«ï ¢á¥å
α ∈ Ord, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ãá«®¢¨î 10.1(a) ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨  ¤áâà®©ª¨. �á«®¢¨ï
10.1(b),(c) ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâáï ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ Xα+1,   10.1(d) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ 10.7(e).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, á¥¬¥©áâ¢® (Xα)α∈Ord• ï¢«ï¥âáï ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥©.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  à ¢¥áâ¢  X = X∞ ¯®âà¥¡ã¥âáï ¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ -
â¥«ìëå ä ªâ®¢. �®ª ¦¥¬, çâ®

(∀x ∈ X)(∃ y ∈ X∞) [x= y] = [x⊂X∞↑]. (25)

� á«ãç ¥ x ∈ X0 ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (25) ®ç¥¢¨¤®. �ãáâì x /∈ X0. � á¨«ã 10.7(d)
í«¥¬¥â x ∈ X ¯à¥¤¨ª â¨¢¥,   § ç¨â, ¯® «¥¬¬¥ 4.10 ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢®
P ⊂ %X∞, çâ® [x⊂X∞↑] = [x=P↑]. �®£« á® (a) á¨áâ¥¬  X∞ ã¤®¢«¥â¢®àï-
¥â ãá«®¢¨î 10.7(c), ¯®íâ®¬ã ¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá P↑ à¥ «¨§ã¥âáï ¥ª®â®àë¬
í«¥¬¥â®¬ y ∈ X∞, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬.
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�®ª ¦¥¬ â ª¦¥, çâ®

(∀x ∈ X) [x∈X∞↑] = [x⊂X∞↑]. (26)

�¥à ¢¥áâ¢® ý6þ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï âà §¨â¨¢®áâìî ¯®¤á¨áâ¥¬ëX∞ ⊂ X. � ¤àã-
£®© áâ®à®ë, á®£« á® (25) ¤«ï ¢áïª®£® x ∈ X ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â y ∈ X∞, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨© à ¢¥áâ¢ã [x= y] = [x⊂X∞↑], ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,

[x⊂X∞↑] = [x= y] ∧ [y ∈X∞↑] 6 [x∈X∞↑].

�¥à¥å®¤ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã à ¢¥áâ¢ X =X∞ ®â ¯à®â¨¢®£®, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ®
áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â x ∈ X, ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ é¨© X∞. �®«®¦¨¬ b := [x /∈X∞↑] =
[x 6⊂X∞↑] (á¬. (26)). � ¬¥â¨¬, çâ® b 6= 0B. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ b = 0B, â®
X � (x⊂X∞↑) ¨ â®£¤  ¡« £®¤ àï (25)  ©¤¥âáï â ª®© í«¥¬¥â y ∈ X∞, çâ®
[x= y] = [x⊂X∞↑] = 1B, â. ¥. x ' y, ®âªã¤  á ãç¥â®¬ 10.7(e) á«¥¤ã¥â x = y ¨
â¥¬ á ¬ë¬ x ∈ X∞. �ãáâì � := ¬(X∞↑) | ¤®¯®«¥¨¥ X∞↑ ¢ X. �®áª®«ìªã
á¨áâ¥¬  X à¥£ã«ïà  ¢¥ X0 (á¬. ¯. 10.7(f)), ¨§ � 6 ¬(X0↑) ¨ [� 6=∅] > b á«¥-
¤ã¥â [(∃ y ∈�)(y ∩�=∅)] > b, ¯®íâ®¬ã [y ∈� ∧ y ∩�=∅] 6= 0B ¤«ï ¥ª®â®à®£®
í«¥¬¥â  y ∈ X. � ¤àã£®© áâ®à®ë, á®£« á® (26)

[y ∈� ∧ y ∩�=∅] = [y /∈X∞↑ ∧ y⊂X∞↑] = 0B.

�¤¨áâ¢¥®áâì ã¯®¬ïãâ®© ¢ (b) ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¨ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§
«¥¬¬ë 10.6(a). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ (Xα)α∈Ord• ¨ (Yα)α∈Ord• | â ª¨¥ ¨â¥á¨-
® «ìë¥ ¨¥à àå¨¨, çâ® X0 = Y0 ¨ X∞ = Y∞, â® ¤«ï ¢á¥å α ∈ Ord• á¯à ¢¥¤«¨¢®
á®®â®è¥¨¥ (idX∞)|Xα

: Xα ↔
B
Yα, â. ¥. Xα = Yα. ◃

10.9. �à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ 10.5, 10.6(c) ¨ â¥®-
à¥¬ë 10.8.

�¥®à¥¬ . (a) �«ï «î¡®© íªáâ¥á¨® «ì®© B-á¨áâ¥¬ë Y áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-

áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  B-§ çë© ã¨¢¥àáã¬ X  ¤ X0 â ª®©,

çâ® X0 ↔B
Y .

(b) �á«¨ X ¨ Y | B-§ çë¥ ã¨¢¥àáã¬ë  ¤ X0 ¨ Y0 á®®â¢¥âáâ¢¥®, â®
«î¡®© ¨§®¬®àä¨§¬ f0 : X0 ↔B

Y0 ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¥¤¨áâ¢¥®£® ¨§®¬®àä¨§¬ 
f : X ↔

B
Y .

�à¨¬¥ïï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ (a) ª ª ª®©-«¨¡® íªáâ¥á¨® «ì®© B-á¨áâ¥¬¥ Y ¨
à áá¬ âà¨¢ ï B-§ çë© ã¨¢¥àáã¬ X  ¤ ª®¯¨¥© X0 á¨áâ¥¬ë Y , ãá«®¢¨¬áï
®â®¦¤¥áâ¢«ïâì X0 á Y ¨  §ë¢ âì X ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ Y .

§ 11. �ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ä®à¬ã«¨àãîâáï ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á¢®©áâ¢  ª« áá¨ç¥áª®-
£® ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  V(B) ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¤®ª §ë¢ ¥âáï
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© á¨áâ¥¬ë ¨ ¥¥ ¥¤¨áâ¢¥®áâì á â®ç®áâìî ¤® ¥¤¨áâ¢¥®£®
¨§®¬®àä¨§¬ . �â¨ ¨§¢¥áâë¥ ä ªâë (á¬. [4, 9]) ¢®á¯à®¨§¢®¤ïâáï §¤¥áì ª ª ¯àï-
¬ë¥ á«¥¤áâ¢¨ï ãáâ ®¢«¥ëå ¢ § 10 ®¡é¨å á¢®©áâ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬ 
 ¤ ¯à®¨§¢®«ì®© íªáâ¥á¨® «ì®© á¨áâ¥¬®©. � ®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬ ¬®¦®
®â¥áâ¨ ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¨¦¥ ¯à¨¬¥àë ¡ã«¥¢®§ çëå á¨áâ¥¬ á ¥®¡ëçë¬¨ á®-
ç¥â ¨ï¬¨ á¢®©áâ¢. �â¨ ¯à¨¬¥àë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¤«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©
 «£¥¡àë B ¨ ®¤® ¨§ ãá«®¢¨©, ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ B-§ ç®£® ã¨-
¢¥àáã¬ , ¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®áâ «ìëå.
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11.1. �ã«¥¢®§ çãî á¨áâ¥¬ãX  §ë¢ îâ ¡ã«¥¢®§ çë¬ (â®ç¥¥, B -§ ç-
ë¬) ã¨¢¥àáã¬®¬ (á¬. [9, 3.4]), ¥á«¨ ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(a) X íªáâ¥á¨® «ì : X � (∀x, y)((∀ z)(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y);
(b) X ¨â¥á¨® «ì : (∀P ⊂ %X)(∃x ∈ X)(x ' P↑);
(c) X ¯à¥¤¨ª â¨¢ : (∀x ∈ X)(∃P ⊂ %X)(x ' P↑);
(d) X ®â¤¥«¨¬ : (∀x, y ∈ X)(X � (x= y) ⇒ x= y);
(e) X à¥£ã«ïà : X � (∀∀�)((∃ y)(y ∈�) ⇒ (∃ y ∈�)(∀ z ∈�)(z /∈ y)).

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã (b) ¨ (c) à¥£ã«ïà®áâì (e) á¨áâ¥¬ë X à ¢®á¨«ì  ¨áâ¨-
®áâ¨ ¢ X  ªá¨®¬ë à¥£ã«ïà®áâ¨ (á¬. ¯. 9.1).

11.2. �¥¬¬ . �ãáâì Y | ¯à®¨§¢®«ì ï íªáâ¥á¨® «ì ï B-á¨áâ¥¬ . �á-
«¨ B-á¨áâ¥¬  X ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ Y , â®

(a) X íªáâ¥á¨® «ì ;

(b) X ¨â¥á¨® «ì ;

(c) X ¯à¥¤¨ª â¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Y ¯à¥¤¨ª â¨¢ ;

(d) X ®â¤¥«¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Y ®â¤¥«¨¬ ;

(e) X à¥£ã«ïà  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Y à¥£ã«ïà .

▹ �â¢¥à¦¤¥¨ï (a) ¨ (b) ï¢® ¢å®¤ïâ ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ 10.7; (c) á«¥¤ã¥â ¨§
7.3(a) ¨ 10.7(a); (d) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ãá«®¢¨¥¬ 10.7(e); (e) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ «¥¬¬ë 9.7,
á«¥¤áâ¢¨ï 9.6 ¨ ãá«®¢¨ï 10.7(f). ◃

11.3. �§ «¥¬¬ë 11.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®ïâ¨¥ B-§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  á®¢¯ ¤ -
¥â á ¯®ïâ¨¥¬ ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬   ¤ ¯à¥¤¨ª â¨¢®© ®â¤¥«¨¬®© à¥£ã-
«ïà®© B-á¨áâ¥¬®©. �à®áâ¥©è¥© ¨§ â ª¨å B-á¨áâ¥¬ ï¢«ï¥âáï ®¤®í«¥¬¥â ï
à¥£ã«ïà ï B-á¨áâ¥¬ . (�ë«® ¡ë ¥é¥ ¯à®é¥ £®¢®à¨âì ®¡ ã¨¢¥àáã¬¥  ¤ ∅, ®
 «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯ãáâ®©.)

�«¥¤áâ¢¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  B-á¨áâ¥¬ë X íª¢¨¢ «¥âë:

(a) X ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬;

(b) X ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ {y}, £¤¥ y | â ª®© í«¥-

¬¥â X, çâ® X � (y=∅);
(c) X ï¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢®§ çë¬ ã¨¢¥àáã¬®¬  ¤ ®¤®í«¥¬¥â®© B -á¨áâ¥-

¬®© Y = {y}, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© á®®â®è¥¨î Y � (y /∈ y).
11.4. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥, ¯à¨¢¥¤¥®¥ (¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ) ¢ [9, 3.4],

¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 10.9 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 11.3.

�¥®à¥¬ 1). (a) �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨-

áâ¢¥ë© á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  B-§ çë© ã¨¢¥àáã¬.

(b) �«ï «î¡ëå B-§ çëå ã¨¢¥àáã¬®¢ X ¨ Y áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë©

¨§®¬®àä¨§¬ f : X ↔
B
Y .

11.5. �ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬, å à ªâ¥à¨§ã¥¬ë© á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®à-
ä¨§¬ , ®¡®§ ç îâ á¨¬¢®«®¬ V(B),   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®æ¥ª¨ ¨áâ¨®áâ¨ [φ]V(B)
§ ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥ [[φ]] (á¬. [4, 9]). �à¨ íâ®¬ ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬ ï¢«ï-
¥âáï ¬®¤¥«ìî ZFC (á¬. [4, 4.4]). �®ç¥¥ £®¢®àï, ¨¬¥îâáï â ª¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥
á ¯ à ¬¥âà®¬ B ª« ááë V(B), [[·= ·]] ¨ [[·∈ ·]], çâ®

ZFC, B | ¯®« ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  `
(V(B), [[·= ·]], [[·∈ ·]]) | B-§ çë© ã¨¢¥àáã¬,

(V(B), [[·= ·]], [[·∈ ·]]) � ZFC.

1)�¢â®à ¯à¨§ â¥«¥ ¯à®ä¥áá®àã �®¡¥àâã �. �®«®¢¥î §  ¯«®¤®â¢®à®¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ áå¥-
¬ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®© â¥®à¥¬ë.
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�à¨¢¥¤¥ë¥ ¨¦¥ ¯à¨¬¥àë 11.6{11.10 ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¤«ï «î¡®© ¯®«®©
¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B ª ¦¤®¥ ¨§ ¯ïâ¨ ãá«®¢¨© (a){(e), ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥-
¨¨ 11.1 ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬ , áãé¥áâ¢¥®, â. ¥. ¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ç¥âëà¥å
®áâ «ìëå. �á®¢ë¬¨ ¨áâàã¬¥â ¬¨ §¤¥áì á«ã¦ â â¥®à¥¬  10.9(a) ¨ «¥¬-
¬  11.2.

11.6. �à¨¬¥à. �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â B -§ ç-
 ï á¨áâ¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¨â¥á¨® «ì®©, ¯à¥¤¨ª â¨¢®©, ®â¤¥«¨¬®©
¨ à¥£ã«ïà®©, ® ¥ íªáâ¥á¨® «ì®©.

▹ � áè¨à¨¬ ZFC ®¯à¥¤¥«¥¨ï¬¨ ª®áâ â 21 := {{∅}} ¨ 22 := {∅, {∅}}.
� áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬ V(B) ¨ í«¥¬¥âë ∅∧, {∅}∧, 2∧

1 , 2
∧
2 ∈ V(B),

à¥ «¨§ãîé¨¥ ¯®¤ê¥¬ë ∅↑, {∅∧}↑, {{∅}∧}↑ ¨ {∅∧, {∅}∧}↑ á®®â¢¥âáâ¢¥®. � ª
«¥£ª® ¢¨¤¥âì, V(B) � (2∧

1 =21) ¨ V(B) � (2∧
2 =22) (á¬. ¯. 2.5).

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯®¤á¨áâ¥¬ 

X := {x∈V(B) : V(B) � (x 6⊂ {∅})} ⊂ V(B)

®¡« ¤ ¥â § ï¢«¥ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.
�®£« á® 2.3(a) ¨§ â ¢â®«®£¨© 21, 22 6⊂ {∅} ¨ 21 6= 22 á«¥¤ã¥â, çâ® 2

∧
1 , 2

∧
2 ∈ X

¨ [2∧
1 =2∧

2 ]X = [[2∧
1 =2∧

2 ]] = 0B. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¤«ï ¢á¥å x ∈ X

[x∈ 2∧
1 ]X = [[x∈ 2∧

1 ]] = [[x∈ 21 ∧ x 6⊂ {∅}]] = 0B (27)

= [[x∈ 22 ∧ x 6⊂ {∅}]] = [[x∈ 2∧
2 ]] = [x∈ 2∧

2 ]X .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, X � (2∧
1 6=2∧

2 ) ¨ X � (∀x)(x∈ 2∧
1 ⇔ x∈ 2∧

2 ),   § ç¨â, á¨áâ¥¬  X
¥ ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©.

�â®¡ë ¤®ª § âì ¨â¥á¨® «ì®áâì X, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
P ⊂ %X à áá¬®âà¨¬ í«¥¬¥â u ∈ V(B), à¥ «¨§ãîé¨© ¯®¤ê¥¬ P↑, ¯®«®¦¨¬ x :=
u|b t 2∧

1 |¬b (á¬. ¯. 5.3), £¤¥ b :=
∨

p∈P

dom p, ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® x ∈ X ¨ x ' P↑
X
.

�®£« á® «¥¬¬¥ 3.18(a) á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â®è¥¨ï

[[P↑ 6⊂ {∅}]] = [[(∃ y ∈P↑)(y /∈{∅})]]

=
∨
p∈P

[[p /∈{∅}]] >
∨
p∈P

[[p 6⊂ {∅}]] =
∨
p∈P

dom p = b,

®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ®

[[x 6⊂ {∅}]] = ([[u 6⊂ {∅}]] ∧ b) ∨ ([[21 6⊂ {∅}]] ∧ ¬b) = ([[P↑ 6⊂ {∅}]] ∧ b) ∨ ¬b = 1B,

â. ¥. x∈X. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï ¢á¥å y ∈X á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢  [[y ∈ 2∧
1 ]] = 0B (á¬. (27))

¨¬¥¥¬

[y ∈x]
X
= [[y ∈x]] = ([[y ∈u]] ∧ b) ∨ ([[y ∈ 2∧

1 ]] ∧ ¬b) = [[y ∈P↑]] ∧ b
= [[y ∈P↑ ∧ P↑ 6=∅]] = [[y ∈P↑]] = P↑(y) = P↑

X
(y).

�à¥¤¨ª â¨¢®áâì ¨ ®â¤¥«¨¬®áâì X ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª îâ ¨§ ¯à¥¤¨ª -
â¨¢®áâ¨ ¨ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ V(B), ¯®áª®«ìªã x⇓X ⊂x⇓V(B) ¨ [x= y]X = [[x= y]] ¤«ï ¢á¥å
x, y ∈X. �¥£ã«ïà®áâì X á«¥¤ã¥â ¨§ à¥£ã«ïà®áâ¨ V(B) á®£« á® «¥¬¬¥ 9.7. ◃

11.7. �à¨¬¥à. �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â B -§ ç-
 ï á¨áâ¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©, ¯à¥¤¨ª â¨¢®©, ®â¤¥«¨¬®©
¨ à¥£ã«ïà®©, ® ¥ ¨â¥á¨® «ì®©.

▹ �ªáâ¥á¨® «ì®áâì, ¯à¥¤¨ª â¨¢®áâì, ®â¤¥«¨¬®áâì ¨ à¥£ã«ïà®áâì ®¤-
®í«¥¬¥â®© á¨áâ¥¬ë {x} á ¨â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ [x=x] = 1B ¨ [x∈x] = 0B ®ç¥-
¢¨¤ë. �®áª®«ìªã [x∈x] = 0B 6= 1B = {x}↑(x), ¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá {x}↑ ¥
à¥ «¨§ã¥âáï (¥¤¨áâ¢¥ë¬) í«¥¬¥â®¬ x,   § ç¨â, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï á¨áâ¥¬ 
¥ ¨â¥á¨® «ì . ◃
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11.8. �à¨¬¥à. �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â B -§ ç-
 ï á¨áâ¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©, ¨â¥á¨® «ì®©, ®â¤¥«¨¬®©
¨ à¥£ã«ïà®©, ® ¥ ¯à¥¤¨ª â¨¢®©.

▹ �ãáâì Z | íªáâ¥á¨® «ì ï, ®â¤¥«¨¬ ï, à¥£ã«ïà ï B-§ ç ï á¨áâ¥¬ ,
®á¨â¥«ì ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥ë¬ ª« áá®¬, ®â«¨çë¬ ®â ª« áá  ¢á¥å ¬®-
¦¥áâ¢. (� ª ç¥áâ¢¥ Z ¬®¦® ¢§ïâì,  ¯à¨¬¥à, ¨§®¬®àäãî ª®¯¨î {∅}×V(B) ¡ã-
«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  V(B).) � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¬®¦¥áâ¢®∞, ¥ ¯à¨-
 ¤«¥¦ é¥¥ Z, ¯®«®¦¨¬ Y := Z ∪ {∞} ¨ à á¯à®áâà ¨¬   Y ¡ã«¥¢®§ çë¥
¨â¥à¯à¥â æ¨¨ Z, ¯®« £ ï [∞=∞]

Y
= 1B, [∞∈∞]

Y
= [z=∞]

Y
= [∞= z]

Y
=

[∞∈ z]
Y
= 0B ¨ [z ∈∞]

Y
= 1B ¤«ï ¢á¥å z ∈ Z. �«¥¬¥â à ï ¯à®¢¥àª  ¯®ª §ë-

¢ ¥â, çâ® Y ï¢«ï¥âáï B-á¨áâ¥¬®©.
�â®¡ë ãáâ ®¢¨âì íªáâ¥á¨® «ì®áâì Y , à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ í«¥-

¬¥âë x, y ∈ Y ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® [(∀ z)(z ∈x⇔ z ∈ y)]
Y
6 [x= y]

Y
. �«ãç © x, y ∈ Z

á¢®¤¨âáï ª íªáâ¥á¨® «ì®áâ¨ Z, á«ãç © x = y = ∞ âà¨¢¨ «¥,   ¢ á«ãç ¥
x ∈ Z ¨ y = ∞ âà¥¡ã¥¬®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®áâìî Z, â ª ª ª
¨§ ¨áâ¨®áâ¨ Z � µ({x}↑) á«¥¤ã¥â Z � (x /∈x) ¨ ¯®íâ®¬ã

[(∀ z)(z ∈x⇔ z ∈∞)]
Y
6 [x∈x⇔ x∈∞]

Y
= [x∈x]

Z
= 0B = [x=∞]

Y
.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, á¨áâ¥¬  Y ®â¤¥«¨¬  ¨ Z 4 Y . �®áª®«ìªã

Y � (∀∀�)(�∩Z↑=∅ ⇒ �⊂{∞}),

á¨áâ¥¬  Y à¥£ã«ïà  ¢¥ Z. �® á«¥¤áâ¢¨î 9.6 à¥£ã«ïà®áâì Z ¢«¥ç¥â à¥£ã«ïà-
®áâì Y . �¨áâ¥¬  Y ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¨ª â¨¢®©, â ª ª ª  áëé¥ë© á¯ãáª∞⇓
á®¤¥à¦¨â á®¡áâ¢¥ë© ª« áá ∞↓ = Z.

�§ «¥¬¬ë 11.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬  ¤ Y ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
¢á¥¬ âà¥¡®¢ ¨ï¬, ãª § ë¬ ¢ ãá«®¢¨¨. ◃

11.9. �à¨¬¥à. �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â B -§ ç-
 ï á¨áâ¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©, ¨â¥á¨® «ì®©, ¯à¥¤¨ª -
â¨¢®© ¨ à¥£ã«ïà®©, ® ¥ ®â¤¥«¨¬®©.

▹ �®£« á® «¥¬¬¥ 11.2 ¢á¥¬¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¥â ¡ã«¥-
¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬  ¤ ¤¢ãåí«¥¬¥â®© B-á¨áâ¥¬®© Y á ¨â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨
=Y : Y

2 → {1B}, ∈Y : Y
2 → {0B}. ◃

11.10. �à¨¬¥à. �«ï «î¡®© ¯®«®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B áãé¥áâ¢ã¥â B -§ ç-
 ï á¨áâ¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©, ¨â¥á¨® «ì®©, ¯à¥¤¨ª -
â¨¢®© ¨ ®â¤¥«¨¬®©, ® ¥ à¥£ã«ïà®©.

▹ �®áª®«ìªã ®¤®í«¥¬¥â®¥ ¬®¦¥áâ¢® Y = {y}, á ¡¦¥®¥ ¨â¥à¯à¥-
â æ¨ï¬¨ [y= y]

Y
= [y ∈ y]

Y
= 1B, ï¢«ï¥âáï íªáâ¥á¨® «ì®©, ¯à¥¤¨ª â¨¢®©,

®â¤¥«¨¬®© ¨ ¥ à¥£ã«ïà®© B-á¨áâ¥¬®©, á®£« á® «¥¬¬¥ 11.2 ¡ã«¥¢®§ çë©
ã¨¢¥àáã¬  ¤ Y ®¡« ¤ ¥â § ï¢«¥ë¬¨ ¢ ãá«®¢¨¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. ◃

§ 12. �¥à àå¨¨ ¢ ¡ã«¥¢®§ ç®¬ ã¨¢¥àáã¬¥

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤«®¦¥ë ®¯¨á ¨ï áâàãªâãàë ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨-
¢¥àáã¬  V(B) ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ç¥âëà¥å ¨¥à àå¨©, ®¤  ¨§ ª®â®àëå ¢®á¯à®¨§¢®¤¨â
¨â¥á¨® «ìãî ¨¥à àå¨î, ¢â®à ï á«ã¦¨â á¯ãáª®¬ ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬  ,
  ¤¢¥ ¤àã£¨¥ ¯®à®¦¤ îâáï ¯®¤ê¥¬ ¬¨ á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤  ¨ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï¬¨.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®£« è¥¨¥¬ 3.20 ¤«ï ¢áïª®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  P ⊂ %V(B)

¡ã«¥¢®§ çë© ª« áá P↑ b V(B) ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á à¥ «¨§ãîé¨¬ ¥£® í«¥¬¥-
â®¬ V(B).
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12.1. �¥à àå¨ï, ®¯¨á  ï ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª« áá¨ç¥-
áª®© ª®áâàãªæ¨¨ (¥®â¤¥«¨¬®£®) ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬  [4, 4.1.2; 6, (14.15)]
¨ §  ¢ëç¥â®¬ ã«¥¢®£® ç«¥  á®¢¯ ¤ ¥â á ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥© (23)  ¤
®¤®í«¥¬¥â®© à¥£ã«ïà®© B-á¨áâ¥¬®©.

�¥®à¥¬ . � ¯®¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢ V(B)
α ⊂ V(B) (α ∈ Ord), ¯®« £ ï

V(B)

0 = ∅;
V(B)

α+1 = PV(B)
(
V(B)

α

)
, α ∈ Ord;

V(B)

α =
⋃
β<α

V(B)

β , α ∈ LimOrd.
(28)

�®£¤ 

V(B)=
⋃

α∈Ord

V(B)

α . (29)

�à¨ íâ®¬ á¥¬¥©áâ¢® (Xα)α∈Ord• , ®¯à¥¤¥«¥®¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

Xα =


V(B)

α+1 ¤«ï α < ω;

V(B)
α ¤«ï ω 6 α <∞;

V(B) ¤«ï α = ∞,

ï¢«ï¥âáï ¨â¥á¨® «ì®© ¨¥à àå¨¥©  ¤X0 = V(B)

1 = {∅↑}. � ç áâ®áâ¨, V(B)

β |

âà §¨â¨¢®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® V(B)
α ¤«ï ¢á¥å β 6 α ∈ Ord•, £¤¥ V(B)

∞ := V(B).

▹ �¤ãªæ¨¥© ¯® α∈Ord ¯®ª ¦¥¬, çâ® V(B)

β ⊂V(B)
α ¯à¨ β <α. �ãáâì V(B)

γ ⊂V(B)

β

¤«ï ¢á¥å γ < β < α. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë¥ β < α ¨ x ∈ V(B)

β ¨ ¯®ª ¦¥¬,

çâ® x ∈ V(B)
α . �«ãç ¨ α = 0 ¨ α ∈ LimOrd âà¨¢¨ «ìë. �ãáâì α = α0 + 1.

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (28) á«¥¤ã¥â, çâ® x ∈ PV(B)
(
V(B)

γ

)
¤«ï ¥ª®â®à®£® ®à¤¨ «  γ <

β 6 α0 < α. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ V(B)
γ ⊂ V(B)

α0 ,   § ç¨â, x ∈ PV(B)
(
V(B)

γ

)
⊂

PV(B)
(
V(B)

α0

)
= V(B)

α .
�§ ¢ª«îç¥¨© Xα ⊂ Xα+1 á«¥¤ã¥â, çâ® Xα+1 = Xα ∪ PX∞(Xα) ¤«ï ¢á¥å

α ∈ Ord. �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 10.8(b). ◃

12.2. �«¥¤áâ¢¨¥ [4, 4.1.3]. �ãáâì C | ¯à®¨§¢®«ìë© ¯®¤ª« áá V(B). �á«¨

P↑ ∈ C ¤«ï ¢á¥å P ⊂ %C, â® C = V(B).

▹ �®¯ãáâ¨¬, C 6= V(B). �® â¥®à¥¬¥ 12.1 áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¨© ®à¤¨-
 « α, ¤«ï ª®â®à®£® ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â x ∈ V(B)

α \C. �§ (28) ¢¨¤®, çâ® α 6= 0
¨ α /∈ LimOrd. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¥á«¨ α = β + 1, â® x = P↑ ¤«ï ¥ª®â®à®£®
¯®¤¬®¦¥áâ¢  P ⊂ %V(B)

β , ¨ â®£¤  ¨§ V(B)

β ⊂ C ¢ëâ¥ª ¥â x ∈ C. ◃

12.3. �®áª®«ìªã ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬ V(B) ï¢«ï¥âáï ¬®¤¥«ìî ZFC,
¢ ¥¬ ¨áâ¨® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥

V =
⋃

α∈Ord

Vα

® ¯à¥¤áâ ¢¨¬®áâ¨ ª« áá  ¢á¥å ¬®¦¥áâ¢ V ¢ ¢¨¤¥ ®¡ê¥¤¨¥¨ï ª« áá¨ç¥áª®©
ªã¬ã«ïâ¨¢®© ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬   (Vα)α∈Ord (á¬. (15)).

�¯à¥¤¥«¨¬ á¯ãáª ¨¥à àå¨¨ (Vα)α∈Ord ¨§ V(B), á®¯®áâ ¢«ïï ª ¦¤®¬ã ®à¤¨-
 «ã α á¯ãáª Vα↓ â®£® í«¥¬¥â  Vα ∈ V(B), ª®â®àë© ¢ãâà¨ V(B) à ¢¥ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¥¬ã ç«¥ã Vα∧ ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬   (á¬. [4, 4.4.10]):

V(B) � (Vα=Vα∧).
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�ë«® ¡ë ¥áâ¥áâ¢¥® ®¦¨¤ âì, çâ® ¨¥à àå¨ï (28), ï¢«ïîé ïáï ¡ã«¥¢®§ ç-
ë¬   «®£®¬ ¨¥à àå¨¨ (15), á®¢¯ ¤ ¥â á® á¯ãáª®¬ ¯®á«¥¤¥©:

(
V(B)

α

)
α∈Ord =

(Vα↓)α∈Ord. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¢ á«ãç ¥ ¡¥áª®¥ç®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B íâ® ¥ â ª,
¯®áª®«ìªã ¥ ¢á¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  V(B)

α ⊂ V(B) æ¨ª«¨çë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨
(dn)n∈ω | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë, á®áâ ¢«¥®¥ ¨§ ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ dn ∈ B,
â® á®¥¤¨¥¨¥

⊔
n∈ω

n∧|dn ¯à¨ ¤«¥¦¨â Vω↓, ® ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â V(B)
ω =

⋃
n∈ω

V(B)
n .

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¤«ï ¯à¥¢à é¥¨ï ¨¥à àå¨¨ (28)
¢ á¯ãáª ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬   ¤®áâ â®ç® ¤®¡ ¢¨âì ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï   ¯à¥-
¤¥«ìëå è £ å.

�¥®à¥¬ . � ¯®¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢ U(B)
α ⊂ V(B) (α ∈ Ord), ¯®« £ ï

U(B)

0 = ∅;
U(B)

α+1 = PV(B)
(
U(B)

α

)
, α ∈ Ord;

U(B)

α = mix
⋃
β<α

U(B)

β , α ∈ LimOrd.

�®£¤ 
(
U(B)

α

)
α∈Ord | á¯ãáª ¨¥à àå¨¨ ä® �¥©¬   (Vα)α∈Ord ¨§ V(B), â. ¥.

U(B)

α = Vα↓ ¤«ï ¢á¥å α ∈ Ord,

£¤¥ Vα | í«¥¬¥âë V(B), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á®®â®è¥¨ï¬ V(B) � (Vα=Vα∧).

▹ �®ª ¦¥¬ à ¢¥áâ¢® U(B)
α = Vα↓ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® α ∈ Ord.

� §  ¨¤ãªæ¨¨ α = 0 âà¨¢¨ «ì : U(B)

0 = ∅ = ∅↑↓ = V0↓.
�á«¨ U(B)

α = Vα↓, â®, ãç¨âë¢ ï á®®â®è¥¨¥

V(B) �
(
P

(
U(B)

α ↑
)
= P(Vα↓↑) = P(Vα) = P(Vα∧) = Vα∧+1 = V(α+1)∧ = Vα+1

)
¨ ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 3.17(b),(c) ¨ á«¥¤áâ¢¨¥ 6.4, § ª«îç ¥¬, çâ® ¤«ï ¢á¥å x ∈ V(B)

x ∈ U(B)

α+1 ⇔ x ∈ PV(B)
(
U(B)

α

)
⇔

(
∃P ⊂ %U(B)

α

)
(x = P↑) ⇔ V(B) �

(
x ⊂ U(B)

α ↑
)

⇔ V(B) �
(
x ∈ P

(
U(B)

α ↑
))

⇔ V(B) � (x ∈ Vα+1) ⇔ x ∈ Vα+1↓.

�á«¨ α ∈ LimOrd ¨ U(B)

β = Vβ↓ ¤«ï ¢á¥å β < α, â® á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢ 

α∧ = {β∧ : β ∈α}↑, «¥¬¬ë 3.18(a), ¯. 5.10 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 6.4 ¤«ï ¢á¥å x∈V(B) ¨¬¥¥¬

x ∈ U(B)

α ⇔ x ∈ mix
⋃
β<α

U(B)

β ⇔ ∨
{
[[x= y]] : y ∈

⋃
β<α

U(B)

β

}
= 1B

⇔
∨
β<α

∨
y∈U(B)

β

[[x= y]] = 1B ⇔
∨
β<α

[[x∈U(B)

β ↑]] = 1B ⇔
∨
β<α

[[x∈Vβ↓↑]] = 1B

⇔
∨
β<α

[[x∈Vβ ]] = 1B ⇔
∨
β∈α

[[x∈Vβ∧ ]] = 1B ⇔ V(B) � (∃β ∈α∧)(x∈Vβ)

⇔ V(B) �
(
x∈

⋃
β<α∧

Vβ

)
⇔ V(B) � (x∈Vα∧) ⇔ V(B) � (x∈Vα) ⇔ x ∈ Vα↓. ◃

12.4. � ¯®áâà®¥¨¨ ¨¥à àå¨¨ (28) § ¤¥©áâ¢®¢ ë ¯®¤ê¥¬ë P↑ ¯à®¨§¢®«ì-
ëå ¬®¦¥áâ¢ P ç áâ¨çëå í«¥¬¥â®¢:

V(B)

α+1 = PV(B)
(
V(B)

α

)
=

{
P↑ : P ⊂ %V(B)

α

}
.
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� ¤àã£®© áâ®à®ë, á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 5.15(b) ¢áïª¨© í«¥¬¥â ¡ã«¥¢®§ ç®£®
ã¨¢¥àáã¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤ê¥¬  (Y |b)↑ ¬®¦¥áâ¢  Y |b ç áâ¨çëå
í«¥¬¥â®¢ á ®¤®© ¨ â®© ¦¥ ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï b. � íâ®© á¢ï§¨ ¢ë£«ï¤¨â
¥áâ¥áâ¢¥®© £¨¯®â¥§  ® â®¬, çâ® ¡ã«¥¢®§ çë© ã¨¢¥àáã¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëáâà®-
¥ ¢ ¨¥à àå¨î ¯®¤ê¥¬®¢ ¢¨¤  (Y |b)↑. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯à¨¢¥¤¥ë© ¨¦¥ ä ªâ
®¯à®¢¥à£ ¥â íâã £¨¯®â¥§ã.

�¥®à¥¬ . �ãáâì ®â¤¥«¨¬ ï íªáâ¥á¨® «ì ï B-á¨áâ¥¬  X ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

¯à¨æ¨¯ã ¯®¤ê¥¬ . � ¯®¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢®

¯®¤¬®¦¥áâ¢ Yα ⊂ X (α ∈ Ord), ¯®« £ ï

Yα =
{
(Y |b)↑ : Y ⊂

⋃
β<α

Yβ , b ∈ B
}
, α ∈ Ord.

�á«¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¡¥áª®¥ç , â®
⋃

α∈Ord
Yα 6= X.

▹ �¥ªãàá¨¢® ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (yn)n∈ω ⊂ X, ¯®« £ ï

y0 := ∅↑, yn+1 := {yn}↑, n ∈ ω.

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî  â¨æ¥¯ì (dn)n∈ω ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â®¢ B ¨ à á-
á¬®âà¨¬ ¯®¤ê¥¬ë

xi := {yn|dn+i
: n ∈ ω}↑, i ∈ ω. (30)

�®áª®«ìªã xi =
( ⋃
n∈ω

{yn}|dn+i

)
↑ ¨ {yn}↑ = yn+1, á®£« á® «¥¬¬¥ 6.8

2) á¯à ¢¥¤«¨-

¢ë á®®â®è¥¨ï
xi = ext

⊔
n∈ω

yn+1|dn+i
, i ∈ ω. (31)

�«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì, çâ® xi /∈ Yα ¯à¨ ¢á¥å
α ∈ Ord, i ∈ ω. �®á¯®«ì§ã¥¬áï âà áä¨¨â®© ¨¤ãªæ¨¥© ¯® α. � áá¬®âà¨¬
α ∈ Ord, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® xi /∈ Yβ ¤«ï ¢á¥å β < α, i ∈ ω, ¨ ¤®¯ãáâ¨¬, çâ®
xi ∈ Yα ¤«ï ¥ª®â®à®£® i ∈ ω. �®£¤  xi = (Y |b)↑, £¤¥ Y ⊂

⋃
β<α

Yβ , b ∈ B. �à¨

íâ®¬ [y ∈xi] = [xi 6=∅] =
∨

n∈ω
dn+i = b ¤«ï ¢á¥å y ∈ Y (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 5.15(b)).

�®áª®«ìªã [xi 6=∅] 6= 0B, ¬®¦¥áâ¢® Y ¥¯ãáâ®,   § ç¨â, áãé¥áâ¢ãîâ β < α
¨ y ∈ Yβ â ª¨¥, çâ® [y ∈xi] = b. � ãç¥â®¬ (30) ¨¬¥¥¬∨

n∈ω

dn+i = [y ∈xi] =
∨
n∈ω

[y= yn] ∧ dn+i,

®âªã¤  ¯® «¥¬¬¥ 5.1(a) á«¥¤ã¥â, çâ® dn+i = [y= yn] ∧ dn+i, â. ¥. [y= yn] > dn+i

¤«ï ¢á¥å n∈ω,   § ç¨â, y|b=
⊔

n∈ω
yn|dn+i

. �ç¨âë¢ ï à ¢¥áâ¢® y0=∅↑ ¨ á®®â-
®è¥¨¥ (31), § ª«îç ¥¬:

ext y|b = ext
⊔
n∈ω

yn+1|d(n+1)+i
= ext

⊔
n∈ω

yn+1|dn+(i+1)
= xi+1. (32)

�®áª®«ìªã y ∈ Yβ , ¨¬¥îâáï Z ⊂
⋃

γ<β

Yγ ¨ c ∈ B â ª¨¥, çâ® y = (Z|c)↑. �®£¤  ¤«ï
¢á¥å x ∈ X

[x∈ ext y|b] = [x∈ y|b] = [x∈ y] ∧ b = [x∈ (Z|c)↑] ∧ b

=
∨
z∈Z

[x= z|c] ∧ b =
∨
z∈Z

[x= z|c∧b] = [x∈ (Z|c∧b)↑],

®âªã¤  á ãç¥â®¬ (32) á«¥¤ã¥â, çâ® xi+1 = ext y|b = (Z|c∧b)↑ ∈ Yβ ¢®¯à¥ª¨ ¯à¥¤-
¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨. ◃

2)� ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ «¥¬¬ë 6.8 ¢ [1] ¨¬¥¥âáï ®¯¥ç âª : ¢¬¥áâ®
⊔
i∈I

xi ¤®«¦® ¡ëâì
⊔
i∈I

xi|di .
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12.5. �¥¬¬ . �á«¨ (Zi)i∈I | á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ V(B), (di)i∈I ⊂ B |

à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë ¨ (bi)i∈I ⊂B, â® áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ Y ⊂ mix
⋃
i∈I

Zi ¨ b∈B, çâ®⊔
i∈I

(Zi|bi)↑
∣∣
di
= (Y |b)↑.

▹ �®«®¦¨¬ Z :=
⋃
i∈I

Zi ⊂ V(B) ¨ P :=
⋃
i∈I

Zi|bi∧di
⊂ %Z. �®£« á® «¥¬¬¥ 6.8

¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®
⊔
i∈I

(Zi|bi)↑
∣∣
di
= P↑,   ¡« £®¤ àï á«¥¤áâ¢¨î 5.15(a) áãé¥-

áâ¢ãîâ Y ⊂ mixZ ¨ b ∈ B â ª¨¥, çâ® P↑ = (Y |b)↑. ◃

12.6. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 12.4 ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï ¡ã«¥¢®§ ç®£® ã¨¢¥àáã¬ 
¥¤®áâ â®ç® ®¤¨å â®«ìª® ¯®¤ê¥¬®¢ á ¯®áâ®ï®© ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï. �à¨-
¢¥¤¥ë¥ ¨¦¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® á¨âã æ¨ï ¨§¬¥¨âáï, ¥á«¨   ¯à¥-
¤¥«ìëå è £ å ¨¥à àå¨¨ ¤®¡ ¢¨âì ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï.

�¥®à¥¬ . � ¯®¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢ Yα ⊂ V(B) (α ∈ Ord), ¯®« £ ï

Y0 = ∅;
Yα+1 = {(Y |b)↑ : Y ⊂ Yα, b ∈ B}, α ∈ Ord;

Yα = mix
⋃
β<α

Yβ , α ∈ LimOrd.
(33)

�®£¤  ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(a) Yα ⊂ Yβ ¯à¨ α 6 β;
(b) ¬®¦¥áâ¢  Yα æ¨ª«¨çë ¤«ï ¢á¥å α ∈ Ord;
(c) V(B)

α ⊂ Yα+1 ¤«ï ¢á¥å α ∈ Ord;
(d) V(B)=

⋃
α∈Ord

Yα.

▹ (a) �®ª ¦¥¬, çâ® Yα ⊂ Yβ ¤«ï ¢á¥å α 6 β, ¢®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì ¨¤ãªæ¨¥©
¯® β. �ãáâì β ∈ Ord, ¨ ¯ãáâì

Yα1 ⊂ Yα2 ¤«ï ¢á¥å α1 6 α2 < β. (34)

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ®à¤¨ « α 6 β ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¢ª«îç¥¨¥ Yα ⊂ Yβ .
�â® ¢ª«îç¥¨¥ ®ç¥¢¨¤®, ¥á«¨ α = 0, α = β ¨«¨ β ∈ LimOrd. �®íâ®¬ã ¡ã¤¥¬
áç¨â âì, çâ® 0 < α < β ¨ β = β0 + 1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® β0 ∈ Ord. � ä¨ªá¨àã¥¬
¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ Yα ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® x ∈ Yβ .

�á«¨ α = α0+1 ¤«ï ¥ª®â®à®£® α0 ∈ Ord, â® x = (Y |b)↑, £¤¥ Y ⊂ Yα0 , b ∈ B.
�®áª®«ìªã α0 < β0 < β, ¢ á¨«ã (34) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥ Yα0 ⊂ Yβ0 ,   § ç¨â,
Y ⊂ Yβ0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, x = (Y |b)↑ ∈ Yβ0+1 = Yβ .

�ãáâì â¥¯¥àì α ∈ LimOrd. �®£¤  Yα = mix
⋃

γ<α
Yγ ¨ ¯®íâ®¬ã x =

⊔
i∈I

xi|di
,

£¤¥ (di)i∈I ⊂ B | à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë, xi ∈ Yγi
, γi < α (i ∈ I). �®áª®«ìªã ®à¤¨-

 « α ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ìë¬, ¤«ï ¢á¥å i∈ I ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢® γi+1<α
¨, ¢ ç áâ®áâ¨, γi < γi + 1 < β, ®âªã¤  ¡« £®¤ àï (34) á«¥¤ã¥â, çâ® Yγi

⊂ Yγi+1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, xi ∈ Yγi+1,   § ç¨â, xi = (Zi|bi)↑ ¤«ï ¥ª®â®àëå Zi ⊂ Yγi ,
bi ∈ B (i ∈ I) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ x =

⊔
i∈I

(Zi|bi)↑
∣∣
di
. �®£« á® «¥¬¬¥ 12.5 áãé¥áâ¢ãîâ

â ª¨¥ Y ⊂ mix
⋃
i∈I

Zi ¨ b ∈ B, çâ® x = (Y |b)↑. � ¬¥â¨¬, çâ®

mix
⋃
i∈I

Zi ⊂ mix
⋃
i∈I

Yγi ⊂ mix
⋃
γ<α

Yγ = Yα
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¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢ á¨«ã (34) ¨§ α 6 β0 < β ¢ëâ¥ª ¥â Yα ⊂ Yβ0 . �«¥¤®¢ â¥«ì®,
Y ⊂ Yβ0 ¨ ¯®íâ®¬ã x = (Y |b)↑ ∈ Yβ0+1 = Yβ .

(b) �à¨¬¥ïï ¨¤ãªæ¨î, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ®à¤¨ « α, ¯à¥¤¯®«®-
¦¨¬, çâ® mixYβ = Yβ ¤«ï ¢á¥å β < α, ¨ ãáâ ®¢¨¬ à ¢¥áâ¢® mixYα = Yα.
� á«ãç ¥ α = 0 ¨«¨ α ∈ LimOrd íâ® à ¢¥áâ¢® ®ç¥¢¨¤®. �ãáâì α = β + 1
¤«ï ¥ª®â®à®£® β ∈ Ord. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ mixYα ¨ ¯®-
ª ¦¥¬, çâ® x ∈ Yα. �®áª®«ìªã x ∈ mixYβ+1 = mix{(Z|b)↑ : Z ⊂ Yβ , b ∈ B},
¨¬¥îâáï à §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨æë (di)i∈I ⊂ B ¨ á¥¬¥©áâ¢  Zi ⊂ Yβ , bi ∈ B (i ∈ I)
â ª¨¥, çâ® x =

⊔
i∈I

(Zi|bi)↑
∣∣
di
. �§ «¥¬¬ë 12.5 ¢ëâ¥ª ¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ x = (Y |b)↑

¤«ï ¥ª®â®àëå Y ⊂ mix
⋃
i∈I

Zi ¨ b ∈ B. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¨¬¥¥¬

mix
⋃
i∈I

Zi ⊂ mixYβ = Yβ ,   § ç¨â, Y ⊂ Yβ ¨ â¥¬ á ¬ë¬ x = (Y |b)↑ ∈ Yβ+1 = Yα.

(c) �®¢ì ¤¥©áâ¢ãï ¯® ¨¤ãªæ¨¨, § ä¨ªá¨àã¥¬ ®à¤¨ « α, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® V(B)

β ⊂ Yβ+1 ¤«ï ¢á¥å β < α, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ V(B)
α

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® x ∈ Yα+1. �§ (28) á«¥¤ã¥â, çâ® x = P↑ ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢  P ⊂ %V(B)

β , £¤¥ β < α. �®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 5.15(a) ¨¬¥îâáï Y ⊂ mixV(B)

β

¨ b ∈ B â ª¨¥, çâ® x = (Y |b)↑. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ V(B)

β ⊂ Yβ+1. �à®¬¥

â®£®, ¨§ (a) ¢ëâ¥ª ¥â ¢ª«îç¥¨¥ Yβ+1 ⊂ Yα. � ª¨¬ ®¡à §®¬, V(B)

β ⊂ Yα, ®âªã¤ 

á ãç¥â®¬ (b) á«¥¤ã¥â Y ⊂ mixV(B)

β ⊂ mixYα = Yα ¨ ¯®íâ®¬ã x = (Y |b)↑ ∈ Yα+1.

� ¢¥áâ¢® (d) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ (c) ¨ (29). ◃

12.7. �«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® à ¢¥áâ¢® 12.6(d) á®åà ¨â
á¨«ã, ¥á«¨   ¤¨áªà¥âëå è £ å ¨¥à àå¨¨ (33) ®£à ¨ç¨âìáï ¯®¤ê¥¬ ¬¨ ¬®-
¦¥áâ¢ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ëå í«¥¬¥â®¢.

�¥®à¥¬ . � ¯®¬®éìî âà áä¨¨â®© à¥ªãàá¨¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢ Zα ⊂ V(B) (α ∈ Ord), ¯®« £ ï

Z0 = ∅;
Zα+1 = {Z↑ : Z ⊂ Zα}, α ∈ Ord;

Zα = mix
⋃
β<α

Zβ , α ∈ LimOrd.

�®£¤ 

V(B)=
⋃

α∈Ord

Zα.

▹ �¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨î δ : Ord → Ord á«¥¤ãîé¥© à¥ªãàá¨¢®© ä®à¬ã«®©:

δ(α) = ∨{δ(β) : β < α}+ ω, α ∈ Ord.

�« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ 12.6(d) ¤®áâ â®ç® ¤®ª § âì, çâ®

(∀α ∈ Ord)(Yα ⊂ Zδ(α)),

£¤¥ Yα ®¯à¥¤¥«¥ë ¢ (33). �á¯®«ì§ãï ¨¤ãªæ¨î ¯® α ∈ Ord, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®
Yβ ⊂ Zδ(β) ¤«ï ¢á¥å β < α, ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¢ª«îç¥¨¥ Yα ⊂ Zδ(α).

�ãáâì α = β + 1. �§ ®ç¥¢¨¤®© ¬®®â®®áâ¨ äãªæ¨¨ δ á«¥¤ã¥â, çâ®

δ(α) = ∨{δ(γ) : γ < α}+ ω = ∨{δ(γ) : γ 6 β}+ ω = δ(β) + ω.
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� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x∈Yα=Yβ+1. �®£« á® (33) ¨¬¥îâáï Y ⊂Yβ
¨ b ∈ B â ª¨¥, çâ® x = (Y |b)↑. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å z ∈ V(B)

[[z ∈x]] = [[z ∈ (Y |b)↑]] =
∨
y∈Y

[[z= y|b]] =
∨
y∈Y

[[z= y]] ∧ b = [[z ∈Y ↑]] ∧ b

= [[z ∈ (Y ↑)|b]] = [[z ∈ (Y ↑)|b]] ∨ 0B = [[z ∈ (Y ↑)|b]] ∨ [[z ∈ (∅↑)|¬b]],

®âªã¤  ¯® «¥¬¬¥ 5.6(d) ¢ëâ¥ª ¥â à ¢¥áâ¢® x = (Y ↑)|b t ∅↑|¬b. �§ ¢ª«îç¥¨©
Y,∅ ⊂ Yβ ⊂ Zδ(β) á«¥¤ã¥â Y ↑,∅↑ ∈ Zδ(β)+1 ¨ ¯®íâ®¬ã

x = (Y ↑)|b t∅↑|¬b ∈ mixZδ(β)+1 ⊂ mix
⋃

γ<δ(β)+ω

Zγ = Zδ(β)+ω = Zδ(α).

�á«¨ α ∈ LimOrd, â®

Yα = mix
⋃
β<α

Yβ ⊂ mix
⋃
β<α

Zδ(β) ⊂ mix
⋃

γ<δ(α)

Zγ = Zδ(α). ◃

12.8. �«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ C | æ¨ª«¨ç¥áª¨© ¯®¤ª« áá V(B) ¨ Y ↑ ∈ C ¤«ï

¢á¥å Y ⊂ C, â® C = V(B).

▹ �®¯ãáâ¨¬, C 6= V(B). �® â¥®à¥¬¥ 12.7 áãé¥áâ¢ã¥â  ¨¬¥ìè¨© ®à¤¨ « α,
¤«ï ª®â®à®£® ¨¬¥¥âáï í«¥¬¥â x ∈ Zα\C. �á«¨ α = β + 1, â® x = Y ↑ ¤«ï
¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  Y ⊂ Zβ , ¨ â®£¤  ¨§ Zβ ⊂ C ¢ëâ¥ª ¥â x ∈ C. �á«¨ ¦¥
α ∈ LimOrd, â® x = tP ¤«ï ¥ª®â®à®© ¬ ªá¨¬ «ì®©  â¨æ¥¯¨ P ⊂ %

( ⋃
β<α

Zβ

)
,

¨ â®£¤  ¨§
⋃

β<α

Zβ ⊂ C ¢ëâ¥ª ¥â x ∈ mixC = C. ◃
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