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� â®«¨î �¥®à£¨¥¢¨çã �ãáà ¥¢ã

¢ á¢ï§¨ á ¥£® 70-«¥â¨¥¬

§ 1. �á®¢ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï ¨ â¥à¬¨ë

�¨¬¢®« N ®¡®§ ç ¥â ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« {1, 2, . . . }. �®¦¥áâ¢ 
æ¥«ëå, à æ¨® «ìëå ¨ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥« ®¡®§ ç îâáï á¨¬¢®« ¬¨ Z, Q ¨ R.
�¨¬¢®« R+ á«ã¦¨â ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï á®¢®ªã¯®áâ¨ {λ ∈ R : λ ⩾ 0} ¯®«®¦¨â¥«ì-
ëå ¢¥é¥áâ¢¥ëå ç¨á¥«. �®¦¥áâ¢® R  ¤¥«ï¥âáï áâ ¤ àâë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨
¨ â®¯®«®£¨¥©, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®àëå ®® ï¢«ï¥âáï ¯®«¥¬ ¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¬
¯à®áâà áâ¢®¬. �¨¬¢®«®¬ RD ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì ¬®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥ëå
ç¨á¥«, á ¡¦¥®¥ ¤¨áªà¥â®© â®¯®«®£¨¥©.

� ª ý⊂þ ®¡®§ ç ¥â ¥áâà®£®¥ ¢ª«îç¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢. �¨¬¢®« ¯à¨á¢ ¨¢ ¨ï
ý:=þ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ § ç¥¨¨ý¯®« £ ¥âáï à ¢ë¬þ¨«¨ýà ¢® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨îþ.

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯®¤ ¢¥ªâ®àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ¯®¨¬ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®-
áâà áâ¢®  ¤ R. �¥à¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® ¢áî¤ã ®§ ç ¥â ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®-
áâà áâ¢®.

� ¬ªãâë¥, ®âªàëâë¥ ¨ ¯®«ã®âªàëâë¥ ç¨á«®¢ë¥ ¯à®¬¥¦ãâª¨ ®¡®§ ç îâáï
á¨¬¢®« ¬¨ [α, β], ]α, β[ ¨ [α, β[. �á«¨ X | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, x, y ∈ X
¨x 6= y, â® [x, y] := x+[0, 1] (y−x) ¨ [x, y[ := x+[0, 1[ (y−x). �«ïã¤®¡áâ¢  ¯®« £ ¥¬
[x, x] := [x, x[ := {x}. �®¦¥áâ¢® S ⊂ X  §ë¢ ¥âáï ¯®£«®é îé¨¬, ¥á«¨ ¤«ï
ª ¦¤®£® x ∈ X áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® ε > 0, çâ® [0, εx[ ⊂ S. �¨¬¢®« coreS
®¡®§ ç ¥â ï¤à® S | á®¢®ªã¯®áâì í«¥¬¥â®¢ s ∈ S, ¤«ï ª®â®àëå ¬®¦¥áâ¢®
S − s ï¢«ï¥âáï ¯®£«®é îé¨¬. �¨¬¢®«ë linS ¨ coS á«ã¦ â ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¢ à ¬ª å £®áã¤ àáâ¢¥®£® § ¤ ¨ï �� �� ��� (¯à®¥ªâ üFWNF{
2022{0004).
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«¨¥©®© ¨ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¨ ¬®¦¥áâ¢  S. �®¤¬®¦¥áâ¢®W ⊂ X  §ë¢ ¥âáï
ª«¨®¬, ¥á«¨ W 6= ∅, W +W ⊂ W ¨ R+W ⊂ W . �«¨ W  §ë¢ ¥âáï ª®ãá®¬,
¥á«¨ W ∩ −W = {0}.

�«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  I á¨¬¢®«®¬ RI
fin

®¡®§ ç ¥âáï ¯®¤¯à®áâà áâ¢® RI ,
á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ä¨¨âëå äãªæ¨©, â. ¥. äãªæ¨© x : I → R á ª®¥çë¬¨ ®á¨-
â¥«ï¬¨ suppx := {i ∈ I : x(i) 6= 0}. �®àâ¥¦¨ x = (x(1), . . . , x(n)) ∈ Rn, £¤¥
n ∈ N, âà ¤¨æ¨®® áç¨â îâáï äãªæ¨ï¬¨ x : {1, . . . , n} → R. � ¤ «ì¥©è¥¬
¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§ ç¥¨ï

en := χ{n} = (0, . . . , 0, 1
(n)
, 0, 0, . . . ) ∈ RN;

RN
n := lin {e1, . . . , en} =

{
x ∈ RN

fin
: suppx ⊂ {1, . . . , n}

}
.

�¨¥©ë© ®¯¥à â®à πn : RN → Rn ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

πns := s
∣∣{1,...,n} = (s(1), . . . , s(n)). (1)

�á«®¢¨¬áï ¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥ (1) ¥ â®«ìª® ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©
s ∈ RN, ® ¨ ¤«ï ª®àâ¥¦¥© s ∈ Rm, £¤¥ m ⩾ n.

�á«¨ X | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® á¨¬¢®«®¬ X# ®¡®§ ç ¥âáï  «£¥¡-

à ¨ç¥áª¨ á®¯àï¦¥®¥ ª X ¯à®áâà áâ¢® «¨¥©ëå äãªæ¨® «®¢ f : X → R.
�á«¨ X á ¡¦¥® ¢¥ªâ®à®© â®¯®«®£¨¥©, â® á¨¬¢®« X ′ á«ã¦¨â ®¡®§ ç¥¨-
¥¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨ á®¯àï¦¥®£® ª X ¯à®áâà áâ¢  | ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X#,
á®áâ®ïé¥£® ¨§ ¥¯à¥àë¢ëå äãªæ¨® «®¢.

�¨¬¢®«ë clS ¨ intS ¨«¨, â®ç¥¥, clX S ¨ intX S ®¡®§ ç îâ § ¬ëª ¨¥
¨ ¢ãâà¥®áâì ¬®¦¥áâ¢  S ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X.

§ 2. �¢¥¤¥¨¥

2.1. �®ïâ¨¥ ª®ãá  â¥á® ¢§ ¨¬®á¢ï§ ® á ¯®ïâ¨¥¬ ã¯®àï¤®ç¥®£® ¢¥ª-

â®à®£® ¯à®áâà áâ¢  | ¢¥é¥áâ¢¥®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  X, á ¡-
¦¥®£® â ª¨¬ ®â®è¥¨¥¬ ¯®àï¤ª  ⩽, çâ® ¤«ï «î¡ëå x, y, z ∈ X ¨ λ ∈ R+

¨§ x ⩽ y á«¥¤ã¥â x + z ⩽ y + z ¨ λx ⩽ λy. � ¨¬¥®, ¥á«¨ (X,⩽) | ã¯®àï¤®-
ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® ¬®¦¥áâ¢® X+ := {x ∈ X : x ⩾ 0} ï¢«ï¥âáï
ª®ãá®¬; ¨  ®¡®à®â: ¥á«¨ K ⊂ X | ª®ãá ¨ x ⩽K y ⇔ y−x ∈ K, â® (X,⩽K) |
ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¨ X+ = K (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [1, 3.2; 2]).

2.2. �¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X,⩽)  §ë¢ îâ  àå¨¬¥¤®-

¢ë¬ ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ á«¥¤ãîé¥£® ãá«®¢¨ï:

¥á«¨ x, y ∈ X, y ⩾ 0 ¨ x ⩽ 1
ny ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â® x ⩽ 0.

�®ãá K ¢ ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X  §ë¢ ¥âáï  àå¨¬¥¤®¢ë¬, ¥á«¨  àå¨¬¥-
¤®¢® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® (X,⩽K).

2.3. �à¥¤«®¦¥¨¥ [3, 3.1]. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ª®ãá  K ¢ ¢¥ªâ®à®¬

¯à®áâà áâ¢¥ X à ¢®á¨«ìë:

(a) K  àå¨¬¥¤®¢;

(b) X\K = core (X\K);
(c) ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ X ¨§ [x, y[ ⊂ K á«¥¤ã¥â y ∈ K;

(d) ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ X ¬®¦¥áâ¢® {λ ∈ R : x+ λy ∈ K} § ¬ªãâ®;
(e) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥K á «î¡ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬X à §¬¥à®áâ¨ ⩽ 2 § ¬ªãâ®;
(f) ¯¥à¥á¥ç¥¨¥K á «î¡ë¬ ª®¥ç®¬¥àë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬X § ¬ªãâ®;
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(g) K á¥ª¢¥æ¨ «ì® § ¬ªãâ ¢ ª ª®©-«¨¡® å ãá¤®àä®¢®© ¢¥ªâ®à®© â®¯®-

«®£¨¨   X;

(h) K á¥ª¢¥æ¨ «ì® § ¬ªãâ ¢ á¨«ì¥©è¥© «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®© â®¯®«®£¨¨

  X.

◁ �¬¯«¨ª æ¨¨ (a)⇐(b)⇐(c)⇐(d)⇐(e)⇐(f)⇐(g)⇐(h) ®ç¥¢¨¤ë.

(a)⇒(f). � áá¬®âà¨¬ ª®¥ç®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X0 ⊂ X ¨ ¯®«®¦¨¬
K0 := K ∩ X0. �®áª®«ìªã ¢ ¯®¤¯à®áâà áâ¢¥ linK0 ⊂ X0 ª®ãá K0 ¨¬¥¥â
¥¯ãáâãî ¢ãâà¥®áâì, ® § ¬ªãâ ¢ linK0 (á¬. [2, 2.4]),   § ç¨â, ¨ ¢ X0.

(f)⇒(h). �ãáâì τ | á¨«ì¥©è ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï â®¯®«®£¨ï   X.
�« £®¤ àï ãá«®¢¨î (f) ¤®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® «¨¥© ï ®¡®«®çª  «î¡®©
áå®¤ïé¥©áï ¢ τ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ xn → x ¨¬¥¥â ª®¥çãî à §¬¥à®áâì.
� ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥  è« áì ¡ë â ª ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (xnk

)k∈N, çâ®
x /∈ lin {xnk

: k ∈ N}, ¨ â®£¤  áå®¤¨¬®áâì xnk
→ x ¢ τ ¯à®â¨¢®à¥ç¨«  ¡ë  -

«¨ç¨î (¥¯à¥àë¢®£®) «¨¥©®£® äãªæ¨® « , à ¢®£® 0   {xnk
: k ∈ N}

¨ 1 ¢ â®çª¥ x. ▷

2.4. � ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 2.3 ¯à®á«¥¦¨¢ ¥âáï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ ¯®-
ïâ¨¥¬  àå¨¬¥¤®¢®áâ¨ ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯®ïâ¨¥¬ § ¬ªãâ®áâ¨. � á«ãç ¥, ª®-
£¤  ã¯®àï¤®ç¥®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® X á ¡¦¥® ¥ª®â®à®© å ãá¤®àä®-
¢®© ¢¥ªâ®à®© â®¯®«®£¨¥©,  àå¨¬¥¤®¢®áâì ª®ãá  X+ ¨ ¥£® § ¬ªãâ®áâì ¬®¦®
¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ â¥à¬¨ å ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ¢ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ å.
�§ á¢®©áâ¢  2.3(f) ®ç¥¢¨¤®, çâ®  àå¨¬¥¤®¢®áâì X+ ®§ ç ¥â ¤®¯ãáâ¨¬®áâì ¯¥-
à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ¢ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ å á ä¨ªá¨à®¢ ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¨ ¯¥-
à¥¬¥ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨: ¥á«¨ x1, . . . , xn ∈ X ¨ (λij)j∈N (i = 1, . . . , n) |
áå®¤ïé¨¥áï ç¨á«®¢ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨, â®

n∑
i=1

λijxi ⩾ 0 (j ∈ N) ⇒
n∑

i=1

lim
j→∞

λijxi ⩾ 0. (2)

�á«¨ ¦¥ ª®ãá X+ § ¬ªãâ, â® ¯¥à¥å®¤ ª ¯à¥¤¥«ã ¢ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ å
¤®¯ãáâ¨¬ ¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ®£à ¨ç¥¨©: ¤«ï «î¡ëå áå®¤ïé¨åáï á¥â¥© (xij)j∈J
¢ X ¨ (λij)j∈J ¢ R (i = 1, . . . , n) á¯à ¢¥¤«¨¢  ¨¬¯«¨ª æ¨ï

n∑
i=1

λijxij ⩾ 0 (j ∈ J) ⇒
n∑

i=1

lim
j∈J

λij lim
j∈J

xij ⩾ 0. (3)

�â¨ á®®¡à ¦¥¨ï ®¡®á®¢ë¢ îâ æ¥«¥á®®¡à §®áâì ®¯¨á ¨ï ª« áá  â®¯®«®£¨-
ç¥áª¨å ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå  àå¨¬¥¤®¢®áâì ª®ãá  ¢«¥ç¥â ¥£®
§ ¬ªãâ®áâì ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥, (2) ¢«¥ç¥â (3).

2.5. � ¬ªãâë© ª®ãá § ¢¥¤®¬®  àå¨¬¥¤®¢, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ®¡à â®¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥¢¥à®. �à®áâë¬ ¯à¨¬¥à®¬ ¥§ ¬ªãâ®£®  àå¨¬¥¤®¢ 
ª®ãá  á«ã¦¨â ¬®¦¥áâ¢®

(
RN

fin

)+
¯®«®¦¨â¥«ìëå ä¨¨âëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-

áâ¥© ¢ «î¡®¬ ¨§ ª« áá¨ç¥áª¨å ¡  å®¢ëå ¯à®áâà áâ¢ ℓp, 1 ⩽ p ⩽ ∞. � ª
¨§¢¥áâ®,  àå¨¬¥¤®¢®áâì ª®ãá  ¨ ¥£® § ¬ªãâ®áâì à ¢®á¨«ìë ¢ ª®¥ç®¬¥à-
®¬ á«ãç ¥. �® ¥¤ ¢¥£® ¢à¥¬¥¨ íâ¨¬ ¯à®áâë¬  ¡«î¤¥¨¥¬ ä ªâ¨ç¥áª¨
¨áç¥à¯ë¢ «¨áì á¢¥¤¥¨ï ® ª« áá¥ ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®-
ãáë § ¬ªãâë. � ç «® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ¨áá«¥¤®¢ ¨î ¡ë«® ¯®«®¦¥® ¢ à -
¡®â¥ [3], £¤¥ ®¡áã¦¤ ¥¬ ï ¯à®¡«¥¬  ¯®«ãç¨«  à¥è¥¨¥ ¤«ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå
¯à®áâà áâ¢ ¥áç¥â®© à §¬¥à®áâ¨.
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�¥®à¥¬  [3, 4.2, 4.3]. �ãáâì E | ¡ §¨á � ¬¥«ï å ãá¤®àä®¢  «®ª «ì® ¢ë-

¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢ X, ¨ ¯ãáâì e0 ∈ E. �á«¨ |E| > |N|, â® R+C |¥§ ¬ªãâë©

 àå¨¬¥¤®¢ ª®ãá ¢ X, £¤¥

C =
{∑
e∈E

x(e)e : x ∈
(
RE

fin

)+
, x(e0) = 1,

∑
e ̸=e0

x(e) ⩽ 1,
∑
e ̸=e0

√
x(e) ⩾ 1

}
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ¥áç¥â®¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¥§ ¬ªãâë¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ã-
áë áãé¥áâ¢ãîâ ¤ ¦¥ ¢ á¨«ì¥©è¥© «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®© â®¯®«®£¨¨. � ¤àã£®©
áâ®à®ë, ¢ ª®¥ç®¬¥àëå ¯à®áâà áâ¢ å ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë § ¬ªãâë.
�ç¥â®¬¥àë© ¦¥ á«ãç © ®ª § «áï ¡®«¥¥ á«®¦ë¬, ¨ ¢®¯à®á ®¡ ¨áç¥à¯ë¢ î-
é¥¬ ®¯¨á ¨¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå § ¬ªãâë ¢á¥  àå¨-
¬¥¤®¢ë ª®ãáë, ¤® á¨å ¯®à ®áâ ¢ «áï ®âªàëâë¬.

2.6. �®áª®«ìªã ¢® ¢á¥å «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå â®¯®«®£¨ïå, á®£« á®¢ ëå
á ¤ ®© ¤¢®©áâ¢¥®áâìî, § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ (á¬.,
 ¯à¨¬¥à, [1, 10.4.9; 4, 8-3-6]), ¨§ãç ¥¬®¥ á¢®©áâ¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®-
áâà áâ¢  X ¯®«®áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®¯®«®£¨ç¥áª¨ á®¯àï¦¥ë¬ ª ¥¬ã ¯à®-
áâà áâ¢®¬ X ′,   â®ç¥¥, à á¯®«®¦¥¨¥¬ X ′ ¢ X#. �à¨ íâ®¬ ¬®¦® áç¨â âì,
çâ® ¯à®áâà áâ¢® X á ¡¦¥® á« ¡®© â®¯®«®£¨¥©, á®£« á®¢ ®© á ¤¢®©áâ¢¥®-
áâìî ¬¥¦¤ã X ¨ X ′. � ãç¥â®¬ â®£® ä ªâ , çâ® ¢áïª®¥ áç¥â®¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥
¯à®áâà áâ¢® X ¨§®¬®àä® RN

fin
,    «£¥¡à ¨ç¥áª¨ á®¯àï¦¥®¥ ª ¥¬ã ¯à®áâà -

áâ¢® X# ¨§®¬®àä® RN, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï § ¤ ç  ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢  
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.

� ¤ ç  [3, 4.5]. �¯¨á âì ¢¥ªâ®àë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ RN, ¤«ï ª®â®àëå
¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë ¢ RN

fin
§ ¬ªãâë ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨,  ¢¥¤¥®©   RN

fin

¯à®áâà áâ¢®¬ Y ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ 〈x | y〉 =
∑
n∈N

x(n)y(n).

�¥è¥¨î íâ®© § ¤ ç¨ ¯®á¢ïé¥  ¤  ï áâ âìï. � ¯ à £à ä¥ 3 ¯à¨¢¥¤¥ë
¨§¢¥áâë¥ ¨ ¢á¯®¬®£ â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï ® ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¨ ¯®«ïà å. � à -
£à äë 4{7 ¯®á¢ïé¥ë ¨áá«¥¤®¢ ¨î ¯®ïâ¨ï ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨ ¨ á¢ï§ ëå
á ¨¬ ®¢ëå ¯®ïâ¨© ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨, ª¢ §¨¯«®â®áâ¨ ¨ ¯à®-
¥ªâ¨¢®áâ¨, ª®â®àë¥ ¨£à îâ ª«îç¥¢ãî à®«ì   ¯ãâ¨ ª à¥è¥¨î. � ¯ à £à -
ä¥ 8 ãáâ ®¢«¥ ®á®¢®© à¥§ã«ìâ â áâ âì¨ | â¥®à¥¬  8.5, á®¤¥à¦ é ï à¥è¥¨¥
¯®áâ ¢«¥®© § ¤ ç¨. �â®£ ¯®¤¢¥¤¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 8.6, £¤¥ ¤ ® ¨áç¥à¯ë¢ îé¥¥
®¯¨á ¨¥ ª« áá  «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë
ª®ãáë § ¬ªãâë: íâ®â ª« áá á®áâ®¨â ¨§ ª®¥ç®¬¥àëå ¨ áç¥â®¬¥àëå ¯à®-
áâà áâ¢ X á ª¢ §¨¯«®âë¬¨ á®¯àï¦¥ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ X ′ ⊂ X#. � â®¬
¦¥ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥ë ¤¢  á«¥¤áâ¢¨ï, ®¤® ¨§ ª®â®àëå ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥â ¢ë-
¤¢¨ãâãî ¢ [3] £¨¯®â¥§ã,   ¤àã£®¥ ¯à¥¤« £ ¥â ª®à®âª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ â 
à ¡®âë [5]. � § ª«îç¨â¥«ì®¬ ¯ à £à ä¥ 9 áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¥áª®«ìª® ¢®¯à®-
á®¢,   ¤ ë© ¬®¬¥â ®áâ îé¨åáï ®âªàëâë¬¨.

§ 3. �¢®©áâ¢¥®áâì

�à¨¢¥¤¥¬ ®á®¢ë¥ á¢¥¤¥¨ï, ®¡®§ ç¥¨ï ¨ á®£« è¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á ¤¢®©-
áâ¢¥®áâìî ¬¥¦¤ã ¢¥ªâ®àë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ¨ á® á« ¡ë¬¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª-
«ë¬¨ â®¯®«®£¨ï¬¨.

3.1. �à®©ªã (X,Y, 〈· | ·〉)  §®¢¥¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî, ¥á-
«¨ X ¨ Y | ¢¥ªâ®àë¥ ¯à®áâà áâ¢  ¨ 〈· | ·〉 | ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¬¥¦¤ã X ¨ Y ,
â. ¥. ¡¨«¨¥©ë© äãªæ¨® « 〈· | ·〉 : X × Y → R â ª®©, çâ® ker 〈·| = {0} ¨
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ker |·〉 = {0}, £¤¥ 〈x| = 〈x | ·〉 ¨ |y〉 = 〈· | y〉 ¤«ï x ∈ X ¨ y ∈ Y . �à®áâà áâ¢®
á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî  §ë¢ îâ â ª¦¥ ¤¢®©áâ¢¥®© ¯ à®© (á¬. [4, 8-2-1]). �¬¥-
áâ® (X,Y, 〈· | ·〉) ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì X|Y ¨«¨ ¯à®áâ® X, ¥á«¨ ¨§ ª®â¥ªáâ  ïá®, ª ª®¥
¯à®áâà áâ¢® Y ¨ ª ª ï ¤¢®©áâ¢¥®áâì 〈· | ·〉 ¨¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã. �«ï x ∈ X äãª-
æ¨® « 〈x| ∈ Y # ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ x̂.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¯à®áâà áâ¢  á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî (X,Y, 〈· | ·〉) ¯à®áâà -
áâ¢® Y ¯® ã¬®«ç ¨î  ¤¥«ï¥âáï á®¯àï¦¥®© ¤¢®©áâ¢¥®áâìî: Y = Y |X =
(Y,X, 〈· | ·〉∗), £¤¥ 〈y |x〉∗ = 〈x | y〉. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ y ∈ Y , â® ŷ = |y〉 ∈ X#.

3.2. �áïª®¥ å ãá¤®àä®¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà áâ¢® X ¯® ã¬®«ç -
¨î áç¨â ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ X|X ′ = (X,X ′, 〈· | ·〉) á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî 〈x | f〉 =
f(x). � ®¡®à®â, ¢áïª®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî X = (X,Y, 〈· | ·〉)  -
¤¥«ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á« ¡®© â®¯®«®£¨¥© σ(X|Y ) ¨ â¥¬ á ¬ë¬ áç¨â ¥â-
áï å ãá¤®àä®¢ë¬ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥
|·〉 : y ∈ Y 7→ ŷ ∈ X# ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ ¬¥¦-
¤ã «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¬¨ ¯à®áâà áâ¢ ¬¨ Y = Y |X ¨ X ′ = X ′|X.

3.3. �ãáâì X | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®, á ¡¦¥®¥ å ãá¤®àä®¢®© «®-
ª «ì® ¢ë¯ãª«®© â®¯®«®£¨¥© τ . �« ¡ ï â®¯®«®£¨ï σ := σ(X|X ′), ª®â®à®©
¯® ã¬®«ç ¨î  ¤¥«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢® á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî X|X ′, ¬®¦¥â ¥ á®¢-
¯ ¤ âì á τ . �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¢ á¨«ã à ¢¥áâ¢  (X,σ)′ = (X, τ)′ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ë¥
¯à®áâà áâ¢  (X,σ) ¨ (X, τ) ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ § ¬ªãâë¥ ¢ë¯ãª«ë¥ ¬®¦¥-
áâ¢ , § ¬ëª ¨ï ¢ë¯ãª«ëå ¬®¦¥áâ¢ ¨ ®£à ¨ç¥ë¥ ¬®¦¥áâ¢  (á¬. [4, 8-1-3,
8-3-6, 8-3-7, 8-4-1]). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥á«¨ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ ® ª ª®¬-«¨¡® «®ª «ì®
¢ë¯ãª«®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X ã¯®âà¥¡«¥¨¥ â®¯®«®£¨¨ ¥ ¢ëå®¤¨â §  à ¬ª¨ ã¯®-
¬ïãâëå ¢ëè¥ ¯®ïâ¨©, â® ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â ª®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¬®¦® ¯à¥¤-
¯®« £ âì, çâ® X = X|X ′.

3.4. �«ï «î¡®£® ¬®¦¥áâ¢  I ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® RI
fin

¯® ã¬®«ç ¨î
áç¨â ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ RI

fin

∣∣RI =
(
RI

fin
,RI , 〈· | ·〉

)
á ¤¢®©áâ¢¥®áâìî 〈x | y〉 =∑

i∈I
x(i)y(i). �â  ¦¥ ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¯ à ¢¨¤ 

RI
fin

∣∣Y , £¤¥ Y | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® RI . � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, {ŷ : y ∈ RI} = (RI
fin
)#.

�à®áâà áâ¢® RI  ¤¥«ï¥âáï á®¯àï¦¥®© ¤¢®©áâ¢¥®áâìî: RI = RI
∣∣RI

fin
.

�« ¡ ï â®¯®«®£¨ï σ
(
RI

∣∣RI
fin

)
, ¯® ã¬®«ç ¨î à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ¢ íâ®¬ ¯à®áâà -

áâ¢¥, á®¢¯ ¤ ¥â á â¨å®®¢áª®© â®¯®«®£¨¥© ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï RI =
∏
i∈I

R, â ª¦¥  -

§ë¢ ¥¬®© â®¯®«®£¨¥© ¯®â®ç¥ç®© áå®¤¨¬®áâ¨. �âáî¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ëâ¥ª ¥â
¨§¢¥áâë© ªà¨â¥à¨© ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ¢ RI : ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RI ª®¬¯ ªâ® â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® § ¬ªãâ® ¨ ®£à ¨ç¥®. (�â® â ª,  ¯à¨¬¥à, ¯®â®-
¬ã, çâ® ¢áïª®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RI á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ ¢¨¤ ∏
i∈I

[αi, βi], ª®â®à®¥ ª®¬¯ ªâ® ¯® â¥®à¥¬¥ �¨å®®¢ .)

�á«¨ n ∈ N, â® Rn = RI = RI
fin
, £¤¥ I = {1, . . . , n},   § ç¨â, ª ¯à®áâà -

áâ¢ã Rn ¯à¨¬¥¨¬ë ¢á¥ á®£« è¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, ¢¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ ¤«ï RI

¨ RI
fin
. � ç áâ®áâ¨, Rn ¯® ã¬®«ç ¨î áç¨â ¥âáï ¯à®áâà áâ¢®¬ Rn|Rn á ¤¢®©-

áâ¢¥®áâìî 〈x | y〉 =
n∑

i=1
x(i)y(i).

3.5. �ãáâì X | ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �á«¨ Y | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯®¤-
¯à®áâà áâ¢® X#, â® ¡¨«¨¥©ë© äãªæ¨® « 〈· | ·〉 : X × Y → R, ®¯à¥¤¥«¥-
ë© ä®à¬ã«®© 〈x | y〉 = y(x), ¥ ®¡ï§  ¡ëâì ¤¢®©áâ¢¥®áâìî: ¨§ ãá«®¢¨©
ker 〈·| = {0} ¨ ker |·〉 = {0} § ¢¥¤®¬® ¢ë¯®«ï¥âáï «¨èì ¢â®à®¥.
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�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ X# à ¢®á¨«ìë:

(a) (x, y) 7→ y(x) | ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¬¥¦¤ã X ¨ Y ;

(b) á« ¡ ï â®¯®«®£¨ï σ(X|Y ) å ãá¤®àä®¢ ;
(c) ¥á«¨ x1, x2 ∈ X ¨ x1 6= x2, â® y(x1) 6= y(x2) ¤«ï ¥ª®â®à®£® y ∈ Y ;

(d) ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® x ∈ X  ©¤¥âáï y ∈ Y â ª®©, çâ® y(x) 6= 0;

(e) ¤«ï «î¡ëå «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå x1, . . . , xn ∈ X ¨ «î¡ëå λ1, . . . , λn ∈ R
 ©¤¥âáï y ∈ Y â ª®©, çâ® y(x1) = λ1, . . . , y(xn) = λn;

(f) Y ¯«®â® ¢ X#|X;

(g) clY = X# ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ RX
D .

� «¨â¥à âãà¥ ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X#|X  §ë¢ îâ â ª¦¥ â®â «ìë-
¬¨  ¤ X, à §¤¥«ïîé¨¬¨ ¨«¨ äã¤ ¬¥â «ìë¬¨. �á«¨ Y | ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® X ′, £¤¥ X | å ãá¤®àä®¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà áâ¢®, â® ¯«®â®áâì
Y ¢ X ′ à ¢®á¨«ì  ¯«®â®áâ¨ Y ¢ X# (á¬. [4, 8-3-9]). �® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¨á-
¯®«ì§®¢ ¨¥ â¥à¬¨®¢ ý¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X ′þ ¨ ý¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢® X#þ ¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¤¢ãá¬ëá«¥®áâ¨.

�à¨ à áá¬®âà¥¨¨ ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  X ¨ ¯«®â®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢ 
Y ⊂ X# ¬¥¦¤ã X ¨ Y ¯® ã¬®«ç ¨î ¢¢®¤¨âáï ¤¢®©áâ¢¥®áâì 〈x | y〉 = y(x)
¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤¢®©áâ¢¥ë¥ ¯ àë X|Y ¨ Y |X.

3.6. �à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ®¯¨á ¨¥ ¯«®âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ RN «¥£ª® ¢ë¢¥-
áâ¨ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.5.

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ RN à ¢®á¨«ìë:

(a) Y | ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® RN;

(b) πnY = Rn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(c) πnen ∈ πnY ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(d) Y ¯«®â® ¢ RN

D .

3.7. �ãáâì X|Y | ¤¢®©áâ¢¥ ï ¯ à , R ⊂ R ¨ S ⊂ X. �®¦¥áâ¢®

S⟨R⟩ := {y ∈ Y : 〈s | y〉 ∈ R ¤«ï ¢á¥å s ∈ S}

 §®¢¥¬ ¯®«ïà®© S ®â®á¨â¥«ì® R. �¥à¥ç¨á«¨¬ ª« áá¨ç¥áª¨¥ ç áâë¥ á«ãç ¨
¯®«ïà:

S⊕ := S⟨R
+⟩ | ¤¢®©áâ¢¥ë© ª«¨ ª S, ç áâ® ®¡®§ ç ¥¬ë© ¢ «¨â¥à âãà¥

á¨¬¢®«®¬ S′;

S⊖ := S⟨−R
+⟩ = −S⊕ | ®à¬ «ìë© ª«¨ ª S; ¬®¦¥áâ¢® (S−x)⊖  §ë¢ îâ

®à¬ «ìë¬ ª«¨®¬ ª S ¢ â®çª¥ x ∈ X;

S⊞ := (S\{0})⟨ ]0,∞[ ⟩ = {y ∈ Y : 〈s | y〉 > 0 ¤«ï ¢á¥å s ∈ S\{0}} | á®-
¢®ªã¯®áâì áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ìëå ®â®á¨â¥«ì® S í«¥¬¥â®¢ ¤¢®©áâ¢¥®£®
¯à®áâà áâ¢ ;

S⊙ := S⟨ ]−∞,1] ⟩ | ®¤®áâ®à®ïï ¯®«ïà  S;

S◦ := S⟨ [−1,1] ⟩ |  ¡á®«îâ ï ¯®«ïà  S;

S⊥ := S⟨{0}⟩ |  ã«ïâ®à S.

� ¯®¬¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® Y ¯® ã¬®«ç ¨î  ¤¥«ï¥âáï á®¯àï¦¥®©
¤¢®©áâ¢¥®áâìî: Y = Y |X. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ T ⊂ Y , â® T ⟨R⟩ ⊂ X (á¬. ¯à¥¤-
«®¦¥¨¥ 3.8(a) ¨¦¥).
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3.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì X|Y | ¤¢®©áâ¢¥ ï ¯ à . �«ï «î¡ëå R ⊂ R
¨ S ⊂ X á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

(a) S ⊂ S⟨R⟩⟨R⟩;
(b) ¥á«¨ R0 ⊂ R ¨ S0 ⊂ S, â® S

⟨R⟩
0 ⊃ S⟨R0⟩;

(c) ¥á«¨ 0 ∈ R, â® 0 ∈ S⟨R⟩;
(d) ¥á«¨ R| ¢ë¯ãª«®¥ ( ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª«®¥, § ¬ªãâ®¥) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® R,

â® S⟨R⟩| ¢ë¯ãª«®¥ ( ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª«®¥, § ¬ªãâ®¥) ¯®¤¬®¦¥áâ¢® Y ;
(e) ¥á«¨ R ¯®£«®é îé¥¥ (â. ¥. 0 ∈ intR) ¨ S ®£à ¨ç¥®, â® S⟨R⟩ ¯®£«®é -

îé¥¥;

(f) ¥á«¨ R ∩ −R ®£à ¨ç¥® ¨ S ¯®£«®é îé¥¥, â® S⟨R⟩ ®£à ¨ç¥®;
(g) ¥á«¨ R ∩ −R ®£à ¨ç¥® ¨ S⟨R⟩ ¯®£«®é îé¥¥, â® S ®£à ¨ç¥®.

3.9. �«¥¤áâ¢¨¥ [6, 5.102]. �«ï «î¡®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S å ãá¤®àä®¢  «®-

ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

(a) ¯®«ïàë S⊕, S⊖, S⊞, S⊙ ¢ë¯ãª«ë;

(b) ¯®«ïàë S◦, S⊥  ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª«ë;

(c) ¯®«ïàë S⊕, S⊖, S⊙, S◦, S⊥ § ¬ªãâë ¨ á®¤¥à¦ â 0;
(d) ¥á«¨ S ¯®£«®é îé¥¥, â® S⊙ ¨ S◦ ®£à ¨ç¥ë;
(e) S ®£à ¨ç¥® ⇔ S⊙ ¯®£«®é îé¥¥ ⇔ S◦ ¯®£«®é îé¥¥.

3.10. �¥®à¥¬  ® ¡¨¯®«ïà¥ [6, 5.103]. �á«¨ S | ¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®

å ãá¤®àä®¢  «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢ , â®

S
⊙⊙

= cl co (S ∪ {0}), S◦◦ = cl co (S ∪ −S).

3.11. �¥®à¥¬  [2, 2.13]. �á«¨ X|Y | ¤¢®©áâ¢¥ ï ¯ à  ¨ W | ª«¨ ¢ X,

â® W⊕ | § ¬ªãâë© ª«¨ ¢ Y ¨ W⊕⊕ = clW .

§ 4. �¢ §¨¢ãâà¥®áâì

�áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ X | å ãá¤®àä®¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà -
áâ¢®. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®£« è¥¨ï¬¨ 3.1 ¨ 3.2 ¯à®áâà áâ¢  X ¨ X ′ ¯® ã¬®«ç -
¨î  ¤¥«ïîâáï ¤¢®©áâ¢¥®áâìî: X = X|X ′, X ′ = X ′|X. (� ç áâ®áâ¨, ¥á«¨
S ⊂ X ′, â® S⊙ ⊂ X.)

�«¥¬¥â x ¬®¦¥áâ¢  S ⊂ X  §ë¢ îâ ®â®á¨â¥«ì® ª¢ §¨¢ãâà¥¥© â®ç-
ª®© S ¨ ¯¨èãâ x ∈ qriS, ¥á«¨ cl R+(S − x) | ¢¥ªâ®à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X.
�®ïâ¨¥ ®â®á¨â¥«ì®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨ ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¨ ¨§ãç¥® ¢ [7] ¨ ¯®-
«ãç¨«® ¤ «ì¥©è¥¥ à á¯à®áâà ¥¨¥ ¢ ¢ë¯ãª«®¬   «¨§¥ ¨ ¬¥â®¤ å ®¯â¨¬¨§ -
æ¨¨. � à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§ë¬ ¥áª®«ìª® ¨®¥, ® ®ç¥ì
¡«¨§ª®¥ ¯®ïâ¨¥ ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [8, 2.1.2]). �®«ìè¨áâ¢®
¯à¥¤áâ ¢«¥ëå ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ä ªâ®¢ ® ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨ ¨¬¥îâ   «®£¨,
ãáâ ®¢«¥ë¥ ¢ [7] ¤«ï ®â®á¨â¥«ì®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨. � ¦¤®¥ ¨§ â ª¨å
ãâ¢¥à¦¤¥¨© á ¡¦¥® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ááë«ª®©.

4.1. �¢ §¨¢ãâà¥®áâì qiS ¬®¦¥áâ¢  S ⊂ X ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬:

qiS := {x ∈ S : cl R+(S − x) = X}.
(� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¥«ì§ï ®á« ¡¨âì ¢ª«îç¥¨¥ x ∈ S ¤® x ∈ X
¤ ¦¥ ¤«ï ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  S. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ X 6= {0} ¨ S = K\{0}, £¤¥
K | ¯«®âë© ª®ãá ¢ X, â® 0 /∈ S, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª cl R+(S − 0) = clK = X.)
�«¥¬¥âë qiS  §ë¢ îâáï ª¢ §¨¢ãâà¥¨¬¨ â®çª ¬¨ ¬®¦¥áâ¢  S. �®¦¥-
áâ¢® S  §®¢¥¬ ª¢ §¨®âªàëâë¬, ¥á«¨ qiS = S.
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4.2. �à¨ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ á¨¬¢®« ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨, ª ª ¨ á¨¬¢®« § ¬ëª -
¨ï, á ¡¦ ¥âáï ãâ®çïîé¨¬ ¨¤¥ªá®¬: qiX S = {x ∈ S : clX R+(S − x) = X}
¤«ï S ⊂ X. �á«¨ Y | ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X, â® ¢ á«ãç ¥ S ⊂ Y ¨¬¥¥â
¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® qiY S = qiX S. (�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¡« £®¤ àï ¯«®â®áâ¨ Y ¢ X
á®®â®è¥¨ï clY R+(S − y) = Y ¨ clX R+(S − y) = X à ¢®á¨«ìë ¤«ï ª ¦¤®£®
í«¥¬¥â  y ∈ S.) � â ª®¬ ª®â¥ªáâ¥ ãá«®¢¨¬áï ¨á¯®«ì§®¢ âì § ¯¨áì qiS ¡¥§ ãª -
§ ¨ï ¯à®áâà áâ¢ , ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª¢ §¨¢ãâà¥®áâì.

4.3. �¥¬¬ . �á«¨ C | ¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, â®

C
⊖
= (cl R+C)

⊙
, C

⊖⊙
= cl R+C.

◁ �«ï «î¡®£® äãªæ¨® «  f ∈ X ′ á ãç¥â®¬ ¢ª«îç¥¨ï R+(cl R+C) ⊂
cl R+C á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â®è¥¨ï

f ∈ C
⊖ ⇔ f ⩽ 0   cl R+C ⇔ f ⩽ 1   cl R+C ⇔ f ∈ (cl R+C)

⊙
,

®âªã¤  ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ ® ¡¨¯®«ïà¥ 3.10 á«¥¤ã¥â

C
⊖⊙

= (cl R+C)
⊙⊙

= cl co (cl R+C ∪ {0}) = cl R+C. ▷

4.4. �à¥¤«®¦¥¨¥ [7, 2.8]. �«ï «î¡®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  C ⊂ X
¨ «î¡®£® í«¥¬¥â  x ∈ X ¨¬¥¥â ¬¥áâ® íª¢¨¢ «¥â®áâì

x ∈ qiC ⇔ x ∈ C ¨ (C − x)
⊕
= {0}.

◁ �®¦® áç¨â âì, çâ® x = 0. �á«¨ 0 ∈ qiC, â® cl R+C = X, ®âªã¤  á ãç¥â®¬
«¥¬¬ë 4.3 á«¥¤ã¥â, çâ® −C⊕ = C⊖ = (cl R+C)⊙ = X⊙ = {0}. � ®¡®à®â, ¥á«¨
C⊕ = {0}, â®, ¢®¢ì ¯à¨¢«¥ª ï «¥¬¬ã 4.3, § ª«îç ¥¬, çâ® cl R+C = C⊖⊙ =
(−C⊕)⊙ = {0}⊙ = X. ▷

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.4 ¡ã¤¥â ¬®£®ªà â® ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¡¥§ ï¢-
ëå ááë«®ª.

4.5. �à¥¤«®¦¥¨¥ [7, 2.9]. �á«¨ C | ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢®, x ∈ qiC ¨

y ∈ C, â® [x, y[ ⊂ qiC.

◁ �®¦® áç¨â âì, çâ® x = 0. �ãáâì 0 ∈ qiC, y ∈ C ¨ 0 < λ < 1. �®ª ¦¥¬,
çâ® λy ∈ qiC, ¤«ï ç¥£® à áá¬®âà¨¬ äãªæ¨® « f ∈ (C − λy)⊕ ¨ ãáâ ®¢¨¬
à ¢¥áâ¢® f = 0. �®¤áâ ¢«ïï ¢ ¥à ¢¥áâ¢® f(c − λy) ⩾ 0 § ç¥¨ï c = 0 ¨
c = y, á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯®«ãç ¥¬ f(y) ⩽ 0 ¨ f(y) ⩾ 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, f(c) =
f(c − λy) ⩾ 0 ¤«ï ¢á¥å c ∈ C, â. ¥. f ∈ C⊕. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ 0 ∈ qiC
¢ëâ¥ª ¥â C⊕ = {0}. ▷

4.6. �«¥¤áâ¢¨¥ [7, 2.11]. �¢ §¨¢ãâà¥®áâì ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  ¢ë-

¯ãª« .

4.7. �à¥¤«®¦¥¨¥ [7, 2.12]. �á«¨ C | ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ¥¯ãáâ®©

ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî, â® cl qiC = clC.

◁ �®áâ â®ç® ¯®ª § âì, çâ® C ⊂ cl qiC. �ãáâì y ∈ C. �® ãá«®¢¨î ¨¬¥¥âáï
â®çª  x ∈ qiC. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.5 á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥ [x, y[ ⊂ qiC.
�áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® y ∈ cl [x, y[. ▷
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4.8. �à¥¤«®¦¥¨¥ [7, 2.13]. �ãáâì C ¨ D | ¢ë¯ãª«ë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  X,

¯à¨ç¥¬ intD 6= ∅. �®£¤  qiC ∩ intD = qi(C ∩D).

◁ � ¯®¬®éìî á¤¢¨£  ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¢®¤¨âáï ª íª¢¨¢ «¥â®-
áâ¨ ¢ª«îç¥¨© 0 ∈ qiC ∩ intD ¨ 0 ∈ qi(C ∩D).

�ãáâì 0 ∈ qiC∩ intD. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© äãªæ¨® « f ∈ (C∩D)⊕

¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® f = 0. �®áª®«ìªã 0 ∈ C ∩ intD, ¤«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥â  c ∈ C
 ©¤¥âáï â ª®¥ ç¨á«® ε > 0, çâ® εc ∈ C ∩ D,   § ç¨â, f(c) = 1

εf(εc) ⩾ 0.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, f ∈ C⊕. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ 0 ∈ qiC á«¥¤ã¥â C⊕ = {0}.

� ®¡®à®â, ¯ãáâì (C ∩ D)⊕ = {0}. �®¯ãáâ¨¬ ¢®¯à¥ª¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬®¬ã, çâ®
0 /∈ intD. �®áª®«ìªã intD 6= ∅, ¯® â¥®à¥¬¥ ®â¤¥«¨¬®áâ¨  ©¤¥âáï ¥ã«¥¢®©
äãªæ¨® « f ∈ X ′ â ª®©, çâ® f ⩾ 0   D. �® â®£¤ , ¢ ç áâ®áâ¨, f ∈ (C ∩D)⊕,
  § ç¨â, f = 0. ▷

4.9. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì C | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X.

(a) �¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ª«îç¥¨ï intC ⊂ coreC ⊂ qiC.
(b) �ª«îç¥¨ï ¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ (a) ¬®£ãâ ¡ëâì áâà®£¨¬¨ ®¤®¢à¥¬¥®. � -

¯à¨¬¥à, ¥á«¨ f ∈ X#\X ′ ¨ C = {x ∈ X : f(x) ⩾ 0}, â® intC = ∅, coreC =
{x ∈ X : f(x) > 0} ¨ qiC = C.

(c) �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® X ª®¥ç®¬¥à®, â® intC = qiC.
(d) �á«¨ intC 6= ∅, â® intC = qiC (á¬. [7, 2.14]).
(e) � ¯à®áâà áâ¢¥ X := RN  ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª«®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®

C := {x ∈ RN : |x| ⩽ 1} ¨¬¥¥â ¯ãáâãî ¢ãâà¥®áâì ¨ ¥¯ãáâãî ª¢ §¨¢ãâà¥-

®áâì.

◁ (d) �á«¨ intC 6= ∅, â® á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.8 á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 
intC = qiX ∩ intC = qi (X ∩ C) = qiC.

(e) �«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  x ∈ C ¨¬¥¥¬ R+(C − x) ⊂ ℓ∞ 6= RN,   § ç¨â,
x /∈ intC. � ¤àã£®© áâ®à®ë, 0 ∈ qiC, â ª ª ª cl R+C = cl ℓ∞ = RN. ▷

4.10. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ C | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X, â® ¬®¦¥áâ¢®

qiC ª¢ §¨®âªàëâ®, â. ¥. qi qiC = qiC.

◁ �®áâ â®ç® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì 0 ∈ qiC ¨ ãáâ ®¢¨âì ¢ª«îç¥¨¥ 0 ∈ qi qiC.
� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© äãªæ¨® « f ∈ (qiC)⊕ ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® f = 0. �®-
áª®«ìªã qiC 6= ∅, á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.7 á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® cl qiC =
clC,   § ç¨â, ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ì®áâ¨ ¥¯à¥àë¢®£® äãªæ¨® «  f   qiC ¢ëâ¥-
ª ¥â ¥£® ¯®«®¦¨â¥«ì®áâì   C. �«¥¤®¢ â¥«ì®, f = 0, ¯®áª®«ìªã C⊕ = {0}. ▷

4.11. �¯¥à æ¨ï ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨ qi : P(X) → P(X), ¢®®¡é¥ £®¢®àï,
¥ ï¢«ï¥âáï ¢ãâà¥®áâìî ®â®á¨â¥«ì® ª ª®©-«¨¡® â®¯®«®£¨¨  X, ¯®áª®«ìªã
à ¢¥áâ¢® qi (S1 ∩ S2) = qiS1 ∩ qiS2 ¬®¦¥â  àãè âìáï, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢ë¯ãª«ëå
¬®¦¥áâ¢ S1 ¨ S2. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ X 6= {0} ¨ K | ¯«®âë© ª®ãá ¢ X, â®
0 ∈ qi (K) ∩ qi (−K), ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª K ∩ −K = {0} ¨ ¯®íâ®¬ã 0 /∈ qi (K ∩ −K).

4.12. �«¥¤ãîé¨© ä ªâ á«ã¦¨â ¥§ ç¨â¥«ìë¬ ãá¨«¥¨¥¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï
[8, 2.1.1].

�à¥¤«®¦¥¨¥. (a) �«ï «î¡®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  C ⊂ X ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

¢ª«îç¥¨¥ qiC⊕ ⊂ C⊞.

(b) �á«¨ W | § ¬ªãâë© ª«¨ ¢ X, â® qiW⊕ = W⊞.

◁ (a) �®¯ãáâ¨¬, f ∈ qiC⊕, ® f(x) = 0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® í«¥¬¥â  x ∈ C\{0}.
�®£¤  ¤«ï ¢á¥å g ∈ C⊕ ¨¬¥¥¬ 〈x | g − f〉 = 〈x | g〉 ⩾ 0, â. ¥. x ∈ (C⊕ − f)⊕, çâ®
¥¢®§¬®¦®, ¯®áª®«ìªã (C⊕ − f)⊕ = {0}.
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(b) �®¯ãáâ¨¬, çâ® f > 0   W\{0}, ® f /∈ qiW⊕. �®£¤  (W⊕ − f)⊕ 6= {0} ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¥ã«¥¢®© í«¥¬¥â x ∈ X, çâ® 〈x | g〉 ⩾ 〈x | f〉
¤«ï ¢á¥å g ∈ W⊕. �®áª®«ìªã W⊕ | ª«¨, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â 〈x | g〉 ⩾ 0 ¤«ï
¢á¥å g ∈ W⊕,   § ç¨â, x ∈ W⊕⊕ = clW = W (á¬. â¥®à¥¬ã 3.11) ¨ ¯®íâ®¬ã
〈x | f〉 > 0. �® â®£¤  〈x | g〉 ⩾ 〈x | f〉 > 0 ¤«ï ¢á¥å g ∈ W⊕, çâ® ¥¢®§¬®¦®, â ª
ª ª 0 ∈ W⊕. ▷

4.13. �¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  C ⊂ RN á¯à ¢¥¤«¨¢®

à ¢¥áâ¢®

qiC = {c ∈ C : πnc ∈ intπnC ¤«ï ¢á¥å n ∈ N}.
� ç áâ®áâ¨, ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® C ª¢ §¨®âªàëâ® ¢ RN â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  ª ¦¤ ï ¯à®¥ªæ¨ï πnC ®âªàëâ  ¢ Rn.

◁ �®áâ â®ç® ãáâ ®¢¨âì íª¢¨¢ «¥â®áâì

0 ∈ qiC ⇔ 0 ∈ C ¨ 0 ∈ intπnC ¤«ï ¢á¥å n ∈ N,

ª®â®à ï á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨© 4.4 ¨ 4.9(c) á¢®¤¨âáï ª íª¢¨¢ «¥â®áâ¨

C
⊕
= {0} ⇔ (πnC)

⊕
= {0} ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�ãáâì C⊕ = {0}. �á«¨ n ∈ N, x ∈ Rn ¨ x̂ ⩾ 0   πnC, â® ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ y := (x(1), . . . , x(n), 0, 0, . . .) ∈ RN

fin
¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢® ŷ ⩾ 0   C,

®âªã¤  y = 0 ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, x = πny = 0.
� ®¡®à®â, ¯ãáâì (πnC)

⊕ = {0} ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �á«¨ n ∈ N, x ∈ RN
n ¨ x̂ ⩾ 0

  C, â® (πnx)̂ ⩾ 0   πnC, ®âªã¤  πnx = 0,   § ç¨â, x = 0. ▷

§ 5. �¢ §¨«®ª «ì ï ®£à ¨ç¥®áâì

� ë© ¯ à £à ä ¯®á¢ïé¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨î ®¢®£® ¯®ïâ¨ï | ª¢ §¨«®ª «ì-
® ®£à ¨ç¥®£® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢ . � ª ¢ëïá¨âáï ¯®§¦¥
(á¬. § 6), â ª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  ®¡« ¤ îâ àï¤®¬ ¯®«¥§ëå á¢®©áâ¢, á¢ï§ ëå á § -
¬ªãâ®áâìî ª®ãá®¢ ¢  ¢¥¤¥ëå ¨¬¨ á« ¡ëå â®¯®«®£¨ïå. �á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ -
â®¬ íâ®£® ¯ à £à ä  ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  5.10, á®£« á® ª®â®à®© ¯à®áâà áâ¢® RN

ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬.
�áî¤ã ¨¦¥ X | å ãá¤®àä®¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà áâ¢®.

5.1. �ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® C ⊂ X  §®¢¥¬ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬

¢ â®çª¥ x ∈ qiC, ¥á«¨ x ∈ qiB ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®£à ¨ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
B ⊂ C. �à®áâà áâ¢® X  §®¢¥¬ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬, ¥á«¨ ¢ X «î¡®¥
¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® C ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x ∈ qiC.

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¢áïª®¥ ®à¬¨à®¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à -
¨ç¥®. �®«¥¥ è¨à®ª¨© ª« áá ¯à¨¬¥à®¢ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ëå ¯à®-
áâà áâ¢ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬ 5.9.

5.2. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ ¯à®áâà áâ¢® X ¡¥áª®¥ç®¬¥à® ¨ X ′ = X#,

â® «î¡®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X ®¡« ¤ ¥â ¯ãáâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî.

� ç áâ®áâ¨, â ª®¥ ¯à®áâà áâ¢® X ¥ ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬.

◁ �ãáâì X ¡¥áª®¥ç®¬¥à®, X ′ = X#, ¨ ¯ãáâì S | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X
á ¥¯ãáâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî. �®¦® áç¨â âì, çâ® 0 ∈ qiS ¨ â¥¬ á ¬ë¬
cl R+S = X. � áá¬®âà¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
E ⊂ S. �®£¤  S ⊂ linE, ¨ ¬®¦¥áâ¢® E ¡¥áª®¥ç®, â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢®¬
á«ãç ¥ X = cl R+S ⊂ cl linE = linE ¢®¯à¥ª¨ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®áâ¨ X. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â ¥®£à ¨ç¥ ï äãªæ¨ï f : E → R, ª®â®à ï ¯à®¤®«¦ ¥âáï
¤® ¥®£à ¨ç¥®£®   S äãªæ¨® «  f ∈ X# = X ′. ▷
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5.3. �¥¬¬ . �ãáâì C | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X ¨ x ∈ qiC. �®«®¦¨¬
D := 1

2 (C + x) = 1
2 (C − x) + x. �®£¤  x ∈ qiD ¨ D ⊂ qiC. � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨

0 ∈ qiC, â® 1
2C ⊂ qiC.

◁ �ª«îç¥¨¥ x ∈ qiD ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ x ∈ D ¨ (D − x)⊕ = 1
2 (C − x)⊕ = {0}.

�à®¬¥ â®£®, ¡« £®¤ àï ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.5 ¤«ï ¢á¥å c ∈ C ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¢ª«îç¥¨ï
1
2 (c+ x) ∈ [x, c[ ⊂ qiC,   § ç¨â, D ⊂ qiC. ▷

5.4. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® C ⊂ X ª¢ §¨«®ª «ì®

®£à ¨ç¥® ¢ â®çª¥ x ∈ qiC. �®£¤ 
(a) áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® B ⊂ C â ª®¥, çâ®

x ∈ qiB, B ⊂ qiC ¨ clB ⊂ qi clC;
(b) ¥á«¨ C § ¬ªãâ®, â® áãé¥áâ¢ã¥â § ¬ªãâ®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢® B ⊂ C â ª®¥, çâ® x ∈ qiB ⊂ cl qiB = B ⊂ qiC.

◁ �®¦® áç¨â âì, çâ® x = 0.
(a) �ãáâì 0 ∈ qiB0, £¤¥ B0 | ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® C. �®£¤  ¬®-

¦¥áâ¢® B := 1
2 coB0 ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¢ª«îç¥¨¥ 0 ∈ qiB

®ç¥¢¨¤®,   ¡« £®¤ àï «¥¬¬¥ 5.3 á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ª«îç¥¨ï B ⊂ 1
2C ⊂ qiC ¨

clB ⊂ 1
2 clC ⊂ qi clC.

(b) �®£« á® ãâ¢¥à¦¤¥¨î (a) ¨¬¥¥âáï ®£à ¨ç¥®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®-
¦¥áâ¢® B0 ⊂ C â ª®¥, çâ® 0 ∈ qiB0 ¨ clB0 ⊂ qi clC = qiC. �®áª®«ìªã
qi clB0 6= ∅, ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.7 ¨¬¥¥¬ cl qi clB0 = clB0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì-
®, 0 ∈ qi clB0 ⊂ cl qi clB0 = clB0 ⊂ qiC. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦¥áâ¢® B := clB0

ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. ▷

5.5. �à¥¤«®¦¥¨¥. �à®áâà áâ¢® X ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥® â®£¤  ¨

â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  «î¡®© ¯«®âë© ª«¨ W ⊂ X á®¤¥à¦¨â â ª®¥ ®£à ¨ç¥®¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢® B ⊂ W , çâ® 0 ∈ qiB.

◁ � ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¤®áâ â®ç®áâì. �ãáâì C | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤-
¬®¦¥áâ¢® X ¨ 0 ∈ qiC. �®ª ¦¥¬, çâ® 0 ∈ qiB ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®£à ¨ç¥®£®
¯®¤¬®¦¥áâ¢  B ⊂ C. �® ãá«®¢¨î ¯«®âë© ª«¨ R+C á®¤¥à¦¨â â ª®¥ ®£à -
¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® B ⊂ R+C, çâ® 0 ∈ qiB. �®¦® áç¨â âì B ¢ë¯ãª«ë¬.
�®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ B := B ∩ C ï¢«ï¥âáï ¨áª®¬ë¬. �®áª®«ìªã cl R+B = X,
¤«ï ãáâ ®¢«¥¨ï âà¥¡ã¥¬®£® á®®â®è¥¨ï cl R+B = X ¤®áâ â®ç® à áá¬®â-
à¥âì ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â �b ∈ B ¨ § ¬¥â¨âì, çâ® �b ∈ R+B. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¨§ ¢ª«îç¥¨ï B ⊂ R+C á«¥¤ã¥â �b = λc ¤«ï ¥ª®â®àëå λ ⩾ 0 ¨ c ∈ C. �á«¨
λ ⩽ 1, â® �b = λc ∈ [0, c] ⊂ C,   § ç¨â, �b ∈ B ∩ C = B ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, �b ∈ R+B.
�á«¨ ¦¥ λ > 1, â® c ∈ [0, λc] = [0,�b] ⊂ B, ®âªã¤  c ∈ B ∩ C = B ¨ â®£¤  ¢®¢ì
�b = λc ∈ R+B. ▷

5.6. �®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà áâ¢®  §®¢¥¬ áã¡®à¬¨àã¥¬ë¬, ¥á«¨ ¥£®
â®¯®«®£¨ï á« ¡¥¥ ¥ª®â®à®© ®à¬¨àã¥¬®© â®¯®«®£¨¨.

�ç¥¢¨¤®, ¢áïª®¥ ®à¬¨àã¥¬®¥ ¯à®áâà áâ¢® áã¡®à¬¨àã¥¬®. �¥âà¨§ã¥-
¬®áâì, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¢«¥ç¥â áã¡®à¬¨àã¥¬®áâì. � ¯à¨¬¥à, ¯à®áâà áâ¢® RN

¬¥âà¨§ã¥¬®, ® ¥ á®¤¥à¦¨â ®£à ¨ç¥ëå ¯®£«®é îé¨å ¬®¦¥áâ¢ ¨ ¯®íâ®¬ã
¥ áã¡®à¬¨àã¥¬® (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.7).

5.7. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà -

áâ¢  X à ¢®á¨«ìë:

(a) X áã¡®à¬¨àã¥¬®;

(b)   X áãé¥áâ¢ã¥â ®à¬  á ®£à ¨ç¥ë¬ ¢ X è à®¬;

(c) ¢ X áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥®¥ ¯®£«®é îé¥¥ ¬®¦¥áâ¢®;



956 �. �. �ãâ¬ , �. �. �¬¥«ìï¥ª®¢

(d) ¢ X áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ¥¯ãáâë¬ ï¤à®¬;

(e) ¢ X áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï.

◁ (a)⇒(b). �á«¨ B | ¥¤¨¨çë© è à ®à¬ë, çìï â®¯®«®£¨ï á¨«ì¥¥ â®¯®-
«®£¨¨ ¯à®áâà áâ¢  X, â® B ®£à ¨ç¥ ¢ X. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, «î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì
ã«ï U ¢ X á®¤¥à¦¨â è à εB ¤«ï ¥ª®â®à®£® ε > 0,   § ç¨â, B ⊂ 1

εU .
�¬¯«¨ª æ¨¨ (b)⇒(c)⇔(d) âà¨¢¨ «ìë.
(c)⇒(e). �á«¨ B | ®£à ¨ç¥®¥ ¯®£«®é îé¥¥ ¬®¦¥áâ¢® ¨ E | ¡ §¨á

� ¬¥«ï, â® ¨¬¥¥âáï á¥¬¥©áâ¢® â ª¨å ç¨á¥« λe > 0, çâ® λee ∈ B ¤«ï ¢á¥å e ∈ E,
¨ â®£¤  {λee : e ∈ E} | ®£à ¨ç¥ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï.

(e)⇒(a). �ãáâì E | ®£à ¨ç¥ë© ¡ §¨á � ¬¥«ï ¢X. �¯à¥¤¥«¨¬  X ®à-
¬ã, ¯®« £ ï ‖x‖ :=

∑
e∈E

|xe|, £¤¥ xe | ª®íää¨æ¨¥â ¯à¨ e ¢ à §«®¦¥¨¨ x ¯® ¡ -

§¨áã E. �®ª ¦¥¬, çâ® â®¯®«®£¨ï ®à¬ë ‖·‖ á¨«ì¥¥ â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà áâ¢  X.
�î¡ ï ®ªà¥áâ®áâì ã«ï ¢ X á®¤¥à¦¨â  ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª«ãî ¯®¤®ªà¥áâ®áâì U .
�§ ®£à ¨ç¥®áâ¨ E ¢ëâ¥ª ¥â ¢ª«îç¥¨¥ E ⊂ λU ¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«  λ > 0.
�®áª®«ìªã ¥¤¨¨çë© è à B ®à¬ë ‖·‖ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  ¡á®«îâ® ¢ë¯ãª-
«ãî ®¡®«®çªã ¬®¦¥áâ¢  E, ¨¬¥¥¬ B ⊂ λU . �«¥¤®¢ â¥«ì®, 1

λB ⊂ U ,   § ç¨â,
U ï¢«ï¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî ã«ï ¢ â®¯®«®£¨¨ ®à¬ë ‖·‖. ▷

5.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ã¡®à¬¨àã¥¬®áâì X à ¢®á¨«ì  áã¡®à¬¨àã¥¬®-

áâ¨ X ′.

◁ �á«¨B |®£à ¨ç¥®¥ ¯®£«®é îé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X, â® á®£« á® á«¥¤-
áâ¢¨î 3.9(d),(e) ¥£® ¯®«ïà  B⊙ | ®£à ¨ç¥®¥ ¯®£«®é îé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X ′.
�® â®© ¦¥ ¯à¨ç¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®£à ¨ç¥®£® ¯®£«®é îé¥£® ¬®¦¥áâ¢ 
¢ X ′ ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® ¬®¦¥áâ¢  ¢ X. ▷

5.9. �à¥¤«®¦¥¨¥. �áïª®¥ áã¡®à¬¨àã¥¬®¥ ¯à®áâà áâ¢® ï¢«ï¥âáï ª¢ -

§¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬.

◁ �ãáâì B | ®£à ¨ç¥®¥ ¯®£«®é îé¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X (á¬. ¯à¥¤«®¦¥-
¨¥ 5.7), ¨ ¯ãáâì W | ¯«®âë© ª«¨ ¢ X. �®£¤  R+(W ∩ B) = W ,   § ç¨â,
cl R+(W ∩B) = X, â. ¥. 0 ∈ qi (W ∩B). �áâ ¥âáï á®á« âìáï   ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.5. ▷

� ¬¥â¨¬, çâ® ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ :  ¯à¨¬¥à, ¯à®áâà -
áâ¢® RN ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥® (á¬. â¥®à¥¬ã 5.10), ® ¥ áã¡®à¬¨àã¥¬®.

5.10. �¥®à¥¬ . �à®áâà áâ¢® RN ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë¬.

◁ �á¯®«ì§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.5, à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¯«®âë© ª«¨
W ⊂ RN ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® 0 ∈ qiB ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®£à ¨ç¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢ 
B ⊂ W . �® â¥®à¥¬¥ 4.13 ¤«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¨¬¥¥¬ 0 ∈ intπnW ,   ¯®áª®«ìªã ¯à®-
¥ªæ¨ï πnW ï¢«ï¥âáï ª«¨®¬ ¢ Rn, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® πnW = Rn. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨m ∈ {1, . . . , n}  ©¤ãâáï â ª¨¥ í«¥¬¥âë w+

nm, w−
nm ∈ W ,

çâ® πnw
+

nm = πnem ¨ πnw
−
nm = −πnem. �®«®¦¨¬

B := co
(⋃
n∈N

{w+

n1, . . . , w
+

nn, w
−
n1, . . . , w

−
nn} ∪ {0}

)
.

�ç¥¢¨¤®, B ⊂ W . �«ï ª ¦¤®£® n ∈ N ¬®¦¥áâ¢® πnB á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®àë
πnw

±
n1 = ±πne1, . . . , πnw

±
nn = ±πnen, ¢ë¯ãª« ï ®¡®«®çª  ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï

è à®¬ ℓ1-®à¬ë ¢ Rn. �«¥¤®¢ â¥«ì®, 0 ∈ intπnB ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ ¯®íâ®¬ã
0 ∈ qiB á®£« á® â¥®à¥¬¥ 4.13. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®¦¥-
áâ¢  B à áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ç¨á«® k ∈ N ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ç¨á«®¢®¥ ¬®-
¦¥áâ¢® B(k) := {b(k) : b ∈ B} ®£à ¨ç¥®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï ¢á¥å n ⩾ k
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¨ m ∈ {1, . . . , n} á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â®è¥¨ï

w±
nm(k) =

(
πnw

±
nm

)
(k) = (±πnem)(k) ∈ {−1, 0, 1},

  § ç¨â, B(k) «¥¦¨â ¢ ¢ë¯ãª«®© ®¡®«®çª¥ ª®¥ç®£® ¬®¦¥áâ¢ 

k−1⋃
n=1

{
w±

n1(k), . . . , w
±
nn(k)

}
∪ {−1, 0, 1}. ▷

§ 6. �¢ §¨¯«®â®áâì

� ¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ ¨áá«¥¤®¢   á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï ®¢ë¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨ |
ª¢ §¨¯«®â®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  ¨ áâà®£® § ¬ªãâ®£® ª®ãá . �á®¢ë¬¨ à¥-
§ã«ìâ â ¬¨ §¤¥áì ï¢«ïîâáï â¥®à¥¬  6.11 ¨ ¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 6.12, á®£« á® ª®â®à®¬ã
áâà®£ ï § ¬ªãâ®áâì ª®ãá®¢  á«¥¤ã¥âáï â®¯®«®£¨ï¬¨,  ¢¥¤¥ë¬¨ ª¢ §¨¯-
«®âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢.

�áî¤ã ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ X | å ãá¤®àä®¢® «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà -
áâ¢®. �¨¬¢®«®¬ Pcbc(X) ãá«®¢¨¬áï ®¡®§ ç âì á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å § ¬ªãâëå
®£à ¨ç¥ëå ¢ë¯ãª«ëå ¯®¤¬®¦¥áâ¢ X.

6.1. �¥¬¬ . �ãáâì Z | ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢  S ⊂ X à ¢®á¨«ìë:

(a) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(X) ¨ qi (Z ∩B) 6= ∅, â® S ∩B 6= ∅;
(b) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(X) ¨ qi (Z ∩B) 6= ∅, â® S ∩ qiB 6= ∅;
(c) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(Z ) ¨ qiB 6= ∅, â® S ∩ clB 6= ∅;
(d) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(Z ) ¨ qiB 6= ∅, â® S ∩ qi clB 6= ∅,

£¤¥ ®¯¥à æ¨¨ cl ¨ qi ¢® ¢á¥å ¯ãªâ å ¯à®¨§¢®¤ïâáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X.

◁ (a)⇒(b). �ãáâì B ∈ Pcbc(X) ¨ z ∈ qi (Z ∩B). �®«®¦¨¬ C := 1
2 (B− z)+ z.

�ç¥¢¨¤®, C ∈ Pcbc(X). �§ à ¢¥áâ¢ Z∩C−z = 1
2 (Z∩B−z) ¨ (Z∩B−z)⊕ = {0}

á«¥¤ã¥â, çâ® (Z ∩ C − z)⊕ = {0}, â. ¥. z ∈ qi (Z ∩ C). �®£¤  S ∩ C 6= ∅ á®£« á®
ãá«®¢¨î (a). �à®¬¥ â®£®, C ⊂ qiB ¯® «¥¬¬¥ 5.3. �«¥¤®¢ â¥«ì®, S ∩ qiB 6= ∅.

(b)⇒(d). �ãáâì B ∈ Pcbc(Z) ¨ qiB 6= ∅. �á®, çâ® clB ∈ Pcbc(X). �ª«î-
ç¥¨¥ Z ∩ clB ⊃ B ¢«¥ç¥â qi (Z ∩ clB) ⊃ qiB 6= ∅,   § ç¨â, S ∩ qi clB 6= ∅
á®£« á® ãá«®¢¨î (b).

�¬¯«¨ª æ¨ï (d)⇒(c) âà¨¢¨ «ì .
(c)⇒(a). �ãáâì B ∈ Pcbc(X) ¨ qi (Z ∩ B) 6= ∅. �®áª®«ìªã Z ∩ B ∈ Pcbc(Z),

ãá«®¢¨¥ (c) ¢«¥ç¥â S ∩ cl (Z ∩B) 6= ∅. �à¨ íâ®¬ cl (Z ∩B) ⊂ clB = B. ▷

6.2. �®¤¬®¦¥áâ¢® S ⊂ X, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬ ¢ «¥¬¬¥ 6.1
à ¢®á¨«ìë¬ ãá«®¢¨ï¬ (a){(d), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª¢ §¨¯«®âë¬ ¢ X ®â®á¨-

â¥«ì® Z. �®¦¥áâ¢®, ª¢ §¨¯«®â®¥ ¢ X ®â®á¨â¥«ì® X,  §®¢¥¬ ª¢ §¨¯«®â-

ë¬ ¢ X. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®á¨«ìë:
(a) S ª¢ §¨¯«®â® ¢ X;
(b) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(X) ¨ qiB 6= ∅, â® S ∩B 6= ∅;
(c) ¥á«¨ B ∈ Pcbc(X) ¨ qiB 6= ∅, â® S ∩ qiB 6= ∅.

6.3. �à¥¤«®¦¥¨¥. �á«¨ ¢X áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ¥¯ã-

áâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî, â® ¢áïª®¥ ª¢ §¨¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X ¯«®â® ¢ X.

◁ �ãáâì B | ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, ¨¬¥îé¥¥ ¥¯ãáâãî ª¢ §¨¢-
ãâà¥®áâì. �®¦® áç¨â âì, çâ® 0 ∈ qiB. �®¯ãáâ¨¬, ¢ X ¨¬¥¥âáï ª¢ §¨¯«®â-
®¥, ® ¥ ¯«®â®¥ ¬®¦¥áâ¢® S. �®£¤   ©¤ãâáï U ¨ u â ª¨¥, çâ® U | § ¬ªã-
â®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X, u ∈ intU ¨ U ⊂ X\S. �®«®¦¨¬ B := cl coB
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¨ C := (B+u)∩U . �á®, çâ® C ∈ Pcbc(X), ¯à¨ç¥¬ qiC 6= ∅. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®-
áª®«ìªã u ∈ B+u ¨ ((B+u)−u)⊕ = B⊕ ⊂ B⊕ = {0}, ¨¬¥¥¬ u ∈ qi (B+u), ®âªã¤ 
á ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4.8 á«¥¤ã¥â u ∈ qi (B+u)∩ intU = qi ((B+u)∩U) = qiC.
�®£¤  ª¢ §¨¯«®â®áâì S ¢ X ¢«¥ç¥â ¥¯ãáâ®âã ¯¥à¥á¥ç¥¨ï S ∩C, ª®â®à ï ¯à®-
â¨¢®à¥ç¨â ¢ª«îç¥¨ï¬ C ⊂ U ⊂ X\S. ▷

�á«¨ ¦¥ ¢ X ¢á¥ ®£à ¨ç¥ë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¨¬¥îâ ¯ãáâãî ª¢ §¨¢ãâà¥-
®áâì (á¬.,  ¯à¨¬¥à, ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.2), â® Pcbc(X) = ∅, ¨ â®£¤  ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 6.2 «î¡®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® X ª¢ §¨¯«®â®.

6.4. �«¥¤áâ¢¨¥. � ¯à®áâà áâ¢¥ RN ¢á¥ ª¢ §¨¯«®âë¥ ¬®¦¥áâ¢  ï¢«ï-

îâáï ¯«®âë¬¨.

◁ �« £®¤ àï ¯à¥¤«®¦¥¨î 6.3 ¤®áâ â®ç® § ¬¥â¨âì, çâ® {x∈RN : |x|⩽ 1}|
®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN á ¥¯ãáâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî (á¬. ¯à¥¤«®¦¥-
¨¥ 4.9(e)). ▷

�¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥¢¥à®: RN
fin
á«ã¦¨â ¯à¨¬¥à®¬ ¯«®â®£®, ® ¥ ª¢ -

§¨¯«®â®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  RN. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¬®¦¥áâ¢®

B :=
{
s ∈ RN : |s(n)− 1| ⩽ 1

2 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N
}

¯à¨ ¤«¥¦¨â Pcbc(RN), ¯à¨ç¥¬ (1, 1, . . . ) ∈ qiB, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª RN
fin

∩B = ∅.

6.5. �á¥¢¤®¡ §®© (á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¡ §®©) ª«¨  K ¢ X  §ë¢ ¥âáï â ª®¥
¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® B ⊂ K, çâ® 0 /∈ B ¨ ¤«ï «î¡®£® ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â 
x ∈ K áãé¥áâ¢ã¥â (á®®â¢¥âáâ¢¥®, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥) ç¨á«® λ > 0, ¤«ï
ª®â®à®£® λx ∈ B. �ç¥¢¨¤®, ¢áïª¨© ª«¨, ¨¬¥îé¨© ¯á¥¢¤®¡ §ã, ï¢«ï¥âáï ª®ã-
á®¬. � ª ¨§¢¥áâ® (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [9, 3.6]),  «¨ç¨¥ ¡ §ë ã ª®ãá  K à ¢®á¨«ì-
® áãé¥áâ¢®¢ ¨î áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£®   K\{0} «¨¥©®£® äãªæ¨® « .

6.6. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ª«¨  K ⊂ X à ¢®á¨«ìë:

(a) K⊞ 6= ∅, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© äãªæ¨® « f ∈ X ′, çâ® f > 0   K\{0};
(b) K ¨¬¥¥â â ªãî ¯á¥¢¤®¡ §ã B, çâ® 0 /∈ clB;
(c) K ¨¬¥¥â â ªãî ¡ §ã B, çâ® 0 /∈ clB;
(d) K\{0} ⊂ R+U ¤«ï ¥ª®â®à®£® ®âªàëâ®£® ¢ë¯ãª«®£® ¬®¦¥áâ¢  U ⊂ X

â ª®£®, çâ® 0 /∈ U ;
(e) K\{0} ⊂ intK ¤«ï ¥ª®â®à®£® ª®ãá  K ⊂ X.

6.7. �«¨ K ⊂ X  §®¢¥¬ áâà®£® § ¬ªãâë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© í«¥¬¥â x ∈
X\K áâà®£® ®â¤¥«¨¬ ®â K\{0}, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® « f ∈ X ′ â ª®©, çâ®
f > 0   K\{0} ¨ f(x) < 0.

�ç¥¢¨¤®, áâà®£® § ¬ªãâë© ª«¨ ï¢«ï¥âáï ª®ãá®¬. � ª®¥ç®¬¥à®¬
¯à®áâà áâ¢¥ ¢áïª¨© § ¬ªãâë© ª®ãá áâà®£® § ¬ªãâ. �®¦¥áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì-
ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©

(
RN)+ ¨

(
RN

fin

)+
á«ã¦ â ¯à¨¬¥à ¬¨ § ¬ªãâëå, ® ¥

áâà®£® § ¬ªãâëå ª®ãá®¢ ¢ RN
∣∣RN

fin
¨ RN

fin

∣∣RN
fin
. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ RN

fin

∣∣RN ¢á¥
§ ¬ªãâë¥ ª®ãáë áâà®£® § ¬ªãâë (á¬. â¥®à¥¬ã 8.4).

6.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ª«¨  K ⊂ X à ¢®á¨«ìë:

(a) K | áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá;

(b) K § ¬ªãâ ¨ K⊞ 6= ∅;
(c) K § ¬ªãâ ¨ ¨¬¥¥â § ¬ªãâãî ¯á¥¢¤®¡ §ã;

(d) K § ¬ªãâ ¨ ¨¬¥¥â § ¬ªãâãî ¡ §ã.

◁ � ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.6 ¢ ¯®ïá¥¨¨ ã¦¤ ¥âáï «¨èì ¨¬¯«¨ª æ¨ï
(b)⇒(a). �ãáâì K § ¬ªãâ, g ∈ K⊞ ¨ x ∈ X\K. �® â¥®à¥¬¥ ® áâà®£®© ®â-
¤¥«¨¬®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â äãªæ¨® « h ∈ X ′ â ª®©, çâ® h ⩾ 0   K ¨ h(x) < 0.
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�ãáâì λ > 0 | â ª®¥ ç¨á«®, çâ® λh(x) < −g(x). �®£¤  äãªæ¨® « f := g + λh
áâà®£® ®â¤¥«ï¥â x ®â K\{0}. ▷

6.9. �¥¬¬ . �á«¨ C ∈ Pcbc(X), C 6= ∅ ¨ 0 /∈ C, â® R+C | § ¬ªãâë©

ª®ãá ¢ X.

◁ �®¦¥áâ¢®R+C, ®ç¥¢¨¤®, ï¢«ï¥âáï ª®ãá®¬. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¥£® § -
¬ªãâ®áâ¨ à áá¬®âà¨¬ á¥â¨ λα ∈ R+ ¨ cα ∈ C, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® λαcα → x ∈ X,
¨ ãáâ ®¢¨¬ ¢ª«îç¥¨¥ x ∈ R+C. �®¦® áç¨â âì, çâ® x 6= 0. �®áª®«ìªã ¬®¦¥-
áâ¢® C § ¬ªãâ® ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â 0, ¯® â¥®à¥¬¥ ® áâà®£®© ®â¤¥«¨¬®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â
â ª®© äãªæ¨® « f ∈ X ′, çâ® f ⩾ 1   C. �§ ®£à ¨ç¥®áâ¨ C ¢ëâ¥ª ¥â
®£à ¨ç¥®áâì á¥â¨ f(cα). �¥à¥å®¤ï ª ¯®¤á¥â¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® f(cα) → µ

¤«ï ¥ª®â®à®£® ç¨á«  µ ⩾ 1. �®«®¦¨¬ λ := f(x)
µ . �®®â®è¥¨ï 1

f(cα)
→ 1

µ ¨

f(λαcα) → f(x) ¢«¥ªãâ λα = 1
f(cα)

f(λαcα) → 1
µf(x) = λ. � ª ª ª C ®£à ¨-

ç¥® ¨ λαcα → x 6= 0, á¥âì λα ¥ ¬®¦¥â áå®¤¨âìáï ª ã«î,   § ç¨â, λ > 0.
�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® λα > 0 ¤«ï ¢á¥å α. �®áª®«ìªã 1

λα
→ 1

λ ¨ λαcα → x, ¨¬¥¥¬

cα = 1
λα

λαcα → 1
λx. �à¨¢«¥ª ï § ¬ªãâ®áâì C, § ª«îç ¥¬, çâ® 1

λx ∈ C, ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, x ∈ R+C. ▷

6.10. �¥¬¬ . �ãáâì Y ¨ Z | ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X ′, B ∈ Pcbc(X
′),

qi cl (Z ∩ B) 6= ∅, Y ∩ B = ∅. �®£¤  (Z ∩ B)⊕ ⊂ X | ª®ãá, áâà®£® § ¬ªãâë©

¢ X|Z ¨ ¯«®âë© (¢ ç áâ®áâ¨, ¥ § ¬ªãâë©) ¢ X|Y .
◁ �® ãá«®¢¨î ¤«ï ¬®¦¥áâ¢ C := Z ∩ B ¨ D := clC á¯à ¢¥¤«¨¢ë á®®â®-

è¥¨ï D ∈ Pcbc(X
′), 0 /∈ D ⊂ B, qiD 6= ∅. �§ «¥¬¬ë 6.9 á«¥¤ã¥â, çâ® R+D |

§ ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X ′. �®«®¦¨¬ K := C⊕ = D⊕ = (R+D)⊕. �« £®¤ àï â¥®à¥-
¬¥ 3.11 ¨¬¥¥¬ K⊕ = (R+D)⊕⊕ = R+D. �®áª®«ìªã C ⊂ Z, ª«¨ K = C⊕ § ¬ªãâ
¢ X|Z. �à®¬¥ â®£®, á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.12(a) ¢ë¯®«ïîâáï ¢ª«îç¥¨ï
Z ∩ K⊞ ⊃ Z ∩ qiK⊕ ⊃ Z ∩ qiD = qiD 6= ∅,   § ç¨â, K | áâà®£® § ¬ªã-
âë© ª®ãá ¢ X|Z (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 6.8(b)). �§ ãá«®¢¨ï Y ∩ B = ∅ á«¥¤ã¥â
Y ∩K⊕ = Y ∩ R+D ⊂ Y ∩ R+B = {0}. �à¨¢«¥ª ï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.4, § ª«îç ¥¬,
çâ® 0 ∈ qiX|Y K, â. ¥. clX|Y K = X. ▷

6.11. �¥®à¥¬ . �ãáâì Y ¨ Z | ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  X ′. � áá¬®âà¨¬
á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

(a) ¢áïª¨© áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X|Z áâà®£® § ¬ªãâ ¢ X|Y ;
(b) ¢áïª¨© áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X|Z § ¬ªãâ ¢ X|Y ;
(c) Y ª¢ §¨¯«®â® ¢ X ′ ®â®á¨â¥«ì® Z.

�®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¨¬¯«¨ª æ¨¨ (a)⇒(b)⇒(c),   ¥á«¨ ¯à®áâà áâ¢® Z ª¢ §¨«®-

ª «ì® ®£à ¨ç¥®, â® ãá«®¢¨ï (a){(c) à ¢®á¨«ìë.

◁ �¬¯«¨ª æ¨ï (a)⇒(b) âà¨¢¨ «ì ,   (b)⇒(c) áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 6.10
á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 6.1(a). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® Z ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à -
¨ç¥®, ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¨¬¯«¨ª æ¨î (c)⇒(a).

�ãáâì Y ª¢ §¨¯«®â® ¢ X ′ ®â®á¨â¥«ì® Z, ¨ ¯ãáâì K | áâà®£® § ¬ªãâë©
ª®ãá ¢ X|Z. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áâà®£®© § ¬ªãâ®áâ¨ K ¢ X|Y à áá¬®âà¨¬
¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â x ∈ X\K ¨ ãáâ ®¢¨¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®£® äãªæ¨®-
 «  y ∈ Y , çâ® y > 0   K\{0} ¨ y(x) < 0. � â¥à¬¨ å ¯®«ïàë K⊞ ¨ ®âªàëâ®£®
¯®«ã¯à®áâà áâ¢  H0 := {f ∈ X ′ : f(x) < 0} â¥ªãé ï æ¥«ì ä®à¬ã«¨àã¥âáï
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Y ∩K⊞ ∩H0 6= ∅. (4)

�« £®¤ àï áâà®£®© § ¬ªãâ®áâ¨ K ¢ X|Z ¨¬¥¥¬ Z ∩ K⊞ ∩ H0 6= ∅, çâ® á®-
£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.12(b) ®§ ç ¥â  «¨ç¨¥ í«¥¬¥â  z ∈ qi (Z ∩ K⊕) ∩ H0
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(á¬. ¯. 4.2). � á¨«ã ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ Z  ©¤¥âáï â ª®¥ ¬®¦¥-
áâ¢® B ∈ Pcbc(Z), çâ® z ∈ qiB ¨ B ⊂ Z ∩ K⊕ (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 5.4(b)). �®«®-
¦¨¬ C := clB ∩ H, £¤¥ H := {f ∈ X ′ : f(x) ⩽ 0}. �á®, çâ® C ∈ Pcbc(X

′).
�à®¬¥ â®£®, ¯®áª®«ìªã intH = H0 6= ∅, á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 4.8 ¨¬¥¥¬
z ∈ qiB ∩ H0 = qi (B ∩ H) = qi (Z ∩ B ∩ H) ⊂ qi (Z ∩ C). �à¨¢«¥ª ï ª¢ §¨-
¯«®â®áâì Y ¢ X ′ ®â®á¨â¥«ì® Z, § ª«îç ¥¬, çâ® Y ∩ qiC 6= ∅. �®¢ì ¨á¯®«ì-
§ãï ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 4.8, ¨¬¥¥¬ qiC = qi (clB ∩ H) = qi clB ∩ H0 ⊂ H0,   § ç¨â,
Y ∩ qiC ∩ H0 6= ∅. �«ï ®¡®á®¢ ¨ï á®®â®è¥¨ï (4) ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ®
qiC ⊂ qi clB ⊂ qi clK⊕ = qiK⊕ ⊂ K⊞. ▷

6.12. �«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì Y | ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X ′, ¨ ¯ãáâì ¯à®-

áâà áâ¢® X ′ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥®. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï à ¢®-
á¨«ìë:

(a) ¢áïª¨© áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X áâà®£® § ¬ªãâ ¢ X|Y ;
(b) ¢áïª¨© áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X § ¬ªãâ ¢ X|Y ;
(c) Y ª¢ §¨¯«®â® ¢ X ′.

�á«¨ ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î (c) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢®B ∈Pcbc(X
′), çâ® qiB 6=∅

¨ Y ∩B = ∅, â® B⊕ á«ã¦¨â ¯à¨¬¥à®¬ áâà®£® § ¬ªãâ®£® ª®ãá  ¢ X, ¥ § ¬ªã-

â®£® (¡®«¥¥ â®£®, ¯«®â®£®) ¢ X|Y .

§ 7. �à®¥ªâ¨¢ë¥ ¬®¦¥áâ¢ 

�à®áâà áâ¢® RN
fin
, á ¡¦¥®¥ á¨«ì¥©è¥© «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®© â®¯®«®£¨¥©,

ï¢«ï¥âáï ¯àï¬ë¬ ¯à¥¤¥«®¬ (ª®¯à¥¤¥«®¬) lim−→ Rn ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Rn)n∈N
¢ ª â¥£®à¨¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯à®áâà áâ¢ ®â®á¨â¥«ì® ¢«®¦¥¨© Rn ↔
Rn ×{(0, . . . , 0)} ⊂ Rm (n ⩽ m) ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á® áâà®£¨¬ ¨¤ãªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¥«®¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ RN

n = lin {e1, . . . , en} ⊂ RN
fin

(á¬. [4, 13-3-3;
10, 19.4]). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¢®©áâ¢¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® RN

∣∣RN
fin

¯à¥¤áâ ¢«ï-
¥â á®¡®© ®¡à âë© ¯à¥¤¥« lim←− Rn ¢ â®© ¦¥ ª â¥£®à¨¨ ®â®á¨â¥«ì® ¯à®¥ªæ¨©
(x 7→ πnx) : Rm → Rn (m ⩾ n) ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ¯à¥-
¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯à®áâà áâ¢ Rn ®â®á¨â¥«ì®
¯à®¥ªæ¨© πn : RN → Rn (á¬. [10, 19.8]).

�à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ á®®¡à ¦¥¨ï á«ã¦ â ¨¤¥©®© ¯à¥¤¯®áë«ª®© ¤«ï ¢¢¥¤¥-
¨ï ¯®ïâ¨© ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¬®¦¥áâ¢ , ¯à®¥ªâ¨¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¨ ¯à®-
¥ªâ¨¢®£® ¯à¥¤¥« , ¨áá«¥¤®¢ ¨î ª®â®àëå ¯®á¢ïé¥ íâ®â ¯ à £à ä. �á®¢®©
æ¥«ìî ï¢«ïîâáï á¢ï§¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¯®ïâ¨© á ¯®ïâ¨¥¬ ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨.

� ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ¯à®áâà áâ¢  RN
fin

¨ RN  ¤¥«ïîâáï ¥áâ¥áâ¢¥®© ¤¢®©áâ¢¥-
®áâìî ¨ á ¡¦ îâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ á« ¡ë¬¨ â®¯®«®£¨ï¬¨ (á¬. ¯. 3.4).

7.1. �ãáâì (Sn)n∈N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Sn ⊂ Rn. �®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì (xn)n∈N  §®¢¥¬ æ¥¯ìî ¢ (Sn)n∈N, ¥á«¨ xn ∈ Sn ¨ xn = πnxn+1 ¤«ï
¢á¥å n ∈ N. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¡ê¥¤¨¥¨¥ æ¥¯¨

⋃
n∈N

xn ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© â ª®©

í«¥¬¥â s ∈ RN, çâ® πns = xn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
�¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  S ⊂ RN à ¢®á¨«ìë:

(a) ¥á«¨ s ∈ RN ¨ πns ∈ πnS ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â® s ∈ S;
(b) ¥á«¨ (xn)n∈N | æ¥¯ì ¢ (πnS)n∈N, â®

⋃
n∈N

xn ∈ S;

(c) S § ¬ªãâ® ¢ RN
D .

�®¦¥áâ¢® S ⊂ RN, ®¡« ¤ îé¥¥ à ¢®á¨«ìë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ (a){(c), ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì ¯à®¥ªâ¨¢ë¬. �à¨¬¥à ¬¨ ¯à®¥ªâ¨¢ëå ¬®¦¥áâ¢ á«ã¦ â ¯à®¨§¢®«ì-
ë¥ ¤¥ª àâ®¢ë ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï

∏
n∈N

�n, £¤¥ �n ⊂ R. �à®¬¥ â®£®, «î¡®¥ § ¬ªãâ®¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN § ¬ªãâ® â ª¦¥ ¢ RN
D ¨ ¯®íâ®¬ã ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬.
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7.2. �§ «¥¬¬ë 7.1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® S ⊂ RN á«¥¤ãîé¨¥ ¬®¦¥áâ¢ 
á®¢¯ ¤ îâ:

(a) {�s ∈ RN : πn�s ∈ πnS ¤«ï ¢á¥å n ∈ N};
(b)

{ ⋃
n∈N

xn : (xn)n∈N | æ¥¯ì ¢ (πnS)n∈N
}
;

(c)  ¨¡®«ìè¥¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S ⊂ RN â ª®¥, çâ® πnS = πnS ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(d) ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® S ⊂ RN â ª®¥, çâ® πnS = πnS ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(e)  ¨¬¥ìè¥¥ ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN, á®¤¥à¦ é¥¥ S;

(f) § ¬ëª ¨¥ S ¢ â®¯®«®£¨ç¥áª®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ RN
D .

�®¦¥áâ¢®, ®¯¨áë¢ ¥¬®¥ «î¡ë¬ ¨§ íª¢¨¢ «¥âëå á¯®á®¡®¢ (a){(f), ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ § ¬ëª ¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  S.

7.3. �¥¬¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ Sn ⊂ Rn

(n ∈ N) à ¢®á¨«ìë:
(a) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® S ⊂ RN, çâ® Sn = πnS ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(b) Sn = πnSm ¯à¨ n ⩽ m;

(c) Sn = πnSn+1 ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

�à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢®⋂
n∈N

π−1n (Sn) =
{
s ∈ RN : πns ∈ Sn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N

}
=

{⋃
n∈N

xn : (xn)n∈N | æ¥¯ì ¢ (Sn)n∈N

}
(5)

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  ¨¡®«ìè¥¥ áà¥¤¨ ¬®¦¥áâ¢ S, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î

¯ãªâ  (a), ï¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ áà¥¤¨ â ª¨å ¬®¦¥áâ¢ ¨ á®¢-

¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ § ¬ëª ¨¥¬ «î¡®£® ¨§ ¨å.

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (Sn)n∈N, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨ï¬ ¯®á«¥¤¥© «¥¬-
¬ë, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯à®¥ªâ¨¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî,   ¬®¦¥áâ¢® (5) ¡ã¤¥¬
®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ lim←− (Sn)n∈N ¨«¨, ¬¥¥¥ £à®¬®§¤ª®, lim←− Sn, ¨  §ë¢ âì ¯à®-
¥ªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Sn)n∈N. � ¢¥áâ¢® S = lim←− Sn ¡ã¤¥¬
¨®£¤  ¯à®ç¨âë¢ âì â ª: S ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¬®¦¥áâ¢ Sn.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®© ¯à®¥ªâ¨¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (Sn)n∈N ¨ «î-
¡®£® ¬®¦¥áâ¢  S ⊂ RN ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï:

lim←− Sn =
{
s ∈ RN : πns ∈ Sn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N

}
; (6)

S = lim←− Sn ⇔ S ¯à®¥ªâ¨¢® ¨ πnS = Sn ¤«ï ¢á¥å n ∈ N; (7)

S ¯à®¥ªâ¨¢® ⇔ S = lim←− πnS. (8)

7.4. �¥¬¬ . �á«¨ (Cn)n∈N | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢ë¯ãª«ëå

¬®¦¥áâ¢ á ¥¯ãáâë¬¨ ¢ãâà¥®áâï¬¨, â® (intCn)n∈N | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì®áâì ¨ lim←− intCn = qi lim←− Cn.

◁ �¨ªá¨àã¥¬ n ∈ N ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® intCn = πn(intCn+1).

�ª«îç¥¨¥ intCn ⊃ πn(intCn+1) ®ç¥¢¨¤®: ¥á«¨ x ∈ Rn+1, ε > 0 ¨ è à
à ¢®¬¥à®© ®à¬ë B(x, ε) á®¤¥à¦¨âáï ¢ Cn+1, â® B(πnx, ε) = πn(B(x, ε)) ⊂
πnCn+1 = Cn.
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Cn = πnCn+1

Cn+1

πnz
x

πny

yz
�x

�¨á. 1

�ãáâì â¥¯¥àì x ∈ intCn (á¬. à¨á. 1). �®ª ¦¥¬, çâ® x = πn�x ¤«ï ¥ª®â®à®£®
í«¥¬¥â  �x ∈ intCn+1. � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â y ∈ intCn+1. �á«¨
πny = x, â® ¤®ª §ë¢ âì ¥ç¥£®. �ãáâì πny 6= x. �®áª®«ìªã x ∈ intCn, ¨¬¥¥âáï
â ª®¥ ç¨á«® λ > 0, çâ® x+ λ(x− πny) ∈ Cn. �« £®¤ àï à ¢¥áâ¢ã Cn = πnCn+1

áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â z ∈ Cn+1, ¤«ï ª®â®à®£® x + λ(x − πny) = πnz. �®«®¦¨¬
�x := λ

λ+1y +
1

λ+1z. �§ ¢ª«îç¥¨ï y ∈ intCn+1 á«¥¤ã¥â, çâ® �x ∈ [y, z[ ⊂ intCn+1.
�à®¬¥ â®£®,

πn�x = λ
λ+1πny +

1
λ+1πnz =

λ
λ+1πny +

1
λ+1 (x+ λ(x− πny)) = x.

� ¢¥áâ¢® lim←− intCn= qi lim←− Cn ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á®®â®è¥¨ï (6) ¨ â¥®à¥¬ë 4.13,
â ª ª ª ¤«ï ¢á¥å s ∈ RN

s ∈ lim←− intCn ⇔ s ∈ lim←− Cn ¨ πns∈ intCn ¤«ï ¢á¥å n∈N ⇔ s ∈ qi lim←− Cn. ▷

7.5. � ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ «¥¬¬ë 7.4 ¨ ¢ë¯ãª«®áâì, ¨ ¥¯ãáâ®â  ¢ãâà¥®áâ¥©
ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥ë¬¨ âà¥¡®¢ ¨ï¬¨.

� ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ S1 = [0, 2], S2 = [0, 1]2 ∪ ([1, 2] × {0}) ¨ Sn = S2 × Rn−2

¯à¨ n > 2, â® (Sn)n∈N | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨ intSn 6= ∅ ¤«ï ¢á¥å
n ∈ N, ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (intSn)n∈N ¥ ¯à®¥ªâ¨¢ , ¯®áª®«ìªã intS1 = ]0, 2[,
¢ â® ¢à¥¬ï ª ª π1(intS2) = π1(]0, 1[

2) = ]0, 1[.

�á«¨ ¦¥ S1 = [0, 1] ¨ Sn = [0, 1]×{(0, . . . , 0)} ¯à¨ n > 1, â® (Sn)n∈N | ¯à®¥ª-
â¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨ ¢á¥ ¬®¦¥áâ¢  Sn ¢ë¯ãª«ë, ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
(intSn)n∈N ¢®¢ì ¥ ¯à®¥ªâ¨¢ , â ª ª ª intS1 = ]0, 1[,   π1(intS2) = ∅.

7.6. �à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 4.13, «¥¬¬ë 7.4
¨ á®®â®è¥¨ï (8).

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ C |¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN, â® ¬®¦¥-

áâ¢® qiC ¯à®¥ªâ¨¢®. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, qiC 6= ∅, â® (intπnC)n∈N |¯à®¥ªâ¨¢ ï

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, qiC = lim←− intπnC ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, πnqiC = qiπnC = intπnC
¤«ï ¢á¥å n ∈ N.

7.7. � ª®¥-«¨¡® á¢®©áâ¢® P ¯®¤¬®¦¥áâ¢ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà -
áâ¢   §®¢¥¬ ¯à®¥ªâ¨¢® ¨¢ à¨ âë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¬®-
¦¥áâ¢  S ⊂ RN ¢¥à® á«¥¤ãîé¥¥: S ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ P â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,
ª®£¤  πnS ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ P ¤«ï ¢á¥å n ∈ N, â. ¥. ª®£¤  S ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ª-
â¨¢ë¬ ¯à¥¤¥«®¬ ¬®¦¥áâ¢, ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢®¬ P .
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�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯à®¥ªâ¨¢® ¨¢ à¨ âë:

(a) ¥¯ãáâ®â ;

(b) ¢ë¯ãª«®áâì;

(c) ®£à ¨ç¥®áâì;

(d) ª®¬¯ ªâ®áâì (§ ¬ªãâ®áâì ¨ ®£à ¨ç¥®áâì);

(e) ¢ë¯ãª«®áâì ¨ ª¢ §¨®âªàëâ®áâì;

(f) ¢ë¯ãª«®áâì ¨ ¥¯ãáâ®â  ª¢ §¨¢ãâà¥®áâ¨.

◁ �à®¥ªâ¨¢ ï ¨¢ à¨ â®áâì á¢®©áâ¢ (a) ¨ (c) ®ç¥¢¨¤ . �à®¥ªâ¨¢ ï
¨¢ à¨ â®áâì (b) ¨ (d) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï «¨¥©®áâìî ¨ ¥¯à¥àë¢®áâìî ®â®¡-
à ¦¥¨© πn : RN → Rn ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ S =

⋂
n∈N

π−1n (πnS), á¬. (5). �à®¥ªâ¨¢ ï

¨¢ à¨ â®áâì (e) ¨ (f) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 4.13 ¨ «¥¬¬ë 7.4. ▷

� ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¯à®¥ªâ¨¢ë© ¯à¥¤¥« § ¬ªãâëå ¬®¦¥áâ¢ § ¬ªãâ. �¥¬
¥ ¬¥¥¥ § ¬ªãâ®áâì ¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢® ¨¢ à¨ âë¬ á¢®©áâ¢®¬ ¤ ¦¥
¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ âà¥¡®¢ ¨¨ ¢ë¯ãª«®áâ¨. � ¯à¨¬¥à, ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢®

S = {s ∈ RN : s(1) > 0, s(1) · s(2) ⩾ 1}

§ ¬ªãâ® (¨ ¯®íâ®¬ã ¯à®¥ªâ¨¢®), ® ¯à®¥ªæ¨ï π1S = ]0,∞[ ¥ § ¬ªãâ .

7.8. �®¤¬®¦¥áâ¢®RN, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤
∏
n∈N

�n, £¤¥ �n |®âªàëâë¥ ¯®¤¬®¦¥-

áâ¢  R,  §ë¢ ¥âáï ®âªàëâ®© ª®à®¡ª®©. �®¯®«®£¨ï   RN, ¤«ï ª®â®à®© ®âªàë-
âë¥ ª®à®¡ª¨ á«ã¦ â ¡ §®¢ë¬¨ ®âªàëâë¬¨ ¬®¦¥áâ¢ ¬¨,  §ë¢ ¥âáï ª®à®¡®ç®©
â®¯®«®£¨¥©. � ª «¥£ª® ¢¨¤¥âì, ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  s ∈ RN ¢ë¯ãª«ë¥ ®âªàëâë¥
ª®à®¡ª¨ ∏

n∈N

]s(n)− εn, s(n) + εn[, εn > 0, (9)

®¡à §ãîâ ¡ §ã ®ªà¥áâ®áâ¥© â®çª¨ s ¢ ª®à®¡®ç®© â®¯®«®£¨¨.

�à¥¤«®¦¥¨¥. (a) �áïª ï ¢ë¯ãª« ï ®âªàëâ ï ª®à®¡ª  ¢ RN á«ã¦¨â ¯à¨-

¬¥à®¬ ¯à®¥ªâ¨¢®£® ª¢ §¨®âªàëâ®£® ¬®¦¥áâ¢ . �®«¥¥ â®£®, ¢á¥ ¯®¤¬®¦¥-

áâ¢  RN, ®âªàëâë¥ ¢ ª®à®¡®ç®© â®¯®«®£¨¨, ª¢ §¨®âªàëâë.

(b) �â¢¥à¦¤¥¨¥, ®¡à â®¥ (a), ¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ . � ¯à¨¬¥à, ¯à®¥ªâ¨¢®¥

¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢®

C :=
{
s ∈ RN : |s(1)− s(n)| < 1

n

}
ª¢ §¨®âªàëâ®, ® intC = ∅ ¢ ª®à®¡®ç®© â®¯®«®£¨¨.

◁ (a) �¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.7(e),   ¢â®à®¥ ¢ëâ¥ª ¥â
¨§ ¯¥à¢®£®, â ª ª ª «î¡ ï ª®à®¡®ç ï ®ªà¥áâ®áâì á®¤¥à¦¨â ¯®¤®ªà¥áâ®áâì
¢¨¤  (9).

(b) �à®¥ªâ¨¢®áâì ¬®¦¥áâ¢  C ®ç¥¢¨¤ . �£® ¢ë¯ãª«®áâì ¨ ª¢ §¨®âªàë-
â®áâì ¢ëâ¥ª îâ ¨§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 7.7(e), â ª ª ª ¯à®¥ªæ¨¨ πnC | ¢ë¯ãª«ë¥ ®â-
ªàëâë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Rn. � ¢¥áâ¢® intC = ∅ ¢ ª®à®¡®ç®© â®¯®«®£¨¨ ®¡ãá«®¢-
«¥® â¥¬ä ªâ®¬, çâ® ¢á¥ í«¥¬¥âë c∈C ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î lim

n→∞
c(n) = c(1),

¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ «î¡®© ¥¯ãáâ®© ®âªàëâ®© ª®à®¡ª¥, ®ç¥¢¨¤®, ¨¬¥¥âáï ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì,  àãè îé ï íâ® ãá«®¢¨¥. ▷
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§ 8. �à¨â¥à¨© § ¬ªãâ®áâ¨  àå¨¬¥¤®¢ëå ª®ãá®¢

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®á«¥ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨  àå¨¬¥¤®¢ëå ª®ãá®¢ ¢ RN
fin

(â¥®-
à¥¬  8.4) ¯®«ãç¥ë¥ à ¥¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ìë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯à¨¬¥ïîâáï ¤«ï à¥-
è¥¨ï æ¥«¥¢®© § ¤ ç¨ | ®¯¨á ¨ï ª« áá  ¯®¤¯à®áâà áâ¢ Y ⊂ RN, ®¡¥á¯¥ç¨¢ -
îé¨å § ¬ªãâ®áâì ¢á¥å  àå¨¬¥¤®¢ëå ª®ãá®¢ ¢ RN

fin

∣∣Y . �á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬
ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  8.5, á®£« á® ª®â®à®© ¨áª®¬ë© ª« áá á®áâ ¢«ïîâ ª¢ §¨¯«®âë¥
¯®¤¯à®áâà áâ¢ . �à¥¤«®¦¥¨ï 8.8 ¨ 8.9 ®¯¨áë¢ îâ íâ®â ª« áá, ¯à¥¤« £ ï àï¤
¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© ¤«ï ª¢ §¨¯«®â®áâ¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢  RN.

� ª ç¥áâ¢¥ á«¥¤áâ¢¨ï ¤ ® ¨áç¥à¯ë¢ îé¥¥ ®¯¨á ¨¥ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå
¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë § ¬ªãâë (â¥®à¥¬  8.6). �à®¬¥
â®£®, ¯®«ãç¥ë ®â¢¥âë   ¢®¯à®áë, á¢ï§ ë¥ á â ª  §ë¢ ¥¬ë¬¨ ýâ®ª¨¬¨þ
¯à®áâà áâ¢ ¬¨ | ¯«®âë¬¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢ ¬¨ Y ⊂ RN, ¤«ï ª®â®àëå ¢ RN

fin

∣∣Y
áãé¥áâ¢ãîâ ¥§ ¬ªãâë¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë. � ¨¬¥®, á«¥¤áâ¢¨¥ 8.10 ¯®¤-
â¢¥à¦¤ ¥â ¢ë¤¢¨ãâãî ¢ [3] £¨¯®â¥§ã ® â®¬, çâ® ¯à®áâà áâ¢® linQN ¥ ï¢«ï¥âáï
â®ª¨¬, ¨ ¢ ç áâ®áâ¨, ¤ ¥â ®âà¨æ â¥«ìë© ®â¢¥â   ¯®áâ ¢«¥ë© ¢ [3] ¨ [5] ¢®-
¯à®á ® â®ª®áâ¨ ¢á¥å á®¡áâ¢¥ëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ RN. �à®¬¥ â®£®, á ¯®¬®éìî
â¥®à¥¬ë8.5 ã¤ ¥âáï ¯à¥¤«®¦¨âì ª®à®âª®¥ ®¡®á®¢ ¨¥ à¥§ã«ìâ â  à ¡®âë [5] ® áã-
é¥áâ¢®¢ ¨¨ â®ª®£® £¨¯¥à¯à®áâà áâ¢  (á«¥¤áâ¢¨¥ 8.11).

8.1. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®¤¬®¦¥áâ¢ Sn ⊂ RN
n (n ∈ N)  §®¢¥¬ ¨¤ãªâ¨¢-

®©, ¥á«¨ ®  ®¡« ¤ ¥â «î¡ë¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å à ¢®á¨«ìëå á¢®©áâ¢:
(a) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¬®¦¥áâ¢® S ⊂ RN

fin
, çâ® Sn = S ∩ RN

n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
(b) Sn = Sm ∩ RN

n ¯à¨ n ⩽ m;
(c) Sn = Sn+1 ∩ RN

n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N.
�à¨ íâ®¬ ¬®¦¥áâ¢® S, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î (a), ¥¤¨áâ¢¥® ¨ à ¢® ®¡ê-
¥¤¨¥¨î

⋃
n∈N

Sn.

8.2. �¥¬¬  [11, 3.3]. �ãáâì K | § ¬ªãâë© «®ª «ì® ª¢ §¨ª®¬¯ ªâë©

ª®ãá ¢ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X, X0 | § ¬ªãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà -

áâ¢® X, ¨ ¯ãáâì f0 ∈ X ′0. �á«¨ f0 ∈ (K ∩ X0)
⊞, â® f0 ¤®¯ãáª ¥â ¯à®¤®«¦¥¨¥

  X ¤® äãªæ¨® «  f ∈ K⊞.

8.3. �¥¬¬ . �á«¨ Kn ⊂ RN
n (n ∈ N) | ¨¤ãªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

§ ¬ªãâëå ª®ãá®¢, â® (πnKn)
⊞ (n ∈ N) | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¨

lim←− (πnKn)
⊞ =

( ⋃
n∈N

Kn

)⊞
. (10)

◁ � áá¬®âà¨¬ n ∈ N ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¢ª«îç¥¨¥ (πnKn)
⊞ ⊂ πn(πn+1Kn+1)

⊞.
(�à®¢¥àª  ®¡à â®£® ¢ª«îç¥¨ï ¨ à ¢¥áâ¢  (10) ¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤ .) �ãáâì
y ∈ (πnKn)

⊞. �®«®¦¨¬X := Rn+1,X0 := Rn×{0} ⊂ X ¨K := πn+1Kn+1. �®£¤ 
K | § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ X ¨ ŷ ◦ πn ∈ (πnKn × {0})⊞ = (K ∩X0)

⊞. �® «¥¬¬¥ 8.2
¨¬¥¥âáï â ª®© í«¥¬¥â z ∈ K⊞, çâ® ẑ = ŷ ◦ πn   X0. � íâ®¬ á«ãç ¥ y = πnz
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, y ∈ πn(πn+1Kn+1)

⊞. ▷

8.4. �¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  K ⊂ RN
fin
à ¢®á¨«ìë:

(a) K |  àå¨¬¥¤®¢ ª®ãá;

(b) K | § ¬ªãâë© ª®ãá;

(c) K | áâà®£® § ¬ªãâë© ª®ãá;

(d) K ∩ RN
n | § ¬ªãâë© ª®ãá ¢ RN

n ¤«ï ¢á¥å n ∈ N;
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(e) K =
⋃

n∈N
Kn ¤«ï ¥ª®â®à®© ¨¤ãªâ¨¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ § ¬ªãâëå

ª®ãá®¢ Kn ⊂ RN
n.

◁ �¬¯«¨ª æ¨¨ (c)⇒(b)⇒(a)⇒(d)⇒(e) ®ç¥¢¨¤ë (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 2.3(f)).
�®ª ¦¥¬ (e)⇒(c). � à ¬ª å ãá«®¢¨ï (e) ®¡ê¥¤¨¥¨¥ K =

⋃
n∈N

Kn, ®ç¥¢¨¤®,

ï¢«ï¥âáï  àå¨¬¥¤®¢ë¬ ª®ãá®¬. � ª ¨§¢¥áâ®, á¨«ì¥©è ï «®ª «ì® ¢ë¯ãª« ï
â®¯®«®£¨ï τ   RN

fin
á¥ª¢¥æ¨ «ì  (á¬. [4, ã¯à. 12-3-113]). � ãç¥â®¬ ¯à¥¤«®-

¦¥¨ï 2.3(h) ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®  àå¨¬¥¤®¢ ª®ãá K § ¬ªãâ ¢ â®¯®«®£¨¨ τ ,
  § ç¨â, ¨ ¢ á« ¡®© â®¯®«®£¨¨ σ

(
RN

fin

∣∣RN). � «¥¥, ª®ãáë πnKn § ¬ªãâë ¢ ª®-
¥ç®¬¥àëå ¯à®áâà áâ¢ åRn ¨ ¯®íâ®¬ã áâà®£® § ¬ªãâë. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 6.8
á«¥¤ã¥â, çâ® (πnKn)

⊞ 6= ∅ ¤«ï ¢á¥å n ∈ N. �à¨¢«¥ª ï «¥¬¬ã 8.3, § ª«îç ¥¬, çâ®
K⊞ = lim←− (πnKn)

⊞ 6= ∅. ▷

8.5. �à¨¢¥¤¥ë© ¨¦¥ ªà¨â¥à¨© á®¤¥à¦¨â à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨, ª®â®à®© ¯®-
á¢ïé¥  íâ  áâ âìï.

�¥®à¥¬ . �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¯«®â®£® ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ RN à ¢®-

á¨«ìë:

(a) ¢ RN
fin

∣∣Y ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë § ¬ªãâë;

(b) ¢ RN
fin

∣∣Y ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë áâà®£® § ¬ªãâë;

(c) Y ª¢ §¨¯«®â® ¢ RN.

�á«¨ ¢®¯à¥ª¨ ãá«®¢¨î (c) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ª®¬¯ ªâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢®

C ⊂ RN, çâ® qiC 6= ∅ ¨ Y ∩ C = ∅ (á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 8.8(b)), â® C⊕ á«ã¦¨â

¯à¨¬¥à®¬  àå¨¬¥¤®¢ , ® ¥ § ¬ªãâ®£® (¡®«¥¥ â®£®, ¯«®â®£®) ª®ãá  ¢ RN
fin

∣∣Y .
◁ �®£« á® â¥®à¥¬¥ 5.10 ¤¢®©áâ¢¥®¥ ªRN

fin
¯à®áâà áâ¢®RN ª¢ §¨«®ª «ì®

®£à ¨ç¥®. �à®¬¥ â®£®, ¯® â¥®à¥¬¥ 8.4 ¢ RN
fin
á®¢¯ ¤ îâ ª« ááë áâà®£® § ¬ªã-

âëå ¨  àå¨¬¥¤®¢ëå ª®ãá®¢. �áâ ¥âáï ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 6.12 á RN
fin

¢ à®«¨ X. ▷

8.6. �¥¯¥àì ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬ ¬2.5 ¨ 8.5 ¯®ï¢¨« áì ¢®§¬®¦®áâì ¤ âì ¨áç¥à-
¯ë¢ îé¥¥ ®¯¨á ¨¥ ¯à®áâà áâ¢, ¢ ª®â®àëå ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë § ¬ªãâë.

�¥®à¥¬ . � å ãá¤®àä®¢®¬ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ X ¢á¥  àå¨-

¬¥¤®¢ë ª®ãáë § ¬ªãâë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  X ¨¬¥¥â ª®¥çãî ¨«¨

áç¥âãî à §¬¥à®áâì ¨ á®¯àï¦¥®¥ ¯à®áâà áâ¢® X ′ ª¢ §¨¯«®â® ¢ X# ®â®-

á¨â¥«ì® á« ¡®©∗ â®¯®«®£¨¨.

8.7. �¥¬¬ . �ãáâì C | ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN, ¨ ¯ãáâì

x ∈ qiC. �®«®¦¨¬ D := 1
2 (C + x). �®£¤  x ∈ qiD ¨ clD ⊂ qiC.

◁ �®¦® áç¨â âì, çâ® x = 0. �ª«îç¥¨¥ 0 ∈ qi 12C ®ç¥¢¨¤®. �®áª®«ìªã

qiC = lim←− intπnC (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 7.6), ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ª«îç¥¨ï cl 12C ⊂ qiC

¤®áâ â®ç® ä¨ªá¨à®¢ âì n ∈ N ¨ ¯®ª § âì, çâ® πn cl
1
2C ⊂ intπnC. �®£« á®

â¥®à¥¬¥ 4.13 ¨§ 0 ∈ qiC ¢ëâ¥ª ¥â 0 ∈ intπnC. �«¥¤®¢ â¥«ì®, cl
1
2πnC ⊂ intπnC

(á¬.,  ¯à¨¬¥à, [1, 7.1.1(1)]). �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¡« £®¤ àï ¥¯à¥àë¢®áâ¨
«¨¥©®£® ®¯¥à â®à  πn : RN → Rn á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥¨¥ πn cl

1
2C ⊂ cl 12πnC. ▷

8.8. �à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  S⊂RN à ¢®á¨«ìë:

(a) S ª¢ §¨¯«®â® ¢ RN;

(b) ¥á«¨C|ª®¬¯ ªâ®¥¢ë¯ãª«®¥¯®¤¬®¦¥áâ¢®RN ¨ qiC 6=∅, â®S∩C 6=∅;
(c) ¥á«¨ B | ¥¯ãáâ®¥ ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ®£à ¨ç¥®¥ ª¢ §¨®âªàëâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥

¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN, â® S ∩B 6= ∅;
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(d) ¥á«¨ (Bn)n∈N | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯ãáâëå ®£à ¨ç¥-

ëå ®âªàëâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®¦¥áâ¢, â® S ∩ lim←−Bn 6= ∅;
(e) ¥á«¨C|¯à®¥ªâ¨¢®¥¢ë¯ãª«®¥¯®¤¬®¦¥áâ¢®RN¨ qiC 6=∅, â®S∩C 6=∅.
◁ � ãç¥â®¬ ªà¨â¥à¨ï ª®¬¯ ªâ®áâ¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ RN (á¬. ¯. 3.4) íª¢¨¢ -

«¥â®áâì (a)⇔(b) á¯à ¢¥¤«¨¢  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î 6.2(b).

(b)⇒(c). �ãáâìB ⊂ RN ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¬¨ ¢ ãá«®¢¨¨ (c),
¨ ¯ãáâì b ∈ B. �®«®¦¨¬ C := cl 12 (B + b). �® «¥¬¬¥ 8.7 ¨¬¥¥¬ qiC 6= ∅ ¨ C ⊂ B.
�®áª®«ìªã C ª®¬¯ ªâ® (á¬. ¯. 3.4), ¨§ ãá«®¢¨ï (b) á«¥¤ã¥â S ∩ C 6= ∅ ¨, ¢ ç áâ-
®áâ¨, S ∩B 6= ∅.

�ª¢¨¢ «¥â®áâì (c)⇔ (d) ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢®© ¨¢ à¨ â®áâìî
ª®¬¡¨ æ¨¨ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¢ ãá«®¢¨¨ (c) á¢®©áâ¢ ¯à®¥ªâ¨¢®£® ¬®¦¥áâ¢  B
(á¬. ¯à¥¤«®¦¥¨¥ 7.7).

(c)⇒(e). �ãáâì C | ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® RN ¨ qiC 6= ∅.
�® «¥¬¬¥ 8.7 ¨¬¥¥âáï â ª®¥ § ¬ªãâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢®D ⊂ RN, çâ® qiD 6= ∅
¨ D ⊂ C. � «¥¥, ¡« £®¤ àï â¥®à¥¬¥ 5.10 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨î 5.4(b) áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬-
¯ ªâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® B ⊂ D, ¤«ï ª®â®à®£® qiB 6= ∅. �ã¤ãç¨ § -
¬ªãâë¬, ¬®¦¥áâ¢® B ¯à®¥ªâ¨¢®,   § ç¨â, á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î 7.6 ¬®¦¥áâ¢®
qiB â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬. �à®¬¥ â®£®, qiB ª¢ §¨®âªàëâ® (á¬. ¯à¥¤«®-
¦¥¨¥ 4.10). �®£¤  ¨§ ãá«®¢¨ï (c) á«¥¤ã¥â S ∩ B 6= ∅, ®âªã¤  ¢ á¨«ã ¢ª«îç¥¨©
B ⊂ D ⊂ C ¢ëâ¥ª ¥â S ∩ C 6= ∅.

�¬¯«¨ª æ¨ï (e)⇒(b) ®ç¥¢¨¤ , â ª ª ª ª®¬¯ ªâ®áâì ¢«¥ç¥â § ¬ªãâ®áâì,
  § ¬ªãâ®áâì ¢«¥ç¥â ¯à®¥ªâ¨¢®áâì. ▷

8.9. �à¥¤«®¦¥¨¥. � ª ¦¤®¬ ¨§ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¨¦¥ á«ãç ¥¢ ¬®¦¥áâ¢®

S ⊂ RN ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨¯«®âë¬:

(a) S á®¤¥à¦¨â �N, £¤¥ �|¯«®â®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® R;
(b) S á®¤¥à¦¨â

∏
n∈N

�n, £¤¥ �n |¯«®âë¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ R;

(c) S á®¤¥à¦¨â ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® P , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬
ãá«®¢¨ï¬:

cl {p(1) : p ∈ P} = R; (11)

cl {p(n+ 1) : p ∈ P, πnp = x} = R ¤«ï ¢á¥å n ∈ N ¨ x ∈ πnP . (12)

◁ �á«®¢¨ï (a) ¨ (b) ï¢«ïîâáï ç áâë¬¨ á«ãç ï¬¨ (c),   ¤«ï ãá«®¢¨ï (c) «¥£-
ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ªà¨â¥à¨© 8.8(d). �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì P ⊂ RN ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
á®®â®è¥¨ï¬ (11) ¨ (12), ¨ ¯ãáâì (Bn)n∈N | ¯à®¥ªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
¥¯ãáâëå ®âªàëâëå ¢ë¯ãª«ëå ¬®¦¥áâ¢. �¥ªãàá¨¥© ¯® n ∈ N ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì®áâì í«¥¬¥â®¢ bn ∈ Bn ∩ πnP á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �®£« á® (11) áãé¥-
áâ¢ã¥â í«¥¬¥â b1 ∈ B1∩π1P . �ãáâì ®¯à¥¤¥«¥ í«¥¬¥â bn ∈ Bn∩πnP . �®áª®«ìªã
Bn = πnBn+1, ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ç¨á«® λ ∈ R, çâ® (bn(1), . . . , bn(n), λ) ∈ Bn+1. �« -
£®¤ àï ®âªàëâ®áâ¨ Bn+1 áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® ε > 0 â ª®¥, çâ® (bn(1), . . . , bn(n), µ) ∈
Bn+1 ¤«ï ¢á¥å µ ∈ ]λ−ε, λ+ε[. �§ (12) ¢ëâ¥ª ¥â  «¨ç¨¥ í«¥¬¥â  p ∈ P , ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨ï¬ πnp = bn ¨ p(n+1) ∈ ]λ−ε, λ+ε[. �®«®¦¨¬ bn+1 := πn+1p.
�®£¤  (bn)n∈N | æ¥¯ì ¨ ¢ (Bn)n∈N, ¨ ¢ (πnP )n∈N,   § ç¨â,

⋃
n∈N

bn ¯à¨ ¤«¥¦¨â
¨ lim←−Bn, ¨ P . ▷

8.10. � à ¡®â¥ [3] ¯«®âë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ RN, ¤«ï ª®â®àëå ¢ RN
fin

∣∣Y
áãé¥áâ¢ãîâ ¥§ ¬ªãâë¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë,  §¢ ë â®ª¨¬¨. (�« £®¤ àï
â¥®à¥¬¥ 8.5 â¥¯¥àì ¨§¢¥áâ®, çâ® â®ª¨¥ ¯à®áâà áâ¢  | íâ® ¢ â®ç®áâ¨ ¯«®âë¥
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¯®¤¯à®áâà áâ¢ , ¥ ï¢«ïîé¨¥áï ª¢ §¨¯«®âë¬¨.) �«¥¤ãîé¨© ä ªâ ¯®¤â¢¥à-
¦¤ ¥â £¨¯®â¥§ã [3, 4.9],   â ª¦¥ ¤ ¥â (®âà¨æ â¥«ìë©) ®â¢¥â   ¯®áâ ¢«¥ë© ¢ [3]
¨ [5] ¢®¯à®á ® â®¬, ¢á¥ «¨ á®¡áâ¢¥ë¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  RN ï¢«ïîâáï â®ª¨¬¨.

�«¥¤áâ¢¨¥. � ¯à®áâà áâ¢ å RN
fin

∣∣ linQN ¨ RN
fin

∣∣ linNN ¢á¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®-

ãáë § ¬ªãâë.

◁ �à®áâà áâ¢® linQN, ®ç¥¢¨¤®, ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ 8.9(a). �â¨¬ ¦¥ á¢®©-
áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â ¨ linNN. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ �à®¥ª¥à  ¬®¦¥áâ¢® � :=
{m

√
2 + n : m,n ∈ Z} ¯«®â® ¢ R. �áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ®

linNN = lin (NN − NN) = lin (N− N)N

= linZN ⊃
√
2ZN + ZN = (

√
2Z+ Z)N = �N. ▷

8.11. �¥®à¥¬  8.5 ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ª®à®âª®¥ ¯®¤â¢¥à¦¤¥¨¥ ®á®¢®£®
à¥§ã«ìâ â  à ¡®âë [5].

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ L ∈ (RN)# ¨ L(s) = lim
n→∞

s(n) ¤«ï áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì®áâ¥© s ∈ RN, â® ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ RN
fin

∣∣ kerL áãé¥áâ¢ã¥â ¥§ ¬ªãâë©

 àå¨¬¥¤®¢ ª®ãá.

◁ �®«®¦¨¬ C :=
∏
n∈N

[
1 − 1

n , 1 +
1
n

]
. �®£¤  kerL ∩ C = ∅,   § ç¨â, á®£« á-

® â¥®à¥¬¥ 8.5 ¨ ¯à¥¤«®¦¥¨ï¬ 7.8 ¨ 8.8 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ RN
fin

∣∣ kerL áãé¥áâ¢ã¥â
¥§ ¬ªãâë©  àå¨¬¥¤®¢ ª®ãá, ¯à¨ç¥¬ C⊕ á«ã¦¨â ¯à¨¬¥à®¬ â ª®£® ª®ãá . ▷

§ 9. �âªàëâë¥ ¢®¯à®áë

� § ¢¥àè¥¨¥ áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥áª®«ìª® ¥áâ¥áâ¢¥ëå ¢®¯à®á®¢,   ¤ ë©
¬®¬¥â ®áâ îé¨åáï ®âªàëâë¬¨.

9.1. �¢ §¨«®ª «ì ï ®£à ¨ç¥®áâì. � ¯ à £à ä¥ 5 ¯à¥¤¯à¨ïâ®
«¨èì  ç «ì®¥ ¨§ãç¥¨¥ ¯®ïâ¨ï ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨. � à ¬ª å
¡®«¥¥ ¤¥â «ì®£® ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¡ë«® ¡ë ã¬¥áâ® ¯à®ïá¨âì ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦-
¤ã á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ å ãá¤®àä®¢  «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢  X
¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ëïá¨âì, ª ª¨¥ ¨§ ¨å à ¢®á¨«ìë:

(a) X ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥®;
(b) ¢áïª®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X á ¥¯ãáâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî á®¤¥à-

¦¨â ®£à ¨ç¥®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® á ¥¯ãáâ®© ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî;
(c) ¢X áãé¥áâ¢ã¥â®£à ¨ç¥®¥¬®¦¥áâ¢®á¥¯ãáâ®©ª¢ §¨¢ãâà¥®áâìî;
(d) ¢X áãé¥áâ¢ã¥â ¯«®â®¥ áã¡®à¬¨àã¥¬®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®;
(e) ¤«ï «î¡®£® ¯«®â®£® ª«¨ W ⊂ X áãé¥áâ¢ã¥â áã¡®à¬¨àã¥¬®¥ ¯®¤¯à®-

áâà áâ¢® Z ⊂ X â ª®¥, çâ® Z ∩W ¯«®â® ¢X;
(f) ¢áïª®¥ ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® X á®¤¥à¦¨â ¯«®â®¥ áã¡®à¬¨àã¥¬®¥

¯®¤¯à®áâà áâ¢®.

�¥à¥ç¨á«¨¬ ¨¬¯«¨ª æ¨¨, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥áï ®ç¥¢¨¤ë¬¨: (a)⇒(b)⇒(c)⇔(d),
(e)⇒(f)⇒(d), (e)⇒(a).

9.2. �à¥¤¥«ë ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ëå ¯à®áâà áâ¢. �à®-
áâà áâ¢® RN

∣∣RN
fin

¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®¡à âë© ¯à¥¤¥« lim←− Rn ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ (Rn)n∈N ¢ ª â¥£®à¨¨ «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå ¯à®áâà áâ¢ ®â®á¨â¥«ì® ¥áâ¥-
áâ¢¥ëå ¯à®¥ªæ¨© πn : RN → Rn ¨ πnm : Rm → Rn (n ⩽ m). � «¨§ ¤®ª § -
â¥«ìáâ¢ â¥®à¥¬ 4.13 ¨ 5.10 ¯®§¢®«ï¥â ¢ë¤¢¨ãâì £¨¯®â¥§ã ® â®¬, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï
íâ¨å â¥®à¥¬ ¤®¯ãáª îâ ®¡®¡é¥¨¥   á«ãç © ¯à®¨§¢®«ìëå ®¡à âëå ¯à¥¤¥«®¢.
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� ¨¬¥®, ¯ãáâì (X, (πi)i∈I)| ®¡à âë© ¯à¥¤¥« á¥â¨ (Xi)i∈I «®ª «ì® ¢ë¯ãª«ëå
¯à®áâà áâ¢. �á«¨ C | ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢®X, ¨¬¥¥â «¨ ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

qiC = {c ∈ C : πic ∈ qiπiC ¢Xi ¤«ï ¢á¥å i ∈ I}?

�á«¨¯à®áâà áâ¢ Xi ª¢ §¨«®ª «ì®®£à ¨ç¥ë, ®¡« ¤ ¥â«¨íâ¨¬¦¥á¢®©áâ¢®¬
¨å ®¡à âë© ¯à¥¤¥« lim←−Xi?

9.3. � ¬ªãâë¥ â®â «ìë¥ ª«¨ìï. �¥®à¥¬  6.11 ¨ ¥¥ á«¥¤áâ¢¨¥ 6.12
¯à¥¤« £ îâ ªà¨â¥à¨¨  á«¥¤®¢ ¨ï áâà®£®© § ¬ªãâ®áâ¨ ª®ãá®¢ ¢ ¯à®áâà -
áâ¢¥, á®¯àï¦¥®¥ ª ª®â®à®¬ã ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥®. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 
â¥®à¥¬ë 6.11 ¢¨¤®, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥¬®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®áâ ¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬, ¥á-
«¨ ¢ ¥£® ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ®á« ¡¨âì ãá«®¢¨¥ ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯à®-
áâà áâ¢  ¤® âà¥¡®¢ ¨ï ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ª«¨ì¥¢ ¢¨¤  K⊕ ¢ ¨å
ª¢ §¨¢ãâà¥¨åâ®çª å, £¤¥K|§ ¬ªãâë©ª®ãá ¢ á®¯àï¦¥®¬¯à®áâà áâ¢¥.
�à¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ®¯¨á ¨¥ â ª¨å ª«¨ì¥¢ ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ [2, 2.13].

�®¤¬®¦¥áâ¢® S å ãá¤®àä®¢  «®ª «ì® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà áâ¢ X  §ë¢ -
îââ®â «ìë¬, ¥á«¨ cl linS = X (á¬. [4, 2-3-12]).

�à¥¤«®¦¥¨¥. �«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢  W ⊂ X à ¢®á¨«ìë:

(a) W | § ¬ªãâë© â®â «ìë© ª«¨;

(b) W | § ¬ªãâë© ª«¨ ¨ W⊕ | ª®ãá;

(c) W⊕ | ª®ãá ¨ W⊕⊕ = W ;

(d) W = K⊕ ¤«ï ¥ª®â®à®£® § ¬ªãâ®£® ª®ãá  K ⊂ X ′.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë 6.11 ¨ á«¥¤áâ¢¨ï 6.12 á®åà ïîâ á¨«ã
¤«ï ¯à®áâà áâ¢Z ¨ á®®â¢¥âáâ¢¥®X ′, ¢ ª®â®àëå ¢á¥ § ¬ªãâë¥ â®â «ìë¥ ª«¨-
ìï ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥ë ¢ á¢®¨å ª¢ §¨¢ãâà¥¨å â®çª å. � ¢®á¨«ì®
«¨ íâ® ãá«®¢¨¥ ª¢ §¨«®ª «ì®© ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¯à®áâà áâ¢ ?

9.4. �âà®£® § ¬ªãâë¥ ª®ãáë. �¡®§ ç¨¬ á¨¬¢®« ¬¨ ▽(X) ¨ ▽s(X)
á®¢®ªã¯®áâ¨ § ¬ªãâëå ¨ áâà®£® § ¬ªãâëå ª®ãá®¢ ¢ å ãá¤®àä®¢®¬ «®ª «ì-
® ¢ë¯ãª«®¬ ¯à®áâà áâ¢¥X. �á«¨ ¯à®áâà áâ¢®X ′ ª¢ §¨«®ª «ì® ®£à ¨ç¥®,
â® á®£« á® á«¥¤áâ¢¨î6.12ª¢ §¨¯«®â®áâì¯®¤¯à®áâà áâ¢ Y ⊂ X ′ à ¢®á¨«ì 
¢ª«îç¥¨î ▽s(X) ⊂ ▽(X|Y ) ¨ à ¢¥áâ¢ã ▽s(X) = ▽s(X|Y ). � ª á íâ¨¬¨ ãâ¢¥à-
¦¤¥¨ï¬¨ á®®â®áïâáï à ¢¥áâ¢  ▽(X) = ▽(X|Y ) ¨ ▽(X|Y ) = ▽s(X|Y )?

9.5. �âà®£® § ¬ªãâë¥ ª®ãáë ¢ RN. � «®£¨çë© ¢®¯à®á ¢®§¨ª -
¥â ¢ á¢ï§¨ á â¥®à¥¬®© 8.5. �®áª®«ìªã § ¬ªãâë¥ ª®ãáë  àå¨¬¥¤®¢ë, á®£« á-
® íâ®© â¥®à¥¬¥ ¨§ ª¢ §¨¯«®â®áâ¨ ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Y ⊂ RN á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®
▽
(
RN

fin

∣∣Y )
= ▽s

(
RN

fin

∣∣Y )
. �¥à® «¨ ®¡à â®¥? �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬®¦® «¨ ª á¯¨áªã

8.5(a){(c) ¤®¡ ¢¨âì ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ® â®¬, çâ® ¢ RN
fin

∣∣Y ¢á¥ § ¬ªãâë¥ ª®ãáë áâà®£®
§ ¬ªãâë?

9.6. �®«ïàë ª®ãá®¢. �á«¨Kn ⊂ RN
n (n ∈ N) | ¨¤ãªâ¨¢ ï ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì®áâì § ¬ªãâëå ª®ãá®¢, â® á®£« á® «¥¬¬¥ 8.3 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯®«ïà
(πnKn)

⊞ ¯à®¥ªâ¨¢ . �à®¥ªâ¨¢  «¨ ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤¢®©-
áâ¢¥ëå ª«¨ì¥¢ (πnKn)

⊕?

9.7. �¢ §¨¯«®â®áâì ¨ ¯à®¥ªâ¨¢®áâì. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 8.8
ª¢ §¨¯«®â®áâì ¬®¦¥áâ¢  S⊂RN à ¢®á¨«ì  ª ¦¤®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

(a) S ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á «î¡ë¬ ¥¯ãáâë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬B ⊂ RN, ª®â®-
à®¥ ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬, ª¢ §¨®âªàëâë¬ ¨ ¯à®¥ªâ¨¢ë¬;

(b) S ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á «î¡ë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ C ⊂ RN, ª®â®à®¥ ¨¬¥¥â
¥¯ãáâãî ª¢ §¨¢ãâà¥®áâì ¨ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬.
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�ãé¥áâ¢¥® «¨ âà¥¡®¢ ¨¥ ¯à®¥ªâ¨¢®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ B ¨ C ¢ íâ¨å ¤¢ãå ãá«®¢¨-
ïå? �á«¨ ¨áª«îç¨âì ¯à®¥ªâ¨¢®áâì, ®áâ ãâáï «¨ íâ¨ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë¬¨
ª¢ §¨¯«®â®áâ¨ S ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  S ï¢«ï¥âáï ¯«®âë¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯®¤¯à®áâà -
áâ¢®¬ RN?

9.8. �à¨¬¥àë ª¢ §¨¯«®âëå ¯à®áâà áâ¢. �®¤¬®¦¥áâ¢®RN, ®¡« ¤ -
îé¥¥ áä®à¬ã«¨à®¢ ë¬¨ ¢ ¯à¥¤«®¦¥¨¨ 8.9 á¢®©áâ¢ ¬¨ (a), (b) ¨ (c),  §®¢¥¬
á®®â¢¥âáâ¢¥® íªá¯®¥æ¨ «ì® ¯«®âë¬, ¤¥ª àâ®¢® ¯«®âë¬ ¨ à¥ªãàá¨¢®

¯«®âë¬. �â¨ âà¨ á¢®©áâ¢  á¢ï§ ë ®ç¥¢¨¤ë¬¨ ¨¬¯«¨ª æ¨ï¬¨ (a)⇒(b)⇒(c)
¨ á®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 8.9 ¢«¥ªãâ ª¢ §¨¯«®â®áâì. �  ¤ ë© ¬®¬¥â ¥¬®-
£®ç¨á«¥ë© á¯¨á®ª ¯à¨¬¥à®¢ ª¢ §¨¯«®âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢RN ¢ª«îç ¥â «¨èì
¯à®áâà áâ¢ , íªá¯®¥æ¨ «ì® ¯«®âë¥ ¢ RN (á¬. á«¥¤áâ¢¨¥ 8.10). � íâ®© á¢ï-
§¨ ¢®§¨ª îâ âà¨ ¥áâ¥áâ¢¥ëå ¢®¯à®á | ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¨ â ª¨å ª¢ §¨¯«®âëå
¯®¤¯à®áâà áâ¢ Y ⊂ RN, çâ®

(a) Y ¤¥ª àâ®¢® ¯«®â®, ® ¥ íªá¯®¥æ¨ «ì® ¯«®â®;
(b) Y à¥ªãàá¨¢® ¯«®â®, ® ¥ ¤¥ª àâ®¢® ¯«®â®;
(c) Y ¥ ï¢«ï¥âáï à¥ªãàá¨¢® ¯«®âë¬.

9.9. �®à®¡®ç ï ¯«®â®áâì. �®£« á® ¯à¥¤«®¦¥¨î 8.8 ¯®¤¬®¦¥áâ¢®
¯à®áâà áâ¢ RN ª¢ §¨¯«®â® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®® ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á ª ¦-
¤ë¬¥¯ãáâë¬¯à®¥ªâ¨¢ë¬ª¢ §¨®âªàëâë¬¢ë¯ãª«ë¬¬®¦¥áâ¢®¬B. �®áª®«ì-
ªã ¢ ç¨á«® â ª¨å ¬®¦¥áâ¢B ¢å®¤ïâ ®âªàëâë¥ ª®à®¡ª¨ (9), ®¡à §ãîé¨¥ ¡ §ã ª®-
à®¡®ç®© â®¯®«®£¨¨   RN, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¢áïª®¥ ª¢ §¨¯«®â®¥ ¬®¦¥áâ¢®
ª®à®¡®ç® ¯«®â®. �¥à® «¨ ®¡à â®¥? �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
Y ⊂ RN, ï¢«ïîé¥¥áï ª®à®¡®ç® ¯«®âë¬, ® ¥ ª¢ §¨¯«®âë¬?

9.10. �®¯®«®£¨ç®áâì ª¢ §¨¯«®â®áâ¨. �á«¨ ®â¢¥â   ¯à¥¤ë¤ãé¨©
¢®¯à®á ®ª §ë¢ ¥âáï ®âà¨æ â¥«ìë¬, ¨ ª®à®¡®ç ï ¯«®â®áâì ¥ à ¢®á¨«ì  ª¢ -
§¨¯«®â®áâ¨, â®  ©¤¥âáï «¨   RN ª ª ï-«¨¡® ¨ ï â®¯®«®£¨ï, ¯«®â®áâì ®â®-
á¨â¥«ì® ª®â®à®© ¡ë«  ¡ë à ¢®á¨«ì  ª¢ §¨¯«®â®áâ¨? �®¯®«®£¨ç  «¨ ª¢ §¨-
¯«®â®áâì ¤«ï ¯«®âëå ¯®¤¯à®áâà áâ¢ RN?

9.11. �®ãáë ¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¬®¦¥áâ¢ . �¥á«®¦® ¯®ª -
§ âì, çâ® «¨ç¨¥¥§ ¬ªãâ®£®«¨¥©®¥§ ¢¨á¨¬®£®¬®¦¥áâ¢ ¢å ãá¤®àä®¢®¬
«®ª «ì®¢ë¯ãª«®¬¯à®áâà áâ¢¥ ¢«¥ç¥â «¨ç¨¥ ¢¥¬¥§ ¬ªãâ®£®  àå¨¬¥¤®¢ 
ª®ãá  (á¬. [3, 4.7]). �¯à ¢¥¤«¨¢®«¨ ®¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥? �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®¥
¯«®â®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢® Y ⊂ RN, çâ® ¢ RN

fin

∣∣Y ¢á¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë¥ ¬®¦¥-
áâ¢  § ¬ªãâë, ® ¨¬¥îâáï ¥§ ¬ªãâë¥  àå¨¬¥¤®¢ë ª®ãáë?
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