


VLAD IKAVKAZ SC IENT IF IC CENTRE

OF THE RUSS IAN ACADEMY OF SC IENCES

SOUTHERN MATHEMATICAL INSTITUTE

NORTH-CAUCASUS CENTER FOR MATHEMATICAL RESEARCH

TRENDS IN SC IENCE • THE SOUTH OF RUSS IA

MATHEMATICAL FORUM

V o l u m e 14

MODERN MATHEMATICS.

INTRODUCTORY LECTURES

(Proje
t OTDE-Workshop)

Vladikavkaz

2023

Это предварительная версия издания



ÂËÀÄÈÊÀÂÊÀÇÑÊÈÉ ÍÀÓ×ÍÛÉ ÖÅÍÒ�

�ÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÀÊÀÄÅÌÈÈÈ ÍÀÓÊ

ÞÆÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÈÍÑÒÈÒÓÒ

ÑÅÂÅ�Î-ÊÀÂÊÀÇÑÊÈÉ ÖÅÍÒ� ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

È Ò Î � È Í À Ó Ê È • Þ � � Î Ñ Ñ È È

Ñ Å � È ß

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÎ�ÓÌ

Ò î ì 14

ÂÂÎÄÍÛÅ ËÅÊÖÈÈ

ÏÎ ÑÎÂ�ÅÌÅÍÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

(Ïðîåêò OTDE-Workshop)

Âëàäèêàâêàç

2023



ÁÁÊ 22.12+22.16

ÓÄÊ 517

�åäàêòîð ñåðèè:

ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð À. �.Êóñðàåâ

�åäàêòîðû òîìà:

ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð À.Å. �óòìàí,

ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð À. �.Êóñðàåâ,

ê.�.-ì. í. Æ.Ä.Òîòèåâà

Ìàòåìàòè÷åñêèé �îðóì. Ò. 14. Ââîäíûå ëåêöèè ïî ñî-

âðåìåííîé ìàòåìàòèêå (Ïðîåêò OTDE-Workshop).�Âëàäèêàâêàç:

ÞÌÈ ÂÍÖ �ÀÍ, 2023.�211 ñ.�(Èòîãè íàóêè. Þã �îññèè).

Íàñòîÿùèé ñáîðíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðíàäöàòûé òîì ñåðèè ¾Ìàòåìà-

òè÷åñêèé �îðóì¿, â êîòîðûé âîøëè öèêëû îáçîðíûõ ëåêöèé ïî íîâåéøèì ðàçäå-

ëàì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñ �îðìóëèðîâêîé íåðåøåííûõ çàäà÷ è óêàçàíèåì

àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Mathemati
al Forum. Vol. 14.Modern Mathemati
s. Introdu
to-

ry Le
tures (Proje
t OTDE-Workshop).�Vladikavkaz: SMI VSC RAS,

2023.�211 p.�(Trends in S
ien
e: The South of Russia).

This 
olle
tion is the fourteenth volume in �Mathemati
al Forum� series, whi
h

in
ludes survey 
ourses on the re
ent issues of modern mathemati
s with unsolved

problems and dire
tions for further resear
h.

ISBN 978-5-904695-46-0 ©ÞÌÈÂÍÖ �ÀÍ, 2023



Î�ËÀÂËÅÍÈÅ

Ïðåäèñëîâèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

�óòìàí À. Å., Êóñðàåâ À. �. Áóëåâîçíà÷íûé àíàëèç

è ïðîáëåìà Âèêñòåäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Ëåêöèÿ 1. Ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à.

Ïðîáëåìà Âèêñòåäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Ëåêöèÿ 2. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè.

�àñøèðåíèÿ ïîëåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Ëåêöèÿ 3. Áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâàíèå.

Ñïóñêè è ïîäúåìû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Ëåêöèÿ 4. �åøåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Äóðäèåâ Ä. Ê. Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé . . . 49

Ëåêöèÿ 1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

è Âîëüòåððà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

Ëåêöèÿ 2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Àáåëÿ ïåðâîãî

è âòîðîãî ðîäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Ëåêöèÿ 3. Èòåðèðîâàííûå ÿäðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Ëåêöèÿ 4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

Ëåâåíøòàì Â. Á. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . 107

Ëåêöèÿ 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå ïðèìåðû . . . . . . . . 108

Ëåêöèÿ 2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ . . . . . . . 120

Ëåêöèÿ 3. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì

ïàðàìåòðîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130



6 Îãëàâëåíèå

Ìàãàðèë-Èëüÿåâ �. �. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå

ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Ëåêöèÿ 1. Îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòàíîâêå

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Êðàòêèé èñòîðè÷åñ-

êèé ýêñêóðñ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

Ëåêöèÿ 2. Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç âûïóêëîãî àíàëèçà . . . . . 143

Ëåêöèÿ 3. Âîïðîñû äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ,

�óíêöèé è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

Ëåêöèÿ 4. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîã-

ðàììèðîâàíèÿ è ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

Ëåêöèÿ 5. Òåîðåìà Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà â ñóáäè�-

�åðåíöèàëüíîé �îðìå è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ

ìåòîäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

Ëåêöèÿ 6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è çàäà÷è êëàññè-

÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

Ëåêöèÿ 7. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è íåðàâåíñòâà

äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

Ëåêöèÿ 8. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé è ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . 166

Òîòèåâà Æ. Ä. Êâàçèëèíåéíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû

è ñìåæíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ . . . . 174

Ëåêöèÿ 1. Ëèíåàðèçîâàííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåîðèè

¾ìåëêîé¿ âîäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

Ëåêöèÿ 2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïàâîäêîâûõ âîëí . . . . . 187

Ëåêöèÿ 3. Íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ñâîäÿùèåñÿ

ê óðàâíåíèÿì òåîðèè ¾ìåëêîé âîäû¿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196



Ï�ÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùèé ñáîðíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðíàäöàòûé âûïóñê

ñåðèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé �îðóì¿, êîòîðûé èçäàåòñÿÞæíûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì èíñòèòóòîì � �èëèàëîì Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåí-

òðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Öåëü èçäàíèÿ � óêðåïëåíèå ïîçèöèé

�óíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè è èíòåãðàöèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

íà Þãå �îññèè, ðàñøèðåíèå è óãëóáëåíèå íàó÷íûõ êîíòàêòîâ ìàòå-

ìàòèêîâ ðåãèîíà ñ ðîññèéñêèìè è çàðóáåæíûìè êîëëåãàìè.

Â ñáîðíèê âîøëè ìàòåðèàëû ïðîåêòà OTDE-Workshop (Worksh-

ops on operator theory and di�erential equations / Âîðêøîïû ïî òåî-

ðèè îïåðàòîðîâ è äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì), ðåàëèçóåìîãî

ñîâìåñòíî Þæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòèòóòîì ÂÍÖ �ÀÍ è Ñå-

âåðî-Êàâêàçñêèì öåíòðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÂÍÖ �ÀÍ.

Â 2021 ãîäó ïðîåêò íîñèë íàçâàíèå ¾Ââîäíûå ëåêöèè ïî ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêå¿ è ïðåäñòàâëÿë ñîáîé öèêëû îáçîðíûõ ëåêöèé ïî íîâåé-

øèì ðàçäåëàì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñ �îðìóëèðîâêîé íåðåøåí-

íûõ çàäà÷ è óêàçàíèåì àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõ èññëå-

äîâàíèé. Öåëüþ ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ: ïîìîùü íà÷èíàþùèì ìàòåìàòè-

êàì â âûáîðå íàó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðèâëå÷åíèå òàëàíòëèâîé ìîëî-

äåæè ê ìàòåìàòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì, ñîäåéñòâèå ïðî�åññèîíàëü-

íîìó ñòàíîâëåíèþ è òâîð÷åñêîìó ðîñòó, ñîäåéñòâèå �îðìèðîâàíèþ

íàó÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîë ìèðîâîãî óðîâíÿ.

Â ïðîãðàììó ïðîåêòà OTDE-Workshop âîøëè àâòîðñêèå êóðñû

îáçîðíûõ ëåêöèé âåäóùèõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ � ñïåöèàëèñòîâ â ñëå-

äóþùèõ íàó÷íûõ îáëàñòÿõ: îïòèìèçàöèÿ è âûïóêëûé àíàëèç, ïðè-

êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà, �óíêöèî-

íàëüíûé àíàëèç è íåñòàíäàðòíûå ìåòîäû àíàëèçà, äè��åðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû.

Öåëþ ñîâìåñòíîãî êóðñà ¾Áóëåâîçíà÷íûé àíàëèç è ïðîáëåìà Âè-

êñòåäà¿, ñîñòîÿùåãî èç ÷åòûðåõ ëåêöèé, �óòìàíà Àëåêñàíäðà

Å�èìîâè÷à � ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà, çàâåäóþùåãî ëàáîðàòîðèåé

�óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáî-

ëåâà (ã. Íîâîñèáèðñê) è Êóñðàåâà Àíàòîëèÿ �åîðãèåâè÷à �
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ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà, íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Âëàäèêàâêàçñêîãî íà-

ó÷íîãî öåíòðà (ã. Âëàäèêàâêàç), ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè �óíêöèî-

íàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè îïåðàòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ ýñêèçíîå èçëîæåíèå

îñíîâ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà è åãî ïðèìåíåíèÿ ê îäíîé ïðîáëåìå èç

òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.

Êóðñ ëåêöèé ¾Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ Äóð-

äèåâà Äóðäèìóðîäà Êàëàíäàðîâè÷à � ä.�.-ì.í., ïðî�åññîðà,

çàâåäóþùåãî Áóõàðñêèì �èëèàëîì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Àêàäå-

ìèè íàóê �åñïóáëèêè Óçáåêèñòàí (ã. Áóõàðà, �åñïóáëèêà Óçáåêè-

ñòàí), ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè èíòåãðàëüíûõ è äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè, ñîäåðæèò îñíîâíûå ïîíÿ-

òèÿ è òåîðåìû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà è Âîëü-

òåððà, èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè, ñ ñèì-

ìåòðè÷íûìè, ïîëÿðíûìè ÿäðàìè. �àññìîòðåíû òàêæå ïîíÿòèÿ äðîá-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è

ñîáñòâåííûõ �óíêöèé èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà.

Â ëåêöèÿõ Ëåâåíøòàìà Âàëåðèÿ Áîðèñîâè÷à � ä.�.-ì. í.,

äîöåíòà, ïðî�åññîðà êà�åäðû àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè

Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê Þæíî-

ãî �åäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (ã. �îñòîâ-íà-Äîíó), ñïåöèàëèñòà â

îáëàñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè è

àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èçëîæåí ðÿä íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè

àñèìòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ðàçîáðàíû íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, à òàêæå ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà,

è ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé.

Âîïðîñó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ

è îïåðàòîðîâ áûë ïîñâÿùåí öèêë ëåêöèéÌàãàðèë-Èëüÿåâà �åîð-

ãèÿ �åîðãèåâè÷à � ä.�.-ì. í., ïðî�åññîðà, ïðî�åññîðà êà�åäðû

îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì. Â. Ëîìîíî-

ñîâà (ã. Ìîñêâà), 
ïåöèàëèñòà â îáëàñòè òåîðèè ïðèáëèæåíèé, òåî-

ðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è âûïóêëîãî àíàëèçà. Èçëîæåíû íîâûå ðå-

çóëüòàòû ïî îïòèìàëüíîìó âîññòàíîâëåíèþ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ

è îïåðàòîðîâ. Ñ�îðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå íåðåøåííûå çàäà÷è.

Öèêë ëåêöèé Òîòèåâîé Æàííû Äìèòðèåâíû � ê.�.-ì. í.,

ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
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íèÿ Þæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà Âëàäèêàâêàçñêîãî íàó÷íî-

ãî öåíòðà �ÀÍ (ã. Âëàäèêàâêàç), ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ

ñ íåêîòîðûìè ìåòîäàìè (êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííûìè)

ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà. Ïðè-

âîäÿòñÿ íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî êâàçèëèíåéíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ñè-

ñòåìàì è ñìåæíûì ïðîáëåìàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ó÷àñòíèêàìè è ñëóøàòåëÿìè OTDE-Workshop â 2021 ãîäó áûëè

ñòóäåíòû, ìàãèñòðàíòû, àñïèðàíòû è ìîëîäûå ó÷åíûå âûñøèõ ó÷åá-

íûõ çàâåäåíèé è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ îðãàíèçàöèé �îññèè è

ñòðàí áëèæíåãî çàðóáåæüÿ, èññëåäîâàòåëè, çàèíòåðåñîâàííûå â îá-

ñóæäàåìûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îòäåëüíûå ëåêöèè ïîïóëÿðíî-

ãî õàðàêòåðà ïîñåòèëè ó÷àùèåñÿ 8�11 êëàññîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ

ó÷ðåæäåíèé, à òàêæå øêîëüíûå ïðåïîäàâàòåëè.
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È Ï�ÎÁËÅÌÀ ÂÈÊÑÒÅÄÀ

1

À. Å. �óòìàí, À. �. Êóñðàåâ

Öåëü íàñòîÿùåãî ìèíèêóðñà, ñîñòîÿùåãî èç ÷åòûðåõ ëåêöèé, � ýñêèçíîå èç-

ëîæåíèå îñíîâ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà è åãî ïðèìåíåíèÿ ê îäíîé ïðîáëåìå

èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à, ïðîáëåìà Âèêñòåäà, �óíê-

öèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè, ðàñøèðåíèå ïîëÿ, áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâà-

íèå, ñïóñêè è ïîäúåìû, áóëåâîçíà÷íûå ÷èñëà.

Ââåäåíèå

Â òå÷åíèè ïîñëåäíåãî ïîëóâåêà âñå áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ

ñèíòåòè÷åñêèì ñòàíäàðòíûì è íåñòàíäàðòíûì ìåòîäàì, õàðàêòåðè-

çóþùèìñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ðàçíûõ èäåé è òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ èç

àíàëèçà, àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îäíèì èç îñíîâíûõ íà-

ïðàâëåíèé, âîçíèêøèõ íà ýòîì ïóòè, ÿâëÿåòñÿ áóëåâîçíà÷íûé àíà-

ëèç � èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïîñðåäñòâîì ñðàâíè-

òåëüíîãî àíàëèçà èõ ïðåäñòàâëåíèé â äâóõ ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûõ ìîäåëÿõ. Öåëü íàñòîÿùåãî ìèíèêóðñà � ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà íà ïðèìåðå îäíîé

ïðîáëåìû èç òåîðèè îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.

Â ïåðâîé ëåêöèè ïðåäñòàâëåí íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé

î âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Êàíòîðîâè÷à è ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðàõ â íèõ, à çàòåì äàåòñÿ �îðìóëè-

ðîâêà ïðîáëåìû Âèêñòåäà: îïèñàòü ðàñøèðåííûå ïðîñòðàíñòâà Êàí-

òîðîâè÷à, â êîòîðûõ âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ïî-

ðÿäêîâûìè ïðîåêòîðàìè, ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûìè.

Âî âòîðîé ëåêöèè ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü íåðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ

�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ñ ïîìîùüþ áàçèñà �àìåëÿ. Çàòåì

1         Курс лекций подготовлен в Северо-Кавказском центре математических исследований 
ВНЦ РАН при поддержке Минобрнауки России,  соглашения № 075-02-2021-1844, № 075- 
02-2022-896, № 075-02-2023-914.  Работа А. Е. Гутмана выполнена в рамках государствен- 
ного задания ИМ СО РАН (проект № FWNF-2022-0004).
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ïðèâîäÿòñÿ íóæíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé; îñíîâíîå

âíèìàíèå óäåëåíî ïðîäîëæåíèþ àâòîìîð�èçìîâ è äè��åðåíöèðîâà-

íèé ïîëåé, ïðè÷åì â ýòèõ âîïðîñàõ ðîëü áàçèñà �àìåëÿ èãðàåò áàçèñ

òðàíñöåíäåíòíîñòè.

Òðåòüÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà ýñêèçíîìó èçëîæåíèþ áóëåâîçíà÷íûõ

ìîäåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ. Â íåé ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðèí-

öèïû ïåðåíîñà, ïåðåìåøèâàíèÿ è ìàêñèìóìà. Äàëåå, ïðåäñòàâëåíû

îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà � îïåðàöèè

êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ, ñïóñêà è ïîäúåìà, à òàêæå ðåçóëüòàòû èõ

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ, èíîãäà íàçûâàåìûå ïðàâèëàìè ñî-

êðàùåíèÿ ñòðåëîê èëè ïðàâèëàìè Ýøåðà.

Â ÷åòâåðòîé ëåêöèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîáëåìà Âèêñòåäà � âñå-

ãî ëèøü íîâàÿ �îðìà âîïðîñà î ðåãóëÿðíîñòè âñåõ ðåøåíèé �óíê-

öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì óñëî-

âèè îäíîðîäíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåîðåìîé �îðäîíà,

óòâåðæäàþùåé, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë) â áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåí-

íîå âåùåñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à. Èç ýòèõ

�àêòîâ âûòåêàþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Âèêñòå-

äà.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê ñîäåðæàò-

ñÿ â [1, 2℄, èç áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà � â [3, 4℄, èç òåîðèè ïî-

ëåé � â [5, 6℄. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà íàñòîÿùåãî ìèíè-

êóðñà ìîæíî íàéòè â [7℄ è [4, ãë. 4℄.

Ëåêöèÿ 1.

Ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà

1. Ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à. Çäåñü ìû êîðîòêî ðàññìîò-

ðèì ïîðÿäêîâî ïîëíûå âåêòîðíûå ðåøåòêè, èìåíóåìûå òàêæå ïðî-

ñòðàíñòâàìè Êàíòîðîâè÷à. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èìåþòñÿ â êíè-

ãàõ [1, 2, 8℄.

1.1. Ïóñòü F � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Óïîðÿäî÷åííîå âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F � ïàðà (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, à 6 � âåêòîðíûé ïîðÿäîê â E, ò. å. îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà â E, ñîãëàñîâàííîå ñî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâà â E ìîæíî ñêëàäûâàòü è

óìíîæàòü íà ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F. Çàäàíèå âåêòîðíî-

ãî ïîðÿäêà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E íàä ïîëåì F ðàâíîñèëüíî
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òàêæå óêàçàíèþ ìíîæåñòâà � ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà E+ ⊂ E ñî

ñâîéñòâàìè: E+ + E+ ⊂ E+
; λE+ ⊂ E+ (0 6 λ ∈ F); E+ ∩E+ = {0}.

Ïðè ýòîì ïîðÿäîê 6 è êîíóñ E+
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

x 6 y ↔ y − x ∈ E+ (x, y ∈ E).

Óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåòêîé, íà-

çûâàþò âåêòîðíîé ðåøåòêîé

2

. Äëÿ ýëåìåíòîâ x, y âåêòîðíîé ðå-

øåòêè E ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: x ∨ y := sup{x, y}, x ∧ y := inf{x, y},
|x| := sup{x,−x}, x+ := sup{x, 0}, x− := (−x)+.

Ïðîñòðàíñòâîì Êàíòîðîâè÷à èëè, êîðî÷å, K-ïðîñòðàíñòâîì

íàçûâàþò òàêóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó, â êîòîðîé âñÿêîå íåïóñòîå ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò òî÷íûå ãðàíèöû. Ïîðÿä-

êîâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî îíî ñîäåðæèòñÿ â

êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêîâîì èíòåðâàëå [a, b] := {x ∈ E : a 6 x 6 b}
(a, b ∈ E, a 6 b).

1.2. Ýëåìåíòû x, y ∈ E íàçûâàþò äèçúþíêòíûìè è ïèøóò x ⊥ y,
åñëè |x| ∧ |y| = 0. Êîìïîíåíòîé (èëè ïîëîñîé) âåêòîðíîé ðåøåòêè E
íàçûâàþò ìíîæåñòâî âèäà M⊥ := {x ∈ E : (∀ y ∈ M) x ⊥ y}, ãäå
M ⊂ E. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîëîñ E, óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ,
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðîé B(E), â êîòîðîé áóëåâû îïåðàöèè

âûãëÿäÿò òàê:

L ∧K = L ∩K, L ∨K = (L ∪K)⊥⊥,

L∗ = L⊥ (L,K ∈ B(E)).

Àëãåáðà B(E) íîñèò íàçâàíèå áàçû E.

Ýëåìåíò 1 ∈ E íàçûâàþò (ñëàáîé ïîðÿäêîâîé) åäèíèöåé, åñëè â E
íåò íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, äèçúþíêòíûõ 1, ò. å. åñëè {1}⊥ = {0} èëè,
÷òî òî æå ñàìîå {1}⊥⊥ = E. Ýëåìåíò e ∈ E íàçûâàþò åäèíè÷íûì

îòíîñèòåëüíî 1 èëè îñêîëêîì åäèíèöû 1, åñëè e ∧ (1− e) = 0. Ìíî-

æåñòâî E (E) := E (1) âñåõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñíàáæàþò èíäóöè-

ðîâàííûì èç E ïîðÿäêîì. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî E (E) ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé àëãåáðîé, â êîòîðîé áóëåâî äîïîëíåíèå èìååò âèä e∗ := 1− e
(e ∈ E (1)).

2

Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå âåêòîðíûå ðåøåòêè òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðî-

ñòðàíñòâàìè �èññà â ÷åñòü âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêà Ôðèäåøà �èññà (Riesz

Frigyes; 1880�1957), îäíîãî èç îñíîâàòåëåé �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
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1.3. Äëÿ êàæäîé ïîëîñû K â K-ïðîñòðàíñòâå E èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó E = K ⊕ K⊥
. Òåì ñàìûì îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëåí îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ [K] íà ïîäïðîñòðàíñòâî K
ïàðàëëåëüíî K⊥

, íàçûâàåìûé ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì (èëè ïðîñòî

ïðîåêòîðîì, åñëè êîíòåêñò èñêëþ÷àåò ïóòàíèöó). Ïðè ýòîì âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0 6 [K]x 6 x äëÿ âñåõ 0 6 x ∈ E. Íàîáîðîò, åñëè
ëèíåéíûé ïðîåêòîð π â E óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 6 πx 6 x
(0 6 x ∈ E), òî K := π(E) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé, ïðè÷åì π = [K].
Â ìíîæåñòâå âñåõ ïîðÿäêîâûõ ïðîåêòîðîâ P(E) ââîäÿò ïîðÿäîê, ïî-
ëàãàÿ ρ 6 π â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà im ρ ⊂ imπ. Ïîëåçíî
èìåòü â âèäó ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ρ 6 π ↔ ρπ = πρ = ρ.
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P(E) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðîé,

â êîòîðîé áóëåâû îïåðàöèè èìåþò âèä:

π ∧ ρ = πρ = ρπ, π ∨ ρ = π + ρ− πρ,

π∗ = IE − π (π, ρ ∈ P(E)).

1.4. Òåîðåìà. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî. Îòîá-

ðàæåíèå K 7→ [K] åñòü èçîìîð�èçì áóëåâûõ àëãåáð B(E) è P(E).
Åñëè æå â E èìååòñÿ ïîðÿäêîâàÿ åäèíèöà, òî îòîáðàæåíèÿ π 7→ π1
èç P(E) â E (E) è e 7→ {e}⊥⊥

èç E (E) â B(E) òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçî-

ìîð�èçìàìè áóëåâûõ àëãåáð.

1.5. Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : E → F íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì è ïèøóò T > 0, åñëè Tx > 0
äëÿ êàæäîãî 0 6 x ∈ E, è ðåãóëÿðíûì, åñëè T = T1 −T2 äëÿ íåêîòî-
ðûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ T1, T2 : E → F . �îâîðÿò, ÷òî îïåðà-
òîð T ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí (èëè o-îãðàíè÷åí), åñëè T (M) � ïîðÿä-

êîâî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â F äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí-

íîãî M ⊂ E. Åñëè F � ýòî K-ïðîñòðàíñòâî, òî êëàññû ðåãóëÿðíûõ

è ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.6. Òåîðåìà �èññà � Êàíòîðîâè÷à. Åñëè E � âåêòîð-

íàÿ ðåøåòêà è F � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàí-

ñòâî L∼(E,F ) âñåõ ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ èç E â F ñàìî ÿâëÿ-

åòñÿ K-ïðîñòðàíñòâîì. (Ïîðÿäîê â L∼(E,F ) ââîäèòñÿ �îðìóëîé:

S > T ↔ S − T > 0.)

1.7. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé ïðèíÿòî

íàçûâàòü êîìïëåêñè�èêàöèþ EC := E ⊕ iE âåùåñòâåííîé âåêòîðíîé
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ðåøåòêè E ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäóëü |z| êàæäîãî ýëåìåíòà
z ∈ EC, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

|z| := sup
06θ<2π

|(cos θ)x + (sin θ)y| (z := x+ iy ∈ EC).

Â ñëó÷àå K-ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè. Äèçúþíêòíîñòü ýëåìåíòîâ z := x + iy è z′ := x′ + iy′ èç EC

ââîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, �îðìóëîé z ⊥ z′ ↔ |z| ∧ |z′| = 0 è ðàâíî-

ñèëüíà ñîîòíîøåíèþ {x, y} ⊥ {x′, y′}. Ïîëîñà J â EC îïðåäåëÿåòñÿ

êàê êîìïëåêñè�èêàöèÿ J = J0 ⊕ iJ0 ïîëîñû J0 â E. Êàê è â âåùå-

ñòâåííîì ñëó÷àå, âñÿêàÿ ïîëîñà â EC äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

{z ∈ EC : (∀ v ∈ V ) z ⊥ v}, ãäå V � ïîäìíîæåñòâî EC.

1.8. �àññìîòðèì âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå ðåøåòêè E è F . Ïðî-
ñòðàíñòâî C-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(EC, FC) èçîìîð�íî êîìïëåê-

ñè�èêàöèè âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

L(E,F ). Îïåðàòîð T ∈ L(EC, FC) äîïóñêàåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå T = T1 + iT2, ãäå T1, T2 ∈ L(E,F ), è ïðî-

èçâîëüíûé îïåðàòîð S ∈ L(E,F ) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì êàíî-

íè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì S̃ ∈ L(EC, FC), îïðåäåëÿåìûì �îðìóëîé

S̃z := Sx + iSy, z = x + iy. Â ÷àñòíîñòè, åñëè E è F ðàññìàòðèâàòü

êàê âåùåñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà EC è FC ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðî-

ñòðàíñòâî L(E,F ) ìîæíî ìûñëèòü êàê âåùåñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî L(EC, FC).

Îïåðàòîð T = T1 + iT2 íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè T1 > 0
è T2 = 0. Åñëè EC = J ⊕ J⊥

äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà J ⊂ EC, òî

ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð P : EC → EC ñ ÿäðîì J⊥
è îáðàçîì J . Îãðà-

íè÷åíèå P íà E áóäåò ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì â E è, â ÷àñòíîñòè,

P � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.

1.9. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïîðÿäêîâî (äåäåêèíäîâî) ïîë-

íûå âåêòîðíûå ðåøåòêè, ò. å. K-ïðîñòðàíñòâà, âûäåëèë è íà÷àë èçó÷àòü

Ë. Â. Êàíòîðîâè÷

3

. Â ïåðâîé îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå íà ýòó òåìó îí

ïèñàë: ¾Â ýòîé çàìåòêå ÿ îïðåäåëÿþ íîâûé òèï ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå

ÿ íàçûâàþ ëèíåéíûìè ïîëóóïîðÿäî÷åííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ââåäåíèå

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ëèíåéíûå îïåðàöèè îäíîãî îáùå-

3

Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ (1912�1986) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ýêîíî-

ìèñò, äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑ�, ëàóðåàò ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå

ïàìÿòè Àëü�ðåäà Íîáåëÿ 1975 ãîäà, îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè îïåðàòîðîâ â

âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.
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ãî êëàññà (îïåðàöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òàêîìó ïðîñòðàí-

ñòâó) êàê ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû¿. Çäåñü Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ñ�îðìóëèðî-

âàë âàæíóþ ìåòîäîëîãè÷åñêóþ óñòàíîâêó � ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï ïåðå-

íîñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýëåìåíòû K-ïðîñòðàíñòâà ñóòü îáîáùåííûå ÷èñ-

ëà. �ëóáèíà è óíèâåðñàëüíîñòü ïðèíöèïà Êàíòîðîâè÷à ïîëó÷èëè ïîëíîå

ðàçúÿñíåíèå òîëüêî â ðàìêàõ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà (ñì. [3, 4℄).

2. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà. Â ýòîì ðàçäåëå ââåäåì êëàññ íåðàñøè-

ðÿþùèõ îïåðàòîðîâ è ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

2.1. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà T : E → E ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Te ∈ {e}⊥⊥ (e ∈ E);

(2) e ⊥ f → Te ⊥ f (e, f ∈ E);

(3) T (K) ⊂ K (K ∈ B(E));

(4) π ◦ T = T ◦ π (π ∈ P(E)).

2.2. �îâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ïîëîñû èëè ÿâëÿåòñÿ

íåðàñøèðÿþùèì, åñëè èìååò ìåñòî îäíî (à òîãäà è ëþáîå) èç óêàçàí-

íûõ óñëîâèé (1)�(4). Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T := T1 + iT2 : EC → EC

ñîõðàíÿåò ïîëîñû, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå

îïåðàòîðû T1 è T2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè E � K-ïðîñòðàíñò-

âî, òî îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ïîëîñû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà πT = Tπ äëÿ âñåõ π ∈ P(E).

2.3. Ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à E íàçûâàþò ðàñøèðåííûì, åñëè

â íåì ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ èìååò ñóïðåìóì.

Â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïîðÿäêîâàÿ åäèíè-

öà. Áîëåå òîãî, åñëè â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå E �èêñèðîâàòü

ïîðÿäêîâóþ åäèíèöó 1, òî â E ìîæíî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïî-

ñîáîì, îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîãî êîëüöà òàê, ÷òî âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî a ∈ E îïåðàòîð óìíîæåíèÿ x 7→ ax ïî-

ëîæèòåëåí è ñîõðàíÿåò ïîëîñû;

(2) 1 ñëóæèò êîëüöåâîé åäèíèöåé.

Åñëè âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîëüöîì (àë-

ãåáðîé) è âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òî E ïðèíÿòî íàçûâàòü f -êîëüöîì
(f -àëãåáðîé). Òàêèì îáðàçîì, â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå âûáîð

ïîðÿäêîâîé åäèíèöû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó f -àëãåáðû.
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Êîìïëåêñíóþ f -àëãåáðó EC îïðåäåëèì êàê êîìïëåêñè�èêàöèþ

âåùåñòâåííîé f -àëãåáðû E ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäóëü ëþ-

áîãî ýëåìåíòà, ñì. 1.7. Óìíîæåíèå â E åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ äî

óìíîæåíèÿ â EC ïî �îðìóëå (x+iy)(x
′+iy′) = (xx′−yy′)+i(xy′+x′y).

Ïðè ýòîì |z1z2| = |z1||z2| (z1, z2 ∈ EC).

2.4. Ïåðå÷èñëèì âàæíåéøèå ïðèìåðû ðàñøèðåííûõ K-ïðîñò-

ðàíñòâ. Â 2.4 (1)�(3) îòíîøåíèå ïîðÿäêà ââîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî, ò. å.

f 6 g îçíà÷àåò, ÷òî f(t) 6 g(t) äëÿ âñåõ t èç îáùåé îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ f è g.
(1) �àñøèðåííûì K-ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

L0(Ω,Σ, µ) := L0
R
(Ω,Σ, µ) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî÷òè âñþäó êî-

íå÷íûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé íà Ω, ãäå (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé, ïðè÷åì µ σ-êîíå÷íà (èëè, áîëåå îáùî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïðÿìîé ñóììû, ñì. [8, 1.1.8℄). Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

L0
C
(Ω,Σ, µ) � êîìïëåêñíîå ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåííûõ êîìïëåêñ-

íûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé íà Ω. ÁàçàK-ïðîñòðàíñòâà L0(Ω,Σ, µ) èçî-
ìîð�íà áóëåâîé �àêòîð-àëãåáðå Σ/µ−1(0) � áóëåâîé àëãåáðå èçìå-

ðèìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû. Ïîðÿäêîâûé

ïðîåêòîð â L0(Ω,Σ, µ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.

(2) Ïðîñòðàíñòâî C∞(Q) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîì êîìïàêòå Q, ñî çíà÷åíèÿìè â ðàñøèðåí-
íîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ±∞ ëèøü íà íè-

ãäå íå ïëîòíîì ìíîæåñòâå [8, 1.4.2℄. Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà C∞(Q,C) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðåðûâ-

íûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòêðûòûõ ïëîò-

íûõ ïîäìíîæåñòâàõ Q; ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ �óíêöèè, ñîâïà-
äàþùèå íà ïåðåñå÷åíèè ñâîèõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Áàçà ýòîãî K-

ïðîñòðàíñòâà èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ êîìïàêòà Q. Ïîðÿäêîâûé ïðîåêòîð â C∞(Q) � îïåðàòîð

óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ îòêðûòî-çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà.

(3) Ïðîñòðàíñòâî Bor(Q) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè áîðåëåâñêèõ

�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Q. Äâå
�óíêöèè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò íà äîïîëíåíèè ê ìíî-

æåñòâó ïåðâîé êàòåãîðèè. Áàçà K-ïðîñòðàíñòâà Bor(Q) èçîìîð�-

íà áóëåâîé àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ Q ïî ìîäóëþ ìíî-

æåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè. Êîìïëåêñè�èêàöèÿ Bor(Q,C) ïðîñòðàí-
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ñòâà Bor(Q) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
áîðåëåâñêèõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Q.

(4) Ïðîñòðàíñòâî A ñàìîñîïðÿæåííûõ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè-

÷åííûõ) îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèñîåäèíåííûõ

ê êîììóòàòèâíîé àëãåáðå �îí Íåéìàíà A. Áàçà K-ïðîñòðàíñòâà A

èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, âõîäÿ-

ùèõ â A.

2.5. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà. Îïèñàòü ðàñøèðåííûå K-ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðûõ âñå ëèíåéíûå íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åíû.

2.6. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé Âèêñòåäà âîçíèêëî ñëåäóþùåå ïî-

íÿòèå. �àññìîòðèì ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî G ñ åäèíèöåé 1.

Ìíîæåñòâî E ⊂ G íàçûâàþò ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè

äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ e1, . . . , en ∈ E , íåíóëå-
âûõ ÷èñåë λ1, . . . , λn ∈ R è ïîðÿäêîâîãî ïðîåêòîðà π â G ðàâåíñòâî∑n
k=1 λkπek = 0 âëå÷åò πek = 0 ïðè k := 1, . . . , n. Ìàêñèìàëüíîå

ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G íàçûâàþò ëîêàëüíûì

áàçèñîì �àìåëÿ G.

Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {1} ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Èç

ëåììû Êóðàòîâñêîãî � Öîðíà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ðàñøèðåííîì

K-ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ. Êðîìå òîãî,

ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ G áóäåò ëîêàëüíûì

áàçèñîì �àìåëÿ äëÿG, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ G íàéäåò-

ñÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû (πξ)ξ∈Ξ â B(G) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
ξ ∈ Ξ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ e1, . . . , en ∈ E è

÷èñåë λ1, . . . , λn ∈ R, äëÿ êîòîðûõ πξx =
∑n

k=1 λkπξek.

2.7. Ýëåìåíò e ∈ G+ èìåíóþò ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì îòíîñè-

òåëüíî f ∈ G+, åñëè e = supξ∈Ξ λξπξf äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî

ñåìåéñòâà (λξ)ξ∈Ξ è ñåìåéñòâà (πξ)ξ∈Ξ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîðÿä-

êîâûõ ïðîåêòîðîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåííîãî K-ïðîñòðàíñòâà G ðàâíîñèëü-

íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) âñå ýëåìåíòû G+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñè-

òåëüíî 1;

(2) âñå ýëåìåíòû G+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâîëüíîé ïîðÿäêîâîé åäèíèöû e ∈ G;

(3) {1} � ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ äëÿ G;
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(4) êàæäûé ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ äëÿ G ñîñòîèò èç ïîïàðíî

äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ.

2.8. �àñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî G íàçûâàþò ëîêàëüíî îäíî-

ìåðíûì, åñëè G óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëî-

âèé 2.7 (1)�(4).

2.9. Òåîðåìà. Ïóñòü G � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

(1) G ëîêàëüíî îäíîìåðíî;

(2) âñÿêèé íåðàñøèðÿþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : G → G ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åí.

⊳ Ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [9, òåîðåìà 2.1℄ è [10, òåîðå-

ìà 3.2℄. ⊲

2.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Âîïðîñ î òîì, âñÿêèé ëè íåðàñ-

øèðÿþùèé (= êîììóòèðóþùèé ñ ïîðÿäêîâûìè ïðîåêòîðàìè) ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à àâòîìàòè÷åñêè ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åí, áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòå Ý. Â. Âèêñòåäà

4

[11℄ 1977 ãî-

äà. Â 1978 ãîäó Þ. À. Àáðàìîâè÷

5

, À. È. Âåêñëåð

6

è À. Â. Êîëäóíîâ

7

[12℄

àíîíñèðîâàëè ïåðâûé ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî íåðàñøèðÿþùåãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ Âèêñòåäà

çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòîðû. Â ðàáîòàõ óïî-

ìÿíóòûõ òðåõ àâòîðîâ [9, 12℄ è Ï. Ìàêïîëèíà

8

è À. Â. Âèêñòåäà [10℄ áû-

ëè íàéäåíû êëàññû âåêòîðíûõ ðåøåòîê, â êîòîðûõ íåðàñøèðÿþùèé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð àâòîìàòè÷åñêè ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí. Â ýòèõ æå ðàáî-

òàõ [9, 10℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âîïðîñ Âèêñòåäà èìååò ïîëîæèòåëüíûé

îòâåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå K-ïðîñòðàíñòâî ëî-

êàëüíî îäíîìåðíî. Òåì ñàìûì, îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê õàðàêòåðè-

çàöèè ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ.

4

Ýíòîíè Âèêñòåä (Anthony WilliamWi
kstead; 1947) � ïðî�åññîð Êîðîëåâñêî-

ãî óíèâåðñèòåòà Áåë�àñòà, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ

ðåøåòêàõ.

5

Þðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Àáðàìîâè÷ (1945�2003) � ñîâåòñêèé/àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê, èçâåñòåí ðàáîòàìè â îáëàñòè âåêòîðíûõ è áàíàõîâûõ ðåøåòîê, îäèí

èç îñíîâàòåëåé æóðíàëà ¾Positivity¿.

6

Àëåêñàíäð Èëüè÷ Âåêñëåð (1933�2011) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê,

ñïåöèàëèñò â îáëàñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ â íèõ.

7

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ Êîëäóíîâ (1948�2021) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòå-

ìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ â íèõ.

8

Ïèòåð Ìàêïîëèí (Peter M
Polin) � ó÷åíèê Ý. Âèêñòåäà, îïóáëèêîâàë 7 ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ðàáîò, çàòåì ïåðåêëþ÷èëñÿ íà ëèòåðàòóðíî-êðèòè÷åñêèå è ïåäàãî-

ãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
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Â 1980-õ ãîäàõ áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ K-ïðîñò-

ðàíñòâà ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îäíîìåðíîñòè è äèñêðåòíîñòè ðàâíîñèëüíû.

Îøèáî÷íûå äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû è åå îòðèöàíèÿ

áûëè îïóáëèêîâàíû ñîîòâåòñòâåííî â [10℄ è [12℄. Â 1993 ã. À. Â. Âèêñòåä [13℄

çà�èêñèðîâàë âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû êàê îòêðûòûé.

Ëåêöèÿ 2.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè.

�àñøèðåíèÿ ïîëåé

3. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè. Â ýòîì ïàðàãðà�å êî-

ðîòêî ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíûé îáúåêò êëàññè÷åñêîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà, âûíåñåííûé â íàçâàíèå. Â äàëüíåéøåì (ñì. � 7)

ìû îáíàðóæèì, ÷òî íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ

Êàíòîðîâè÷à � ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè â íî-

âîì îáëè÷èè, à ïðîáëåìà Âèêñòåäà ðàâíîçíà÷íà âîïðîñó î ðåãóëÿð-

íîñòè âñåõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

òèïà îäíîðîäíîñòè.

3.1. Ñèìâîëîì F áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëîâîå ïîëå, ñîâïàäàþùåå

ñ R èëè C. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè ñ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé

f : F → F èìååò âèä

f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îêà-

çûâàåòñÿ Q-îäíîðîäíûì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò åùå îäíîìó �óíêöèî-

íàëüíîìó óðàâíåíèþ:

f(qx) = qf(x) (q ∈ Q, x ∈ F).

Â äàëüíåéøåì íàñ èíòåðåñóåò áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ. À èìåííî, áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

{
f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),
(L)

ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì FP ïîëå F, ðàññìàòðè-

âàåìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P. Êàê âèäíî, ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (L) ñóòü P-ëèíåéíûå �óíêöèè èç FP â FP.
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3.2. Òåîðåìà. Ïóñòü E � áàçèñ �àìåëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà FP, àF (E ,F)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ �óíêöèé èç E â F. Ìíîæåñòâî

âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì F, èçîìîð�íîåF (E ,F). Èçîìîð�èçì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîïîñòàâëåíèåì ðåøåíèþ f åãî îãðàíè÷åíèÿ f |E íà E .

⊳ Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (L) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
LP(F) âñåõ P-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå FP. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðíûå ïðî-

ñòðàíñòâà LP(F) è F (E ,F) èçîìîð�íû.

Ïóñòü F0(E ,P) � ìíîæåñòâî âñåõ �èíèòíûõ �óíêöèé, ò. å. òà-

êèõ ϕ : E → P, ÷òî ìíîæåñòâî {e ∈ E : ϕ(e) 6= 0} êîíå÷íî. Òîãäà

F0(E ,P) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä P, èçîìîð�íîå FP. Èçîìîð-

�èçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì �óíêöèè ϕ ∈ F0(E ,P) ýëå-
ìåíòà xϕ :=

∑
e∈E ϕ(e)e. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ψ ∈ F (E ,F)

ïîëîæèì

fψ(xϕ) :=
∑

e∈E

ϕ(e)ψ(e) (ϕ ∈ F0(E ,P)).

Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ èçîìîð�èçì ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè F (E ,F) è LP(F). ⊲

3.3. Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (L) ëè-
áî F-ëèíåéíî, ëèáî èìååò ãðà�èê, âñþäó ïëîòíûé â ïðîñòðàíñòâå

F2 := F× F.

⊳ Åñëè ðåøåíèå f ñèñòåìû (L) F-ëèíåéíî, òî îíî èìååò ïðåä-

ñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ F), ãäå c := f(1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû x1, x2 ∈ F, äëÿ êîòîðûõ f(x1)/x1 6=
f(x2)/x2. Îòñþäà âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v1 :=
(x1, f(x1)) è v2 := (x2, f(x2)) èç F

2
íàä ïîëåì F. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

α1v1 + α2v2 = 0 äëÿ íåêîòîðûõ α1, α2 ∈ F, òî α1x1 + α2x2 = 0 è

α1f(x1)+α2f(x2) = 0, ïðè÷åì ñèñòåìà èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé

èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå α1 = α2 = 0, òàê êàê åå îïðåäåëè-
òåëü x1f(x2) − x2f(x1) 6= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Èòàê, âñÿêóþ ïàðó

(x, y) ∈ F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (x, y) = α1v1 + α2v2 äëÿ íåêî-

òîðûõ α1, α2 ∈ F. Òàê êàê P ïëîòíî â F, â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïàðû

(x, y) ìîæíî íàéòè âåêòîð âèäà p1v1 + p2v2, ãäå p1, p2 ∈ P. Òåì ñà-

ìûì ìíîæåñòâî {p1v1+p2v2 : p1, p2 ∈ P} ïëîòíî â F2
. Â òî æå âðåìÿ

ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ãðà�èêå �óíêöèè f , òàê êàê ñ ó÷åòîì
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P-ëèíåéíîñòè f ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

p1v1 + p2v2 = (p1x1 + p2x2, p1f(x1) + p2f(x2)) =

= (p1x1 + p2x2, f(p1x1 + p2x2))

ïðè ëþáûõ p1, p2 ∈ P. ⊲

3.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå f ñèñòåìû (L) äîïóñêàëî ïðåäñòàâ-
ëåíèå f(x) = cx (x ∈ F), íóæíî ïîòðåáîâàòü êàêîå-íèáóäü äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Òàêèì î÷åâèäíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîñòü, òàê êàê â ñèëó P-ëèíåéíîñòè f áóäåò f(p) = pf(1)
è, âîñïîëüçîâàâøèñü ïëîòíîñòüþ P â F, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî äðóãèõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè. Àä-

äèòèâíóþ �óíêöèþ f : R → R íàçîâåì ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîé,

åñëè îíà îãðàíè÷åíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ R. �åøåíèå f ñèñòå-

ìû (L) ïðè F = R äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ R) â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî ëþáîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(ñì. [14, � 2.1℄):

(1) f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå;

(2) f ìîíîòîííî óáûâàåò èëè ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;

(3) f ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíà;

(4) f îãðàíè÷åíà ñâåðõó èëè ñíèçó íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíî-

æåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû;

(5) f èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

3.5. �àññìîòðèì òåïåðü F = C, è ïóñòü P := P0+iP0 äëÿ íåêîòîðî-

ãî ïîäïîëÿ P0 ⊂ R. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (L) � êîì-

ïëåêñè�èêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé òîé æå ñèñòåìû ïðè P := P0.

Òî÷íåå, åñëè g : R → R � P0-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ g̃ : C → C, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

g̃(z) = g(x) + ig(y) (z = x+ iy ∈ C).

Íàîáîðîò, åñëè f : C → C � P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ïàðà P0-ëèíåéíûõ �óíêöèé g1, g2 : R → R òàêèõ, ÷òî

f(z) = g̃1(z) + ig̃2(z) (z ∈ C). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå f ñè-

ñòåìû (L) èìååò âèä f = f1 + if2, ãäå f1, f2 : C → C P0-ëèíåéíû è

fi(R) ⊂ R (i = 1, 2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ìîíîòîííà èëè îãðàíè-

÷åíà, åñëè òàêîâû �óíêöèè f1 è f2. Ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

(1) �ðà�èê f ïëîòåí â C2
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ãðà�èê êàæäîé èç �óíêöèé f1|R è f2|R ïëîòåí â R2
.
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(2) �åøåíèå f ñèñòåìû (L) ïðè F=C è P=P0+ iP0, P0⊂R, äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ C) äëÿ íåêîòîðîãî c∈C â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé (1)�(5) èç 3.4.

3.6. Òåîðåìà. Ïóñòü P � ïîäïîëå ïîëÿ F, ïðè÷åì P := P0 + iP0

äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ P0 ⊂ R, åñëè F = C. �àâíîñèëüíû óòâåð-

æäåíèÿ:

(1) F = P;
(2) ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (L) ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíî.
⊳ Èìïëèêàöèÿ (1) → (2) òðèâèàëüíà. Ïðîòèâîïîëîæíóþ èìïëè-

êàöèþ äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæåíèå F 6= P îçíà÷àåò, ÷òî

áàçèñ �àìåëÿ E âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà FP ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà íåíóëåâûõ íåñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòà e1, e2 ∈ E . Îïðåäå-
ëèì �óíêöèþ ψ : E → F òàê, ÷òîáû ψ(e1)/e1 6= ψ(e2)/e2. Òîãäà
P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f = fψ : F → F, ñîâïàäàþùàÿ ñ ψ íà E , èìååò
ïëîòíûé â F2

ãðà�èê ñîãëàñíî 3.3. Ñëåäîâàòåëüíî, fψ íå ìîæåò áûòü
ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîé, ñì. 3.4, 3.5. ⊲

3.7. �àññìîòðèì åùå äâå ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:





f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),

f(xy) = f(x)f(y) (x, y ∈ F),

(A)





f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),

f(xy) = f(x)y + xf(y) (x, y ∈ F).

(D)

Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (A) íàçûâàþò P-àâòîìîð�èçìàìè ïî-

ëÿ F, à ðåøåíèÿ ñèñòåìû D � P-äè��åðåíöèðîâàíèÿìè ïîëÿ F. Òîæ-

äåñòâåííûé àâòîìîð�èçì è íóëåâîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèíÿòî

íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåì (A) è (D) òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå òîíêèõ ðåçóëü-
òàòîâ èç òåîðèè ïîëåé, èçëàãàåìûõ â ñëåäóþùåé ÷àñòè íàñòîÿùåé

ëåêöèè.

3.8. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïåðâîíà÷àëüíî èçó÷åíèå �óíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè �èçèêè. �àííèå èññëå-

äîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê XIV âåêó, õîòÿ èäåÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

èñïîëüçîâàëàñü è ðàíüøå. Íåñìîòðÿ íà ñîëèäíûé âîçðàñò òåîðèÿ �óíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé æèâîé ðàçäåë ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè âíóòðèìàòåìàòè÷åñêèìè âçàèìîñâÿçÿìè,
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ñ ðàñøèðÿþùåéñÿ îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé ê íàóêàì î ïðèðîäå, ÷åëîâåêå è

îáùåñòâå. Ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ �óíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé áûëî äàíî â êíèãå Î. Ë. Êîøè

9

¾Êðàòêîå èçëîæåíèå óðîêîâ î

äè��åðåíöèàëüíîì è èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè, ïðåïîäàâàåìûõ â Êîðî-

ëåâñêîé Ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëå¿, îïóáëèêîâàííîì â 1821 ãîäó. Äåòàëüíîå

èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèëîæåíèé è èñòîðèè ïðåäìåòà ñì. â êíèãå [14℄.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êî-

øè âïåðâûå äîêàçàë �àìåëü

10

(1905), èñïîëüçóÿ áàçèñ âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.

4. �àñøèðåíèÿ ïîëåé. Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû íåêîòîðûå ñâå-

äåíèÿ èç òåîðèè ïîëåé, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ñè-

ñòåì (A) è (D).

4.1. �àññìîòðèì äâà ïîëÿ K è L. Åñëè K � ïîäïîëå ïîëÿ L,
òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K. �àñøèðåíèå L ïî-

ëÿ K íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç L ñëóæèò

êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà (îò îäíîé ïåðåìåííîé) ñ êîý��èöè-

åíòàìè èç ïîëÿ K. Äðóãèìè ñëîâàìè ðàñøèðåíèå L ïîëÿ K èìåíó-

åì àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ L àëãåáðàè÷åí íàä K;

ïîñëåäíåå æå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ

a0, . . . , an ∈ K, n > 1, íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿ êîòîðûõ

a0 + a1x + . . . + anx
n = 0. �àñøèðåíèå L ïîëÿ K, íå ÿâëÿþùååñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, íàçûâàþò òðàíñöåíäåíòíûì (íàä K).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, åñëè âñÿêèé

íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè èç K èìååò õîòÿ áû

îäèí êîðåíü â K. Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêîå

àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K ñîâïàäàåò ñ K.

Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ K íàçûâàþò òàêîå åãî ðàñ-

øèðåíèå, êîòîðîå àëãåáðàè÷íî íàä K è àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Â òåîðèè ïîëåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ïîëå K èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî K-èçîìîð�èçìà àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå

(ñì. [5, 15℄).

4.2. Ïóñòü L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåí-

òû x1, . . . , xn ∈ L íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä K,

åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P îò n ïåðåìåííûõ ñ êîý��èöèåíòà-

9

Îãþñòåí Ëóè Êîøè (Augustin Louis Cau
hy; 1789�1857) � �ðàíöóçñêèé ìà-

òåìàòèê è ìåõàíèê, îäèí èç íàèáîëåå àêòèâíûõ òâîðöîâ ñîâðåìåííîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà, îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

10

�åîðã Êàðë Âèëüãåëüì �àìåëü (1877�1954 ãîäà) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê è

ìåõàíèê, ó÷åíèê Äàâèäà �èëüáåðòà.
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ìè èç ïîëÿ K ðàâåíñòâî P (x1, . . . , xn) = 0 âëå÷åò P ≡ 0, ò. å. âñå
êîý��èöèåíòû P ðàâíû íóëþ.

Êàê âèäíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñè-

ìîñòü ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

íàä K ìíîæåñòâà âñåõ îäíî÷ëåíîâ âèäà xi11 x
i2
2 . . . xinn , ãäå n ∈ N,

i1, . . . , in > 0.
Ìíîæåñòâî E ⊂ L íàçîâåì àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì, åñëè âñÿ-

êîå êîíå÷íîå åãî ïîäìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî. Ïóñòîå

ìíîæåñòâî ñ÷èòàþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì. Ìàêñèìàëüíîå ïî

âêëþ÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå íàä K ìíîæåñòâî E ⊂ L
íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì áàçèñîì (èëè áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíî-

ñòè) L. Ñèìâîëîì K(E ) îáîçíà÷àþò íàèìåíüøåå ïîäïîëå ïîëÿ L,
ñîäåðæàùåå K è ìíîæåñòâî E ⊂ L, è ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî K(E )
ïîëó÷àåòñÿ èç K ïðèñîåäèíåíèåì ìíîæåñòâà E . Åñëè L = K(E ) è E
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî, òî L ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñòûì ðàñøè-

ðåíèåì ïîëÿ K, à E � ÷èñòûì áàçèñîì L íàä K.

4.3. Òåîðåìà Øòåéíèöà. Âñÿêîå ðàñøèðåíèå L ïîëÿ K äîïóñ-

êàåò àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ E íàä K. Ïðè ýòîì L ñëóæèò àëãåáðàè-

÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ÷èñòîãî ðàñøèðåíèÿ K(E ).

4.4. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè èçîìîð�èçìîâ. Ïóñòü L� ðàñ-

øèðåíèå ïîëÿK è E � àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ L íàäK. Ïóñòü i � èçî-

ìîð�èçì K íà íåêîòîðîå ïîëå K ′
è L′

� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå

ðàñøèðåíèå ïîëÿ K ′
. Äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîãî ñå-

ìåéñòâà (le)e∈E ýëåìåíòîâ ðàñøèðåíèÿ L′
ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì i′

èç L â L′
, ïðîäîëæàþùèé i è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ i′(e) = le

äëÿ âñåõ e ∈ E .

4.5. Îòîáðàæåíèå d : K → L íàçûâàþò äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîä-

ïîëÿ K ⊂ L â ïîëå L, åñëè d(x+y) = d(x)+d(y) è d(xy) = d(x)y+xd(y)
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K. Îáùèé ðåçóëüòàò î ïðîäîëæåíèè äè��åðåíöè-

ðîâàíèé, ñ�îðìóëèðîâàííûé â ñëåäóþùåì ïóíêòå, èñïîëüçóåò ïîíÿ-

òèå ñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ öåëåé íåò

íåîáõîäèìîñòè óãëóáëÿòüñÿ â ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíûõ ðàñøèðåíèé;

äåòàëè ìîæíî íàéòè â [5, 6℄. Çäåñü íàì äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî åñ-

ëè ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî èëè èìååò õàðàêòåðèñòèêó íóëü,

òî ëþáîå ðàñøèðåíèå K áóäåò ñåïàðàáåëüíûì.

4.6. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè äè��åðåíöèðîâàíèé. Ïóñòü

K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K è d � äè��åðåí-

öèðîâàíèå ïîëÿ k â L.
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(1) Åñëè K � ñåïàðàáåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k,
òî d îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî äè��åðåíöèðîâàíèÿD ïîëÿK âL.

(2) Åñëè K � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ñ ÷èñòûì àëãåá-

ðàè÷åñêèì áàçèñîì E ⊂ K íàä k, òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà (le)e∈E

ýëåìåíòîâ L ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå äè��åðåíöèðîâà-

íèå D ïîëÿ K â L, ïðîäîëæàþùåå d è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

De = le äëÿ âñåõ e ∈ E .

4.7. Ïóñòü C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P. Òî-

ãäà â C ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé P-àâòîìîð�èçì.

⊳ Ïóñòü E � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ C íàä P. Òàê

êàê C � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ P(E ), òî ëþáîé
P-àâòîìîð�èçì φ ïîëÿ P(E ) ïðîäîëæàåòñÿ äî P-àâòîìîð�èçìà Φ ïî-

ëÿ C (ñì. 4.4).

Äëÿ ïîñòðîåíèå íåòðèâèàëüíîãî P-àâòîìîð�èçìà â P(E ) ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà E ñîäåðæèò ëèøü îäèí ýëåìåíò e, ò. å.
êîãäà C � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïðîñòîãî òðàíñöåíäåíòíî-

ãî ðàñøèðåíèÿ P(e). Âîçüìåì ýëåìåíòû a, b, c, d ∈ P, äëÿ êîòîðûõ

ad − bc 6= 0. Òîãäà e′ = (ae + b)/(ce + d) � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò

ïîëÿ P(e), îòëè÷íûé îò e. Ïîëå P(e) = P(e′) èçîìîð�íî ïîëþ ðà-

öèîíàëüíûõ äðîáåé îò îäíîé ïåðåìåííîé t, ñëåäîâàòåëüíî, äðîáíî-
ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà t 7→ (at + b)/(ct + d) îïðåäåëÿåò P-àâòîìîð-

�èçì φ ïîëÿ P(e), ïåðåâîäÿùèé e â e′ (ñì. [3, � 39℄).
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî E ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ðàç-

íûõ ýëåìåíòà e1 è e2, è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå áèåêòèâíîå îòîáðà-

æåíèå φ0 : E → E , äëÿ êîòîðîãî φ0(e1) = e2. Âíîâü èñïîëüçóÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî C � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïî-

ëÿ P(E ), ìîæíî ïîñòðîèòü P-àâòîìîð�èçì φ ïîëÿ C, äëÿ êîòîðîãî

φ0(e) = φ(e) ïðè âñåõ e ∈ E (ñì. 4.4). Êàê âèäíî, φ íåòðèâèàëåí. ⊲

4.8. Ïóñòü C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P. Òî-

ãäà â C ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå P-äè��åðåíöèðîâàíèå.

⊳ Âîñïîëüçóåìñÿ âíîâü áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè E ðàñøèðå-

íèÿ C íàä P. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîëÿ P ïðî-

äîëæàåòñÿ íà ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå, ïðè÷åì òàêîå ïðî-

äîëæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å-

íèé íà áàçèñå òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñì. (2) èç 4.6). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ d : E → C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå D : P(E ) → C, äëÿ êîòîðîãî D(e) = d(e) ïðè âñåõ e ∈ E
è D(x) = 0 ïðè x ∈ P. Äàëåå, C ñëóæèò ñåïàðàáåëüíûì àëãåáðàè-
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÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P(E ), ñëåäîâàòåëüíî, D äîïóñêàåò, è ïðè-

òîì åäèíñòâåííîå, ïðîäîëæåíèå äî äè��åðåíöèðîâàíèÿ D : C → C

(ñì. (1) èç 4.6). Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîáîäà â âûáîðå d ãàðàíòèðóåò íåòðè-
âèàëüíîñòü D. ⊲

4.9. Òåîðåìà. Ïóñòü C ñëóæèò ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ P. �àâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(1) C = P;
(2) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-àâòîìîð�èçìîâ;

(3) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-äè��åðåíöèðîâàíèé.

⊳ Åñëè C 6= P, òî C � òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ P, ïî-

ýòîìó (2) → (1) è (3) → (1) âûòåêàþò èç 4.7 è 4.8 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáðàòíûå èìïëèêàöèè î÷åâèäíû. ⊲

4.10.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé.Òåîðèÿ ïîëåé è òåñíî ñâÿçàííàÿ

ñ íåé òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áåðóò ñâîå íà÷àëî èç ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ïåðâîå ÷åòêîå îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîãî ïîëÿ äàë �åíðèõ Âå-

áåð

11

â 1893 ãîäó. Â çíàìåíèòîé ðàáîòå 1910 ãîäà ÝðíñòØòàéíèö

12

ðàçâèë

àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëåé è ïðåäëîæèë ìíîæåñòâî âàæíûõ êîíöåï-

öèé, òàêèõ êàê ïðîñòîå ïîëå, ñåïàðàáåëüíûå ýëåìåíòû, ñîâåðøåííîå ïîëå

è ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ.

Ëåêöèÿ 3.

Áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñïóñêè è ïîäúåìû

5. Áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâàíèå. Çäåñü êîðîòêî ïðåäñòàâ-

ëåíà íåîáõîäèìàÿ èí�îðìàöèÿ î áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëÿõ òåîðèè

ìíîæåñòâ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èìååòñÿ â êíèãàõ [3, 16℄.

Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ñòàòüè �îð-

ìàëüíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ è åå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ êàê òåõ-

íè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ �óíêöèîíàëüíî-

àíàëèòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è íåò ïðÿìîé ñâÿçè íàøèõ ðàññìîòðåíèé

ñ îñíîâàíèÿìè ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó ïðèäåðæèâàåìñÿ ïðèíÿòîãî â

�óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå óðîâíÿ ñòðîãîñòè.

11

�åíðèõ Ìàðòèí Âåáåð (Heinri
h Martin Weber; 1842�1913) � íåìåöêèé ìàòå-

ìàòèê è ïåäàãîã, ó÷åíèê Á. �èìàíà; îñíîâíûå òðóäû â îáëàñòè òåîðèè àëãåáðà-

è÷åñêèõ ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

12

Ýðíñò Øòàéíèö (òàêæå Øòåéíèö; Ernst Steinitz; 1871�1928) � íåìåöêèé ìà-

òåìàòèê; îñíîâíûå òðóäû ïîñâÿùåíû òåîðèè ãðà�îâ è òîïîëîãèè, îäíàêî íàè-

áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëà ðàáîòà ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëåé¿, îïóáëè-

êîâàííàÿ â 1910 ãîäó.
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5.1. Òåîðèÿ ìíîæåñòâî Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ñ àêñèîìîé âûáîðà

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ZFC. ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC èñïîëüçó-

åò ñëåäóþùèå ñèìâîëû (ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ íàçûâàþò àë�àâèòîì

ZFC): ñèìâîëû ïåðåìåííûõ x, y, z, x1, x2, . . . ; ñêîáêè ( , ); ïðîïîçèöè-
îíàëüíûå ñâÿçêè (ò. å. çíàêè àëãåáðû âûñêàçûâàíèé) ∧, ∨, →, ↔, ¬;
êâàíòîðû ∀, ∃; çíàê ðàâåíñòâà =; ñèìâîë ñïåöèàëüíîãî äâóõìåñòíî-
ãî ïðåäèêàòà ∈. Èç ñèìâîëîâ àë�àâèòà ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà, ò. å. êî-
íå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ èç àë�àâèòà ZFC. Ïðàâèëüíî
ñîñòàâëåííûå ñëîâà íàçûâàþò �îðìóëàìè. Òî÷íåå, �îðìóëû òåîðèè

ZFC îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íîé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðîé èç àòîìàðíûõ

�îðìóë âèäà x = y è x ∈ y, ñ ïîìîùüþ ðàçóìíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê,

êâàíòîðîâ è ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê.

Ïðè ýòîì òåîðèÿ ZFC � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî �îðìóë, ñî-

äåðæàùåå àêñèîìû ZFC è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë âûâîäà

(ñì. [17℄). Ôîðìóëû òåîðèè íàçûâàþò òàêæå òåîðåìàìè ýòîé òåîðèè.

Òåîðèÿ ZFC âêëþ÷àåò îáû÷íûå àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà òåîðèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëþáîì óíè-

âåðñèòåòñêîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè (ñì., íàïðèìåð, [17, 18℄).

Ïîìèìî ýòîãî ïðèíèìàþòñÿ ñïåöèàëüíûå àêñèîìû � àêñèîìû îáú-

åìíîñòè, îáúåäèíåíèÿ, ñòåïåíè, ïîäñòàíîâêè, ðåãóëÿðíîñòè, áåñêî-

íå÷íîñòè è âûáîðà.

Åñòåñòâåííûé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ â òåðìèíû ñâîáîäíàÿ ïåðåìåí-

íàÿ è ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ, à òàêæå â ïîíÿòèå îáëàñòü äåéñòâèÿ

êâàíòîðà. Òàê, íàïðèìåð, â �îðìóëå (∀x) (x ∈ y) ïåðåìåííàÿ x ñâÿ-
çàíà (âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ∀), à ïåðåìåííàÿ y ñâîáîä-
íà. Ïðè æåëàíèè ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â �îðìóëå ϕ ñâîáîäíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn è òîëüêî îíè, ïèøóò ϕ(x1, . . . , xn).

5.2. Ñîäåðæàòåëüíî îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ZFC ìûñëÿò

êàê ìèð ìíîæåñòâ � óíèâåðñóì ìíîæåñòâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, îáëàñòü

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîäåðæèò òîëüêî ìíîæåñòâà. Âìåñòî ∈ (x, y)
ïèøóò x ∈ y è ãîâîðÿò, ÷òî ¾x � ýëåìåíò ìíîæåñòâà y¿, èëè ¾x ïðè-
íàäëåæèò (ñîäåðæèòñÿ â, âõîäèò â) y¿.

Òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ ñêëàäûâàåòñÿ íà

îñíîâå àêñèîìàòèêè ZFC. Ýòîò êëàññ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâî-

ëîì V è íàçûâàòü óíèâåðñóìîì �îí Íåéìàíà. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî

îáúåêòà ýòîé êîíñòðóêöèè ïðèíèìàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåí-

òàðíûå øàãè êîíñòðóèðîâàíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ èç óæå èìåþùèõñÿ �

�îðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèÿ. Òðàíñ�è-

íèòíîå ïîâòîðåíèå ýòèõ øàãîâ èñ÷åðïûâàåò êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ V.
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Òî÷íåå, ïîëàãàþò

V :=
⋃

α∈On

Vα,

ãäå On � êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ è Vα îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

V0 := ∅,

Vα+1 := P(Vα) (α ∈ On),

Vα :=
⋃

β<α

Vβ (α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Êëàññ V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü òåîðèè ZFC.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òåîðåìà ϕ òåîðèè ZFC áóäåò èñòèííûì

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì óòâåðæäåíèåì, åñëè ïåðåìåííûå â �îð-

ìóëå ϕ òðàêòîâàòü, êàê ýëåìåíòû óíèâåðñóìà V, à ïðåäèêàò ∈ ïîíè-

ìàòü êàê îòíîøåíèå ¾áûòü ýëåìåíòîì¿ â V.

5.3. �àññìîòðèì òåïåðü êîíñòðóêöèþ áóëåâîçíà÷íîãî óíèâåðñó-

ìà. Ïóñòü B � �èêñèðîâàííàÿ ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî îðäèíàëà α ïîëîæèì

V(B)
α :=

{
x : Funct(x) ∧ (∃β) (β < α ∧ dom(x) ⊂ V

(B)
β ∧ im(x) ⊂ B)

}
.

Èòàê, â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè, ñåìåéñòâî

(
V

(B)
α

)
α∈On

îïðåäåëÿåòñÿ

èíäóêöèåé ïî îðäèíàëàì:

V
(B)
0 := ∅,

V
(B)
α+1 :=

{
x : X → B : X ⊂ V(B)

α

}
;

V(B)
α :=

⋃

β<α

V
(B)
β (α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Ñîáðàâ âîåäèíî âñå ýòè ìíîæåñòâà B-çíà÷íûõ �óíêöèé, ïîëó÷èì

êëàññ

V(B) :=
⋃

α∈On

V(B)
α ,

êîòîðûé è íàçûâàþò áóëåâîçíà÷íûì óíèâåðñóìîì. Ýëåìåíòû êëàñ-

ñà V(B)
ïðèíÿòî íàçûâàòü B-çíà÷íûìè ìíîæåñòâàìè.
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5.4. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ �îðìóëó ϕ = ϕ(u1, . . . , un) òå-

îðèè ZFC. Åñëè çàìåíèòü ïåðåìåííûå u1, . . . , un ýëåìåíòàìè

x1, . . . , xn ∈ V(B)
, òî ïîëó÷èì íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå îá îáúåê-

òàõ x1, . . . , xn. Ââîäèòñÿ íîâûé ñïîñîá ïðîâåðêè èñòèííîñòè òàêèõ

óòâåðæäåíèé, îòëè÷íûé îò ñïîñîáà, ïðèíÿòîãî â V. Äëÿ ýòîé öå-

ëè óêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ ñîïîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ îöåíêó èñ-

òèííîñòè [[ϕ(x1, . . . , xn)]], ñëóæàùóþ ýëåìåíòîì áóëåâîé àëãåáðû B.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðèäàòü ñìûñë �îðìàëüíûì âû-

ðàæåíèÿì òèïà ϕ(x1, . . . , xn), ãäå x1, . . . , xn ∈ V(B)
è ϕ � �îð-

ìóëà ZFC, ò. å. îïðåäåëèòü, â êàêîì òî÷íîì ñìûñëå äëÿ ýëå-

ìåíòîâ x1, . . . , xn ∈ V(B)
âûïîëíåíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âû-

ñêàçûâàíèå ϕ(u1, . . . , un). Èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �îðìóëà

ϕ(x1, . . . , xn) èñòèííà âíóòðè V(B)
èëè ýëåìåíòû x1, . . . , xn óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ ϕ, åñëè [[ϕ(x1, . . . , xn)]] = 1. Ïðè ýòîì ïèøóò

V(B) |= ϕ(x1, . . . , xn).

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àêñèîìû è òåîðåìû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäè-

êàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì âåðíû âíóòðè V(B)
.

Ïðèïèñûâàíèå áóëåâûõ îöåíîê èñòèííîñòè ïðîâîäèòñÿ äâîéíîé

èíäóêöèåé, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð ïîñòðîåíèÿ �îðìóë èç àòîìàðíûõ è

çàäàâàÿ îöåíêè àòîìàðíûõ �îðìóë x ∈ y è x = y, ãäå x, y ∈ V(B)
,

íà îñíîâå êîíñòðóêöèè V(B)
. Ïîäðîáíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî

íàéòè â [3, 16℄.

5.5. Â áóëåâîçíà÷íîì óíèâåðñóìå V(B)
ñîîòíîøåíèå [[x = y]] = 1

íå âëå÷åò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî B-çíà÷íûå �óíêöèè x è y (ðàññìàòðè-
âàåìûå êàê ýëåìåíòû V) ñîâïàäàþò. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò

íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè. Â ýòîé ñâÿçè ïåðåõîäÿò îò V(B)
ê îòäåëèìî-

ìó áóëåâîçíà÷íîìó óíèâåðñóìó V
(B)
. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî

ðàññìîòðèì îòíîøåíèå {(x, y) : [[x = y]] = 1} â êëàññå V(B)
, ïðåä-

ñòàâëÿþùåå ñîáîé, ÷òî î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Âû-

áèðàÿ ýëåìåíò (ïðåäñòàâèòåëü íàèìåíüøåãî ðàíãà) â êàæäîì êëàññå

ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèõîäèì ê îòäåëèìîìó áóëåâîçíà÷íîìó óíèâåð-

ñóìó V
(B)
. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîñëåäíåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå

ñàìûé ñèìâîë V(B)
, ò. å. ïîëàãàåì V(B) := V

(B)
. Äëÿ ëþáîé �îðìó-

ëû ϕ òåîðèè ZFC è ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x è y èç V(B)
âûïîëíÿ-

åòñÿ

[[x = y]] = 1 → [[ϕ(x)]] = [[ϕ(y)]].
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Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè áóëåâûõ îöåíîê èñòèííîñòè â îòäåëèìîì

óíèâåðñóìå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè.

Âàæíåéøèå ñâîéñòâà áóëåâîçíà÷íîãî óíèâåðñóìà V(B)
�îðìóëè-

ðóþòñÿ â âèäå òðåõ ïðèíöèïîâ.

5.6. Ïðèíöèï ïåðåíîñà. Âñå òåîðåìû ZFC èñòèííû âíóò-

ðè V(B)
, ñèìâîëè÷åñêè

V(B) |= òåîðåìà ZFC.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ �îðìóëà ϕ âûðà-

æàåò äîêàçóåìîå â ZFC óòâåðæäåíèå, òî V(B) |= ϕ. Èíîãäà ïðèíöèï
ïåðåíîñà âûðàæàåòñÿ ñëîâàìè: ¾V(B)

� áóëåâîçíà÷íàÿ ìîäåëü òåî-

ðèè ZFC¿.

5.7. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Äëÿ êàæäîé �îðìóëû ϕ(x) òåî-

ðèè ZFC ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî

[[(∃x)ϕ(x)]] = [[ϕ(x0)]].

Èíûìè ñëîâàìè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé

�îðìóëû ϕ òåîðèè ZFC âûïîëíÿåòñÿ

(
∃x0 ∈ V(B)

)
[[ϕ(x0)]] =

∨

x∈V(B)

[[ϕ(x)]].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âíóòðè V(B)
èñòèííî óòâåðæäåíèå ¾âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(x) äëÿ íåêîòîðîãî x¿, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 â V(B)
(â ñìûñëå

óíèâåðñóìà �îí Íåéìàíà V), äëÿ êîòîðîãî [[ϕ(x0)]] = 1. Ñèìâîëè÷å-

ñêè,

V(B) |= (∃x)ϕ(x) → (∃x0)V(B) |= ϕ(x0).

5.8. Ïðèíöèï ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïóñòü (bξ)ξ∈Ξ � ðàçáèåíèå

åäèíèöû â B. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà (xξ)ξ∈Ξ ýëåìåíòîâ óíèâåðñó-

ìà V(B)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x ∈ V(B)

òàêîé, ÷òî

bξ 6 [[x = xξ]] äëÿ âñåõ ξ ∈ Ξ. Ýëåìåíò x íàçûâàþò ïåðåìåøèâàíèåì
ñåìåéñòâà (xξ) îòíîñèòåëüíî (bξ). Ïåðåìåøèâàíèå îáîçíà÷àåòñÿ

x = mixξ∈Ξ(bξxξ) = mix{bξxξ : ξ ∈ Ξ}.
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5.9. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì áóëå-

âîçíà÷íûå ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ îáÿçàíû âûäàþùåìóñÿ äîñòèæåíèþ

Ï. Äæ. Êîýíà

13

, óñòàíîâèâøåìó â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ ñîâìåñòèìîñòü îò-

ðèöàíèÿ ãèïîòåçû êîíòèíóóìà CH ñ àêñèîìàìè òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìå-

ëî � Ôðåíêåëÿ ZFC. Âìåñòå ñ áîëåå ðàííèì ðåçóëüòàòîì Ê. ��åäåëÿ

14

î

ñîâìåñòèìîñòè CH ñ ZFC, óñòàíîâëåííûé Ï. Äæ. Êîýíîì �àêò îçíà÷àåò

íåçàâèñèìîñòü CH îò îáû÷íûõ àêñèîì ZFC. Ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåä-

ëîæåííûé Ï. Äæ. Êîýíîì è íàçâàííûé èì ìåòîäîì �îðñèíãà, âûçûâàë

îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè âîñïðèÿòèÿ. Áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè èçîáðåëè Äà-

íà Ñêîòò

15

, �îáåðò Ì. Ñîëîâåé

16

è Ïåòð Âîïåíêà

17

â 1960-õ ãîäàõ, ÷òîáû

ïîìî÷ü ïîíÿòü ìåòîä �îðñèíãà Ïîëà Êîýíà. Áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè íå

òîëüêî îáåñïå÷èëè ïðèâëåêàòåëüíóþ íàãëÿäíîñòü ìåòîäó Êîýíà ñ òî÷êè

çðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ, íî è îêàçàëèñü ìîùíûì èíñòðóìåí-

òîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñîâìåñòèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè. Ïîäðîáíåå

îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [16℄.

6. Ñïóñêè è ïîäúåìû. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìèðîâ (óíèâåð-

ñóìîâ) V è V(B)
ïðåäïîëàãàåò èõ òåñíóþ âçàèìîñâÿçü. Èíà÷å ãîâî-

ðÿ, íåîáõîäèì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé óçíàâàòü, êàê

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èíòåðïðåòàöèè îäíîãî è òîãî æå �àêòà â óêà-

çàííûõ âûøå äâóõ ìîäåëÿõ V è V(B)
. Îñíîâó òàêîãî àïïàðàòà ñîñòàâ-

ëÿþò îïåðàöèè êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ, ñïóñêà è ïîäúåìà, ïðåä-

ñòàâëåííûå íèæå.

6.1. Íà÷íåì ñ êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ óíèâåðñóìà �îí Íåéìà-

íà â áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì. Äëÿ x ∈ V îáîçíà÷èì ñèìâîëîì x∧

13

Ïîë Äæîçå� Êîýí (Paul Joseph Cohen; 1934�2007) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-

òèê; èçâåñòåí äîêàçàòåëüñòâîì ñîâìåñòèìîñòè îòðèöàíèÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçû ñ

àêñèîìàòèêîé Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ è íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû âûáîðà îò îñòàëü-

íûõ àêñèîì Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ.

14

Êóðò Ôðèäðèõ ��åäåëü (Kurt Friedri
h G�odel; 1906�1978) � àâñòðèéñêèé ëî-

ãèê, ìàòåìàòèê è �èëîñî� ìàòåìàòèêè; èçâåñòåí ñâîèìè òåîðåìàìè î íåïîëíî-

òå, êîòîðûå îêàçàëè îãðîìíîå âëèÿíèå íà ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâàíèÿõ ìàòåìà-

òèêè.

15

Äàíà Ñòþàðò Ñêîòò (Dana Stewart S
ott; 1932) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,

èçâåñòíûé ðàáîòàìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è èí�îðìàòèêè.

16

�îáåðò Ìàðòèí Ñîëîâåé (Robert Martin Solovay; 1938) � àìåðèêàíñêèé ìà-

òåìàòèê, ðàáîòàþùèé â îáëàñòè òåîðèè ìíîæåñòâ; â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâèë, ÷òî

óòâåðæäåíèå ¾êàæäîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïî

Ëåáåãó¿ ñîâìåñòèìî ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ áåç àêñèîìû âû-

áîðà.

17

Ïåòð Âîïåíêà (Petr Vop�enka; 1935�2015) � ÷åøñêèé ìàòåìàòèê, ðàçðàáîòàë

àëüòåðíàòèâíóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ, àâòîð èçâåñòíîãî ïðèíöèïà Âîïåíêè.
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ñòàíäàðòíîå èìÿ x â V(B)
, ò. å. ýëåìåíò, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùåé

ñõåìîé ðåêóðñèè:

∅∧ := ∅, dom(x∧) := {y∧ : y ∈ x}, im(x∧) := {1}.

�àáîòàÿ ñ îòäåëèìûì áóëåâîçíà÷íûì óíèâåðñóìîì V
(B)
, ìû ñîõðàíÿ-

åì ñèìâîë x∧
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà èç ñîîòâåòñòâó-

þùåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. �àññìîòðèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî

îòîáðàæåíèÿ x 7→ x∧
.

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â íåé

ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå âõîäÿò â íåå ïîä çíàêàìè îãðàíè÷åííûõ êâàí-

òîðîâ, ò. å. êâàíòîðîâ, îáëàñòü äåéñòâèÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíà êàêèì-

ëèáî ìíîæåñòâîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçàííàÿ ïåðå-

ìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â âèäå (∀x ∈ y) èëè (∃x ∈ y) äëÿ íåêîòîðîãî y.

6.2. Îãðàíè÷åííûé ïðèíöèï ïåðåíîñà. Äëÿ êàæäîé îãðàíè-

÷åííîé �îðìóëû ϕ òåîðèè ZFC è ëþáîãî íàáîðà x1, . . . , xn ∈ V èìååò

ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ(x1, . . . , xn) ↔ V(B) |= ϕ(x∧

1 , . . . , x
∧

n).

6.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x èç (îòäåëèìîãî) áóëåâîçíà÷-

íîãî óíèâåðñóìà V(B)
îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ x↓ �îðìóëîé

x↓ :=
{
y ∈ V(B) : [[y ∈ x]] = 1

}
.

Ýòîò êëàññ íàçûâàþò ñïóñêîì ýëåìåíòà x. Ïðè ýòîì êëàññ x↓ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì, ò. å. x↓ ∈ V äëÿ ëþáîãî x ∈ V(B)

. Åñëè [[x 6= ∅]] = 1,

òî x↓ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

6.4. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç X â Y âíóòðè V(B)
. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî f , X è Y � ýëåìåíòû V(B)
, ïðè÷åì [[f : X → Y ]] = 1. Ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå f↓ èç X↓ â Y ↓ òàêîå, ÷òî

[[f↓(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X↓).

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâà X âíóò-

ðè V(B)
(ò. å. [[A ⊂ X ]] = 1) âûïîëíÿåòñÿ f↓(A↓) = f(A)↓. Îòîáðà-

æåíèå f↓ èç X↓ â Y ↓ íàçûâàþò ñïóñêîì f èç V(B)
. Îòîáðàæåíèå f↓

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ýêñòåíñèîíàëüíîñòè:

[[x = x′]] 6 [[f↓(x) = f↓(x′)]] (x, x′ ∈ X↓).
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Äëÿ ñïóñêîâ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé g ◦f , îáðàòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ f−1

è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ IX èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ïðàâèëà:

(g ◦ f)↓ = g↓ ◦ f↓, (f−1)↓ = (f↓)−1, (IX)↓ = IX↓.

Â ñèëó ýòèõ ïðàâèë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèþ ñïóñêà êàê

êîâàðèàíòíûé �óíêòîð èç êàòåãîðèè B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ è îòîáðà-

æåíèé â êàòåãîðèþ îáû÷íûõ (ò. å. â ñìûñëå V) ìíîæåñòâ è îòîáðà-

æåíèé.

6.5. Äëÿ x1, . . . , xn ∈ V(B)
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì (x1, . . . , xn)

B
óïî-

ðÿäî÷åííóþ n-êó âíóòðè V(B)
. Ïðåäïîëîæèì ÷òî P � ýòî n-ìåñòíîå

îòíîøåíèå íà X âíóòðè V(B)
, ò. å. X,P ∈ V(B)

è [[P ⊂ Xn∧

]] = 1

(n ∈ ω). Òîãäà ñóùåñòâóåò n-ìåñòíîå îòíîøåíèå P ′
íà X↓ òàêîå, ÷òî

(x1, . . . , xn) ∈ P ′ ↔ [[(x1, . . . , xn)
B ∈ P ]] = 1.

Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, îòíîøåíèå P ′
îáîçíà÷àþò òåì æå

ñèìâîëîì P↓ è íàçûâàþò åãî ñïóñêîì îòíîøåíèÿ P .

6.6. Ïóñòü x ∈ V è x ⊂ V(B)
, ò. å. x � ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå

èç B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ èëè, â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè, x ∈ P(V(B)).
Ïîëîæèì ∅↑ := ∅ è

dom(x↑) = x, im(x↑) = {1},

åñëè x 6= ∅. Ýëåìåíò x↑ îòäåëèìîãî óíèâåðñóìà (ò. å. âûäåëåííûé

ïðåäñòàâèòåëü êëàññà {y ∈ V(B) : [[y = x↑]] = 1}) íàçûâàþò ïîäúåìîì
ìíîæåñòâà x. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà îòäåëèìîãî óíèâåðñó-
ìà V(B)

ñîõðàíÿþò òå æå íàçâàíèå è îáîçíà÷åíèå.

6.7. Ïóñòü X,Y, f ∈ P(V(B)) è f � ñîîòâåòñòâèå èç X â Y . Äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ f↑ èç X↑ â Y ↑ âíóòðè V(B)

, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèþ

[[f↑(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f áûëî ýêñòåíñèîíàëüíî, ò. å. ÷òîáû
äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

[[x = x′]] 6 [[f(x) = f(x′)]] (x, x′ ∈ X).

Îòîáðàæåíèå f↑ ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì åäèíñòâåííî è óäîâëåòâîðÿ-

åò ñîîòíîøåíèþ f↑(A↑) = f(A)↑ (A ⊂ X).
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Êîìïîçèöèÿ ýêñòåíñèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé ýêñòåíñèîíàëüíà.

Ïðè ýòîì ïîäúåì êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ðàâåí êîìïîçèöèè (âíóò-

ðè V(B)
) ïîäúåìîâ ýòèõ ñîîòâåòñòâèé:

V(B) |= (g ◦ f)↑ = g↑ ◦ f↑.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f è f−1
ýêñòåíñèîíàëüíû, òî (f↑)−1 =

(f−1)↑.
6.8. Âîçüìåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X , ò. å. X ∈ V è X 6= ∅. Ïóñòü

áóêâà ι := ιX îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå íà X êàíîíè÷åñêîãî âëîæå-

íèÿ: ι : x 7→ x∧ (x ∈ X). Òîãäà ι(X)↑ = X∧
è X = ι−1(X∧↓). �àñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Y ∈ V(B)
, èçîáðàæàþùèé íåïóñòîå

ìíîæåñòâî. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðà-

íèòü îïåðàöèþ ïîäúåìà íà îòîáðàæåíèÿ f èç X â Y ↓ è îïåðàöèþ

ñïóñêà íà ñîîòâåòñòâèÿ g èç X∧
â Y âíóòðè V(B)

. Èìåííî, ïîëîæèì

f↑ := (f ◦ ι−1)↑ è g↓ := g↓ ◦ ι. Îòîáðàæåíèÿ f↑ è g↓ íàçûâàþò ìîäè-
�èöèðîâàííûì ïîäúåìîì f è ìîäè�èöèðîâàííûì ñïóñêîì g. (Åñëè
êîíòåêñò èñêëþ÷àåò ïóòàíèöó, òî ãîâîðÿò ïî-ïðåæíåìó î ñïóñêàõ è

ïîäúåìàõ è èñïîëüçóþò ïðîñòûå ñòðåëêè.) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f↑ �

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç X∧
â Y âíóòðè V(B)

, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ

[[f↑(x∧) = f(x)]] = 1 (x ∈ X).

Àíàëîãè÷íî, g↓ � åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç X â Y ↓ (â ñòàíäàðò-
íîé ìîäåëè V), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

[[g↓(x) = g(x∧)]] = 1 (x ∈ X).

6.9. Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà X ⊂ V(B)
îáîçíà÷èì ñèìâî-

ëîì mixX := mix(X) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåøèâàíèé âèäà

mix(bξxξ), ãäå (xξ) ⊂ X è (bξ) � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû

â B. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ñòðåëîê, èíîãäà

íàçûâàåìûå ïðàâèëàìè Ýøåðà

18

.

Ïóñòü X è X ′
� ïîäìíîæåñòâà V(B)

è f : X → X ′
� ýêñòåíñè-

îíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû Y, Y ′, g ∈ V(B)

18

Ìàóðèö Êîðíåëèñ Ýøåð (Maurits Cornelis Es
her; 1898�1972) � íèäåðëàíä-

ñêèé õóäîæíèê-ãðà�èê; èçâåñòåí ñâîèìè êîíöåïòóàëüíûìè ëèòîãðà�èÿìè, ãðà-

âþðàìè íà äåðåâå è ìåòàëëå, â êîòîðûõ îí ìàñòåðñêè èññëåäîâàë ïëàñòè÷åñêèå

àñïåêòû ïîíÿòèé áåñêîíå÷íîñòè è ñèììåòðèè.
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òàêîâû, ÷òî [[Y 6= ∅]] = [[ g : Y → Y ′]] = 1. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

X↑↓ = mixX, Y ↓↑ = Y ; f↑↓ = f, g↓↑ = g.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ñòðåëîê íî îíè íàì íå ïîíà-

äîáÿòñÿ.

6.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ñïóñêè è ïîäúåìû (òåðìèíû

ââåë Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå

19

) íåÿâíî èñïîëüçîâàëèñü ñ ñàìîãî ñîçäàíèÿ áó-

ëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé, ñì. [16℄. Ñèñòåìàòèçàöèÿ àïïàðàòà áóëåâîçíà÷íî-

ãî àíàëèçà è åå àäàïòàöèÿ ê çàäà÷àì àíàëèçà îñóùåñòâëåíà â ðàáîòàõ

À. �. Êóñðàåâà è Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå, ñì. [3, 4℄. Âçàèìîñâÿçè, ñóùåñòâóþ-

ùèå ìåæäó îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà, äàâíî è ïëî-

äîòâîðíî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Òðóäíî çäåñü âûäåëèòü âêëàä îò-

äåëüíûõ àâòîðîâ, êðîìå îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Ä. Ñêîòòà, �. Ñîëîâåÿ è

Ñ. Òåííåíáàóìà. Î ðîëè áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé â èññëåäîâàíèÿõ ïî îñíî-

âàíèÿì ìàòåìàòèêè ìîæíî ïðî÷èòàòü â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå [16℄ (íàïèñàí-

íîé Ä. Ñêîòòîì). Ä. Ñêîòò ïðåäâèäåë áîëåå øèðîêîå çíà÷åíèå áóëåâîçíà÷-

íûõ ìîäåëåé â ìàòåìàòèêå è ïèñàë åùå â 1969 ãîäó: �We must ask whether

there is any interest in these nonstandard models aside from the independen
e

proof; that is do they have any mathemati
al interest? The answer must be yes,

but we 
annot yet give a really good arguments.� Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþò-

ñÿ âåñüìà âïå÷àòëÿþùèå äîâîäû â ïîëüçó ýòîé ïîçèöèè, ñì., íàïðèìåð,

ìîíîãðà�èè [3, 4, 19℄.

Ëåêöèÿ 4.

�åøåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà

7. Áóëåâîçíà÷íûå ÷èñëà. Áóëåâîçíà÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïî-

ëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå êîìïëåêñíîå

K-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå � èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîëå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë C, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîä-

ïîëåì C∧
. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ

êëàññîâ îïåðàòîðîâ êàê �óíêöèîíàëîâ.

19

Ñåì�åí Ñàìñîíîâè÷ Êóòàòåëàäçå (ðîä. 1945) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòå-

ìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé; âíåñ

âêëàä â âûïóêëûé àíàëèç è îïòèìèçàöèþ, òåîðèþ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé è

èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, òåîðèþ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ, íåñòàí-

äàðòíûå ìåòîäû àíàëèçà; àâòîð ó÷åáíèêà ¾Îñíîâû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà¿,

îäèí èç îñíîâàòåëåé æóðíàëà ¾Positivity¿.
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7.1. Âñþäó íèæå B � ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà, à V(B)
� ñîîòâåò-

ñòâóþùèé áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò R ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî [[R � ïîëå äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ]] = 1. Åñëè �îðìóëà ϕ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �îð-

ìàëüíóþ çàïèñü àêñèîì àðõèìåäîâà óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ (äëÿ x), òî
îíà ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîé �îðìóëå. Òàê êàê äëÿ ïîëÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë �îðìóëà ϕ(R) èñòèííà, òî ñîãëàñíî îãðàíè÷åííîìó

ïðèíöèïó ïåðåíîñà 6.2 áóäåò [[ϕ(R∧) ]] = 1, ò. å. [[R∧
� àðõèìåäî-

âî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå ]] = 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè ýòîì, ÷òî R∧
�

ïîäïîëå ïîëÿ R â ìîäåëè V(B)
.

7.2. Ïóñòü R � íåñóùåå ìíîæåñòâî ïîëÿ R, íà êîòîðîì çàäà-

íû àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ïîðÿäîê, îáîçíà÷àåìûå ñèìâîëàìè

⊕, ⊗, ©6
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åí-

íóþ ïÿòåðêó (R,⊕,⊗,©6 , 0∧, 1∧) âíóòðè VB
; ñèìâîëè÷åñêè, VB |= R =

(R,⊕,⊗,©6 , 0∧, 1∧).
Ñïóñêîì ïîëÿ R íàçîâåì ìíîæåñòâî R↓ íà êîòîðîì îïðåäåëåíû

îïåðàöèè ⊕↓, ⊗↓ è ïðåäèêàò

©6 ↓, à òàêæå èìåþòñÿ äâà âûäåëåííûõ
ýëåìåíòà 0∧

è 1∧
; ñèìâîëè÷åñêè, R↓ = (R↓,⊕↓,⊗↓,©6 ↓, 0∧, 1∧).

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ïîðÿäîê â R↓ îáîçíà÷èòü ñèì-
âîëàìè +,×,6, òî îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå R↓ â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè âûãëÿäÿò òàê:

z = x+ y ↔ [[ z = x⊕ y ]] = 1,

z = x× y ↔ [[ z = x⊗ y ]] = 1,

x 6 y ↔ [[x©6 y ]] = 1

(x, y, z ∈ R↓).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî R↓ ñëóæèò êîììóòàòèâíûì óïîðÿäî÷åííûì

êîëüöîì. Áîëåå òîãî, R↓ áóäåò óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðîé, åñëè óìíî-
æåíèå ýëåìåíòîâ R↓ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îïðåäåëèòü ïðàâèëîì

y = λx ↔ y = λ∧ × x ↔ [[ y = λ∧ ⊗ x ]] = 1 (x, y ∈ R↓, λ ∈ R).

7.3. Òåîðåìà �îðäîíà. Ïóñòü R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

â ìîäåëè V(B)
. Òîãäà R↓ (ñî ñïóùåííûìè îïåðàöèÿìè è ïîðÿäêîì)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ ïîðÿäêîâîé åäè-
íèöåé 1= 1∧

. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò áóëåâ èçîìîð�èçì χ áóëåâîé

àëãåáðû B íà áàçó P(R↓) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R↓ è b ∈ B
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ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè:

χ(b)x = χ(b)y ↔ b 6 [[x = y ]],

χ(b)x 6 χ(b)y ↔ b 6 [[x 6 y ]].

7.4. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà 5.9 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

C ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî [[C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ]] = 1. Òàê

êàê ðàâåíñòâî C = R ⊕ iR âûðàæàåòñÿ îãðàíè÷åííîé òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîé �îðìóëîé, òî ñîãëàñíî îãðàíè÷åííîìó ïðèíöèïó ïå-

ðåíîñà 6.2 áóäåò [[C∧ = R∧ ⊕ i∧R∧ ]] = 1. Êðîìå òîãî, R∧
ñ÷èòàþò

ïîäïîëåì ïîëÿ R, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî C∧
� ïîäïîëå

ïîëÿ C . Åñëè 1 � åäèíèöà ïîëÿ C, òî 1∧
� åäèíèöà ïîëÿ C âíóòðè

V(B)
. Áóäåì ïèñàòü i âìåñòî i∧ è 1 âìåñòî 1∧

.

7.5.ÏóñòüC � íåñóùåå ìíîæåñòâî ïîëÿ C , à àëãåáðàè÷åñêèå îïå-
ðàöèè îáîçíà÷àåì òàê æå, êàê è â 7.2. Òîãäà (C,⊕,⊗, 0∧, 1∧) � óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ïÿòåðêà âíóòðè VB
. Ñïóñêîì ïîëÿ áóäåò ìíîæåñòâî C↓,

íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ⊕↓, ⊗↓ è èìåþòñÿ äâà âûäåëåííûõ
ýëåìåíòà 0∧

è 1∧
. Ïðè ýòîì C ↓ áóäåò êîìïëåêñíûì êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì. Êðîìå òîãî, C ↓ = R↓ ⊕ iR↓, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåî-

ðåìû �îðäîíà 7.3 C ↓ � ðàñøèðåííîå êîìïëåêñíîå K-ïðîñòðàíñòâî

è êîìïëåêñíàÿ f -àëãåáðà îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì 1∧
� ïîðÿäêîâàÿ è

êîëüöåâàÿ åäèíèöà â C ↓. Ïðîñòðàíñòâî C ↓ çàâèñèò òîëüêî îò B è C,

ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå B(C) := C ↓.
7.6. Ïóñòü EndN (GC) � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàñøèðÿþùèõ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ â GC, ãäå G := R↓. ßñíî, ÷òî EndN (GC) �

êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, EndN (GC) áóäåò
òî÷íûì óíèòàðíûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì GC, åñëè äëÿ g ∈ GC è

T ∈ EndN (GC) îïðåäåëèòü îïåðàòîð gT �îðìóëîé gT : x 7→ g · Tx
(x ∈ GC). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óìíîæåíèå íà ýëåìåíò GC ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð è êîìïîçèöèÿ íåðàñøèðÿ-

þùèõ îïåðàòîðîâ åñòü íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð.

7.7. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì EndC∧(C ) ýëåìåíò V(B)
, èçîáðàæàþ-

ùèé ïðîñòðàíñòâî âñåõ C∧
-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç C â C . Òîãäà

EndC∧(C ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C∧
âíóòðè V(B)

, à

EndC∧(C )↓ � òî÷íûé óíèòàðíûé ìîäóëü íàä GC.

7.8. Ëèíåéíûé îïåðàòîð âK-ïðîñòðàíñòâåG èëè GC áóäåò íåðàñ-

øèðÿþùèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ýêñòåíñèîíàëåí.
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⊳ Êàê âèäíî èç òåîðåìû �îðäîíà 7.3, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà T : G → G óñëîâèå ýêñòåíñèîíàëüíîñòè [[x = y]] 6
[[Tx = Ty]] (x, y ∈ G = R↓) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G è

π ∈ P(G) èç ðàâåíñòâà πx = πy ñëåäóåò πTx = πTy. Ââèäó ëèíåéíî-
ñòè T ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ πx = 0 → πTx = 0 (x ∈ G,
π ∈ P(G)). Åñëè âçÿòü x := π⊥y, òî ïîëó÷èì πTπ⊥ = 0 èëè, ÷òî òî

æå, πT = πTπ. Ñîãëàñíî 2.1 ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç

ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé íåðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà. Â ñëó÷àå

êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà GC ñëåäóåò ïðèâëå÷ü 2.2. ⊲

7.9. Òåîðåìà. Ìîäóëè EndN (GC) è EndC∧(C )↓ èçîìîð�íû. Èçî-
ìîð�èçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ íåðàñøèðÿþùåìó

îïåðàòîðó åãî ïîäúåìà.

⊳ Òàê êàê ýêñòåíñèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ äîïóñêàþò ïîäúåì, òî

êàæäûé îïåðàòîð T ∈ EndN (GC) èìååò ïîäúåì τ := T ↑, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ èç C â C , óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèþ [[τ(x) = Tx]] = 1 (x ∈ GC), ñì. 6.7. Íåòðóäíî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå T 7→ τ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ìîäóëåé,

ïðè÷åì îáðàòíûì èçîìîð�èçìîì ñëóæèò îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿ-

þùåå ýëåìåíòó τ ∈ EndC∧(C )↓ åãî ñïóñê τ↓. ⊲
Òåîðåìà 7.9 ñâîäèò èçó÷åíèå íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ â ðàñ-

øèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé �óíêöè-

îíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì îäíîðîäíî-

ñòè.

7.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Â 1977 ãîäó Åâãåíèé �îðäîí

20

,

ìîëîäîé ïðåïîäàâàòåëü Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, îïóáëèêîâàë êîðîòêóþ çàìåòêó [20℄, íà÷èíàâøó-

þñÿ ñëîâàìè:

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû, èçîáðàæàþùèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà â

áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ V(B)
, ìîæíî íàäåëèòü ëèíåé-

íîé ñòðóêòóðîé è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà òàê, ÷òî îíî ïðåâðàòèòñÿ â

ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé B. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ýòîò �àêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îáîáùåíèÿ òåîðåì î

âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ íà ðàñøèðåííûå K-ïðîñòðàíñòâà.

Ýòî çàìåòêà ñòàëà ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè

ìàòåìàòèêè, ÷òî ïîìîãàåò, â ÷àñòíîñòè, ðåøàòü ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è

20

Åâãåíèé Èçðàèëüåâè÷ �îðäîí (1949) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê (ñ 1971 ãîäà

ðàáîòàë â ÑØÀ), ñïåöèàëèñò â îáëàñòè íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, îäèí èç îñíî-

âàòåëåé áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà.
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�óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ¾ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ¿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé òåîðèè ìíî-

æåñòâ.

Â òîì æå ãîäó íà 
èìïîçèóìå ïî ïðèëîæåíèÿì òåîðèè ïó÷êîâ ê ëîãè-

êå, àëãåáðå è àíàëèçó (Äàðåì, 9�11 èþëÿ 1977 ã.) �. Òàêåóòè

21

, èçâåñòíûé

ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, çàìåòèë, ÷òî åñëè B � ïîëíàÿ áóëå-

âà àëãåáðà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , òî

ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà â áóëå-

âîçíà÷íîé ìîäåëè V(B)
, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðíîé ðåøåòêîé ñàìî-

ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â H , ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ ïðèíè-

ìàþò çíà÷åíèÿ â B (ñì. [19℄).

Ýòè äâà ñîáûòèÿ îçíàìåíîâàëè ðîæäåíèå íîâîãî ðàçäåëà �óíêöèî-

íàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé Òàêåóòè îáîçíà÷èë òåðìèíîì Áóëåâîçíà÷íûé

àíàëèç. Èñòîðèÿ è äîñòèæåíèÿ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà îòðàæåíû â êíè-

ãàõ [3℄ è [4℄.

8. �åøåíèå ïðîáëåìà Âèêñåòäà. Â ýòîì çàêëþ÷èòåëüíîì ðàç-

äåëå ñ�îðìóëèðóåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè

íåðàñøèðÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ðàñøèðåííûõ K-ïðîñòðàí-

ñòâàõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè, îòêðûâà-

åìûå òåîðåìîé 7.9.

8.1. Íàïîìíèì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

�îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Áóëåâó σ-àëãåáðó B íàçûâà-

þò σ-äèñòðèáóòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(bn,m)n,m∈N â B âûïîëíåíî óñëîâèå

∨

n∈N

∧

m∈N

bn,m =
∧

ϕ∈NN

∨

n∈N

bn,ϕ(n).

Äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ â êíèãå [21℄. Ïðèìåðîì

σ-äèñòðèáóòèâíîé áóëåâîé àëãåáðû ñëóæèò ïîëíàÿ àòîìíàÿ áóëåâà

àëãåáðà, ò. å. àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà. Âàæíî

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è áåçàòîìíûå σ-äèñòðèáóòèâíûå ïîë-
íûå áóëåâû àëãåáðû (ñì. [8, 5.1.8℄).

8.2. Ïóñòü äàíû àëãåáðà A è åå ïîäàëãåáðà A0. Ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð D èç A0 â A íàçûâàþò äè��åðåíöèðîâàíèåì, åñëè âûïîëíåíî

21

�àéøè Òàêåóòè (Gaisi Takeuti; 1926�2017) � ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé

ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ; îäèí èç îñíîâàòåëåé áóëå-

âîçíà÷íîãî àíàëèçà; ó÷åíèê Êóðòà ��åäåëÿ, ðàáîòàë íàä íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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óñëîâèå

D(uv) = D(u)v + uD(v) (u, v ∈ A0).

ßäðî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäàëãåáðó. Íåíóëå-

âîå äè��åðåíöèðîâàíèå íàçûâàþò íåòðèâèàëüíûì.

Ïóñòü G � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ �èêñèðîâàííîé ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðîé, E � ïîäêîëüöî è ïîäðåøåòêà G, D ∈
L(EC, GC) è D = D1 + iD2. Îïåðàòîð D áóäåò êîìïëåêñíûì äè��å-

ðåíöèðîâàíèåì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè D1 è D2 ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé âåùåñòâåííûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ èç E â G.
⊳ Íóæíî ëèøü â ðàâåíñòâå D(uv) = D(u)v + uD(v) ïîäñòàâèòü

D := D1+ iD2, âåùåñòâåííûå u := x ∈ E è v := y ∈ E, à çàòåì ïðèðàâ-

íÿòü âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ. ⊲

Ýíäîìîð�èçìîì àëãåáðû íàçûâàþò ëèíåéíûé ìóëüòèïëèêàòèâ-

íûé îïåðàòîð â íåé. Áèåêòèâíûé ýíäîìîð�èçì íàçûâàþò àâòîìîð-

�èçìîì. Òîæäåñòâåííûé àâòîìîð�èçì ïðèíÿòî íàçûâàòüòðèâèàëü-

íûì.

Åñëè äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ àâòîìîð�èçìà è äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê àëãåáðå íàä ïîëåì P, òî ãîâîðÿò òàêæå î P-àâòî-

ìîð�èçìàõ è P-äè��åðåíöèðîâàíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

8.3. Åñëè E⊥⊥ = G, òî ëþáîå äè��åðåíöèðîâàíèå èç EC â GC

ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì îïåðàòîðîì.

⊳ Â ñèëó 2.2 è 8.2 íóæíî ëèøü óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáîå âåùå-

ñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì îïåðàòî-

ðîì. Ïóñòü D : E → G � âåùåñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå. Âîçü-

ìåì äèçúþíêòíûå x, y ∈ E. Òàê êàê â f -àëãåáðå ñîîòíîøåíèå x ⊥ y
âëå÷åò xy = 0, òî 0 = D(xy) = D(x)y + xD(y). Íî ýëåìåíòû D(x)y
è xD(y) òàêæå äèçúþíêòíû ïî îïðåäåëåíèþ f -àëãåáðû, ïîýòîìó
D(x)y = 0 è xD(y) = 0. Îòñþäà â ñèëó òî÷íîñòè f -àëãåáðû E ïîëó-

÷àåì D(x) ⊥ y è x ⊥ D(y). �àññìîòðèì òåïåðü äèçúþíêòíûå x ∈ E
è g ∈ G. Ïî óñëîâèþ èäåàë I, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {x}⊥ è òî÷-

êîé x, áóäåò �óíäàìåíòîì â G, ïîýòîìó ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî g ∈ I. Â òî æå âðåìÿ, |g| 6 y äëÿ íåêîòî-
ðîãî y ∈ E+, ñëåäîâàòåëüíî, D(x) ⊥ g â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå. ⊲

8.4. Ïóñòü D(C ↓) � ìíîæåñòâî âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé, à

MN(C ↓) � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàñøèðÿþùèõ àâòîìîð�èçìîâ â f -àë-
ãåáðå C ↓. Ïóñòü DC∧(C ) è MC∧(C ) � ýëåìåíòû V(B)

, èçîáðàæàþùèå

ìíîæåñòâà âñåõ C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèé è âñåõ C∧

-àâòîìîð�èçìîâ
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â C . Êàê âèäíî, D(C ↓) � ìîäóëü íàä êîëüöîì C ↓ è [[DC∧(C ) �
êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ]] = 1.

Îïåðàöèè ñïóñêà è ïîäúåìà îñóùåñòâëÿþò èçîìîð�èçì ìîäóëåé

DC∧(C )↓ è D(C ↓), à òàêæå áèåêöèþ ìíîæåñòâ MC∧(C )↓ è MN (C ↓).
⊳ Ñëåäóåò èç 7.9. Íóæíî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð

T ∈ EndN (C ↓) áóäåò äè��åðåíöèðîâàíèåì (àâòîìîð�èçìîì) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [[τ := T ↑ � äè��åðåíöèðîâàíèå

(àâòîìîð�èçì)]] = 1. ⊲

8.5. Ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå äè��åðåíöèðîâàíèå è ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åííûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì ðàñøèðåííîãî f -êîëü-
öà GC òðèâèàëüíû.

⊳ Ìîæíî ñ÷èòàòü GC = C ↓. Åñëè T � äè��åðåíöèðîâàíèå

(íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì) f -êîëüöà GC, òî [[τ := T ↑ � C∧
-

äè��åðåíöèðîâàíèå (C∧
-àâòîìîð�èçì) ïîëÿ C ]] = 1. Áîëåå òîãî, T

ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [[τ ïîðÿäêîâî îãðà-
íè÷åí â C ]] = 1. Îäíàêî â ïîëå C ëþáîå ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå

C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì è ëþáîé ïîðÿäêîâî îãðà-

íè÷åííûé C∧
-àâòîìîð�èçì òîæäåñòâåíåí. Â ïåðâîì ñëó÷àå T = 0,

à âî âòîðîì T = I. ⊲

8.6. Åñëè V(B) |= C∧ 6= C , òî â êîìïëåêñíîé ðàñøèðåííîé f -àë-
ãåáðå B(C) = C ↓ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå è
íåòðèâèàëüíûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì.

⊳ Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè V(B)
èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:

ïîëå C∧
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî â C (ñì. [22℄). Íî òîãäà óñëîâèå

C∧ 6= C âëå÷åò çà ñîáîé, ÷òî C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíè-

åì ïîäïîëÿ C∧
âíóòðè V(B)

. Ñîãëàñíî 4.9 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíîå

C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèå δ : C → C è íåòðèâèàëüíûé C∧

-àâòîìîð-

�èçì α : C → C . Åñëè D := δ↓ è A := α↓, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ 8.4 D �

íåòðèâèàëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå, à A � íåòðèâèàëüíûé íåðàñøè-

ðÿþùèé àâòîìîð�èçì f -àëãåáðû C ↓. ⊲
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñîäåðæèò ðåøåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

Ýêâèâàëåíòíîñòè 8.7 (1) ↔ 8.7 (2) ↔ 8.7 (3) óñòàíîâëåíû À. Å. �óò-

ìàíîì â [23℄ äëÿ âåùåñòâåííîãî K-ïðîñòðàíñòâà B(R) := R↓. Ýê-
âèâàëåíòíîñòü 8.7 (3) ↔ 8.7 (4) ðàíåå áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ

Þ. À. Àáðàìîâè÷à, À. È. Âåêñëåðà, À. Â. Êîëäóíîâà [12℄ è Ï. Ìàê-

ïîëëèíà, À. Â. Âèêñòåäà [10℄. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåîðåìû 8.7 ïîëó-

÷åíà À. �. Êóñðàåâûì [22℄.
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8.7. Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû B ðàâ-

íîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) B ÿâëÿåòñÿ σ-äèñòðèáóòèâíîé;

(2) V(B) |=C = C∧
;

(3) êîìïëåêñíîåK-ïðîñòðàíñòâî B(C) := C ↓ ëîêàëüíî îäíîìåðíî;
(4) â êîìïëåêñíîì K-ïðîñòðàíñòâå B(C) := C ↓ âñå íåðàñøèðÿþ-

ùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû;

(5) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ íåò íåíóëåâûõ äè��å-

ðåíöèðîâàíèé;

(6) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ âñÿêèé íåðàñøèðÿþùèé
ýíäîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì;

(7) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ íåò íåòðèâèàëüíûõ

íåðàñøèðÿþùèõ àâòîìîð�èçìîâ.

⊳ (1) → (2): Èçâåñòíî [3, 10.7.6℄, ÷òî åñëè áóëåâà àëãåáðà B σ-äè-
ñòðèáóòèâíà, òî V(B) |= R∧ = R. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îãðàíè-

÷åííîãî ïåðåíîñà 6.2, âûâîäèì: V(B) |= C = R⊕ iR = R∧ ⊕ iR∧ = C∧.

(2) → (1): Óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(3) ↔ (4): Âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.9.

(2) → (4): Åñëè V(B) |= C∧ = C , òî âíóòðè V(B)
ìíîæåñòâî

EndC∧(C ) ñîñòîèò èç �óíêöèé τ : C → C âèäà τ(z) = cz, ãäå c ∈ C .
Íî òîãäà îïåðàòîð T := τ↓ èç C ↓ â C ↓ òàêæå èìååò âèä T (u) = gu
äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ C ↓.

(4) → (2): Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî â K-ïðîñòðàíñòâå R↓ âñå íåðàñ-

øèðÿþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû. Íî òîãäà

V(B) |= R∧ = R (ñì. [3, òåîðåìà 10.7.6℄), ñòàëî áûòü, V(B) |= C = C∧
.

(4) → (5): Ñëåäóåò èç 8.3 è 8.5.

(4) → (6): Íåðàñøèðÿþùèé ýíäîìîð�èçì T : C ↓ → C ↓ äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå T = T1 + iT2, ãäå T1, T2 � íåðàñøèðÿþùèå

ëèíåéíûå îïåðàòîðû â âåùåñòâåííîì K-ïðîñòðàíñòâå R↓ (ñì. 2.2).

Â ñèëó (4) T1 è T2 ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû, ñëåäîâàòåëüíî, Tlx = clx
(x ∈ R↓) äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2 ∈ R↓. Êàê âèäíî, Tz = c · z
(z ∈ C ↓), ãäå c := c1 + ic2. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü îïåðàòîðà T âëå-

÷åò c2 = c, ïîýòîìó âûïîëíåíû ðàâåíñòâà c21 − c22 = c1 è 2c1c2 = c2.
Åñëè π := [c2] � ïîðÿäêîâûé ïðîåêòîð â R↓ íà ïîëîñó {c2}⊥⊥

, òî èç

âòîðîãî ðàâåíñòâà âûâîäèì πc1 = (1/2)π(1), à èç ïåðâîãî âûòåêàåò
−π(c22) = (1/4)π(1). Ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî ïðè π = 0, çíà÷èò
c2 = 0 è 0 6 c21 = c1. Íî âåðíî òàêæå 0 6 (1 − c1)

2 = 1 − c1, çíà-
÷èò, c1 6 1. Òåïåðü âèäíî, ÷òî îïåðàòîð x 7→ T1x = c1x ñëóæèò
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ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì â R↓ è, òàê êàê T2 = 0, òî åãî êàíîíè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå íà C ↓ ñîâïàäàåò ñ T .

(6) → (7): Î÷åâèäíî.

Íóæíûå äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (5) → (2)

è (7) → (2) âûòåêàþò èç 4.9 è 8.6.

(5) → (2): Åñëè â ìîäåëè V(B)
íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî C = C∧

,

òî b := [[C = C∧]] < 1. Íî òîãäà b∗ = [[C 6= C∧]] 6= 0. Â áóëåâîçíà÷íîé

ìîäåëè V(B0)
íàä áóëåâîé àëãåáðîé B0 := [0, b∗] èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî C 6= C∧
. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 8.6 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå äè�-

�åðåíöèðîâàíèå D â ïîëîñå b∗C ↓. Åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå D⊕ 0
îïåðàòîðà D, ñîâïàäàþùåå ñ íóëåì íà ïîëîñå bC ↓, òàêæå áóäåò íåíó-
ëåâûì äè��åðåíöèðîâàíèåì â C ↓.

(7)→ (2): Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 8.6, äëÿ

òîãî æå b ∈ B ìîæíî íàéòè íåòðèâèàëüíûé àâòîìîð�èçì A∗
â ïî-

ëîñå b∗C ↓. Åñëè A � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â ïîëîñå bC ↓, òî
A∗ ⊕A � íåòðèâèàëüíûé àâòîìîð�èçì â C ↓. ⊲

8.8. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ðàñøèðåííîãî âåùåñòâåííîãî K-ïðîñòðàí-
ñòâà G ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé f -àëãåáðû ðàâíîñèëüíû óòâåð-

æäåíèÿ:

(1) V(B) |=R = R∧
, ãäå B = P(G);

(2) áóëåâà àëãåáðà B := P(G) σ-äèñòðèáóòèâíà;
(3) K-ïðîñòðàíñòâî B(R) := R↓ ëîêàëüíî îäíîìåðíî;
(4) â K-ïðîñòðàíñòâå B(R) := R↓ âñå íåðàñøèðÿþùèå ëèíåéíûå

îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû;

(5) â f -àëãåáðå G íåò íåòðèâèàëüíûõ äè��åðåíöèðîâàíèé;

(6) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå GC íåò íåòðèâèàëüíûõ íåðàñøèðÿ-

þùèõ àâòîìîð�èçìîâ.

8.9. �àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå èçìå-

ðèìûõ �óíêöèé ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ è

àâòîìîð�èçìû. �îâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (Ω,Σ, µ) îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû, åñëè Σ ñîäåðæèò ñåìåéñòâî (Ωξ)ξ∈Ξ

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû òàêîå, ÷òî äëÿ

êàæäîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ Σ êîíå÷íîé ìåðû ñóùåñòâó-

þò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Θ ⊂ Ξ è ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû

A0 ∈ N òàêèå, ÷òî

A = A0 ∪
(
⋃

ξ∈Θ

(A ∩ Ωξ)

)
.
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Íåíóëåâîå äè��åðåíöèðîâàíèå, à òàêæå îòëè÷íûé îò òîæäå-

ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ àâòîìîð�èçì ïðèíÿòî íàçûâàòü íåòðèâè-

àëüíûì. Äè��åðåíöèðîâàíèå (àâòîìîð�èçì) S â ðàñøèðåííîì K-

ïðîñòðàíñòâå L íàçîâåì ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ïîðÿäêîâîãî ïðîåêòîðà π ∈ P(L) èç πS = 0 (ñîîòâåòñòâåííî

πS = πIL) ñëåäóåò π = 0.

8.10. Òåîðåìà. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ áåçàòîìíîé

ìåðîé, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

(1) â L0
R
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå;

(2) â L0
C
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå;

(3) â L0
R
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð-

�èçì � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;

(4) â L0
C
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíûé íåðàñøè-

ðÿþùèé àâòîìîð�èçì.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.7 è èç òîãî �àêòà, ÷òî áó-

ëåâà àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ ïðåíåáðåæèìûõ ìíî-

æåñòâ σ-äèñòðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà àòîì-

íà è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ

íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà (ñì. [7, 5.3.4℄). ⊲

8.11.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Â ñâÿçè ñ îáñòîÿòåëüñòâàìè, îò-

ìå÷åííûìè â 2.10, â õîäå èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû Âèêñòåäà ñëîæèëîñü óáåæ-

äåíèå, ÷òî ðàâåíñòâî R∧ = R âíóòðè V(B)
ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíîñòüþ K-

ïðîñòðàíñòâà R↓ èëè, ÷òî òî æå, ñ äèñêðåòíîñòüþ áóëåâîé àëãåáðû B.

Â 1995 ã. À. Å. �óòìàí â ðàáîòå [23℄ óñòàíîâèë, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå (áåçàòîìíîå) ëîêàëüíî îäíîìåðíîå K-ïðîñòðàíñòâî (ñì. òàê-

æå [24, 25℄). Â ýòîé æå ðàáîòå îí ïîëó÷èë îïèñàíèå áàç ðàñøèðåí-

íûõ ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ: èìè îêàçàëèñü â òî÷íîñòè σ-

äèñòðèáóòèâíûå ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû. Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò ïîëíîå ðå-

øåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

Â 2004 ã. â ðàáîòå À. �. Êóñðàåâà [26℄ áûë ïðåäëîæåí áóëåâîçíà÷íûé

ïîäõîä ê èçó÷åíèþ íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì áûëè îáíàðó-

æåíû íîâûå âçàèìîñâÿçè. Òàê, íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå íåðåãóëÿðíîãî íåðàñ-

øèðÿþùåãî îïåðàòîðà ìîæíî ïðîâåñòè âíóòðè ïîäõîäÿùåãî áóëåâîçíà÷-

íîãî óíèâåðñóìà ñ ïîìîùüþ áàçèñà �àìåëÿ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä íåêîòîðûì åãî ïîäïîëåì

(ñì. [3, 8℄). �àçóìååòñÿ, íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà K-ïðîñòðàíñòâà R↓

ñâÿçàíû ñî ñòðîåíèåì ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê
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âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R∧
. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ áàçèñ �àìåëÿ,

ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðûâíóþ R∧
-ëèíåéíóþ �óíêöèþ â R, êîòîðàÿ è äàåò

íåðåãóëÿðíûé ëèíåéíûé íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð â R↓.

�àçâèâàÿ áóëåâîçíà÷íûé ïîäõîä, â [22℄ ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ïîñòðî-

åíèÿ, íî ñ ïðèâëå÷åíèåì áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè âìåñòî áàçèñà �àìå-

ëÿ, è ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèèK-ïðîñòðàíñòâ ñ σ-äèñòðèáóòèâíîé

áàçîé â òåðìèíàõ áîëåå óçêîãî êëàññà íåðàñøèðÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ.
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ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎ�ÈÈ

ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Ä. Ê. Äóðäèåâ

Êóðñ ëåêöèé ¾Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ ñîäåðæèò îñ-

íîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà

è Âîëüòåððà, èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëàáûìè îñîáåííîñòÿìè, ñ ñèììåò-

ðè÷íûìè, ïîëÿðíûìè ÿäðàìè. À òàêæå â íåì èçëàãàþòñÿ ïîíÿòèÿ äðîáíîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà è Âîëüòåððà,

óðàâíåíèå Àáåëÿ, äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå, ðåçîëü-

âåíòà, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ñèììåòðè÷íîå ÿäðî, ïîëÿðíîå ÿäðî, ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå, ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ.

Ëåêöèÿ 1. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

è Âîëüòåððà

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Èíòåãðàëüíûì

óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ

�óíêöèþ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (áîëåå ïîäðîáíî â [1℄). Èíòåãðàëü-

íûå óðàâíåíèÿ âèäà

b∫

a

K(x, s)y(s) ds = f(x) (1.1)

è

y(x) = λ

b∫

a

K(x, s)y(s) ds+ f(x) (1.2)

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ôðåäãîëüìà

1-ãî è 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü y(x) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ,

λ � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, K(x, s) è f(x) � èçâåñòíûå �óíêöèè, çàäàí-

íûå â êâàäðàòå [a, b]× [a, b] è íà îòðåçêå [a, b] ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíê-
öèÿ K(x, s) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à f(x) �
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ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè f(x) = 0, óðàâíåíèå íàçû-
âàåòñÿ îäíîðîäíûì, èíà÷å îíî íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì èíòåãðàëü-

íûì óðàâíåíèåì.

Äëÿ óðàâíåíèè Ôðåäãîëüìà 1-ãî è 2-ãî ðîäà ïðåäåëû èíòåãðèðî-

âàíèÿ ìîãóò áûòü êàê êîíå÷íûìè, òàê è áåñêîíå÷íûìè. Ïåðåìåííûå

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó a 6 s, x 6 b, à ÿäðî è ñâîáîäíûé ÷ëåí

äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè, ëèáî K(x, s) óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

b∫

a

b∫

a

|K(x, s)|2 dx ds < +∞,

b∫

a

|f(x)|2 dx < +∞.

ßäðà, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñëåäíåìó óñëîâèþ, íàçûâàþò �ðåä-

ãîëüìîâûìè.

Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

x∫

a

K(x, s)y(s) ds = f(x) (1.3)

è

y(x) = λ

x∫

a

K(x, s)y(s) ds+ f(x) (1.4)

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà

1-ãî è 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Âîëüòåððà îïðåäåëÿåòñÿ â òðåóãîëüíèêå a 6 x 6 b, a 6 s 6 x.
y(x), a 6 x 6 b, � íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, K(x, t) � ÿäðî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, f(x) � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, êîòî-

ðàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Ôóíêöèè y(x) è f(x) îáû÷íî

ñ÷èòàþò íåïðåðûâíûìè ëèáî êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûìè íà [a, b].
ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëàãàþò íåïðåðûâíûì â êâàäðàòå

S = {a 6 x 6 b, a 6 s 6 b}, ëèáî óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

b∫

a

b∫

a

K2(x, s) dx ds = B2 <∞,

ãäå B � ïîñòîÿííàÿ, ò. å. êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì â ýòîì êâàä-

ðàòå è K (x, s) ≡ 0 ïðè s < x.
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Â ïðèíöèïå, óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà, åñëè ïåðåîïðåäåëèòü ÿäðî:

K(x, s) =

{
K(x, s), a 6 s 6 x,

0, x < s 6 b.

Îäíàêî, íåêîòîðûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé Âîëüòåððà íå ìîãóò áûòü

ïðèìåíåíû ê óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà.

ßäðî K (x, s) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) íàçûâàåòñÿ âûðîæ-

äåííûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

K(x, s) =

n∑

k=1

pk (x) qk(s). (1.5)

ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ K (x, s) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì,
åñëè îíî çàâèñèò îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ: K (x, s) = K (x− s).

�àññìàòðèâàþò òàêæå ïîëÿðíûå ÿäðà

K (x, s) =
L (x, s)

(x− s)
β
ds+M (x, t) , 0 < β < 1,

è ëîãàðè�ìè÷åñêèå ÿäðà

K (x, s) = L (x, s) ln (x− s) +M (x, s) ,

ãäå L (x, s) (L (x, x) 6= 0 ) è M (x, s) íåïðåðûâíû â S. Óðàâíåíèÿ, ñî-
äåðæàùèå òàêèå ÿäðà, íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñî ñëàáîé îñîáåííî-

ñòüþ.

1.2. Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè è èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà [2℄. �àñ-

ñìîòðèì óðàâíåíèå

dny

dxn
+ a1(x)

dn−1y

dxn−1
+ . . .+ an(x)y = ϕ(x), (1.6)

ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â òî÷êå x = 0 �óíêöèè ai(x) íå
èìåþò îñîáåííîñòåé. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

dny

dxn
= u(x).
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Òîãäà áóäåì èìåòü:

dn−1y
dxn−1 =

x∫
0

u(x) dx+ C1,

dn−2y
dxn−2 =

x∫
0

u(x) dx2 + C1x+ C2,

. . .

y =
x∫
0

u(x) dxn + C1
xn−1

(n−1)! + C2
xn−2

(n−2)! + . . .+ Cn,





(1.7)

ãäå

∫ x
0
u(x) dxn îáîçíà÷àåò n-êðàòíûé èíòåãðàë îò �óíêöèè u(x).

Ïîäñòàâèâ �îðìóëû (1.7) â óðàâíåíèå (1.6), ïðåîáðàçóåì åãî â

u(x) + a1(x)

x∫

0

u(x) dx + . . .+ an(x)

x∫

0

u(x) dxn =

= ϕ(x) +

n∑

i=1

Ciαi(x),

(1.8)

ãäå

αi(x) = ai(x) +
x

1
ai+1(x) + . . .+

xn−i

(n− i)!
an(x).

Åñëè òåïåðü ïîëîæèì

ϕ(x) +

n∑

i=1

Ciαi(x) = f(x)

è ïðèìåíèì èçâåñòíóþ �îðìóëó

x∫

0

u(t) dtn =

x∫

0

(x − t)n−1

(n− 1)!
u(t) dt,

òî óðàâíåíèå (1.6) ïðèìåò âèä

u(x)+

x∫

0

[
a1(x) + a2(x)(x − t) + . . .+ an(x)

(x − t)n−1

(n− 1)!

]
u(t) dt = f(x),

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà 2-ão

ðîäà.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.8) èìåëà îïðåäåëåííîå

çíà÷åíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû èìåëè îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ âñå êî-

ý��èöèåíòû Ci. Òîãäà, îáðàòíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà (1.8)
áóäåò ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.6). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Âîëüòåððà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî çàäà÷à Êîøè äîïóñêàåò â òî÷êàõ, íå

èìåþùèõ îñîáåííîñòåé, îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

1.3. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

1.3.1. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Åñëè â óðàâ-

íåíèè Ôðåäãîëüìà (1.2) ÷èñëîâîé ïàðàìåòð λ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|λ| < 1

B
,

ãäå

B2 =

b∫

a

b∫

a

|K (x, s)|2 dx ds,
b∫

a

|K (x, s)|2 ds 6 C, C = const, (1.9)

òî óðàâíåíèå (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðèáëèæåíèé:

y0 (x) = f(x),

y1 (x) = f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) f (s) ds,

y2 (x) = f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) y1 (s) ds =

= f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) f (s) ds+ λ2
b∫

a

K (x, t) dt

b∫

a

K (t, s) f (s) ds =

= f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) f (s) ds+ λ2
b∫

a

f (s) ds

b∫

a

K (x, t)K (t, s) dt =

= f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) f (s) ds+ λ2
b∫

a

K2 (x, s) f (s) ds.
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Àíàëîãè÷íî

y3 (x) = f (x) + λ

b∫

a

K (x, s) f (s) ds+

+λ2
b∫

a

K2 (x, s) f (s) ds+ λ3
b∫

a

K3 (x, s) f (s) ds,

K3 (x, s) =

b∫

a

K (x, t)K2 (t, s) dt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn (x) = f (x) +

n∑

k=1

λk
b∫

a

Kk (x, s) f (s) ds,

(a)

ãäå 



K1 (x, s) = K (x, s) ,

Kk (x, s) =
b∫
a

K (x, t)Kk−1 (t, s)dt.
(b)

Ôóíêöèÿ Kk (x, s) íàçûâàåòñÿ k-ûì èòåðèðîâàííûì ÿäðîì ïî îò-

íîøåíèþ ê äàííîìó ÿäðó.

Èòåðèðîâàííûå ÿäðà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

Km (x, s) =

b∫

a

Kr (x, t)Km−r (t, s) dt. (c)

Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (à) ñõîäÿòñÿ. Ïåðåé-

äåì ê ïðåäåëó â (à) ïðè n→ ∞:

y (x) = f (x) +

n∑

k=1

λk
b∫

a

Kk (x, s) f (s) ds. (d)

Ïîëó÷èì ðåøåíèå (d) óðàâíåíèÿ (1.2) â âèäå ðÿäà. Äîêàæåì, ÷òî

ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Ïóñòü

b∫

a

|Kk (x, s)|2 ds 6 Ck
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ñëåäóåò èç (1.9). Èìååì

Kk (x, s) =

b∫

a

K (x, t)Kk−1 (t, s) dt.

Ïî íåðàâåíñòâó Áóíÿêîâñêîãî � Øâàðöà (íåðàâåíñòâî ��åëüäåðà äëÿ

èíòåãðàëîâ)

|Kk (x, s)|2 6

b∫

a

|Kk−1 (x, t)|2 dt
b∫

a

|K (t, s)|2 dt.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî s:

b∫

a

|Kk (x, s)|2 ds 6
b∫

a

|Kk−1 (x, t)|2 dt
b∫

a

b∫

a

|K (t, s)|2 dt ds.

Îòñþäà äëÿ âåðõíèõ èíòåãðàëîâ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Ck 6 B2Ck−1,

Ck−1 6 B2Ck−2,

Ck−2 6 B2Ck−3,

. . . . . . . . . . . . . . .

Ck 6 B2(k−1)C1,

ãäå k = 1, 2, 3, . . . Â (d) îáùèé ÷ëåí ðÿäà îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

|Uk| =

∣∣∣∣∣∣
λk

b∫

a

Kk (x, s) f (s) ds

∣∣∣∣∣∣
6

|λ|k
√

b∫
a

|Kk (x, s)|2 ds
√

b∫
a

|f (s)|2 ds
,

ò. å.

|Uk| 6 D
√
C1B

k−1|λ|k, D =

√√√√√
b∫

a

|f (s)|2 ds.
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�àññìîòðèì ìàæîðàíòíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

D
√
C1 |λ|

∞∑

k

{B |λ|}k−1
.

Îí ñõîäèòñÿ, åñëè B |λ| < 1, ò. å. ïðè |λ| < 1
B . Çíà÷èò, ðÿä â �îðìó-

ëå (d) ðàâíîìåðíà è àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè

|λ| < 1

B
.

Ôîðìóëà (d) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2).

Ïðèìåð 1.1. �åøèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y (x) = sinπx +
1

2

1∫

0

y (s) ds.

�åøåíèå. Â ýòîì óðàâíåíèè λ = 1
2 , à K (x, t) = 1. Ïîýòîìó

B2 =

1∫

0

1∫

0

|K (x, s)|2 dx ds = 1

è óñëîâèå |λ| < 1
B âûïîëíåíî. Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ

âîçüìåì y0 = sinπx è ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ:

y1 (x) = sinπx+
1

2

1∫

0

y0 (s) ds =

= sinπx+
1

2

1∫

0

sinπs ds = sinπx+
1

π
,

y2 (x) = sinπx+
1

2

1∫

0

y1 (s) ds =

= sinπx +
1

2

1∫

0

(
sinπs+

1

π

)
ds = sinπx+

1

π
+

1

2π
,
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y3 (x) = sinπx+
1

2

1∫

0

y2 (s) ds =

= sinπx+
1

2

1∫

0

(
sinπs+

1

π
+

1

2π

)
ds = sinπx+

1

π
+

1

2π
+

1

4π
.

Âû÷èñëèâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(x)}, çà-
ìå÷àåì, ÷òî n-îå ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì

âèäå:

yn (x) = sinπx+
1

π
+

1

2π
+

1

22π
+ . . .+

1

2n−1π
= sinπx+

1

π

n−1∑

k=0

1

2k
.

Òî÷íîå ðåøåíèå íàõîäèì êàê ïðåäåë:

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = sinπx+
1

π

n−1∑

k=0

1

2k
= sinπx+

2

π
,

ãäå

n−1∑

k=0

1

2k
= 1 +

1

2
+

1

22
+ . . . =

1

1− 1
2

= 2.

1.3.2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-

íèé äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà è

Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îòëè÷åí îò ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

ïîäñòàíîâîê. Ïðè ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìû âû-

áèðàåì êàêóþ-ëèáî ïðîèçâîëüíóþ âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ u0(x),
íåïðåðûâíóþ â [a, b]. Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)u(t) dt (1.10)

âìåñòî u(t) �óíêöèþ u0(t), ïîëó÷àåì

u1(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)u0(t) dt. (1.11)
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Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ u1(x) òàêæå âåùåñòâåííà è

íåïðåðûâíà â [a, b]. Ïðîäîëæàÿ èäòè ýòèì ïóòåì, ïîëó÷èì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü �óíêöèé

u0(x), u1(x), u2(x), . . . , un(x), . . . ,

êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

u2(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)u1(t) dt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

un(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)un−1(t) dt,

un−1(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)un−2(t) dt.

(1.12)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèì:

un(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt+ . . .+

+λn−1

b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1) . . .

. . .

b∫

a

K(tn−3, tn−2)f(tn−2) dtn−2 . . . dt1 dt+Rn(x),

(1.13)

ãäå

Rn(x) = λn
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1) . . .

b∫

a

K(tn−2, tn−1) dtn−1 . . . dt1 dt.
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Ôóíêöèÿ u0(x) âåùåñòâåííà è íåïðåðûâíà â [a, b], çíà÷èò åå àáñî-

ëþòíàÿ âåëè÷èíà äîñòèãàåò â [a, b] íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-
íèÿ U . Òîãäà

|Rn(x)| 6 |λn|UMn(b− a)n.

Åñëè |λ|M(b− a) < 1, òî

lim
n→∞

Rn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì n �óíêöèè un(x) ïðèáëèæàþòñÿ ê

ïðåäåëüíîé �óíêöèè, ðàâíîé ñóììå ðÿäà, ïîëó÷àþùåãî
ÿ â ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà (1.13) ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

lim
n→∞

un (x) ≡ u(x).

Â ýòîì ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êàæäàÿ íîâàÿ

�óíêöèÿ un(x) çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé �óíêöèè u0(x). Îä-
íàêî, ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u(x) îò âûáîðà u0 (x) íå çàâèñèò.

Òåïåðü ìîæåì äàòü íîâîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå ðåøåíèå v(õ). Âûáåðåì òîãäà

çà u0(x) �óíêöèþ v(õ), ò. å. ïîëîæèì u0(x) ≡ v(õ). Òîãäà, î÷åâèäíî,
êàæäàÿ �óíêöèÿ un(x) áóäåò òîæäåñòâåííî ñîâïàäàòü ñ vn(õ), ñëåäî-
âàòåëüíî, è ïðåäåë ýòèõ �óíêöèé áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî v(õ). Íî
ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè, ÷òî ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé

�óíêöèè u0(x). Ïîýòîìó

v(õ) ≡ u(õ).

Ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî áåç âñÿêèõ çàòðóäíåíèé ðàñïðîñòðàíèòü íà

óðàâíåíèå Âîëüòåððà.

Ïðèìåð 1.2. �åøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y (x) = 1−
x∫

0

(x− s) y (s) ds

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëåæåíèé.
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�åøåíèå. Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì y0 (x) = 1.
Òîãäà

y1(x) = 1−
x∫

0

(x− s) ds = 1− x2

2
,

y2 (x) = 1−
x∫

0

(x− s)

(
1− s2

2

)
ds = 1− x2

2
+
x4

4!
.

Íà n-îì øàãå ïîëó÷èì

yn(x) = 1− x2

2
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

xn

n!
=

n∑

k=0

(−1)k
xk

k!
,

îòêóäà

y(x) = lim
n→∞

yn(x) =

n∑

k=0

(−1)
k x

k

k!
= cosx.

1.4. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü äàíî

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

y (x) = f (x) + λ

b∫

a

K (x, t) y (t) dt. (1.14)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

1) �óíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b];
2) ÿäðî K(x, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è âåùåñòâåííîé �óíêöèåé

â êâàäðàòå R, a 6 x 6 b, a 6 t 6 b;
3) λ � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.14) âìåñòî �óíêöèè

y(x) åå çíà÷åíèå, äîñòàâëÿåìîå ýòèì æå óðàâíåíèåì, íàõîäèì:

y (x) = f (x) + λ

b∫

a

K (x, t)


f (t) + λ

b∫

a

K (t, t1) y (t1) dt1


 dt =

= f (x) + λ

b∫

a

K (x, t) f (t) dt+ λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)y(t1) dt1 dt.
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Ñíîâà ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âìåñòî y(t1) åãî çíà÷åíèå èç óðàâíåíèÿ (1.14),
ïîëó÷àåì:

y(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)


f(t1) + λ

b∫

a

K(t1, t2)y(t2) dt2


 dt1 dt =

= f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)f(t) dt+ λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt+

+λ3
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)

b∫

a

K(t1, t2)y(t2) dt2 dt1 dt.

Ïîñëå n-îé ïîäñòàíîâêè áóäåì èìåòü:

y(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt+

+λn
b∫

a

K (x, t)

b∫

a

K (t, t1)

b∫

a

K (t1, t2) . . .

· · ·
b∫

a

K (tn−2, tn−1) f (tn−1) dtn−1 . . . dt1 dt+Rn+1 (x) ,

(1.15)

ãäå

Rn+1 (x) = λn+1

b∫

a

K (x, t)

b∫

a

K (t, t1) . . .

· · ·
b∫

a

K (tn−1, tn) y (tn) dtn . . . dt1 dt.
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Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåãî áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

f (x) + λ

b∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+ λ2
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt + . . . (1.16)

Ïî ïðåäïîëîæåíèÿì 1) è 2) (
. 61) êàæäûé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé îò x, íåïðåðûâíîé â èíòåðâàëå [a, b]. Çíà÷èò, åñëè ðÿä ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ â [a, b], òî îí ñàì ïðåäñòàâëÿåò â ýòîì èíòåðâàëå

íåêîòîðóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ.

Òàê êàê K(x, t) è f(x) íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî â R è [a, b],
òî |K| ïðèíèìàåò â R íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå M , à |f(x)|
ïðèíèìàåò â [a, b] íåêîòîðîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå N :

|K(x, t)| 6M â R, |f(x)| 6 N â [a, b] .

�àññìîòðèì

Sn (x) = λn
b∫

a

K(x, t)

b∫

a

K(t, t1) . . .

· · ·
b∫

a

K(tn−2, tn−1)f(tn−1) dtn−1 . . . dt1 dt.

Ñîãëàñíî íàïèñàííûì âûøå íåðàâåíñòâàì èìååì

|Sn (x)| 6 |λn|NMn(b− a)n.

�ÿä ñ òàêèì îáùèì ÷ëåíîì ñõîäèòñÿ, ëèøü åñëè

|λ| < 1

M (b− a)
.

Åñëè óðàâíåíèå (1.14) èìååò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå, òî ïîñëåäíåå

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü �îðìóëå (1.15). Íî òàê êàê y(x) íåïðåðûâíî
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â [a, b], òî åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå èìååò â ýòîì èíòåðâàëå íåêîòî-

ðûé ìàêñèìóì U . Òîãäà

|Rn+1 (x)| 6
∣∣λn+1

∣∣UMn+1(b− a)
n+1

.

Åñëè òåïåðü áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|λ|M (b− a) < 1,

òî

lim
n→∞

Rn+1 (x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ y(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ �îð-
ìóëå (1.15) ïðè ëþáîì n, ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä (1.16).

Ìîæíî óáåäèòüñÿ ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêè, ÷òî

�óíêöèÿ y(x), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóììó ðÿäà (1.16), óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (1.14). Ê ýòîìó æå ðåçóëüòàòó ïðèâîäèò è òàêîé ïóòü:

îáîçíà÷èì ñóììó ðÿäà (1.16) ÷åðåç y(x), ïîìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó-

÷åííîãî ðàâåíñòâà íà λK(x, t) è ïðîèíòåãðèðóåì ðÿä ïî÷ëåííî. Òîãäà

áóäåì èìåòü:

λ

b∫

a

K (x, t) y (t) dt =

= λ

b∫

a

K (x, t)


f (t) + λ

b∫

a

K (t, t1) f (t1) + . . .


 dt =

= λ

b∫

a

K (x, t) f (t) dt+

+λ2
b∫

a

K (x, t)

b∫

a

K (t, t1) f (t1) dt1 dt+ · · · = y (x)− f (x).

Èòàê, ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.1. Åñëè

à) y (x) = f (x) + λ
∫ b
a K (x, t) f (t) dt, a, b � ïîñòîÿííûå,

á) K(x, t) 6= 0 âåùåñòâåííà è íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå R,
a 6 x 6 b, a 6 t 6 b,
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â) �óíêöèÿ f(x) 6= 0 âåùåñòâåííà è íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå [a, b],

ã) λ � ïîñòîÿííîå ÷èñëî è |λ| < 1
M(b−a) ,

òî óðàâíåíèå (1.14) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå â [a, b], âûðà-
æàþùååñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì (1.16).

1.5. Tåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà.Ïóñòü

äàíî óðàâíåíèå

y (x) = λ

x∫

a

K(x, t)y(t) ds+ f(x). (1.17)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âìåñòî y (t) åãî çíà÷åíèå èç óðàâíå-
íèÿ (1.17), ïîëó÷àåì:

y(x) = f(x) + λ

x∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+λ2
x∫

a

K(x, t)

t∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt+ · · ·+

+λn
x∫

a

K(x, t)

t∫

a

K(t, t1)

t1∫

a

K(t1, t2) . . .

· · ·
tn−2∫

a

K (tn−2, tn−1) f (tn−1) dtn−1 . . . dt1 dt+Rn+1(x),

(1.18)

ãäå

Rn+1(x) = λn+1

x∫

a

K(x, t)

t∫

a

K(t, t1) . . .

· · ·
tn−1∫

a

K(tn−1, tn)y(tn) dtn . . . dt1 dt.
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�àññìîòðèì áåñêîíå÷íûé ðÿä

y(x) = f(x) + λ

x∫

a

K(x, t)f(t) dt+

+ λ2
x∫

a

K(x, t)

t∫

a

K(t, t1)f(t1) dt1 dt+ . . . (1.19)

Îáùèé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà èìååò âèä

Vn(x) = λn
x∫

a

K (x, t)

t∫

a

K(t, t1) . . .

· · ·
tn−2∫

a

K(tn−2, tn−1)f(tn−1) dtn−1 . . . dt1 dt.

Òàê êàê |K(x, t)| 6M è |f(x)| 6 N , òî

|Vn(x)| 6
|λn|NMn(x− a)

n

n!
6 |λn|M

n(b− a)
n

n!
,

a 6 x 6 b.

�ÿä ñ ïîëîæèòåëüíûì îáùèì ÷ëåíîì |λn|M
n(b−a)n
n! ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ÷èñåë λ, N , M , b − a. Ïîýòîìó ðÿä (1.19) ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Åñëè óðàâíåíèå (1.17) èìååò íåïðåðûâíîå ðåøåíèå, òî îíî äîëæíî

âûðàæàòüñÿ ðÿäîì (1.18). Òàê êàê ïðè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè y (x)
â [a, b] åå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåò â ýòîì èíòåðâàëå íåêîòîðîãî
ìàêñèìóìà U, òî

|Rn+1(x)| 6
∣∣λn+1

∣∣UMn+1 (x− a)n+1

(n+ 1)!
6
∣∣λn+1

∣∣U [M (x− a)]n+1

(n+ 1)!
,

a 6 x 6 b,

îòêóäà

lim
n→∞

Rn+1(x) = 0.
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Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ y(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíå-

íèþ (1.18), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðÿäà (1.19). Ìîæíî, êàê è

âûøå, ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíî, �óíêöèÿ y(x), ðàâíàÿ ñóììå (1.18),

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.17). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ñëåäóþ-

ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè

à) y(x) = f(x) + λ
∫ x
a
K(x, t)f(t) dt, a � ïîñòîÿííàÿ,

á) K (x, t) 6= 0 âåùåñòâåííà è íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå R,
a 6 x 6 b, a 6 t 6 b, è |K(x, t)| 6M ,

â) �óíêöèÿ f (x) 6= 0 âåùåñòâåííà è íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå [a, b],
ã) λ � ïîñòîÿííîå ÷èñëî,

òî óðàâíåíèå (1.18) èìååò îäíî è òîëüêî îäíî íåïðåðûâíîå ðåøå-

íèå y (x), êîòîðîå âûðàæàåòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ
ðÿäîì (1.19).

Ëåêöèÿ 2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Àáåëÿ

ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ

2.1. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà.Èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

x∫

a

K(x, s)y(s) ds = f(x) (2.1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà 1-ãî

ðîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ K(x, s) íåïðåðûâíà íà R = [a, b] ×
[a, b], èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ Kx(x, s), íåïðåðûâ-
íà íà R è K(x, x) 6= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b]. Èç (2.1) ñëåäóåò, ÷òî
�óíêöèÿ f(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè óðàâ-

íåíèÿ (2.1):

f(a) = 0. (2.2)

Äè��åðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.1) è èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ

�îðìóëó èç àíàëèçà î äè��åðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî

îò ïàðàìåòðà

F ′(y) = f (β(y), y) β′(y)− f (α(y), y)α′(y) +

β(y)∫

α(y)

∂f

∂y
(x, y) dx,
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èìååì

K(x, x)y(x) +

x∫

a

Kx(x, s)y(s) ds = f ′(x),

îòêóäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà:

y(x) +

x∫

a

Kx(x, s)

K(x, x)
y(s) ds =

f ′(x)

K(x, x)
. (2.3)

Â ñèëó óñëîâèÿ (2.2) óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.3) ðàâíîñèëüíû â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî åñëè îíè ðàçðåøèìû, òî ëþáîå ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ (2.1)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) è îáðàòíî: ëþáîå ðåøåíèå y(x)
óðàâíåíèÿ (2.3) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1).

2.2. �åøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Àáåëÿ ïåðâîãî è

âòîðîãî ðîäîâ. Ïîíÿòèå äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

1

Γ(α)

x∫

a

ϕ(t)

(x− t)
1−α dt = f(x), x > a, 0 < α < 1, (2.4)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Àáåëÿ ïåðâîãî ðîäà, ãäå

Γ(α) =

∞∫

0

tα−1e−t dt, α ∈ C, Re(α) > 0.

Ñïðàâî÷íûé ìàòåðèàë. �àììà-�óíêöèÿ � ìàòåìàòè÷åñêàÿ

�óíêöèÿ, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ Γ(z). Áûëà ââåäåíà Ëåîíàðäîì Ýéëå-

ðîì. Åñëè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α ïîëîæèòåëüíà,

òî ãàììà-�óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ èíòå-

ãðàë

Γ(α) =

∞∫

0

tα−1e−t dt, α ∈ C, Re(α) > 0. (2.5)

Áåòà-�óíêöèåé (B-�óíêöèåé, áåòà-�óíêöèåé Ýéëåðà èëè èíòåãðà-

ëîì Ýéëåðà I ðîäà) íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñïåöèàëüíàÿ �óíêöèÿ îò
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äâóõ ïåðåìåííûõ:

B(x, y) =

1∫

0

tx−1(1− t)
y−1

dt, (2.6)

oïðåäåëåííàÿ ïðè Rex > 0, Re y > 0.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) − λ

Γ(α)

x∫

0

ϕ(t)

(x− t)1−α
dt = f(x), x > 0, α > 0, λ ∈ C,

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Àáåëÿ âòîðîãî ðîäà.

Äàäèì �îðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

îíî ðàçðåøèìî, ò. å. ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå îò íóëÿ ðåøåíèå ϕ(x) 6= 0
óðàâíåíèÿ (2.4). Çàìåíèì x íà t, t íà τ , óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åí-

íîãî âûðàæåíèÿ íà (x − t)
−α

è ïðîèíòåãðèðóåì îò a äî x:

1

Γ(α)

x∫

a

(x− t)
−α

dt

t∫

τ

(t− τ)
α−1

ϕ(τ) dτ =

x∫

a

f(t)

(x− t)
α dt. (2.7)

Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé t = τ + s(x − τ) è èñïîëüçóÿ èç-

âåñòíûå �îðìóëû äëÿ áåòà- è ãàììà-�óíêöèé, âû÷èñëèì âíóòðåííèé

èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè:

t∫

τ

(x− t)
−α

(t− τ)
α−1

dt =

1∫

0

(1− s)
−α
sα−1 ds =

= B(α, 1 − α) = Γ(α)Γ(1 − α).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (2.7), íàõîäèì

Γ(1− α)

x∫

a

ϕ(τ) dτ =

x∫

a

f(t)

(x− t)
α dt

èëè

x∫

a

ϕ(τ) dτ =
1

Γ(1− α)

x∫

a

f(t)

(x− t)
α dt. (2.8)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.7):

ϕ(x) =
1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

a

f(t)

(x− t)α
dt. (2.9)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (2.4) èìååò ðåøå-

íèå ϕ(x), òî îíî äàåòñÿ �îðìóëîé (2.9).

Îáîñíóåì ýòî ðåøåíèå â êëàññå àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ �óíê-

öèé ϕ(x) ∈ L[a, b]. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ êëàññ AC[a, b] àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé [a, b].

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ôóíêöèÿ g(x) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîé íà [a, b], åñëè ïî ëþáîìó ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå δ > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ

[ak, bk] ⊂ [a, b], k = 1, . . . ,m, òàêîé, ÷òî

m∑

k=1

(bk − ak) < δ,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

m∑

k=1

|g(bk)− g(ak)| < ε.

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ AC[a, b] àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé

g(x) íà [a, b] ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïåðâîîáðàçíûõ îò ñóììèðóåìûõ ïî

Ëåáåãó �óíêöèé:

g(x) ∈ AC[a, b] ⇒ g(x) =

x∫

a

ψ(t) dt + c,

b∫

a

|ψ(t)| dt <∞, (2.10)

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èç (2.10) âûòåêàåò, ÷òî àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ g(x) èìååò ïî÷òè âñþäó ñóììèðóåìóþ ïðîèç-

âîäíóþ g′(x) = ψ(x). Ïîýòîìó g(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå:

g(x) ∈ AC[a, b] ⇒ g(x) =

x∫

a

g′(t) dt+ g(a). (2.11)
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Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü 0 < α < 1, �óíêöèÿ f(x) çàäàíà íà [a, b] è

f1−α(x) =
1

Γ(1− α)

x∫

a

f(t)

(x− t)
α dt. (2.12)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå Àáåëÿ (2.4) áûëî ðàçðåøèìî â L[a, b],
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

f1−α(x) ∈ AC[a, b], f1−α(a) = 0. (2.13)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé óðàâíåíèå (2.4) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (2.9).

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.4) ðàçðåøèìî â L[a, b].
Òîãäà, êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.8). Îòñþäà,

â ñèëó (2.10), ñëåäóþò óñëîâèÿ (2.13), ÷òî äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî òàê êàê

f1−α(x) ∈ AC[a, b], òî f ′
1−α(x) ∈ L[a, b].Ïîýòîìó �óíêöèÿ, ïðåäñòàâè-

ìàÿ �îðìóëîé (2.9), ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó è ïðèíàäëåæèò L[a, b].
Ïîêàæåì, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.4). Äëÿ

ýòîãî ïîäñòàâèì (2.9) â ëåâóþ ÷àñòü (2.4) è ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç g(x):

1

Γ(1− α)

x∫

a

f ′
1−α(t)

(x− t)
1−α dt = g(x). (2.14)

Ïîêàæåì, ÷òî ïî÷òè âñþäó g(x) = f(x), ÷òî è äîêàæåò òåîðåìó. �à-

âåíñòâî (2.14) åñòü óðàâíåíèå (2.4) îòíîñèòåëüíî f ′
1−α(t). Îíî çàâå-

äîìî ðàçðåøèìî â ñèëó (2.9):

f ′
1−α(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

x∫

a

g(t)

(x− t)
α dt = g(x), (2.15)

ò. å. f ′
1−α(x) = g′1−α(x). Ôóíêöèè f

′
1−α(õ) è g

′
1−α(x) àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíû: ïåðâàÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âòîðàÿ â ñèëó ðàâåíñòâà (2.8) ñ

g(x) â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó

f1−α(x) − g1−α(x) = c (∀x ∈ [a, b]). (2.16)
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ f ′
1−α(a) = 0, à g′1−α(a) = 0, ïîòîìó ÷òî óðàâíå-

íèå (2.14) ðàçðåøèìî. Ïîýòîìó c = 0 è (2.13) ïðèíèìàåò âèä

1

Γ(1− α)

x∫

a

[f(t)− g(t)] dt

(x− t)α
= 0. (2.17)

Ýòî ðàâåíñòâî åñòü óðàâíåíèå (2.4). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

f(t)− g(t) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà. ⊲

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Àáåëÿ â L[a, b]
äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2. Åñëè f(x) ∈ AC[a, b], òî óðàâíåíèå Àáåëÿ (2.4) ñ

0 < α < 1 ðàçðåøèìî â L[a, b], ïðè ýòîì åãî ðåøåíèå (2.9) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

ϕ(x) =
1

Γ(1− α)


 f(a)

(x− a)
α +

x∫

a

f ′(t)

(x− t)
α dt


 . (2.18)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîäñòàíîâêå ðàâåíñòâà âèäà (2.11)

f(t) =

t∫

a

f ′(τ) dτ + f(a) (2.19)

â �îðìóëó (2.9).

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4) ñ ëþáûì

α > 0 ïðåäñòàâèìî â âèäå

ϕ(x) =

(
d

dx

)n
1

Γ(1− α)

x∫

a

f(t)

(x − t)α+1−n dt, (2.20)

ãäå n = [α] + 1, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà
�óíêöèþ f(x).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè α = m ∈ N, òî óðàâíåíèå (2.4) ïðèíèìàåò âèä

1

(n− 1)!

x∫

a

(x− t)
n−1

ϕ(t) dt = f(x), (2.21)

è åãî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ(x) = f (n)(x). (2.22)
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Âûðàæåíèå

(Iαa+ϕ)(x) =
1

Γ(α)

x∫

a

ϕ(t)

(x− t)
1−α dt, α > 0, (2.23)

íàçûâàåòñÿ äðîáíûì èíòåãðàëîì �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α, à

(∆α
a+f)(x) =

(
d

dx

)n
1

Γ(1− α)

x∫

a

f(t)

(x − t)
α+1−n dt,

α > 0, n = [α] + 1,

(2.24)

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α.
Èç �îðìóë (2.4) è (2.20) âûòûêàåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

Àáåëÿ (2.4) ÿâëÿåòñÿ äðîáíûì èíòåãðàëîì, à ðåøåíèå (2.20) � äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé.

Çàìå÷àíèå. Äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèå åñòü îïåðàöèÿ, îáîáùàþ-

ùàÿ îïåðàöèþ n-êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì

ïðåäåëîì:

x∫

a

dt1

t1∫

a

. . .

tn−1∫

a

ϕ(tn) dtn =
1

(n− 1)!

x∫

a

(x− t)
n−1

ϕ(t) dt,

n ∈ N.

(2.25)

Ëåêöèÿ 3. Èòåðèðîâàííûå ÿäðà

3.1. �åçîëüâåíòà. Ïîñòðîåíèå ðåçîëüâåíòû ñ ïîìîùüþ

èòåðèðîâàííûõ ÿäåð. �åøåíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ðå-

çîëüâåíòû. Åñëè â ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé âûáè-

ðàòü y0(x) = f(x), òî äëÿ n-ãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü �îð-

ìóëó

yn(x) = f(x) +

n∑

m=0

λm+1

b∫

a

Km(x, t)f(t) dt =

= f(x) + λ

b∫

a

n∑

m=0

λmKm(x, t)f(t) dt,

(3.1)
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â êîòîðîé èòåðèðîâàííûå ÿäðà Km(x, t) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñîîòíîøåíèé

K0(x, t) ≡ K(x, t), Km(x, t) =

b∫

a

K(x, s)Km−1(s, t) ds. (3.2)

Ïðè n→ ∞ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïîëó÷àåì ðÿä

∞∑

m=0

λmKm(x, t). (3.3)

Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé λ ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè R(x, t, λ),
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé ÿäðà K(x, t). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøå-

íèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëå

y(x) = f(x) + λ

b∫

a

R(x, t, λ)f(t) dt. (3.4)

Ïîíÿòèå ðåçîëüâåíòû, êàê �óíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåøåíèå

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = λ

b∫

a

K(x, s)y(s) ds+ f(x)

ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (3.4), èìååò ñìûñë äëÿ

ëþáûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå.

Ïðèìåð 3.1. �åøèòü ìåòîäîì èòåðèðîâàííûõ ÿäåð èíòåãðàëüíîå

óðàâíåíèå

y(x) = λ

1∫

0

x

1 + t2
y(t) dt+ 1 + x2.

�åøåíèå. Íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðèðîâàííûõ ÿäåð:

K0(x, t) = K(x, t) =
x

1 + t2
,

K1(x, t) =

1∫

0

K(x, s)K(s, t) ds =

1∫

0

x

1 + s2
s

1 + t2
ds =

ln 2

2

x

1 + t2
,
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K2(x, t) =

1∫

0

K(x, s)K1(s, t) ds =

=
ln 2

2

1∫

0

x

1 + s2
s

1 + t2
ds =

(
ln 2

2

)2
x

1 + t2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Km(x, t) =

(
ln 2

2

)m
x

1 + t2
.

Íàõîäèì ðåçîëüâåíòó:

R(x, t, λ) =
∞∑

m=0

λmKm(x, t) =
x

1+ t2

∞∑

m=0

λm
(
ln 2

2

)m
=

x

1+ t2
2

2− λ ln 2
.

�àäèóñ ñõîäîìîñòè ýòîãî ÿäðà |λ| < 2
ln 2 ≈ 2.885 äëÿ äàííîãî óðàâíå-

íèÿ

B2 =

1∫

0

1∫

0

|K(x, t)|2 dx dt =
1∫

0

1∫

0

x2

(1 + t2)
2 dx dt =

π + 2

24
,

1

B
≈ 2.161.

y(x) = 1 + x2 +
2

2− λ ln 2

1∫

0

x

1 + t2
(1 + t2) dt = 1 + x2 +

4x

2− λ ln 2
.

Ïðÿìîé ïîñòàíîâêîé ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íå òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé λ, ëåæàùèõ â îáëàñòè
ñõîäèìîñòè ðÿäà, íî è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ λ 6= 2

ln 2 (áîëüøå ïðè-

ìåðîâ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [3℄).

3.2. �åøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ ðàç-

íîñòíûì ÿäðîì íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà �óíêöèè ϕ(t), çà-
äàííîé íà R+, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà

ϕ∗(z) = (Lϕ)(z) = Φ(z) =

∞∫

0

e−ztϕ(t) dt, z ∈ C, (3.5)

ãäå ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1) ϕ(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ïðè t > 0, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà
ëèáî íåïðåðûâíà, ëèáî â êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå èìååò ëèøü

êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà 1-ãî ðîäà;

2) ϕ(t) ≡ 0 ïðè t < 0;
3) ïðè t → ∞ �óíêöèÿ ϕ(t) ðàñòåò íå áûñòðåå íåêîòîðîé ïîêà-

çàòåëüíîé �óíêöèè (èìååò îãðàíè÷åííóþ ñòåïåíü ðîñòà), ò. å. ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî Ì è òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-

ëî s, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|ϕ(t)| 6Mest, M > 0, s > 0.

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü s0 > 0 òåõ çíà÷åíèé s > 0, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî, íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ðîñòà �óíê-

öèè ϕ(t).
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

1. Åñëè èíòåãðàë (3.5) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 ∈ C, òî îí ñõîäèòñÿ âî
âñåõ òî÷êàõ z ∈ C, äëÿ êîòîðûõ Re(z) > Re(z0).

Äëÿ èíòåãðàëà Ëàïëàñà (3.5) ñóùåñòâóþò òðè âîçìîæíîñòè:

à) èíòåãðàë âñþäó ðàñõîäèòñÿ;

á) èíòåãðàë âñþäó ñõîäèòñÿ;

â) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî σc, ÷òî ïðè Re(z) > σc èíòåãðàë (3.5)

ñõîäèòñÿ, à ïðè Re(z) < σc ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðÿìàÿ Re(z) = σc íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè íàçûâàåòñÿ îñüþ ñõîäèìîñòè, à ÷èñëî σc àáñöèññîé ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà (3.5).

2. Åñëè èíòåãðàë (3.5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â òî÷êå z0 = σ0 + iτ0,
òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â ïîëóïëîñêîñòè Re(z) > σ0.

3. Åñëè σc<∞, òî èíòåãðàë (3.5) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíê-

öèåé ïåðåìåííîé z âî âñåõ òî÷êàõ ïîëóïëîñêîñòè Re(z) > σc è

dkϕ∗(z)

dzk
=

∞∫

0

(−t)ke−ztϕ(t) dt, z ∈ C. (3.6)

4. Òåîðåìà 3.1. Åñëè èíòåãðàë (3.5) èìååò àáñöèññó ñõîäèìîñòè

σc <∞, òî èìååò ìåñòî �îðìóëà îáðàùåíèÿ

ϕ(t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

eztϕ∗(z) dz, (3.7)

â êîòîðîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ëþáîé ïðÿìîé Re(z) = σ > σc.
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Îïðåäåëåíèå 3.3. Èíòåãðàë (3.7) íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì Ëàïëàñà è îáîçíà÷àåòñÿ:

(L−1g)(t) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

eztg(z) dz. (3.8)

5. Îïðåäåëåíèå 3.4. Ñâåðòêîé Ëàïëàñà äâóõ �óíêöèé ϕ1(t)

è ϕ2(t) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

ϕ(x) ≡ (ϕ1 ∗ ϕ2)(x) =

x∫

0

ϕ(x − t)ϕ2(t) dt. (3.9)

Òåîðåìà 3.2 (î ñâåðòêå [1℄). Åñëè èíòåãðàëû

ϕ∗
1(z) =

∞∫

0

ϕ1(t)e
−ztdt, ϕ∗

2(z) =

∞∫

0

ϕ2(t)e
−ztdt (3.10)

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî ïðè Re(z) > σ0, òî èíòåãðàë

ϕ∗(z) = ϕ∗
1(z)ϕ

∗
2(z) (3.11)

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ñâåðòêè (3.9), è ïðè ýòîì èíòå-

ãðàë

ϕ∗(z) =

∞∫

0

ϕ(t)e−ztdt (3.12)

òàêæå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè Re(z) > σ0.

Ôîðìóëó (3.11) óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(L [ϕ1 ∗ ϕ2])(x) = (Lϕ1)(x)(Lϕ2)(x) (3.13)

èëè

Φ(x) = Φ1(x)Φ2(x).

�àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ ðàçíîñòíûì ÿä-

ðîì

ϕ(x) = f(x) +

x∫

0

k(x− t)ϕ(t) dt, x > 0. (3.14)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèè f(x) è k(x) íåïðåðûâíû íà R+ = (0,∞),
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x→ +∞ è èìåþò îöåíêè

|f(x)| 6 Ae−ax, |k(x)| 6 Be−bx, (3.15)

ãäå A > 0, B > 0, à ïîñòîÿííûå a > 0, b > 0. Ïóñòü m è M � âåðõíèå

ãðàíèöû çíà÷åíèé |f(x)| è |k(x)| ïðè x > 0:

m = sup
x>0

|f(x)|, M = sup
x>0

|k(x)|. (3.16)

Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (3.14) ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé, ïîëó÷èì äëÿ ϕ(x) ïðè x > 0 îöåíêó

|ϕ(x)| 6
∞∑

n=0

|ϕn(x)| 6
∞∑

n=0

m
(Mx)

n

n!
= me−Mx.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ê �óíêöèÿì ϕ(x), f(x) è k(x) ïðèìåíèìî ïðå-
îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (3.5) ïðè σ > max{a, b,M}. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì
÷àñòÿì (3.14) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è èñïîëüçóÿ �îðìóëó ñâåðò-

êè (3.13) è îáîçíà÷åíèÿ

Φ(z) = (Lϕ)(z), F (z) = (Lf)(z), K(z) = (Lk)(z), (3.17)

èìååì

Φ(z) = F (z) +K(z)Φ(z), (3.18)

îòêóäà

Φ(z) =
F (z)

1−K(z)
. (3.19)

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî �óíêöèÿ Φ(z) äîëæíà áûòü àíàëèòè÷íîé â ïî-
ëóïëîñêîñòè Re(z) > M . Îòñþäà, â ñèëó ïîëíîé íåçàâèñèìîñòè K(z)
è F (z), âûòåêàåò, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáè â (3.19) íå äîëæåí èìåòü

êîðíåé âíóòðè óïîìÿíóòîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 3.1,

ïîëó÷àåì â ñèëó (3.7) âûðàæåíèå äëÿ ϕ(x):

ϕ(x) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

Φ(z)ezx dx =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

F (z)

1−K(z)
ezx dx. (3.20)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ϕ(x) óðàâíåíèÿ (3.14) äàåòñÿ �îðìó-

ëîé (3.20). Ïðèâåäåì äðóãóþ �îðìóëó äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ (3.14) âñå ïîâòîðíûå ÿäðà çà-

âèñÿò îò ðàçíîñòè (x− t). Èìååì

K1(x, t) = K(x, t), Kn(x, t) =

b∫

a

Kn−1(x, τ)K(τ, t) dτ,

K1(x, t) = K(x− t),

K2(x, t) =

x∫

t

K1(x, τ)K1(τ, t) dτ =

x∫

t

K(x− τ)K(τ − t) dτ =

=

x−t∫

0

K(x− t− s)K(s) ds = K2(x− t).

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâî è äëÿ äðóãèõ ïîâòîðíûõ ÿäåð:

Kn(x, t) = Kn(x− t), n = 1, 2, 3, 4, . . . (3.21)

Òîãäà ñîãëàñíî �îðìóëå

R(x; t;λ) =

∞∑

n=0

Kn+1(x, t)λ
n

ïðè λ = 1 ðåçîëüâåíòà R(x, t;λ) óðàâíåíèÿ (3.14) áóäåò çàâèñåòü

òîëüêî îò ðàçíîñòè x− t. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

R(x, t; 1) = r(x − t). (3.22)

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè �îðìóëû

ϕ(x) = f(x) + λ

x∫

a

R(x, t, λ)f(t) dt

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ϕ(x) = f(x) +

x∫

0

r(x − t)f(t) dt. (3.23)
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Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà, ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (3.17) è

R(z) = (Lr)(z), (3.24)

à òàêæå èñïîëüçóÿ �îðìóëó ñâåðòêè (3.13), ïîëó÷èì

Φ(z) = F (z) +R(z)F (z). (3.25)

Ñîãëàñíî (3.19) âûðàçèì R(z):

R(z) =
Φ(z)− F (z)

f(z)
=

1

F (z)

[
F (z)

1−K(z)
− F (z)

]
=

K(z)

1−K(z)
, (3.26)

ò. å.

R(z) =
K(z)

1−K(z)
. (3.27)

Îáðàùåíèå �îðìóëû (3.27) íà îñíîâàíèè �îðìóëû îáðàùåíèÿ (3.7)

äàåò íàì ðåçîëüâåíòó r(x):

r(x) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

K(z)

1−K(z)
ezx dx. (3.28)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3.23), ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.14).

Óêàçàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.14) ïðèìåíèì è ê ñèñòå-

ìàì óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè

ϕj(x) = fj(x) +

m∑

i=0

x∫

0

kij(x − t)ϕi(t) dt, j = 1, . . . ,m. (3.29)

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì (3.29) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååì

Φj(z) = Fj(z) +

m∑

i=0

Kij(z)Φi(z), j = 1, . . . ,m, (3.30)

ãäå

Φj(z) = (Lϕj)(z), Fj(z) = (Lfi)(z), Kij(z) = (Lkij)(z). (3.31)
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�åøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîé ñòåïåíè (3.30), îïðåäåëèì Φj(z)
è òîãäà ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (3.29) ïîëó÷èòñÿ ïî �îðìóëå

ϕj(x) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

Φj(z)e
xz dz, j = 1, . . . ,m. (3.32)

Ïðèìåð 3.2. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

ϕ(x) = f(x) + λ

x∫

0

(x − t)ϕ(t) dt, x > 0, λ > 0. (3.33)

Îíî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (3.14) ñ k(x) = λx. Â äàííîì ñëó÷àå

K(z) = λ

∞∫

0

e−zxx dx =
λ

z2
, (3.34)

ïðè÷åì âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü z ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Ôîðìó-

ëà (3.27) äàåò

R(z) =
λ

z2 − λ
, (3.35)

è â ñèëó (3.28) ðåçîëüâåíòà r(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

r(x) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

λexz

z2 − λ
dz, x > 0, (3.36)

ãäå σ � ëþáîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

�àññìîòðèì èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó ïëîñêîñòè z =
σ + iτ, ñîñòîÿùåìó èç îòðåçêà ïðÿìîé σ = σ0, ãäå σ0 >

√
λ, è ïî-

ëóîêðóæíîñòè, ëåæàùåé ñëåâà îò ýòîé ïðÿìîé è èìåþùåé öåíòð â

òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ âåùåñòâåííîé îñüþ. Ââîäÿ â èí-

òåãðàëå (3.36) âìåñòî z íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ z1 ïî

�îðìóëå z − σ0 = iz1, ïîëó÷èì íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé z1 êîí-

òóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè è ïî-

ëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 1). Ïîëüçóÿñü

ëåììîé Æîðäàíà è òåì, ÷òî x > 0, óáåäèìñÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî ïî-

ëóîêðóæíîñòè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè åå ðàäèóñà
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ê áåñêîíå÷íîñòè. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà èí-

òåãðàëà (3.36) ïðè σ >
√
λ ðàâíà ñóììå âû÷åòîâ ïîäûíòåãðàëüíîé

�óíêöèè â òî÷êàõ z1 =
√
λ è z1 = −

√
λ, ÷òî äàåò

r(x) =

√
λ

2

(
e
√
λx − e−

√
λx
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.33) â ñèëó (3.23) äàåòñÿ

�îðìóëîé

ϕ(x) = f(x) +

√
λ

2

x∫

0

[
e
√
λ(x−t) − e−

√
λ(t−x)

]
f(t) dt.

�èñ. 1

Ïðèìåð 3.3. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìîæåò áûòü ïðè-

ìåíåí ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, åñëè âõîäÿùèé â íåãî èíòåãðàë

èìååò âèä ñâåðòêè äâóõ �óíêöèé:

x∫

0

f(x− t)g(t) dt : F (p)G(p),

ò. å. êîãäà ÿäðî ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàçíîñòè äâóõ ïåðåìåííûõ:

ϕ(x) = f(x) +

x∫

0

K(x− s)ϕ(s) ds.
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Íàïðèìåð, äàíî òàêîå óðàâíåíèå:

ϕ(x) = sinx+ 2

x∫

0

cos(x− s)ϕ(s) ds.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ:

ϕ(x) : F(p), F(p) =
1

1 + p2
+

2p

1 + p2
F(p) =

1

(p− 1)2
.

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì

ϕ(x) = resp=1
1

(p− 1)2
epx = (epx)′p

∣∣
p=1

= xex.

Ëåêöèÿ 4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

ñ âûðîæäåííûìè ÿäðàìè

Îïðåäåëåíèå 4.1. ßäðî K (x, t) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñ-

ëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé �óíêöèé

òîëüêî îò x íà �óíêöèè òîëüêî îò t:

K (x, t) =

n∑

j=1

ρj(x)σj(t). (4.1)

Ôóíêöèè ρj(x) è σj(t) ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Åñ-

ëè áû íåêîòîðîå ρj(x) âûðàæàëîñü ÷åðåç îñòàëüíûå ρj(x), òî ìîãëè
áû ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå ρj(x) â (4.1). Ïðè ýòîì ÷èñëî ñëàãàåìûõ

óìåíüøèëîñü.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ñ òàêèì ÿäðîì è ñîþçíîå ñ

íèì óðàâíåíèå:

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫

a

K(x, t)ϕ(t) dt, (4.2)

ψ(x) = g(x) + λ

b∫

a

K(x, t)ψ(t) dt. (4.3)



Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 83

C ó÷åòîì (4.2) ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

ϕ(x) = f(x) + λ

n∑

j=1

ρj(x)

b∫

a

σj(t)ϕ(t) dt, (4.4)

ψ(x) = g(x) + λ

n∑

j=1

σj(x)

b∫

a

ρj(t)ψ(t) dt (4.5)

èëè

ϕ(x) = f(x) + λ

n∑

j=1

xjρj(x), (4.6)

ψ(x) = g(x) + λ
n∑

j=1

yjσj(x), (4.7)

ãäå xj è yj � íåêîòîðûå ÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâàìè

xj =

b∫

a

σj(t)ϕ(t) dt, j = 1, . . . , n, (4.8)

yj =

b∫

a

ρj(t)ψ(t) dt, j = 1, . . . , n. (4.9)

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.4) è (4.5) äîëæíî

èìåòü âèä (4.6) è (4.7) ñîîòâåòñòâåííî, è âñå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ

íå �óíêöèé ρj(x) è σj(t), à ÷èñåë xj è yj .
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (4.6) è (4.7) â óðàâíåíèÿ (4.4) è (4.5) è

ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèÿõ

ρj(x) è σj(t), ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ xj è yj äâå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé

xi − λ
n∑

j=1

aijxj = fi, i = 1, . . . , n, (4.10)

yi − λ

n∑

j=1

aijyj = gi, i = 1, . . . , n, (4.11)
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ãäå

aij =

b∫

a

ρj(t)σi(t) dt, fi =

b∫

a

f(t)σi(t) dt,

gi =

b∫

a

g(t)σi(t) dt.

(4.12)

Îïðåäåëèòåëè ñèñòåì (4.10) è (4.11) îòëè÷àþòñÿ ëèøü çàìåíîé ñòðîê

ñòîëáöàìè.

Åñëè, íàïðèìåð, îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.10) îòëè÷åí îò íóëÿ,

òî ïðè ëþáûõ fi è gi ïîëó÷èì îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ xi. Ïîä-
ñòàâëÿÿ èõ â (4.6), íàéäåì ϕ(x). Îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì

ϕ(x) = λ

b∫

a

K(x, t)ϕ(t) dt, (4.13)

ψ(x) = λ

b∫

a

K(x, t)ψ(t) dt (4.14)

áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîðîäíûå ñèñòåìû

xi − λ

n∑

j=1

aijxj = 0i, i = 1, . . . , n, (4.15)

yi − λ

n∑

j=1

aijyj = 0, i = 1, . . . , n. (4.16)

Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü îäíîé èç ýòèõ ñèñòåì (âñå ðàâíî êà-

êîé) ê íóëþ, ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Åñëè λ = λ0 � êàêîé-ëèáî êîðåíü ýòîãî

óðàâíåíèÿ, òî ñèñòåìà (4.15) èìååò ðåøåíèå (x1, x2, . . . , xn), îòëè÷íîå
îò íóëåâîãî.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â �îðìóëó

ϕ(x) = λ

n∑

j=1

xjρj(x), (4.17)

ïîëó÷èì ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ.
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Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü

K(x, t) = cos(x + t) = cosx cosx− sinx sin t,

0 6 x 6 π, 0 6 t 6 π.
(4.18)

Â äàííîì ñëó÷àå â (4.1) n = 2,

ρ1(x) = cosx, σ1(t) = cos t, ρ2(x) = sinx, σ2(t) = sin t. (4.19)

Âû÷èñëÿÿ aij , ïîëó÷èì

a11 =

π∫

0

cos2 x dx =
π

2
, a12 = a21 = 0,

a22 = −
π∫

0

sin2 x dx = −π
2
.

(4.20)

Ñèñòåìà (4.10) ïðèíèìàåò âèä

(
1− λπ

2

)
x1 = f1,

(
1 +

λπ

2

)
x2 = f2, (4.21)

f1 =

π∫

0

cos tf(t) dt, f2 =

π∫

0

sin tf(t) dt. (4.22)

Èìåþòñÿ äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ λ1 = 2
π è λ2 = − 2

π , à ñî-

îòâåòñòâóþùèå íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè äàþòñÿ �îð-

ìóëàìè

ϕ1(x) =

√
2

π
cosx, ϕ2(x) =

√
2

π
sinx. (4.23)

Åñëè λ 6= ± 2
π , òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) = f(x) + λ

π∫

0

cos(x+ t)ϕ(t) dt (4.24)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (4.6):

ϕ = f(x) + λ
f1

1− λπ2
cosx+ λ

f2
1− λπ2

sinx. (4.25)
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Åñëè λ = 2
π , òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.24) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

f1 = 0 ⇔
π∫

0

cos tf(t) dt = 0. (4.26)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24) èìååò âèä

ϕ(x) = f(x) + c1 cosx+
f2
π

sinx, (4.27)

ãäå c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå (4.24)

îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) =
2

π

π∫

0

cos(x+ t)ϕ(t) dt (4.28)

èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ϕ(x) = cosx.
Åñëè λ = − 2

π , òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíè (4.24) íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

f2 = 0 ⇔
π∫

0

sinxf(x) dt = 0. (4.29)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.24) äàåòñÿ

�îðìóëîé

ϕ(x) = f(x) +
f1
π

cosx+ c2 sinx, (4.30)

ãäå ñ2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíî-

ðîäíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) = − 2

π

π∫

0

cos(x+ t)ϕ(t) dt (4.31)

èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ϕ(x) = sinx.

4.1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè. �àñ-

ñìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà

y(x)− λ

b∫

a

K(x, t)y(t) dt = 0. (4.32)
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Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4.32) âñåãäà èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

y(x) ≡ 0, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íóëåâûì (òðèâèàëüíûì) ðåøåíèåì.

Çíà÷åíèÿ ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå èìå-

åò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ y(x) 6= 0, íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêè-

ìè ÷èñëàìè (âåëè÷èíà µ = 1
λ ) óðàâíåíèÿ (4.32) èëè ÿäðà K(x, t).

Êàæäîå íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåí-

íîé �óíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó λ (ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷èñëî λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, òàê êàê ïðè λ = 0 èç óðàâíåíèÿ (4.32)
ñëåäóåò, ÷òî y(x) ≡ 0. Åñëè ÿäðî K(x, t) îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà (4.32) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì,

òî çàäà÷à î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé íåêîòîðîé ìàòðèöû. Âñÿêîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (4.32) èìååò âèä

y(x) = λ

n∑

k=1

ckpk(x), (4.33)

ãäå íåèçâåñòíûå ÷èñëà ck ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé

ck − λ
n∑

k=1

akici = 0, k = 1, . . . , n. (4.34)

Ñèñòåìà (4.34) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé �îðìå

(I − λA)C = 0(AµI)C = 0, (4.35)

ãäå λ, µ 6= 0; µ = 1
λ ; I = (δij)

n
n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n;

A = (aij)
n
n � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n; C � ìàòðèöà-ñòîëáåö,

ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë ci, i = 1, . . . , n; 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö.

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (4.32) ñîâïàäàþò ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè ìàòðèöû A è ìîãóò áûòü íàéäåíû èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

det(A− µI) = 0. (4.36)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà

2-ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì

y(x) − λ

b∫

a

K(x, t)y(t) dt = f(x)
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è èìååò âûðîæäåííîå ÿäðî K(x, t), òî åãî ðåøåíèå ìîæíî ñâåñòè ê

ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ck = λ

n∑

i=1

akici = bk, k = 1, . . . , n,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé �îðìå

(I − λA)C = B, (4.37)

ãäå B � ìàòðèöà-ñòîëáåö, ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë bi, i = 1, . . . , n.

Ïðèìåð 4.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíê-

öèè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = λ

π∫

0

(
cos2 x cos 2t+ cos 3x cos3 t

)
y(t) dt = 0.

�åøåíèå. ßäðî

K(x, t) = cos2 x cos 2t+ cos 3x cos3 t

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Çäåñü

p1(x) = cos2 x, q1(t) = cos 2t, p2(x) = cos 3x, q2(t) = cos3 t.

Ïî �îðìóëàì

aki =

b∫

a

pi(t)qk(t) dt, bk =

b∫

a

qk(t)f(t) dt (4.38)

íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A:

a11 = −
π∫

0

p1(t)q1(t) dt =

π∫

0

cos2 t cos 2t dt =
π

4
,

a12 =

π∫

0

p2(t)q1(t) dt =

π∫

0

cos 3t cos 2t dt = 0,
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a21 =

π∫

0

p1(t)q2(t) dt =

π∫

0

cos2 t cos3 t dt = 0,

a22 = −
π∫

0

p2(t)q2(t) dt =

π∫

0

cos 3t cos3 t dt =
π

8
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4.36) äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé èìååò âèä

det(AµI) =

∣∣∣∣
π
4 − µ 0
0 π

8

∣∣∣∣ = 0,

îòêóäà (π4 − µ)(π8 − µ) = 0.
Ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = π

4 , µ2 = π
8 (ñîîòâåòñòâåííî

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λ1 = 4
π , λ = 8

π ).

1. Ïðè µ1 = π
4 ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.35) ïðèíèìàåò âèä

(
0 0
0 −π

8

)(
c1
c2

)
= 0,

îòêóäà c2 = 0, c1 ïðîèçâîëüíî. Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ1 = π
4 , íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå (4.33).

Èìåííî,

y(x) = λ1c1p1(x) + λ1c2p2(x) = λ1c1 cos
2 x =

=
4

π
c1 cos

2 x = C1 cos
2 x, C1 6= 0.

2. Ïðè µ2 = π
8 ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.35) ïðèíèìàåò âèä

(
π
8 0
0 0

)(
c1
c2

)
= 0,

îòêóäà c1 = 0, c2 ïðîèçâîëüíî. Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þøàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ µ2 = π
8 , íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå (4.33).

Èìåííî,

y(x) = λ2c1p1(x) + λ2c2p2(x) = λ2c2 cos 3x =

=
8

π
c2 cos 3x = C2 cos 3x, C2 6= 0.
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Ïðèìåð 4.3.Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ èññëåäîâàòü
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = λ

π∫

0

cos(x+ t)y(t) dt+ 1.

�åøåíèå. Äàííîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ÿâëÿåòñÿ

íåîäíîðîäíûì. Çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

y(x) = λ

π∫

0

(cosx · cos t− sinx · sin t)y(t) dt+ 1.

ßäðî K(x, t) = cosx cos t − sinx sin t ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Çäåñü

p1(x) = cosx, q1(t) = cos t, p2(x) = − sinx, q2(t) = sin t. Ïî �îðìó-
ëàì (4.38) íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A è ìàòðèöû-ñòîëáöà B:

a11 =

π∫

0

p1(t)q1(t) dt =

π∫

0

cos2 t dt =

π∫

0

1 + cos 2t

2
dt =

π

2
,

a12 =

π∫

0

p2(t)q1(t) dt = −
π∫

0

sin t · cos t dt = −
π∫

0

sin t d(sin t) = 0,

a21 =

π∫

0

p1(t)q2(t) dt =

π∫

0

cos t · sin t dt = 0,

a22 =

π∫

0

p2(t)q2(t) dt = −
π∫

0

sin2 t dt = −
π∫

0

1− cos 2t

2
dt = −π

2
,

b1 =

π∫

0

q1(t)f(t) dt =

π∫

0

cos t · 1 · dt =
π∫

0

cos t dt = 0,

b2 =

π∫

0

q2(t)f(t) dt =

π∫

0

sin t · 1 · dt =
π∫

0

sin t dt = 2.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷èñåë âûòåêàåò èç (4.35) è èìååò âèä

det(I− λA) =

∣∣∣∣
1− λπ2 0

0 1 + λπ2

∣∣∣∣ = 0,

îòêóäà

(
1− λπ2

) (
1 + λπ2

)
= 0. Ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà

λ1 = − 2
π , λ2 = 2

π . Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.37) ïðèíèìàåò âèä(
1− λπ2 0

0 1 + λπ2

)(
c1
c2

)
=

(
0
2

)
.

1. Ïðè λ 6= ± 2
π ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

c1 = 0, c2 =
2

1 + λπ2
.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîãëàñíî

�îðìóëå

y(x) = λ
n∑

k=1

ckpk(x) + f(x),

èìååò âèä

y(x) = λc1p1(x) + λc2p2(x) + f(x) =

= − 2λ

1 + λπ2
sinx+ 1 = 1− 4λ

2 + λπ
sinx.

2. Ïðè λ = 2
π ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(
0 0
0 2

)(
c1
c2

)
=

(
0
2

)

îáðàçóþò ïàðû (c1, c2), ãäå c1 ïðîèçâîëüíî, c2 = 1. Ñîîòâåòñòâåííî,
ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

y(x) = λc1p1(x) + λc2p2(x) + f(x) =

=
2

π
c1 cosx− 2

π
· 1 · sinx+ 1 = C cosx− 2

π
sinx+ 1.

3. Ïðè λ = − 2
π ñèñòåìà óðàâíåíèé

(
2 0
0 0

)(
c1
c2

)
=

(
0
2

)

ðåøåíèé íå èìååò. Çíà÷èò, ïðè äàííîì λ íå èìååò ðåøåíèé è èñõîäíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå.
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Îòìåòèì, ÷òî îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà

2-ãî ðîäà ìîæåò âîîáùå íå èìåòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé, èëè íå èìåòü äåéñòâèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

Ïðèìåð 4.4. Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) = λ

1∫

0

(√
x · t−

√
t · x

)
y(t) dt

íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé.

�åøåíèå. ßäðî K(x, t) =
√
x · t−

√
t · x ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì.

Çäåñü p1(x) =
√
x, q1(t) = t, p2(x) = −x, q2(t) =

√
t. Ïî �îðìó-

ëàì (4.38) íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû A:

a11 =

1∫

0

p1(t)q1(t) dt =

1∫

0

t
√
t dt =

1∫

0

t
3
2 dt =

2

5
,

a12 =

1∫

0

p2(t)q1(t) dt = −
1∫

0

t2 dt = −1

3
,

a21 =

1∫

0

p1(t)q2(t) dt =

1∫

0

t dt =
1

2
,

a22 =

1∫

0

p2(t)q2(t) dt = −
1∫

0

t
√
t dt = −

1∫

0

t
3
2 dt = −2

5
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèõ ÷èñåë âûòåêàåò èç (4.35) è èìååò âèä

det(I− λA) =

∣∣∣∣∣
1− λ · 2

5 − 1
3λ

1
2λ 1 + λ · 2

5

∣∣∣∣∣ =

=

(
1− 2

5
λ

)(
1 +

2

5
λ

)
+

1

6
λ2 = 1 +

λ2

150
.
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Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ λ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

det(I− λA) 6= 0,

ïîýòîìó ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ λ èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(x) ≡ 0. Èòàê, äàííîå
óðàâíåíèå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé.

Ïðèìåð 4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) = λ

1∫

0

sinπx cosπty(t) dt

íå èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.

�åøåíèå. Çàïèøåì èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå

y(x) = λ sinπx

1∫

0

cosπty(t) dt, (4.39)

è îáîçíà÷èì

C =

1∫

0

cosπty(t) dt.

Òîãäà y(x) = Cλ sin πx. Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ y(x)
â îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.39), ïîëó÷èì

Cλ sinπx = Cλ2 sinπx

1∫

0

cosπt sinπt dt.

Ho

1∫

0

cosπt sinπt dt =
1

π

π∫

0

cos z sin z dz = 0,

ïîýòîìó Cλ sinπx = 0, îòêóäà C = 0, è çíà÷èò y(x) ≡ 0. Òàêèì îáðà-

çîì, èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íå èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé.
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4.2. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì.

Òåîðèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íûì è

äåéñòâèòåëüíûì ÿäðîì áûëà âïåðâûå ïîñòðîåíà Ä. �èëüáåðòîì

(D. Hilbert, 1904) ïðèâëå÷åíèåì òåîðèè ñèììåòðè÷íûõ êâàäðàòè÷-

íûõ �îðì ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ê áåñ-

êîíå÷íîìó. Çàòåì Ý. Øìèäò (Å. S
hmidt, 1907) ïðåäëîæèë áîëåå ýëå-

ìåíòàðíûé ìåòîä îáîñíîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ Ä. �èëüáåðòà. Ïîýòîìó

òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîì ÿäðîì ÷àñòî íàçû-

âàþòü òàêæå òåîðèåé �èëüáåðòà � Øìèäòà. Çíà÷èòåëüíîå îñëàáëå-

íèå îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ â ýòîé òåîðèè íà çàäàííûå è èñêîìûå

ýëåìåíòû óðàâíåíèÿ, áûëî äîñòèãíóòî Ò. Êàðëåìàíîì (Ò. Carleman).

Ïóñòü èìååòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ðîäà ñ äåéñòâèòåëü-

íûì ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì:

ϕ(x) − λ

b∫

a

K(x, s)ϕ(s) ds = f(x), x ∈ [a, b]. (4.40)

Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîì

ÿäðîì äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèììåòðè÷íîå ÿäðî èçìåðèìî

íà êâàäðàòå [a, b]× [a, b]

b∫

a

b∫

a

|K(x, s)|2 dx ds <∞, (4.41)

à ñâîáîäíûé ÷ëåí f è èñêîìàÿ �óíêöèÿ j � èíòåãðèðóåìûå ñ êâàä-

ðàòîì �óíêöèè íà îòðåçêå [a, b] (èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå

Ëåáåãà).

�àçðàáîòêà òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íûì ÿä-

ðîì íà÷èíàåòñÿ ñ èçó÷åíèÿ ðÿäà îáùèõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îäíîðîäíîãî ñèììåòðè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ:

ϕ(x) − λ

b∫

a

K(x, s)ϕ(s) ds = 0, x ∈ [a, b]. (4.42)

À èìåííî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî: óðàâíåíèå (4.42) îáëàäàåò ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíèì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (êîãäà ïî÷òè âñþäó íå ðàâíî
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íóëþ); ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-

íûì ÷èñëàì, îðòîãîíàëüíû; ñîáñòâåííûå ÷èñëà äåéñòâèòåëüíû; ââè-

äó äåéñòâèòåëüíîñòè ÿäðà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè äåéñòâèòåëüíû; íà ëþáîì êîíå÷-

íîì ñåãìåíòå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëèøü êîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë óðàâíåíèÿ (4.42) íàçûâàåòñÿ

ñïåêòðîì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñïåêòð � íåïóñòîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî ÷èñåë m1,m2, . . . ,mn, . . . ; êàæäîìó ÷èñëó mn ñïåêòðà ñî-

îòâåòñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ

�óíêöèé. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî ðàñïî-

ëîæèòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

λ1 λ2 . . . λm . . .
ϕ1 ϕ2 . . . ϕm . . .

}
(4.43)

òàê, ÷òî àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå óáûâàþò: |λk| 6
|λk+1|; êàæäîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëü-

êî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé åìó ñîîòâåòñòâóåò. Ïîýòîìó êàæäîìó ÷èñ-

ëó mk â (4.43) ñîîòâåòñòâóåò ëèøü îäíà ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ. Ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé jk îðòîíîðìèðîâàíà. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (4.43) íàçûâàþòñÿ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîá-

ñòâåííûõ �óíêöèé ñèììåòðè÷íîãî ÿäðà K èëè óðàâíåíèÿ (4.42).

Íàõîæäåíèå ýòîé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî ïîëíîìó ðåøåíèþ îäíîðîä-

íîãî ñèììåòðè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.42).

Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âèä ðåøåíèÿ èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = λ

b∫

a

K(x, t)y(t) dt+ f(x) (4.44)

ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì, êîãäà èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá-

ñòâåííûå �óíêöèè ÿäðà.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ÿäðî K(x, t) âåùåñòâåííî, íåïðåðûâíî èëè
ñëàáîïîëÿðíî, ñèììåòðè÷íî.

Ïóñòü y1(x), . . . , yn(x), . . . � ñîáñòâåííûå �óíêöèè ÿäðà, ïðèâå-

äåííûå ê îðòîíîðìèðîâàííîìó âèäó, λ1, . . . , λn, . . . � ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà:
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a) Åñëè λ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.44) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ

âûðàæåíèåì

y(x) = f(x) + λ
∑

i

fi
λi − λ

yi(x), (4.45)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ÿä-

ðà, è

fi =

b∫

a

f(x)yi(x) dx, i = 1, 2, . . . (4.46)

�åøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî è ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòû

y(x) = f(x) + λ

b∫

a

R(x, t, λ)f(t) dt, (4.47)

ãäå

R(x, t, λ) =
∑

i

yi(x)yi(t)

λi − λ
(4.48)

� ðåçîëüâåíòà ÿäðà K(x, t).

á) Åñëè λ = λn, ãäå λn � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ÿäðà

K(x, t), è �óíêöèÿ f(x) îðòîãîíàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì

yn1 , . . . , ynp
, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λn ðàíãà p, òî

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå

y(x) = f(x) + λn
∑

i,i6=n1,...,np

fiyi(x)

λi − λn
+

∑

i=n1,...,np

Ciyi(x), (4.49)

ãäå Ci � ïðîèçâîëüíûå êîý��èöèåíòû.

â) Åñëè λ = λn, à f(x) íå îðòîãîíàëüíà õîòÿ áû îäíîé ñîáñòâåííîé

�óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé λn, òî ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñîáñòâåííûå �óíêöèè yi(x) íå ïðèâåäåíû ê

íîðìèðîâàííîìó âèäó (ò. å. óñëîâèÿ

∫ b
a y

2
i (x) dx = 1, i = 1, 2, . . . ,

ìîãóò áûòü íå âûïîëíåíû), òî êîý��èöèåíòû fi â (4.45) è (4.49) è
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ðåçîëüâåíòà R(x, t, λ) â (4.47) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìó-

ëàì:

fi =
1

‖yi‖2

b∫

a

f(x)yi(x) dx,

R(x, t, λ) =
∑

i

1

‖yi‖2
yi(x)yi(t)

λi − λ
,

(4.50)

ãäå ‖yi‖2 =
∫ b
a
y2i (x) dx, i = 1, 2, . . .

Ôîðìóëû (4.45) è (4.49) íàçûâàþò �îðìóëàìè Øìèäòà.

Ïðèìåð 4.6. �åøèòü óðàâíåíèå

y(x)− λ

1∫

0

xty(t) dt = 2x.

�åøåíèå. ßäðî óðàâíåíèÿK(x, t) = xt ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì.
Íàéäåì åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è �óíêöèè, ðàññìàòðèâàÿ îäíî-

ðîäíîå óðàâíåíèå

y(x) = λ

1∫

0

xty(t) dt.

Ïóñòü C = λ
∫ 1

0 ty(t) dt, òîãäà y(x) = Cx, è äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå

C = λ

1∫

0

t · Ct dt ⇔ C = λC
1

3
⇒ λ1 = 3.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ y1(x) = Cx. Âûáåðåì C òà-

êèì, ÷òîáû

1∫

0

y21(x) dx = 1 ⇔ 1

3
C2 = 1 ⇒ C =

√
3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî K(x, t) = xt èìååò îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå λ1 = 3, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ
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y1(x) =
√
3x. Íàéäåì äëÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ f(x) = 2x êîý�-

�èöèåíò f1:

f1 =

1∫

0

f(x)y1(x) dx =

1∫

0

2x ·
√
3x dx =

2
√
3

3
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå çàäàííîå óðàâíåíèå:

1) ïðè λ 6= 3 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïî �îð-
ìóëå Øìèäòà (4.45),

y(x) = 2x+ λ ·
2
√
3

3 ·
√
3x

3− λ
= 2x+

2xλ

3− λ
.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ λ = 1 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò �óíêöèÿ

y(x) = 3x.
2) ïðè λ = 3 íå èìååò ðåøåíèé, òàê êàê f1 6= 0 (ò. å. �óíêöèÿ f(x)

íå îðòîãîíàëüíà ñîáñòâåííîé �óíêöèè y1(x)).

Ïðèìåð 4.7. �åøèòü óðàâíåíèå

y(x) = λ

π∫

0

cos(x+ t)y(t) dt+ cos 3x.

�åøåíèå. Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíê-

öèè ÿäpa K(x, t) = cos(x + t), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì è

âûðîæäåííûì. Òàê êàê

K(x, t) = cosx cos t− sinx sin t,

òî íåíóëåâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = λ

π∫

0

cos(x+ t)y(t) dt

áóäåì èñêàòü â âèäå

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx. (4.51)

Cèñòåìà äëÿ íàõîæäåíèÿ C1 è C2 èìååò âèä:

{
C1

(
1− π

2λ
)
= 0,

C2

(
1 + π

2λ
)
= 0.

(4.52)
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Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (4.52) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, åñëè λ = ± 2
π .

Ïîëy÷àåì:

1) Åñëè λ = 2
π , òî C2 = 0 è C1 � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ, îòëè÷íàÿ îò 0.

Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = 2
π ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ

y1(x) = cosx.
2) Åñëè λ = − 2

π , òî C1 = 0 è C2 � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ, îòëè÷íàÿ

îò 0. Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 = − 2
π ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ

�óíêöèÿ y2(x) = sinx.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ �îð-

ìóë Øìèäòà, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå ê òåîðåìå, íàéäåì:

‖y1‖2 =

π∫

0

cos2 x dx =
π

2
, ‖y2‖2 =

π∫

0

sin2 x dx =
π

2
;

f1 =
2

π

π∫

0

cos 3x cosx dx = 0, f2 =
2

π

π∫

0

cos 3x cosx dx = 0.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå:

1) äëÿ ëþáûõ λ 6= ± 2
π çàäàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå

peøåíèå y(x) = cos 3x;
2) äëÿ λ = 2

π óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

y(x) = cos 3x+ C cosx, ãäå C � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ;

3) äëÿ λ = − 2
π óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

y(x) = cos 3x+ C sinx, ãäå C � ëþáàÿ ïîñòîÿííàÿ.

4.3. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîëÿðíûì ÿäðîì. Ïðèìå-

ðû.

Îïðåäåëåíèå 4.2. ßäðî K(x, t) âèäà

K(x, t) =
L(x, t)

|x− t|α , (4.53)

ãäå �óíêöèÿ L(x, t) íåïðåðûâíà â k0 = [a, b]× [a, b], a < α < 1, íàçû-
âàåòñÿ ïîëÿðíûì èëè ñëàáî ïîëÿðíûì ÿäðîì. Îòìåòèì, ÷òî íåïðå-

ðûâíàÿ �óíêöèÿ L(x, t) îãðàíè÷åíà â k0:

|L(x, t)| 6 A (∀ (x, t) ∈ k0),

è ïîýòîìó äëÿ ïîëÿðíîãî ÿäðà âåðíà îöåíêà

|K(x, t)| 6 A

|x− t|α , 0 < α < 1. (4.54)
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�àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ïîëÿðíûì ÿäðîì (4.53):

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫

a

L(x, t)

|x− t|α ϕ(t) dt, 0 < α < 1, (4.55)

ãäå f(x) � çàäàííàÿ, à ϕ(x) � èñêîìàÿ �óíêöèÿ íà [a, b].
Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.55) âåðíû òåîðåìû

Ôðåäãîëüìà.

Òåîðåìà 4.2 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Åñëè λ íå åñòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.55) ïðè

ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f(x) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 4.3 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Åñëè λ åñòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) = λ

b∫

a

L(x, t)

|x− t|αϕ(t) dt (4.56)

è ñìåæíîå óðàâíåíèå

ψ(x) = λ

b∫

a

L(t, x)

|t− x|αψ(t) dt (4.57)

èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ò. å. ðàíã

ñîâïàäàþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óðàâíåíèé (4.56) è

(4.57) êîíå÷åí.

Òåîðåìà 4.4 (Òðåòüÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Åñëè λ� õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ (4.55) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

b∫

a

f(x)ψj(x) dx = 0, j = 1, . . . ,m, (4.58)

ãäå ψ1(x), . . . , ψm(x) � ïîëíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-

íèé ñîþçíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.57). Åñëè óñëîâèÿ (4.58) âû-

ïîëíåíû, òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.55) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíî-

æåñòâî ðåøåíèé: îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.55) åñòü ñóììà ÷àñò-

íîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.55) è îáùåãî ðåøåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.56).
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.2�4.4 îñíîâàíà íà èññëåäîâàíèè ïî-

âòîðíûõ ÿäåð, ðàññìîòðåíèè íåïðåðûâíîãî ÿäðà

Kγ(x, t) =

{
K(x, t), |x− t| > γ,
L(x,t)
|x−t|α , |x− t| < γ, 0 < γ 6 ε, ε > 0

}

è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 4.2�4.4 äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫

a

Kγ(x, t)ϕ(t) dt,

ϕ(x) = λ

b∫

a

Kγ(x, t)ϕ(t) dt,

ψ(x) = λ

b∫

a

Kγ(x, t)ψ(t) dt,

èç êîòîðûõ òåîðåìû 4.2�4.4 ïîëó÷àþòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè

γ → 0 ê óðàâíåíèÿì (4.55), (4.56) è (4.57).

Îïðåäåëåíèå 4.3. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîëÿðíûìè ÿäðà-

ìè íàçûâàþò èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè òèïà Ôðåäãîëüìà.

�àññìîòðèì âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíòû äëÿ ïîëÿðíîãî ÿäðà.

�àíåå äëÿ íåïðåðûâíîãî ÿäðà K(x, t) íà k0 ðåçîëüâåíòà îïðåäå-
ëÿëàñü �îðìóëîé

R(x, t;λ) =

∞∑

n=0

Kn+1(x, t)λ
n, (4.59)

ãäå

K1(x, t) = K(x, t), Kn+1(x, t) =

b∫

a

Kn(x, τ)K(τ, t) dτ, n = 1, 2, . . . ,

ïðè óñëîâèè

|λ| < 1

p
=




b∫

a

b∫

a

|K(x, t)|2 dx dt




− 1
2

,
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è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî R(x, t;λ) ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà çíà-
÷åíèÿ λ ∈ C, D(λ) 6= 0, ñîîòíîøåíèåì

R(x, t;λ) =
D(x, t;λ)

D(λ)
, (4.60)

ãäå

D(λ) = 1 +

∞∑

n=1

(−1)n
λn

n!
dn,

dn =

b∫

a

. . .

b∫

a

K

(
t1, . . . , tn
t1, . . . , tn

)
dt1 dt2 . . . dtn,

D(x, t;λ) = K(x, t) +

∞∑

n=1

(−1)n
λn

n!
dn(x, t),

dn(x, t) =

b∫

a

. . .

b∫

a

K

(
x, t1, . . . , tn
t, t1, . . . , tn

)
dt1 dt2 . . . dtn.

Ïðè ýòîì D(λ) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ñëåäîâ An:

A1 =

b∫

a

K(t, t) dt, An =

b∫

a

Kn(t, t) dt, n = 2, 3, . . . , (4.61)

�îðìóëîé

D(λ) = exp

[
−

∞∑

n=1

An
λn

n

]
,

è òîãäà

D(x, t;λ) =
[
K(x, t) + λK2(x, t) + λ2K3(x, t) + . . .

]
D(λ). (4.62)

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëÿðíîãî ÿäðà K(t, t) íå èìååò ñìûñëà, è ìû íå

èìååì ïåðâîãî ñëåäà A1 ÿäðà K(x, t).
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíòû äëÿ ïîëÿðíîãî ÿäðà ñîñòîèò â ñâå-

äåíèè ê íåïðåðûâíîìó ÿäðó ñ ïîìîùüþ ïîâòîðíûõ ÿäåð. Èìååò ìå-

ñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü

(K1u) (x) =

b∫

a

L1(x, t)

|x− t|α u(t) dt, (K2v) (x) =

b∫

a

L2(x, t)

|x− t|β v(t) dt,

ãäå �óíêöèè L1(x, t) è L2(x, t) íåïðåðûâíû â k0, 0 < α < 1, 0 < β < 1.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå K1K2 îïåðàòîðîâ K1 è K2 åñòü îïåðàòîð

(Mv)(x) =

b∫

a

M(x, t)v(t) dt, M(x, t) =

b∫

a

L2(x, τ)L1(τ, t)

|x− τ |β |τ − t|α dτ,

è ïðè ýòîì

M(x, t) =
L3(x, t)

|x− t|α+β−1
, åñëè α+ β > 1,

M(x, t) = L4(x, t), eñëu α+ β < 1,

ãäå L3(x, t) è L4(x, t) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè â k0.
�àññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.55) ñ 0 < α < 1

2 . Òîãäà

âñå ïîâòîðíûå ÿäðà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî

K2(x, t) =

b∫

a

K(x, τ)K(τ, t) dτ =

b∫

a

L(x, τ)

|x− τ |α
L(τ, t)

|τ − t|α dτ,

ïî ëåììå (4.53) íåïðåðûâíû, è ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ñëåäû

Am =

b∫

a

Km(t, t) dt, m = 2, 3, . . . (4.63)

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè â (4.60) íà eA1λ

D(x, t;λ)eA1λ = D2(x, t;λ), D(λ)eA1λ = D2(λ).

Òîãäà ìîæåì íàïèñàòü òîæäåñòâî, àíàëîãè÷íîå (4.62):

D2(x, t;λ) =
[
K(x, t) + λK2(x, t) + λ2K3(x, t) + . . .

]
D2(λ). (4.64)

Îíî ïîëó÷àåòñÿ �îðìàëüíî èç (4.62), åñëè âûðàçèòü D(λ) ÷åðåç ñëå-
äû è â (4.64) ïîëîæèòü A1 = 0.
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Òîãäà äðîáü

R2(x, t;λ) =
D2(x, t;λ)

D2(λ)
(4.65)

äàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â êâàäðàò-

íûõ ñêîáêàõ �îðìóëû (4.64) íà âñþ ïëîñêîñòü λ.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 0 < λ < 1

2 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

D2(λ) = exp

[
−

∞∑

k=2

Ak
λk

k

]

åñòü öåëàÿ �óíêöèÿ, è ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.55) ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫

a

R2(x, t;λ)f(t) dt, (4.66)

ïðè ýòîì íóëè D2(λ) åñòü ïîëþñû R2(x, t;λ). Îòìåòèì åùå, ÷òî âñå

÷ëåíû â D(λ) è D(x, t;λ), ñîäåðæàùèå A1, ïîëó÷àþòñÿ òîëüêî èç ýëå-

ìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè îïðåäåëèòåëåé, âõîäÿùèõ â �îðìóëû äëÿ

dn è dn(x, t), è ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü D2(λ) è D2(x, t;λ) ïî óïîìÿíó-
òûì âûøå �îðìóëàì, ïîëàãàÿ K(x, x) ≡ 0.

Ïóñòü òåïåðü α > 0 ëþáîå. Òîãäà ïî ëåììå (4.53) äëÿ ïîâòîðíîãî
ÿäðà K2(x, t) ïîðÿäîê îñîáåííîñòè áóäåò 2α− 1, äëÿ ÿäðà K3(x, t)−
(2α − 1) + (α − 1) = 3α − 2, äëÿ ïîâòîðíîãî ÿäðà Km(x, t) − mα −
(m − 1). Ïóñòü m− òàêîå, ÷òî (m − 1)α − (m − 2) < 0, à mα − (m −
1) > 0. Òîãäà ïðè n > m ïîâòîðíûå ÿäðà Kn(x, t) íåïðåðûâíû, è
ðåçîëüâåíòó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Rm+1(x, t;λ) =
Dm+1(x, t;λ)

Dm+1(λ)
, (4.67)

ãäå

Dm+1(λ) = exp

[
−

∞∑

n=m+1

An
λn

n

]
, (4.68)

ò. å. Dm+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Dλ ïðè A1 = A2 = . . . = Am = 0, à

Dm+1(x, t;λ) =

[ ∞∑

n=0

Kn+1(x, t)λ
n

]
Dm+1(λ). (4.69)
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Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.55) äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ(x) = f(x) + λ

b∫

a

Rm+1(x, t;λ)f(t) dt. (4.70)

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ïîëÿðíûì ÿäðîì â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ϕ(x) = f(M) + λ

∫

B

L(M,N)

rα
ϕ(N) dωN , (4.71)

ãäå r = d(M,N) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M,N ∈ B, 0 < α < n.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà àíàëîãå ëåììû (4.53) äëÿ Rn.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü

(K1u) (M) =

∫

B

L1(M,N)

rα1
u(N) dωN ,

(K2v) (M) =

∫

B

L2(M,N)

rβ2
v(N) dωN ,

ãäå �óíêöèè L1(M,N) è L2(M,N) íåïðåðûâíû â B, à 0 < α < n,
0 < β < n.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå K1K2 îïåðàòîðîâ K1 è K2 åñòü îïåðàòîð

(K1K2v) (M) =

∫

B

P (M,N)v(N) dωN ,

P (M,N) =

∫

B

L1(M,Q)

rα1

L2(Q,N)

rβ2
dωN ,

u

P (M,N) =
L3(M,N)

rα+β−n
npu α+ β > n,

P (M,N) = L4(M,N) npu α+ β < n,

ãäå L3(M,N) è L4(M,N) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè â B.



106 Äóðäèåâ Ä. Ê.

Ëèòåðàòóðà

1. Ñìèðíîâ Â. È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ò. 4, ÷. 1.�Ì.: Íàóêà, 1974.�336 ñ.

2. Òðèêîìè Ô. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.�Ì.: Èçä-âî èíîñòð. ëèò-ðû, 1960.�

300 ñ.

3. Êðàñíîâ Ì. Ë., Êèñåëåâ À. È., Ìàêàðåíêî �. È. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ:

Çàäà÷è è ïðèìåðû ñ ïîäðîáíûìè ðåøåíèÿìè, 2016.�192 ñ.

Äóðäèåâ Äóðäèìóðîä Êàëàíäàðîâè÷

Áóõàðñêîå îòäåëåíèå èíñòèòóòà Ìàòåìàòèêè ÀÍ �Óç,

ÓÇÁÅÊÈÑÒÀÍ, 200117, Áóõàðà, óë. Ì. Èêáîëà, 11;

Áóõàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,

ÓÇÁÅÊÈÑÒÀÍ, 200117, Áóõàðà, óë. Ì. Èêáîëà, 11

E-mail: d.durdiev�mathinst.uz, durdimurod�inbox.ru

ELEMENTS OF THE THEORY

OF INTEGRAL EQUATIONS

D. K. Durdiev

The 
ourse of le
tures �Elements of the theory of integral equations� 
ontains

the basi
 
on
epts and theorems of the theory of Fredholm and Volterra

integral equations, integral equations with weak singularities, with symmetri
,

polar kernels. And also it sets out the 
on
ept of fra
tional integration and

di�erentiation, eigenvalues and eigenfun
tions of the Fredholm integral operator.

Key words: Fredholm and Volterra integral equations, Abel equation, fra
tional

integration and di�erentiation, resolvent, Lapla
e transform, symmetri
 kernel,

polar kernel, eigenvalue, eigenfun
tion.



ÓÄÊ 517.928

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ

Â ÒÅÎ�ÈÈ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ

ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉ

Â. Á. Ëåâåíøòàì

Â íàñòîÿùåì êóðñå èçëîæåí ðÿä íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò òåîðèåé âîçìóùåíèé, ðàçîáðàíû

íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ, çà-

âèñÿùèõ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà (â ÷àñòíîñòè, ìåòîä Ëàïëàñà è ìå-

òîä ñòàöèîíàðíîé �àçû), à òàêæå ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äè��åðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, è ïîêàçàíî,

êàê ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé â ñëó÷àå ðåãóëÿðíî

âîçìóùåííûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ âîçìóùåíèé, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ìåòîä

Ëàïëàñà, ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû, àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ðå-

ãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷.

Ââåäåíèå

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ê íàì ïðèøëè îò Íüþòîíà. Îã-

ðîìíîå çíà÷åíèå ýòîãî åãî èçîáðåòåíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äè��å-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñëóæàò ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìíî-

ãèõ ïðîöåññîâ åñòåñòâîçíàíèÿ. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðàçâèòèÿ òåî-

ðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâíûå óñèëèÿ ìàòåìàòèêîâ

áûëè íàöåëåíû íà ïîèñêè èõ òî÷íûõ ðåøåíèé. Îäíàêî ïîçæå âûÿñ-

íèëîñü, ÷òî íàõîæäåíèå �îðìóë òî÷íûõ ðåøåíèé, âûðàæåííûõ ÷å-

ðåç äàííûå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, âîçìîæíî ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíî

ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó âñå áîëåå àêòóàëüíûì ñòàíîâèëñÿ âîïðîñ

î ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà êëàññà: ÷èñëåííûå

è àñèìïòîòè÷åñêèå. Çäåñü ðå÷ü ïîéäåò îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ.

Â äàííîì ìèíèêóðñå ëåêöèé èçëîæåí ðÿä íà÷àëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè

àñèìòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò òåîðèåé âîçìó-

ùåíèé, ðàçîáðàíû íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà,
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à òàêæå ðàññìîòðåíû îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

çàâèñÿùèå îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà, è ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èõ ðåøåíèé.

Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ ìû èñïîëüçîâàëè êíèãè [1�5℄ è äð.

Ëåêöèÿ 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå ïðèìåðû

Â ïåðâîé ëåêöèè áóäóò èçëîæåíû âàæíûå íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ

òåîðèè âîçìóùåíèé (àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ) è ïðèâåäåíû íåêî-

òîðûå ïðèìåðû àñèìïòîòè÷åñêèõ çàäà÷.

1.1. Àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âíà÷àëå ìû ïî-

ãîâîðèì î òåîðèè âîçìóùåíèé. Ìàòåìàòèêè ïîñòîÿííî ñòðåìÿòñÿ

ðàñøèðèòü êðóã çàäà÷, êîòîðûå îíè ìîãóò ðåøèòü (õîòÿ áû ïðèáëè-

æåííî)

1

è èññëåäîâàòü, à ïîòîìó ïûòàþòñÿ ðàñøèðèòü íàáîð ìåòîäîâ

ý��åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ

çàäà÷. Îäíî èç âàæíåéøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðîì

ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû òàêîãî ðîäà, íîñèò íàçâàíèå: òåîðèÿ âîçìóùå-

íèé èëè àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Îñíîâíàÿ èäåÿ òåîðèè âîçìóùå-

íèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ìû çíàåì êàê ðåøàåòñÿ è/èëè èññëå-

äóåòñÿ íåêîòîðàÿ çàäà÷à � íàçîâåì åå íåâîçìóùåííîé, òî åñòåñòâåí-

íî ïîïûòàòüñÿ ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ý��åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî

2

ðåøåíèÿ è/èëè èññëåäîâàíèÿ â êàêîì-òî ñìûñëå áëèçêèõ � âîçìó-

ùåííûõ çàäà÷. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó èäåþ íà ïðîñòåéøèõ ïðèìå-

ðàõ.

Ïðèìåð 1.1. Ïåðâûé ïðèìåð îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÓ). �àññìîòðèì ÑËÓ

Ax = b (1.1)

ñ âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé A ïîðÿäêà n è âåêòîðîì

b ∈ Rn. Åñëè |A| 6= 0, òî ÑËÓ (1.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà (x =
A−1b), è åå ðåøåíèå ý��åêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ, ñêàæåì, ìåòîäîì

�àóññà. �àññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî áëèçêèõ ñèñòåì âèäà

(A+ εB)y = b, (1.2)

1

Íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (ñêàæåì, àëãåáðàè÷åñêîãî èëè äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ) óäàåòñÿ, êàê èçâåñòíî, â èñêëþ÷èòåëüíî ðåäêèõ ñëó÷àÿõ.

2

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ � ïðåæäå âñåãî, çäåñü ìû èìååì ââè-

äó äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ � äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: ÷èñëåííûå è àñèìï-

òîòè÷åñêèå. Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èäåò îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ.
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ãäå B � âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à ε � ìàëûé

âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð (|ε| ≪ 1). Êàæäàÿ ñèñòåìà (1.2) � âîçìó-

ùåííàÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå (1.1). Èç îäíîçíà÷-

íîé ðàçðåøèìîñòè ÑËÓ (1.1) (÷òî ýêâèâàëåíòíî îáðàòèìîñòè ìàò-

ðèöû A) ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÑËÓ (1.2), ïðè÷åì åå

ðåøåíèå âåùåñòâåííî è èìååò âèä:

y =

∞∑

k=0

εk(A−1B)kA−1b. (1.3)

Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû (÷àñòè÷íûå ñóììû ñõîäÿùåãîñÿ

ðÿäà (1.3))

yn =

n∑

k=0

εk(A−1B)kA−1b, n = 1, 2, . . . , (1.4)

ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è (1.2). Òåì ñàìûì ðà-

âåíñòâà (1.3), (1.4) îïèñûâàþò ïðîñòåéøóþ ïðîöåäóðó (ìåòîä) ý�-

�åêòèâíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è (1.2).

Ïðèìåð 1.2. Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x5 + εx4 − 1 = 0, |ε| ≪ 1. (1.5)

Ýòî âîçìóùåííàÿ çàäà÷à. Ïîëàãàÿ â (1.5) ε = 0 ïðèäåì ê íåâîçìó-

ùåííîé çàäà÷å

y5 − 1 = 0. (1.6)

Óðàâíåíèå (1.6) èìååò êîðåíü y0 = 13. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè áëèçêèé

ê 1 êîðåíü xε óðàâíåíèÿ (1.5). Ïîëîæèì

xε = 1 + a1ε+O(ε2), ε→ 0. (1.7)

Ïîäñòàâèâ (1.7) â (1.5), ïîëó÷èì

(
1 + a1ε+O(ε2)

)5
+ ε
(
1 + a1ε+O(ε2)

)4 − 1 = 0. (1.8)

ðàñêðûâàÿ â (1.8) ñêîáêè, ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå è ïðèðàâíèâàÿ â ïî-

ëó÷åííîì ðàâåíñòâå êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, íàé-
äåì:

ε0 : 1− 1 = 0, ε1 : 5a1 + 1 = 0,

3

Âñå ðàññóæäåíèÿ â ýòîì ïðèìåðå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî èç ïÿòè êîð-

íåé (1.17).



110 Ëåâåíøòàì Â. Á.

ò. å. a1 = − 1
5 . Îòñþäà ñîãëàñíî (1.7)

xε ≈ 1− 1

5
ε+O(ε2), ε→ 0. (1.9)

Èòàê, èñïîëüçóÿ ìåòîä (1.7), ìû ïðèáëèæåííî ðåøèëè âîçìóùåííóþ

çàäà÷ó (1.5). Ôîðìóëó (1.9), ïîëó÷åííóþ �îðìàëüíî, íåòðóäíî îáîñ-

íîâàòü.

�åçóëüòàò âòîðîãî ïðèìåðà ñïðàâåäëèâ è â ñëåäóþùåé áîëåå îá-

ùåé ñèòóàöèè. �àññìîòðèì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà n

xn + P1(ε)x
n−1 + . . .+ Pn(ε) = 0, |ε| ≪ 1, (1.10)

ãäå Pi(ε), i = 1, 2, . . . , n, � ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû îò ε, à òàêæå

íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå

yn + P1(0)y
n−1 + . . .+ Pn(0) = 0. (1.11)

Ïóñòü y0 � ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.11). Òîãäà óðàâíåíèå (1.10)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè y0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xε, ïðè÷åì
äëÿ ëþáîãî k ∈ N

xε = y0 + εy1 + . . .+ εkyk +O(εk+1), ε→ 0,

ãäå êîý��èöèåíòû y1, . . . , yk ý��åêòèâíî íàõîäÿòñÿ.
Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðîå îòíîñèò-

ñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì ëþáîé ïðèðîäû.

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ (íå

÷èñëåííûõ) ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è êà÷åñòâåííîãî èññëå-

äîâàíèÿ çàäà÷ � èõ íàçûâàþò âîçìóùåííûìè � áëèçêèõ â îïðåäå-

ëåííîì ñìûñëå ê íåêîòîðûì ý��åêòèâíî ðåøàåìûì (àíàëèòè÷åñêè

èëè ÷èñëåííî) è óæå èññëåäîâàííûì íåâîçìóùåííûì çàäà÷àì. Ïðè

ýòîì ðåøàåòñÿ âîïðîñ î áëèçîñòè ðåøåíèé âîçìóùåííîé è íåâîçìó-

ùåííîé çàäà÷.

Óêàçàííûå ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé ÷àñòî íàçûâàþò àñèìïòî-

òè÷åñêèìè, à èññëåäîâàíèå èëè ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ ïî-

ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ � àñèìïòîòè÷åñêèì àíàëèçîì. �å-

øåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêèì èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ. Îäíèì èç ïðèçíàêîâ âîçìóùåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå

â íåé ìàëîãî ïàðàìåòðà ε, êàê â ñèñòåìå (1.2) èëè óðàâíåíèÿõ (1.5),
(1.10), òîãäà íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ èç âîçìóùåí-

íîé ïðè ε = 0 (ñì. (1.1), (1.6), (1.11)).
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Ìû íà÷àëè ïàðàãðà� ñ äâóõ òðèâèàëüíûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ðå-

øàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îòìå-

òèì òåïåðü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è è ìåòîäû òåîðèè âîçìó-

ùåíèé.

Ïðèìåð 1.3 (Çàäà÷à òðåõ òåë). Îïèøåì ýòó çàäà÷ó äëÿ òåë: Ëó-

íà, Çåìëÿ, Ñîëíöå. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè îð-

áèòû Çåìëè ïðè âðàùåíèè åå âîêðóã Ñîëíöà ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ

(ïðèòÿæåíèÿ) íà Çåìëþ Ëóíû. Â íåé ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðà îáû÷íî

èãðàåò îòíîøåíèå ìàññ Ëóíû è Çåìëè.

Ïðèìåð 1.4 (Ìåòîä Êðûëîâà � Áîãîëþáîâà). Òàê íàçûâàþò èç-

âåñòíûé ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ

d2x

dt2
+ ω2x = εf

(
x,
dx

dt

)

(ω = const, f � ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ε � ìàëûé ïàðàìåòð), îïèñûâàþ-

ùåãî íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ïðèìåð 1.5 (Ìåòîä óñðåäíåíèÿ). Ýòî èçâåñòíûé ìåòîä àñèìïòî-

òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε â òàê íàçûâàåìîé ñòàíäàðò-

íîé �îðìå (ïî òåðìèíàëîãèè îäíîãî èç ñîçäàòåëåé ýòîãî ìåòîäà �

Í. Í. Áîãîëþáîâà):

dxs
dt

= εfs(t, x1, . . . , xn), s = 1, 2, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè çàäà÷è ñîäåðæàòåëüíû ëèøü òîãäà, êîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåííûõ ó÷àñòêàõ: t = O
(
ε−1
)
, ε → 0

(òàê îíè è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåìàõ). Ïðè ýòîì

íåâîçìóùåííûå çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ èç âîçìóùåííûõ íå â ðåçóëüòàòå

�îðìàëüíîé çàìåíû ε = 0, à áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì.

Ïðèìåð 1.6 (Òåîðèÿ âîçìóùåíèé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå). Ýòà

òåîðèÿ �îðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ëè-

íåéíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà âèäà

H = H0 + εH1.

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð è èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà H0, ò. å. èçâåñòíà ïîë-

íàÿ ñèñòåìà åãî ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ϕ
(0)
n è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
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ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ
(0)
n , n = 1, 2, . . . Âîçìóùåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò

â íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðà-

òîðà H .

Âûøå ìû èçëîæèëè ïîíÿòèå òåîðèè âîçìóùåíèé, îïèðàþùååñÿ

íà ïîíÿòèÿ âîçìóùåííîé çàäà÷è è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, â äî-

âîëüíî îáùåì âèäå. Îäíàêî ÷àñòî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ òåîðèè

âîçìóùåíèé, âîçìóùåííîé çàäà÷è è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçëà-

ãàþòñÿ â áîëåå êîíêðåòíîé �îðìå. Èìåííî, âîçìóùåííîé çàäà÷åé

íàçûâàþò ëþáóþ çàäà÷ó, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà ε (ñêàëÿðíîãî

èëè âåêòîðíîãî), êîòîðûé íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè �èêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ε = ε0. Òåîðèåé âîçìóùåíèé íàçû-

âàþò íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ íàõîäèòü îáúåê-

òû (íàïðèìåð, �óíêöèè èëè âåêòîð��óíêöèè), àïïðîêñèìèðóþùèå

ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ñ òî÷íîñòüþ äî o
(
|ε − ε0|k

)
, ε → ε0,

ïðè êîíêðåòíîì èëè ïðîèçâîëüíîì íåîòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå k.
Ïðè ýòîì ê ìåòîäàì òåîðèè âîçìóùåíèé îòíîñÿò òàêæå ìåòîäû êà-

÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ (íàïðèìåð, èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðå-

øåíèé) óêàçàííûõ âîçìóùåííûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íîì

çíà÷åíèè ε0 çàìåíà µ = ε − ε0 ïîçâîëÿåò îò çàâèñÿùåé îò ε âîçìó-
ùåííîé çàäà÷è ïåðåéòè ê çàäà÷å ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì µ. Åñëè æå

ε0 = ∞ � ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ïàðàìåòð ε ñêàëÿðíûé, � òî âîçìó-

ùåííàÿ çàäà÷à çàâèñèò îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà. Îòìåòèì åùå, ÷òî

íåâîçìóùåííûå çàäà÷è íåðåäêî íàçûâàþò âûðîæäåííûìè.

Ïîãîâîðèì òåïåðü îá î÷åíü âàæíîé â àíàëèçå O, o-ñèìâîëèêå.
Â àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñèìâîëû O, o è ∼,
ââåäåííûå Áàõìàíîì è Ëàíäàó. Äàäèì îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñèìâîëîâ

è ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðàâèëà ðàáîòû ñ íèìè.

Ïóñòü A� êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî ÷èñëîâîé ïðÿìîé èëè êîìïëåêñ-

íîé ïëîñêîñòè, a � íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà,

êîòîðàÿ ìîæåò åìó è íå ïðèíàäëåæàòü, è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü

a = ∞. Äàëåå ÷àñòî ïîä A ìîæíî ïîíèìàòü òàê íàçûâàåìóþ ïðîêî-

ëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ò. å. íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè,

èç êîòîðîé ñàìà òî÷êà a èñêëþ÷åíà (ãîâîðÿò åùå: ¾îêðåñòíîñòü ñ

âûêîëîòîé òî÷êîé a¿).
Ïóñòü ϕ(x) è ψ(x) � �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà A è ïðèíèìàþ-

ùèå âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëà

ϕ = O(ψ), x→ a (1.12)

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòü U òî÷êè a è êîíñòàíòà c,
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÷òî ïðè âñåõ x ∈ U ∩ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ϕ(x)| 6 c|ψ(x)|. (1.13)

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.13) äëÿ x ∈ U âìåñòî (1.12) ïè-

øóò

ϕ = O(ψ), x ∈ U.

Ôîðìóëà

ϕ = o(ψ), x→ a (1.14)

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uε òî÷-
êè a, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Uε ∩ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ϕ(x)| 6 ε|ψ(x)|. (1.15)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè U0 òî÷êè a

ψ(x) 6= 0, x ∈ U0 ∩A, (1.16)

ñîîòíîøåíèå (1.12) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè∣∣∣ϕ(x)
ψ(x)

∣∣∣ ïðè x→ a, a ñîîòíîøåíèå (1.15) � óñëîâèþ

lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= 0.

Åñëè ïðè óñëîâèè (1.15) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
= 1, (1.17)

òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ýêâèâàëåíòíû ïðè x→ a è ïè-
øóò

ϕ ∼ ψ, x→ a. (1.18)

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (1.14) è (1.15) âçàèìíî èñêëþ÷àþò äðóã

äðóãà. Êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (1.12),

ïðè÷åì áîëåå òîíêèì, íåæåëè (1.12).

Ñîîòíîøåíèÿ (1.12), (1.14) è (1.18) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿìè ïî-

ðÿäêà. Îíè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà �óíê-

öèè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèìè
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ïðè x→ a. Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ (1.14) â ïåðâîì ñëó÷àå ãî-

âîðÿò, ÷òî ϕ(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì
ψ(x), à âî âòîðîì � ÷òî ψ(x) åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì ϕ(x). Ñîîòíîøåíèÿ ïîðÿäêà (1.12), (1.14), (1.18)

íàçûâàþò òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàâåíñòâàìè èëè àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè �îðìóëàìè, à èíîãäà � àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñîîòíîøåíèé ïîðÿäêà â ñëó÷àå âå-

ùåñòâåííûõ �óíêöèé (ε, x ∈ R) (a = 0, a = ∞):

sin ε = O(ε), sin ε = o(1), th ε = O(ε), ctg ε = o(ε−3/2), ε→ 0,

cosx = o(x), 1− e1/x ∼ − 1

x
, x→ ∞.

Îáîçíà÷åíèÿ o(ψ) è O(ψ) ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

êëàññîâ �óíêöèé ψ ñî ñâîéñòâàìè (1.12) è (1.14) ñîîòâåòñòâåííî, èëè

æå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé èç ýòèõ êëàññîâ. Íàïðè-

ìåð, àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îðìóëà

o(ψ) = O(ψ), x→ a (1.19)

îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ ϕ èç êëàññà o(ψ) (ò. å. âûïîëíåíî (1.14))
ïðèíàäëåæèò è êëàññó O(ψ) (ò. å. âûïîëíåíî (1.13)). Àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ �îðìóëà

o(ψ) + o(ψ) = o(ψ), x→ a,

îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà ϕ1 + ϕ2 �óíêöèé ϕ1 è ϕ2 èç êëàññà o(ψ) ïðè-
íàäëåæèò òîìó æå êëàññó.

Òåïåðü ðå÷ü ïîéäåò ñîáñòâåííî îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòÿõ. Ïóñòü A, x, a èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â ï. 2.3. Ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå A �óíêöèé ϕn, n = 1, 2, . . . ,
íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîé, èëè êàëèáðîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ ïðè x→ a â A, åñëè ϕn+1 = o(ϕn) ïðè x→ a, n = 1, 2, . . .
Â äàëüíåéøåì, äëÿ ïðîñòîòû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ �óíê-

öèÿ ϕn àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè âñåõ x ∈ A èç íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè u0 òî÷êè a, èñêëþ÷àÿ ñàìó ýòó òî÷êó, îòëè÷-

íà îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, â äàëüíåéøåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn,
n = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
x→a

ϕn(x)

ϕn+1(x)
= 0, n = 1, 2, . . .
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Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé, îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì âåùåñòâåííûõ �óíêöèé:

{(x− a)n}, x→ a; {x−n}, x→ ∞;

{x−λn}, x→ ∞ è {xne−λn}, x→ ∞,

ãäå λn+1 > λn äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, {(ln ε)−n}, ε → 0; {(sin ε)n},
ε→ 0; {(ctg ε)−n}, ε→ 0.

Çäåñü è íèæå ÷åðåç {ϕn} ìû îáîçíà÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé ϕn, n = 1, 2, . . .
Åñëè ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñ ïîìî-

ùüþ ñâîéñòâ o, O-ñèìâîëîâ, ìîæåì ïîëó÷àòü íîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðîñòûå ðåçóëüòàòû òàêî-

ãî ðîäà.

Òåîðåìà 1.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a
â A, òî ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàêîâîé.

2) Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a
â A è α > 0, òî {|ϕn|α} òàêæå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïðè x→ a â A.

3) Åñëè {ϕn} è {ψn} � àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè

x→ a â A, òî è {ϕnψn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè

x→ a â A.
4) Ïóñòü {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x→ a

â A, è αn,i, n = 1, 2, . . . , k ∈ N � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå,

÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî αn+1,i 6 αn,i; è ïóñòü ψn =∑k
i=0 αn,i|ϕn+i|, n = 1, 2, . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψn} ÿâëÿ-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïðè x→ a â A.
Äâå àñèìïòîòè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} è {ψn} íàçûâàþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïðè x→ a, åñëè ϕn = O(ψn), ψn = O(ϕn), x→ a.
Åñëè îäíà èç ýêâèâàëåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àñèìïòîòè÷å-

ñêàÿ, òî è äðóãàÿ � àñèìïòîòè÷åñêàÿ. Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñëå-

äóþùåé öåïî÷êè ñîîòíîøåíèé:

ψn+1 = O(ϕn+1) = O (o(ϕn)) = O (o (O(ψn))) = o(ψn), x→ a.

Åñëè äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ñîîòíîøå-

íèå ϕn+1 = o(ϕn), x → a âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî n, òî {ϕn} íà-

çûâàþò àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíîé ïî n.
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Åñëè ϕn çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ è ñîîòíîøåíèå ϕn+1 = o(ϕn), x → a
âûïîëíåíî ðàâíîìåðíî ïî ïàðàìåòðàì, òî {ϕn} íàçûâàþò àñèìïòî-
òè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðàì.

1.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíûõ

è ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé. Ïóñòü {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè x → a â A, à f(x) � �óíêöèÿ, çàäàííàÿ â A.
Ôîðìàëüíûé ðÿä ∞∑

n=1

anϕn(x), (1.20)

ãäå an � ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì �óíê-

öèè f(x) ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ïðè x → a,
åñëè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N

f(x)−
N∑

n=1

anϕn(x) = o(ϕN ), x→ a. (1.21)

Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

f(x) ∼
∞∑

n=1

anϕn(x), x→ a, (1.22)

è ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ �óíêöèè f(x) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå (1.22). Êîíñòàíòû an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ôîðìàëüíûé ðÿä (1.20) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.21) íàçûâàþò

àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì, àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì è àñèìïòî-

òèêîé �óíêöèè f(x).

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ (â îáû÷íîì ñìûñëå), à ìî-

æåò è ðàñõîäèòüñÿ. Ïðèâåäåì äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.7. �àññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

(1 + ε)−1 ∼
∞∑

n=0

(−1)nεn, ε→ 0.

Òîò �àêò, ÷òî çäåñü ìû èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, ñëå-

äóåò èç �îðìóëû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ðÿäà Òåéëîðà, à ïðè ïîëîæè-

òåëüíûõ ε òàêæå èç òåîðåìû îá îñòàòêå ðÿäà Ëåéáíèöà. Äàííûé

àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, î÷åâèäíî, ñõîäèòñÿ ïðè |ε| < 1.
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Ïðèìåð 1.8. �àññìîòðèì èíòåãðàë

f(x) =

∞∫

0

e−t

1 + xt
dt, 0 < x < 1.

Ìíîãîêðàòíî èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

f(x) = 1− x

∞∫

0

e−t

(1 + xt)2
dt = 1− x+ 2x2

∞∫

0

e−t

(1 + xt)3
dt = · · · =

=

N∑

n=0

(−1)nn!xn + (−1)N+1(N + 1)!xN+1

∞∫

0

e−t

(1 + xt)N+2
dt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë åñòü O(1) ïðè x→ 0, òàê ÷òî

f(x) ∼
∞∑

n=0

(−1)nn!xn, x→ 0. (1.23)

Ïðè ýòîì ðÿä (1.23), î÷åâèäíî,ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ íåíóëåâûõ x.
Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) çàâèñèò îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ è ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå (1.22). Åñëè ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà (1.21) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-

íîìåðíûì ïî ïàðàìåòðàì, òî è ðàçëîæåíèå (1.22) íàçûâàþò ðàâíî-

ìåðíûì ïî ýòèì ïàðàìåòðàì.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè {ϕn} � àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðè x→ a â A è äëÿ �óíêöèè f(x), çàäàííîé â A èìååò ìåñòî àñèìï-

òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.22), òî êîý��èöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ

îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé

aN = lim
x→a





f(x)−
N−1∑
n=1

anϕn(x)

ϕN (x)




, N = 1, 2, . . . (1.24)

⊳ Ñîîòíîøåíèå (1.22) îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (1.21). Ñëåäîâà-

òåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
x→a

f(x)−
N−1∑
n=1

anϕn(x)− aNϕN (x)

ϕN (x)
= 0, (1.25)

èç êîòîðîãî âûòåêàåò (1.24). ⊲
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Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ çàäàííîé àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {ϕn(x)}, x→ a, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.22)

äàííîé �óíêöèè f(x) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îä-

íà è òà æå �óíêöèÿ f(x) ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿ-
äû ïî ðàçëè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì. Ïðè ýòîì

äàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîãóò íå áûòü ýêâèâàëåíòíûìè.

Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ

(1 + x)−1 ∼
∞∑

n=0

(−1)nxn, x→ 0,

(1 + x)−1 ∼
∞∑

n=0

(1− x)x2n, x→ 0,

(1 + x)−1 ∼
∞∑

n=0

(−1)n(x2 − x+ 1)x3n, x→ 0.

Çäåñü �óíêöèÿ f(x) = (1 + x)−1
ðàçëîæåíà ïî òðåì àñèìïòîòè÷å-

ñêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì: {xn}, {(x−1)x2n} è {(x2−x+1)x3n}, êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòè òðè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäà

ñõîäÿòñÿ ïðè |x| < 1. Èíîãäà æå áûâàåò è òàê, ÷òî íåêîòîðûå àñèìï-
òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè ñõîäÿòñÿ, à íåêîòîðûå � ðàñõîäÿò-

ñÿ. Îòìåòèì åùå îäèí àñïåêò âî âçàèìîîòíîøåíèè �óíêöèé è èõ

àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (äàæå ñõîäÿùèéñÿ!) ñâîþ ñóììó (�óíê-

öèþ) îïðåäåëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî. Íàïðèìåð, �óíêöèè

(1 + x)−1,
1 + e−2x

1 + x
,

1

1− e−
√
x + x

ïðè x→ ∞ èìåþò îäíî è òî æå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

∞∑

n=1

(−1)n−1x−n.

Çàäà÷è òåîðèè âîçìóùåíèé ðàçáèâàþò íà äâà êëàññà � ðåãóëÿð-

íî âîçìóùåííûå è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå çàäà÷è. Ê ðåãóëÿðíî

âîçìóùåííûì çàäà÷àì îòíîñÿò òå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèÿ âîç-

ìóùåííîé è íåâîçìóùåííîé çàäà÷ àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêè. Ïîñëåä-

íåå îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà ðàçíîñòè ýòèõ ðåøåíèé ñêîëü óãîäíî ìà-

ëà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè íàçûâàþò

çàäà÷è, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûìè. Ïðèâåäåí-

íûå ïîíÿòèÿ ìîæíî ýëåìåíòàðíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà êâàäðàòíîì
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óðàâíåíèè, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε.
Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîé �îðìóëû, âûðàæäàþùåé êîðíè êâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ÷åðåç äèñêðèìèíàíò, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â òåõ ñëó÷à-

ÿõ, êîãäà êîý��èöèåíò ïðè x èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí ìàë ïðè ìàëûõ ε
(íàïðèìåð, ðàâåí ε), à ñòàðøèé êîý��èöèåíò îò ε íå çàâèñèò, òî

óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó; åñ-

ëè æå íàîáîðîò � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìàë (íàïðèìåð, ðàâåí ε),
òî èìååì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ çàäà÷ó. Òîëüêî ÷òî ââåäåííûå

ïîíÿòèÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü è íà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèÿõ. Â Ëåêöèè 3 ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì êëàññ ðåãóëÿðíî âîç-

ìóùåííûõ çàäà÷ Êîøè, èìåþùèõ âèä (3.1)�(3.2) (ñì. íèæå). Åñëè

æå ëåâóþ ÷àñòü (ïðîèçâîäíóþ) äîìíîæèòü íà ε, òî ïîëó÷åííàÿ çà-

äà÷à Êîøè áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé. Äåéñòâè-

òåëüíî, òåïåðü ïðè ε = 0 óðàâíåíèå óæå íå áóäåò äè��åðåíöèàëü-

íûì, à ïîòîìó åãî ðåøåíèå íå îáÿçàíî óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó

óñëîâèþ (3.2). Çíà÷èò îá àñèìïòîòè÷åñêîé áëèçîñòè ðåøåíèé âîçìó-

ùåííîé è íåâîçìóùåííîé çàäà÷ äàæå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1.9. �àññìîòðèì ïðîñòåøóþ çàäà÷ó Êîøè

dx

dt
= εx, x(0) = 1,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèâ â íåé ε = 0, ïîëó÷èì íåâîçìó-

ùåííóþ çàäà÷ó

dx

dt
= 0, x(0) = 1.

Âûïèñàâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, ìû âèäèì, ÷òî èõ ðàçíîñòü ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t. Òàê ÷òî äàííàÿ
çàäà÷à Êîøè ðåãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ.

Ïðèìåð 1.10. �àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè

ε
dx

dt
= x, x(0) = 1,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîëîæèâ â íåé ε = 0, ïîëó÷èì íåâîçìó-

ùåííóþ çàäà÷ó

x = 0.

�àçíîñòü ðåøåíèé âîçìóùåííîé è íåâîçìóùåííîé çàäà÷ íå ÿâ-

ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëîé âåëè÷èíîé � îíà ïðè âñåõ t íå ìåíåå
åäèíèöû. Çíà÷èò ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïðèìåðå çàäà÷à Êîøè ÿâ-

ëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé.
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Ëåêöèÿ 2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëîâ

Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèåìû ïîñòðîå-

íèÿ àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Ýòîò âî-

ïðîñ âàæåí óæå ïîòîìó, ÷òî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (ñì. Ëåêöèþ 3) î÷åíü ÷àñòî íå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èçâåñò-

íûõ �óíêöèé, íî ìîãóò áûòü âûðàæåíû ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ îò

ïîñëåäíèõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû, ïîäèíòåãðàëüíûå

�óíêöèè â êîòîðûõ çàâèñÿò îò ìàëîãî èëè áîëüøîãî ïàðàìåòðà, è

ïîçíàêîìèìñÿ ñî ñëåäóþùèìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ èõ àñèìïòîòèê:

ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè, ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì, ìåòîä Ëàïëàñà è ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû.

2.1. �àçëîæåíèå ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Ýòîò ìåòîä

ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.1. �àññìîòðèì èíòåãðàë

I(ε) =

1∫

0

cos εx2 dx (2.1)

ïðè ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü åãî àñèìïòîòèêó
ïðè ε→ 0.

�àçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ â ðÿä Ìàêëîðåíà:

cos εx2 = 1− ε2x4

2!
+
ε4x8

4!
+ . . . =

∞∑

n=0

(−1)n(εx2)2n

(2n)!
≡

≡
N∑

n=0

(−1)n(εx2)2n

(2n)!
+RN (x, ε).

(2.2)

Çäåñü ñèìâîëîì RN (x, ε) îáîçíà÷èì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â �îðìó-

ëå (2.2). Ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.2) èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Äà-

ëàìáåðà:

lim
n→∞

(n+ 1)-ûé ÷ëåí

n-ûé ÷ëåí
= lim
n→∞

(−1)n+1(εx2)2n+2

(2n+ 2)!

(2n)!

(−1)n(εx2)2n
=

= lim
n→∞

−(εx2)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (2.2) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ εx2, ïðè-
÷åì ðàçëîæåíèå ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî εx2 6 M0 = const > 0.
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Ïîñêîëüêó â �îðìóëå (2.1) |x| 6 1, à ε ìàëî, òî

|RN (x, ε)| 6
∞∑

n=N+1

(εx2)2n

(2n)!
6 ε2N+2

∞∑

n=N+1

x4n

(2n)!
= O(ε2N+2), ε→ 0,

ðàâíîìåðíî ïî |x| 6 1. Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà. Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (2.2) â

èíòåãðàë (2.1) è ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

I(ε) =

N∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!(4n+ 1)
+O(ε2N+2), ε→ 0.

Èç ïîñëåäíåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà I(ε) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε:

I(ε) ∼
∞∑

n=0

(−1)nε2n

(2n)!(4n+ 1)
, ε→ 0. (2.3)

Â ñèëó ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ðÿä (2.3) ñõîäèòñÿ íå òîëüêî

àñèìïòîòè÷åñêè, íî è â îáû÷íîì ñìûñëå, òàê ÷òî çíàê ¾∼ ¿ â �îð-

ìóëå (2.3) ìîæíî çàìåíèòü íà çíàê ¾=¿.

2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ýòîò ìåòîä òàêæå ïðîèëëþ-

ñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 2.2. Ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà

I(ω) =

∞∫

ω

e−t

t
dt, (2.4)

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ω.
Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, êîòîðàÿ,

êàê èçâåñòíî, îñíîâàíà íà ðàâåíñòâå

d(uv) = u dv + v du.

Çäåñü u è v � �óíêöèè, çàâèñÿùèå îò t ∈ [t1, t2], òî èíòåãðèðóÿ

ýòî ðàâåíñòâî è èñïîëüçóÿ �îðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà, ïîëó÷èì

�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

t2∫

t1

u dv = uv
∣∣t2
t1
−

t2∫

t1

v du.
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Â ðàâåíñòâå (2.4) ïîëîæèì

u =
1

t
, dv = e−t dt.

Òîãäà du = − 1
t2 dt, v = −e−t. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

∞∫

ω

e−t

t
dt = −e

−t

t

∣∣∣∣
∞

ω

−
∞∫

ω

e−t

t2
dt =

e−ω

ω
−

∞∫

ω

e−t

t2
dt.

Ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïðîäîëæèì â òîì æå äóõå:

u =
1

t2
, dv = e−tdt.

Òîãäà

∞∫

ω

e−t

t2
dt = −e

−t

t2

∣∣∣∣
∞

ω

− 2

∞∫

ω

e−t

t3
dt,

òàê ÷òî

∞∫

ω

e−t

t2
dt =

e−ω

ω2
− 2

∞∫

ω

e−t

t3
dt. (2.5)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (2.5) â ðàâåíñòâî (2.8) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

∞∫

ω

e−t

t
dt =

e−ω

ω
− e−ω

ω2
+ 2

∞∫

ω

e−t

t3
dt.

Ïðîäîëæàÿ èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì è âûáèðàÿ íà êàæäîì øàãå

e−tdt = dv, ïðèäåì ê �îðìóëå

∞∫

ω

e−t

t
dt =

e−ω

ω
− e−ω

ω2
+

2!e−ω

ω3
− 3!e−ω

ω4
+ . . .+

+(−1)N+1 (N − 1)!e−ω

ωN
+ (−1)N+2N !

∞∫

ω

e−t

tN+1
dt.

(2.6)
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Ïîñêîëüêó t > ω, òî 1
tn+1 6

1
ωn+1 , à ïîñêîëüêó

∞∫

ω

e−t

tN+1
dt 6

1

ωN+1

∞∫

ω

e−tdt =
e−ω

ωN+1
= o(ω−Ne−ω), ω → ∞. (2.7)

Èç (2.6)�(2.7) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà I(ω)
ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ω−ne−ω}∞n=1:

I(ω) ∼ e−ω
∞∑

n=1

(−1)n−1(n− 1)!

ωn
. (2.8)

Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (2.8) ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó

lim
n→∞

n− ûé ÷ëåí

(n+ 1)− ûé ÷ëåí

= lim
n→∞

−n
ω

= −∞.

Îäíàêî èç �îðìóë (2.6)�(2.8) ñëåäóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì N
îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (2.6) ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì çà ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ω. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ âàæíåéøåé õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿ-

äîâ.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âçÿòü u = e−t, dv = dt
t2 è àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì äåéñòâîâàòü äàëüøå, òî àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà I(ω) ïðè

ω → ∞ ïîëó÷èòü íå óäàñòñÿ.

Ïðèìåð 2.3. �àññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë

I(ω) =

∞∫

0

e−t

ω + 2t
dt

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ω. Ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïî-

ñòðîèì åãî àñèìïòîòèêó ïðè ω → ∞.

Íåòóðäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà u = e−t, v = (ω + 2t)−1
íå

ïðèâåäåò ê öåëè. Ïîýòîìó ïîëîæèì

u = (ω + 2t)−1, dv = e−t dt, (2.9)

îòêóäà íàéäåì

du = −2(ω + 2t)−2dt, v = −e−t. (2.10)
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.9),(2.10) ïî �îðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì íàõîäèì

I(ω) = −2(ω + 2t)−1e−t
∣∣∞
0

− 2

∞∫

0

(ω + 2t)−2e−t dt =

=
2

ω
− 2

∞∫

0

(ω + 2t)−2e−t dt.

(2.11)

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó èíòåãðàëó �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì, ïîëàãàÿ

u = (ω + 2t)−2, dv = e−tdt,

îòêóäà

du = −4(ω + 2t)−3dt, v = −e−t.
∞∫

0

(ω + 2t)−2e−tdt = −(ω + 2t)−2e−t
∣∣∞
0

− 4

∞∫

0

(ω + 2t)−3e−t dt. (2.12)

Èç ðàâåíñòâ (2.11), (2.12) íàõîäèì

I(ω) =
2

ω
− 2

ω2
+ 8

∞∫

0

(ω + 2t)−3e−t dt.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì n ðàç, ïðèäåì ê ðàçëî-

æåíèþ

I(ω) =
2

ω
− 2

ω2
+

222!

ω3
− 233!

ω4
+ . . .+

+
(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
+ (−1)n2nn!

∞∫

0

e−t

(ω + 2t)n+1
dt.

(2.13)

Äëÿ îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ðàâåíñòâå (2.13) âîñïîëüçóåìñÿ ñëå-

äóþùèì ñïðàâåäëèâûì ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ω è t íåðàâåíñòâîì:

(ω + 2t)−n−1 < ω−n−1.

Èç ÷åãî ñëåäóåò îöåíêà

∞∫

0

e−t

(ω + 2t)n+1
dt < ω−n−1.
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Òàêèì îáðàçîì

I(ω) =

N∑

n=1

(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
+ o(ω−N ), ω → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà:

I(ω) ∼
∞∑

n=1

(−1)n−12n−1(n− 1)!

ωn
, ω → ∞. (2.14)

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä (2.14), êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðàñõîäèòñÿ,íî

ïðè �èêñèðîâàííîì N îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìà-

ëûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ω.

2.3. Ìåòîä Ëàïëàñà. Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ðàññìàòðèâàòü

èíòåãðàë

F (λ) =

b∫

a

φ(t)eλh(t) dt, −∞ < a < b <∞, (2.15)

ãäå �óíêöèè φ(t) è h(t) ñêîëü óãîäíî ãëàäêèå íà îòðåçêå t ∈ [a, b], à
ïàðàìåòð λ→ ∞. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ h(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåí-
íîé, à �óíêöèÿ φ(t) ìîæåò áûòü è êîìïëåêñíîé. Èíòåãðàë (2.15) íà-
çûâàþò èíòåãðàëîì Ëàïëàñà.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë F (λ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ íåðåãóëÿð-

íûì îáðàçîì, ò. å. òî÷êà λ = ∞ ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ñóùåñòâåííî îñî-

áîé òî÷êîé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ F (λ) íå ðàçëàãàåòñÿ â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì λ−1

ïðè λ→ ∞.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå èíòåãðàëà Ëàïëà-

ñà (2.15). Èçâåñòíî, ÷òî îíà çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ �óíêöèè h(t), à
òî÷íåå îò òîãî, â êàêîé òî÷êå c ∈ [a, b] äîñòèãàåòñÿ åå ìàêñèìóì: íà
êîíöå îòðåçêà [a, b] èëè â åãî âíóòðåííåé òî÷êå. �ðóáî ãîâîðÿ, â ïåð-

âîì ñëó÷àå F (λ) ∼ λ−1eλh(c), à âî âòîðîì F (λ) ∼ λ−
1
2 eλh(c), λ→ ∞.

Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì òåîðåìó îá àñèìïòîòèêå F (λ) ïðè λ → ∞ â

òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìóì ïîêàçàòåëÿ h(t) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü �óíêöèÿ h(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

óñëîâèÿì: òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà h(t) è
h′(a) < 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:

F (λ) ∼ −eλh(a)
∞∑

k=1

1

λk
φk−1(a)

h′(a)
, λ→ ∞, (2.16)
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ãäå

φ0(t) = φ(t), φk+1(t) =
−d
dt

(
φk(t)

h′(t)

)
.

⊳ Ïóñòü σ è γ ñòîëü ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ÷òî ïðè

t ∈ [a, a+ σ] h′(t) < 0, à ïðè t ∈ [a+ σ, b] h(t) < h(a)− γ. Ïîëîæèì

F (λ) = F1(λ) + F2(λ), (2.17)

ãäå

F1(λ) =

a+σ∫

a

φ(t)eλh(t) dt, F2(λ) =

b∫

a+σ

φ(t)eλh(t) dt.

Òîãäà ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé M > 0

|F2(λ)| 6Meλh(a)e−γλ. (2.18)

Àñèìïòîòèêó èíòåãðàëà F1(λ) ïîñòðîèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

÷àñòÿì:

F1(λ) =
1

λ

a+σ∫

a

φ(t)

h′(t)
d(eλh(t)) =

=
1

λ

φ(t)

h′(t)
eλh(t)

∣∣∣∣
a+σ

a

− 1

λ

a+σ∫

a

d

dt

(
φ(t)

h′(t)

)
eλh(t) dt =

= − 1

λ

φ(a)

h′(a)
eλh(t) +

1

λ2

a+σ∫

a

φ1(t)

h′(t)
d(eλh(t)) +O

(
eλh(t)

)
e−γλ,

ãäå

φ1(t) = − d

dt

(
φ(t)

h′(t)

)
.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è äàëåå, ïðèäåì ê

ñîîòíîøåíèþ:

F1(λ) = −eλh(a)
n∑

k=1

1

λk
φk−1(a)

h′(a)
+

+
1

λn

a+σ∫

a

φn(t)e
λh(t) dt+O

(
eλh(a)

)
e−γλ,

(2.19)
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ãäå φk(t) � �óíêöèè îïðåäåëåííûå ïðè �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.17)�(2.19) âûòåêàåò (2.16). ⊲

Çàìå÷àíèå 2.1. Òîò ñëó÷àé, êîãäà åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñè-

ìóìà �óíêöèè u(t) ÿâëÿåòñÿ t = b, èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 2.4. �àññìîòðèì èíòåãðàë

F (λ) =

1∫

0

e−λt cos5 t dt, (2.20)

çàâèñÿùèé îò áîëüøîãî ïàðàìåòðà λ. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òðè ïåð-

âûõ ÷ëåíà àñèìïòîòèêè F (λ) ïî ñòåïåíÿì λ−1
ïðè λ→ ∞.

Èíòåãðàë (2.20) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì Ëàïëàñà, äëÿ êîòîðîãî èìå-

åò ìåñòî òåîðåìà 2.1. Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè åãî àñèìïòîòèêè ìû

íå áóäåì îïèðàòüñÿ íà ýòó òåîðåìó, à ïîñòðîèì àñèìïòîòèêó F (λ)
íåïîñðåäñòâåííî, ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Â (2.20) ïîëîæèì

u = cos5 t, dv = e−λt dt,

òàê ÷òî

du = −5 cos4 t sin t, v = −e
−λt

λ
.

Ñîãëàñíî ìåòîäó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

F (λ) = −e
−λt

λ
cos5 t

∣∣∣∣
1

0

− 5

λ

1∫

0

e−λt cos4 t sin t dt =

= −e
−λ

λ
cos5 1 +

1

λ
− 5

λ

1∫

0

e−λt cos4 t sin t dt ≡

≡ −e
−λ

λ
cos5 1 +

1

λ
− 5

λ
J(λ).

(2.21)

Èíòåãðàë J(λ) îïÿòü èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, ïîëàãàÿ

u = cos4 t sin t, dv = e−λt,

òàê ÷òî

du = −4 cos3 t sin2 t+ cos5 t, v = −e
−λt

λ
.
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Òîãäà

J(λ) = −e
−λt

λ
cos4 t sin t

∣∣∣∣
1

0

+
1

λ

1∫

0

e−λt
(
cos5 t− 4 cos3 t sin2 t

)
dt =

=
e−λ

λ
+

1

λ

1∫

0

e−λt
(
cos5 t− 4 cos3 t sin2 t

)
dt.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.21) íàéäåííîå âûðàæåíèå J(λ), ïîëó÷èì

F (λ) = −e
λ

λ
cos5 1 +

1

λ
− 5e−λ

λ2
− 5

λ2

1∫

0

e−λt(cos5 t− 4 cos3 t sin2 t) dt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îïÿòü íàõîäèì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷à-

ñòÿì, ïîëàãàÿ

u = cos5 t− 4 cos3 t sin2 t = cos5 t− sin2 2t cos t,

dv = e−λt dt,

òàê ÷òî

du = −5 cos4 t sin t− 2 sin 4t cos t+ sin2 2t sin t,

v = − 1

λ
e−λt.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðà-

âåíñòâó

F (λ) =
1

λ
− 5

λ3
+O(λ−4), λ→ ∞.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî �óíêöèÿ e−λ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé îòíîñè-

òåëüíî λ−n ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, êîãäà λ→ ∞.

2.4. Ìåòîä ñòàöèîíàðíîé �àçû. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðî-

äîëæèì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò áîëüøîãî ïàðàìåò-

ðà íåðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Ýòè èíòåãðàëû, êàê è â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðà�å, èìåþò âèä (2.15), íî òåïåðü, â îòëè÷èå îò ï. 2.3, �óíê-
öèÿ h(t) ïðèíèìàåò íå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à ÷èñòî ìíèìûå,
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ò. å. h(t) = iS(t), ãäå S(t) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ áåñêîíå÷íî ãëàä-

êàÿ �óíêöèÿ. Òàê ÷òî áóäåì ñòðîèòü àñèìïòîòèêè èíòåãðàëîâ

F (λ) =

b∫

a

φ(t)eiλS(t) dt, λ→ ∞. (2.22)

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å õàðàêòåð àñèìïòîòèêè çà-

âèñåë îò ïîëîæåíèÿ íà [a, b] òî÷êè t, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-

ìóì �óíêöèè h(t). Òåïåðü ñèòóàöèÿ èíàÿ: àñèìïòîòèêà ñâÿçàíà ñ

îòñóòñòâèåì èëè íàëè÷èåì ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, ò. å. òî÷åê â êîòî-

ðûõ S′(t) = 0, t ∈ [a, b]. Â ïåðâîì ñëó÷àå F (λ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê

λ−1
, à âî âòîðîì � êàê λ−

1
2
. Ìû ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìó

äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü â �îðìóëå (2.21) S′(t) 6= 0, t ∈ [a, b]. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà âèäà

F (λ) ∼
∞∑

k=1

λ−k
[
Ake

iλS(A) +Bke
iλS(b)

]
, λ→ ∞, (2.23)

ãäå êîý��èöèåíòû Ak ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè çíà÷å-

íèé �óíêöèè φ(t) è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà k − 1 â òî÷êå a, à
êîý��èöèåíòû Bk � ëèíåéíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé �óíêöèé φ(t)
è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà k − 1, âû÷èñëåííûõ â òî÷åê b.

⊳ Èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

F (λ)=

b∫

a

φ(t)

iλS′(t)
d
(
eiλS(t)

)
=
φ(t)eiλS(t)

iλS′(t)

∣∣∣∣∣

b

a

−
b∫

a

(
φ(t)

iλS′(t)

)′
eiλS(t) dt =

=
φ(b)

iλS′(b)
eiλS(b) − φ(a)

iλS′(a)
eiλS(a) +

1

iλ

b∫

a

φ1(t) e
iλS(t) dt,

ãäå

φ1(t) =

(−φ(t)
S′(t)

)′
.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è F (λ)
(ñì. (2.22)); çäåñü òîëüêî âìåñòî φ(t) âûñòóïàåò φ1(t). Èíòåãðèðóÿ
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åãî ïî ÷àñòÿì, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòó æå ïðîöåäóðó

ê âíîâü âîçíèêàþùèì èíòåãðàëàì, ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

F (λ) =

n∑

k=1

[
φk−1(b)

(iλ)kS′(b)
eiλS(b) − φk−1(a)

(iλ)kS′(a)
eiλS(a)

]
+Rn(λ), (2.24)

ãäå

Rn(λ) =
1

(iλ)n

b∫

a

φn+1(t)e
iλS(t) dt,

φ0(t) = φ(t), φk+1 =

(
−φk(t)
S′(t)

)′
.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò îöåíêà:

|Rn(t)| 6
1

λn

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

φn+1(t)e
iλS(t) dt

∣∣∣∣∣∣
6

Mn

λn+1
, Mn = const > 0. (2.25)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.24), (2.25) âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå (2.23). ⊲

Ëåêöèÿ 3. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì

Â ýòîé ëåêöèè ñîáðàíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíõì óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì,

íàöåëåííûå íà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ðåãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé

äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé.

3.1. �åãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Ñ�îðìóëèðóåì êëàññè÷åñêóþ òåî-

ðåìó î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

îò ïàðàìåòðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû m äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

1-ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ. Òàêèå ñèñòå-

ìû íàçûâàþò íîðìàëüíûìè ñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Ïàðàìåòð äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü ñêàëÿðíûì.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü íîðìàëüíîé ñèñòåìû äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= f(x, t, ε), (3.1)
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ãäå x è f � m-ìåðíûå âåêòîð-�óíêöèè, ε � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð, óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) Âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíó-
òîì ìíîæåñòâå

Π ≡
{
|t− t0| 6 a, ‖x− x0‖ 6 b, |ε| 6 d

}
,

ãäå a, b, d � �èêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à t0 è x
0
� çà-

äàííûå ÷èñëî è âåêòîð (x0 ∈ Rm) è ïóñòü ïðè âñåõ (t, x, ε) ∈ Π ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà ‖f(x, t, ε)‖ 6M , ãäåM > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2) f(x, t, ε) óäîâëåòâîðÿåò â Π ðàâíîìåðíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà

ïî x
‖f(x2, t, ε)− f(x1, t, ε)‖ 6 L‖x2 − x1‖,

ãäå ïîñòîÿííàÿ L > 0 íå çàâèñèò îò x, t, ε. Òîãäà çàäà÷à Êîøè äëÿ
ñèñòåìû (3.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

x(t0, ε) = x0, (3.2)

èìååò íà ñåãìåíòå |t − t0| 6 h = min(a, b/M) åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå x(t, ε), êîòîðîå íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, ε ïðè
|t− t0| 6 h, |ε| 6 d. Ïðè ýòîì lim

ε→0
‖x(t, ε) − x(t, 0)‖ = 0 ðàâíîìåðíî-

ìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ [t0 − h, t0 + h].
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (3.1), (3.2) ÿâëÿåòñÿ ðåãó-

ëÿðíî âîçìóùåííîé.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðå÷ü èäåò î âîçìîæíîñòè äè��åðåíöèðî-

âàòü ðåøåíèå x(t, ε) çàäà÷è (3.1), (3.2) ïî ïàðàìåòðó ε.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äàííûå çàäà÷è (3.1), (3.2) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1 è, êðîìå òîãî, âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) íà
ìíîæåñòâå Π îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x è ïî ε.
Òîãäà ðåøåíèÿ x(t, ε) çàäà÷è (3.1), (3.2) îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâ-

íîå ïî òåîðåìå 3.1 íà ìíîæåñòâå D ≡ {|t − t0| 6 h, |ε| < d}, èìååò
íåïðåðûâíóþ â D ïðîèçâîäíóþ

∂x
∂ε (t, ε), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è

ẏ =
∂f

∂x
(x(t, ε), t, ε)y +

∂f

∂ε
(x(t, ε), t, ε), (3.3)

y(t0, ε) = 0. (3.4)

Ëèíåéíîå (âåêòîðíîå) óðàâíåíèå (3.3) íàçûâàþò óðàâíåíèåì â âà-

ðèàöèÿõ; îíî ïîëó÷àåòñÿ �îðìàëüíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì óðàâ-

íåíèÿ (3.1) ïî ε. Ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå (3.4) òàêæå
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò �îðìàëüíîãî äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ ïî ε íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (3.2).

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0 ðå-

øåíèÿ ϕ(t, ε) çàäà÷è Êîøè

ẋ+ x2 − 2εt−1 = 0, x(1, ε) = 1

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1.
�åøåíèå. Ïî òåîðåìå 3.2 y(t, ε) = ∂ϕ

∂ε (t, ε) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

â âàðèàöèÿõ

ẏ + 2ϕ(t, ε)y − 2t−1 = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(1, ε) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ �óíêöèÿ ψ(t) = y(t, 0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì çàäà÷è Êîøè

ẏ + 2ϕ(t, 0)y − 2t−1 = 0, y(1) = 0.

Ïîñêîëüêó ϕ(t, 0) � ðåøåíèå çàäà÷è

ẋ+ x2 = 0, x(1) = 1,

òî ϕ(t, 0) = t−1
. Çíà÷èò �óíêöèÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

ẏ − 2t−1(y − 1) = 0, y(1) = 0,

òàê ÷òî ψ(t) = 1− t−2
.

Â òåîðåìå 3.2 ðå÷ü èäåò î ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè (3.1), (3.2) ïî ïàðàìåòðó. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà äè�-

�åðåíöèðîâàíèþ ýòîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ëþáîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, t, ε) ñèñòåìû (3.1) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 3.1 è, êðîìå òîãî, íà ìíîæåñòâå Π ñó-

ùåñòâóþò âñåâîçìîæíûå åå íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå (âêëþ÷àÿ è

ñìåøàííûå) ïî êîîðäèíàòàì x è ε äî ïîðÿäêà m > 1. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò íåïðåðûâíûå â D ïðîèçâîäíûå

∂kx
∂εk (t, ε), k 6 m, ãäå x(t, ε) �

ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2).

3.2. Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ÎÄÓ.Ïåðåéäåì ê âî-

ïðîñó î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ x(t, ε) çàäà÷è Êîøè (3.1),
(3.2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ f(x, t, ε) èìååò íà ìíîæå-
ñòâå Π íåïðåðûâíûå (ïî ñîâîêóïíîñòè x, t, ε) ïðîèçâîäíûå ïî x è ε
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ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà. Àñèìïòîòèêó áóäåì èñêàòü â âèäå

�îðìàëüíîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε:

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . .+ εkxk(t) + . . . (3.5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî êîý��èöèåíòîâ xi(t) ïðàâóþ ÷àñòü (3.5) ïîä-

ñòàâèì â (3.1), ïðåäâàðèòåëüíî ðàçëîæèâ âåêòîð��óíêöèþ f â ðÿä

Òåéëîðà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðâîé è òðåòüåé ïåðåìåííûõ ñ öåíòîì â

òî÷êå (x0(t), t, 0):

d

dt
(x0(t) + εx1(t) + . . .+ εkxk(t) + . . .) =

= f(x0(t), t, 0) + ε
∂f

∂x
(x0(t), t, 0)x1 + f1(t) ε+ . . .+

+ εk
(
∂f

∂x
(x0(t), t, 0)xk + fk(t)

)
+ . . .

(3.6)

Çäåñü

∂f
∂x � ìàòðèöà ßêîáè ïî ïåðåìåííûì x, ýëåìåíòû êîòîðîé

âû÷èñëåíû â òî÷êå (x0(t), t, 0), f1(t) � ïðîèçâîäíàÿ

∂f
∂ε , âû÷èñëåííàÿ

â òîé æå òî÷êå, à âåêòîð��óíêöèè fk(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîð-

�óíêöèè xi(t), i = 0, 1, . . . , k − 1. �àçëîæåíèå (3.5) ïîäñòàâèì òàêæå

â ðàâåíñòâî (3.2). Ïîëó÷èì

x0(t0) + εx1(t0) + . . .+ εkxk(t0) + . . . = x0. (3.7)

Ïðèðàâíèâàÿ â ðàâåíñòâàõ (3.1), (3.2) êîý��èöèåíòû ïðè îäèíà-

êîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèäåì ê ðåêóðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷:

dx0
dt

= f(x0, t, 0), x0(t0) = x0, (3.8)

dx1
dt

=
∂f

∂x
(x0, t, 0)x1 +

∂f

∂ε
(x0, t, 0), x1(0) = 0, . . . (3.9)

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé öåïî÷êå çàäà÷ åäèíñòâåííîé íåëèíåéíîé çà-

äà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à (3.8) êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ âûðîæäåííîé çàäà-

÷åé.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïóñòü â (3.1) âåêòîð-�óíêöèè x è f � ñêàëÿð-

íûå. Òîãäà ðåçóëüòàò �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêè (3.5) â (3.1) ñ ïîñëå-

äóþùèì ðàçëîæåíèåì f â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì (x0, t, 0) ìîæíî
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çàïèñàòü â âèäå:

f(x0, t, 0) +
∂f

∂x
(x0, t, 0)(εx1 + . . .) +

∂f

∂ε
(x0, t, 0)ε+ . . .+

+
1

n!

(
(εx1 + . . .)

∂

∂x
+ ε

∂

∂ε

)n
f(x0, t, 0) + . . .

(3.10)

Òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü ëåêöèé çàêîí÷èì ñëåäóþùåé èçâåñòíîé òåî-

ðåìîé.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3 è ðåøå-

íèå âûðîæäåííîé çàäà÷è (3.8) îïðåäåëåíî íà âðåìåííîì ó÷àñòêå

J : |t− t0| 6 a. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) ïðè t ∈ J ðàçëàãàåò-
ñÿ ïî �îðìóëå Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ε äî ïîðÿäêà εm âêëþ÷èòåëüíî:

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . .+ εmxm(t) + o(εm), ε→ 0, (3.11)

ãäå âåêòîð-�óíêöèè x0(t), x1(t) è ò. ä. ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çà-

äà÷ (3.8), (3.9) è ò. ä. ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä (3.5), ïîñòðîåííûé óêàçàííûì

âûøå ñïîñîáîì, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòèêîé ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), (3.2).

Ïðèìåð 3.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó

dx

dt
= εx+ 2, x(0) = 0,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè

ðåøåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ε.
Àñèìïòîòèêó áóäåì ñòðîèòü â âèäå ðÿäà (3.5):

x(t) ∼ x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . .

Ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â íàøè óðàâíåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå è ïðèðàâ-

íÿåì êîý��èöèåíòû â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-

íÿõ ε. Ïîëó÷èì öåïî÷êó çàäà÷:

ε0 :
dx0
dt

= 2, x0(0) = 0,

ε1 :
dx1
dt

= −x0, x1(0) = 0,

ε2 :
dx2
dt

= −x1, x2(0) = 0,

. . .
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Îòñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

x0(t) = 2t, x1(t) = t2, x2(t) =
t3

3
, . . .

Òàêèì îáðàçîì àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èìååò

âèä

x(t) ∼ 2t− εt2 + ε
t3

3
+ . . .

Ïðèìåð 3.3. Ïîëó÷èòü ñïðàâåäëèâóþ íà îòðåçêå [0, T ] àñèìïòî-
òè÷åñêóþ �îðìóëó ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì O(ε2), ε→ 0, äëÿ ðåøåíèÿ
x(t, ε) çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ �èêêàòè

dx

dt
= a(t)x+ b(t) + εc(t)x3, t ∈ [0, T ], x(0) = 0, (3.12)

ãäå a, b, c � íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà [0, T ].
�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (3.5):

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + . . . (3.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.13) â ðàâåíñòâà (3.12) è ïðèðàâíèâàÿ â ïîëó÷åííûõ

ðàâåíñòâàõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïðèäåì ê ñëå-

äóþùèì çàäà÷àì äëÿ x0 è x1:

dx0
dt

= a(t)x0 + b(t), x0(0) = 0, (3.14)

dx1
dt

= a(t)x1 + c(t)x30, x1(0) = 0. (3.15)

�åøåíèå çàäà÷è (3.14) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

x0(t) =

t∫

0

b(τ)e

t∫
τ

a(s) ds
dτ, t ∈ [0, T ], (3.16)

à ðåøåíèå çàäà÷è (3.15) � ïî àíàëîãè÷íîé �îðìóëå

x1(t) =

t∫

0

(τ)




τ∫

0

b(s)e

τ∫
s

a(s) ds
ds



3

e

t∫
τ

a(s) ds
dτ, t ∈ [0, T ]. (3.17)
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) +O(ε2), t ∈ [0, T ], ε→ 0, (3.18)

ãäå x0(t) è x1(t) çàäàíû �îðìóëàìè (3.16) è (3.17) ñîîòâåòñòâåííî.

�àíåå ìû äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàëè, ÷òî ïàðàìåòð âõîäèò òîëüêî

â äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îïèñàííàÿ âûøå òåîðèÿ ëåãêî ïå-

ðåíîñèòñÿ è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà îí ðåãóëÿðíûì îáðàçîì âõîäèò è â

íà÷àëüíûå äàííûå. Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ äè��åðåíöèðó-

åìîñòü äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà íà÷àëüíûõ äàííûõ ïî ε.

Ïðèìåð 3.4. Íàéòè àñèìïòîòè÷åñêóþ �îðìóëó ñ îñòàòî÷íûì

÷ëåíîì O(ε3), ε→ 0, ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

dx

dt
=
t

x
− 2εt2, t ∈ [1, T ], x(1) = 1− ε

2
+
ε2

8
(3.19)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1.
�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (3.5):

x(t, ε) = x0(t) + εx1(t) + ε2x2(t) + . . . (3.20)

�àçëîæåíèå (3.20) ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâà (3.19) è ïðèðàâíÿåì â ïî-

ëó÷åííûõ ðàâåíñòâàõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε,
âïëîòü äî âòîðîé ñòåïåíè. Ïîëó÷èì

x′0 + εx′1 + ε2x′2 + . . . =
t

x0 + εx1 + ε2x′2 + . . .
− 2εt2,

x0(1) + εx1(1) + ε2x2(1) + . . . = 1− ε

2
− ε2

8
.

Òîãäà

ïðè ε0: x′0 = t
x0
, x0(1) = 1,

ïðè ε1: x′1 = − tx1

x2
0
− 2t2, x1(1) = − 1

2 ,

ïðè ε2: x′2 = − tx2

x2
0
+

tx2
1

x3
0
, x2(1) =

1
8 .

Îòñþäà íàõîäèì

x0 = t, x1 = − t
3

2
, x2 =

1

12t
+
t5

24
.

Òàêèì îáðàçîì,

x(t, ε) = t− ε
t3

2
+ ε2

(
1

12t
+
t3

24

)
+O(ε3).
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Çàìå÷àíèå 3.2. Â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðåëè øèðîêèé

êëàññ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷. Ñóùåñòâóåò òàêæå èçâåñòíûé

êëàññ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, â ñèñòåìû ÎÄÓ êîòîðûõ âõî-

äÿò óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ñîìíîæèòåëåì (ïàðàìåòðîì) ïðè ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé. Òàêèå çàäà÷è ãëóáîêî èçó÷åíû èçâåñòíûìè ìàòåìàòè-

êàìè À. Í. Òèõîíîâûì è À. Á. Âàñèëüåâîé. Â ýòîì êðàòêîì êóðñå ìû

íå ìîæåì ãîâîðèòü î íèõ ïîäðîáíî. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè ïîñòðî-

åíèè àñèìïòîòèê èõ ðåøåíèé èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

äâóõ âèäîâ: îäèí èç íèõ (ðåãóëÿðíûé) èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî

è â ñëó÷àå ðåãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷, à âòîðîé (åãî íàçûâàþò

¾ïîãðàíè÷íûì ðÿäîì¿), ÿâëÿÿñü òàêæå ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì ε, èìå-
åò êîý��èöèåíòû, êîòîðûå òîæå çàâèñÿò îò ε, ïðè÷åì ñïåöèàëüíûì

îáðàçîì.

È ïîñëåäíåå. Â òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèìé ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ äâà âèäà àñèìïòîòèê ðåøåíèé � àñèìïòîòèêè ïî ïàðàìåò-

ðó (òîëüêî î òàêèõ ìû çäåñü è ãîâîðèëè) è àñèìïòîòèêè ïî íåçàâè-

ñèìîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, â çàäà÷å íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñè-

ìîé ïåðåìåííîé.

Óïðàæíåíèÿ ê Ëåêöèè 3

Â çàäà÷àõ 1�3 íàéòè ïðîèçâîäíóþ îò ðåøåíèÿ äàííîãî äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 1 ïî

ïàðàìåòðó ε ïðè ε = 0:

1. x′ = εt+ 1
2x , x(1) = 1− 2ε.

2. x′ = x− t+ εte2x, x(1) = 2ε.

3. ẍ = x sin ẋ+ sinx2, x(0) = ε, ẋ(0) = ε2.

Â çàäà÷àõ 4�5 íàéòè ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè t = 1 ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε äî ε2 âêëþ÷èòåëüíî:

3. x′ = 5εt+ 1
2x , x(1) = 1− ε.

4. ẍ = 2x− 2x3, x(0) = 1, ẋ(0) = ε.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ

ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ È ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ

�. �. Ìàãàðèë-Èëüÿåâ

Â ëåêöèÿõ èçëàãàþòñÿ íà÷àëà òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷å-

íèé ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ è îïåðàòîðîâ íà êëàññàõ ìíîæåñòâ, ýëåìåíòû

êîòîðûõ èçâåñòíû ïðèáëèæåííî. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîññòàíîâëå-

íèþ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ, ãäå òåîðèÿ ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ìåòîäû

âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, ñâÿçàííûå, â îñíîâ-

íîì, ñ çàäà÷àìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Ëåêöèè ðàññ÷èòàíû íà

øèðîêèé êðóã ÷èòàòåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå, îïòèìàëüíûé ìåòîä, ýêñ-

òðåìàëüíàÿ çàäà÷à, âûïóêëàÿ äâîéñòâåííîñòü.

Ëåêöèÿ 1. Îáñóæäåíèå âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ

ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé ýêñêóðñ

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîññòàíîâëå-

íèåì êàêîé-ëèáî õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà ïî èí�îðìàöèè (÷àñòî íå

ïîëíîé è/èëè íå òî÷íîé) î äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ýòîãî îáúåêòà.

Ê ïðèìåðó, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè �óíêöèè èëè

åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå, èëè èíòåãðàëà îò íåå ïî èí�îðìàöèè î íà-

áîðå åå çíà÷åíèé â äðóãèõ òî÷êàõ, ëèáî ïî ïðèáëèæåííî çàäàííîìó

ïðåîáðàçîâàíèþÔóðüå, èëè òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ðåøåíèå äè��å-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íåòî÷íî èçâåñòíûì íà÷àëüíûì äàííûì

è òàê äàëåå. Ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïîäîáíîãî

êëàññà çàäà÷. Çäåñü ìû ñëåäóåì ïîäõîäó, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò íà-

ëè÷èå íåêîòîðîé àïðèîðíîé èí�îðìàöèè îá îáúåêòå, õàðàêòåðèñòè-

êè êîòîðîãî ïîäëåæàò âîññòàíîâëåíèþ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòà-

âèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè íàèëó÷øåãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äàí-

íîé õàðàêòåðèñòèêè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ìåòîäîâ. Òàêîé ïîäõîä ê

çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ èäåîëîãè÷åñêè âîñõîäèò ê ðàáîòàì À. Í. Êîë-

ìîãîðîâà 30-õ ãã. XX âåêà, ïîñâÿùåííûì íàõîæäåíèþ íàèëó÷øèõ

ñðåäñòâ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ �óíêöèé. Ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ,
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îñíîâûâàþùèåñÿ íà ýòîì ïîäõîäå, ïëîäîòâîðíî ðàçâèâàåòñÿ, íà÷è-

íàÿ ñ 60-õ ãã. XX âåêà.

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòîãî ïðèìåðà, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî

ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ âïîëíå åñòåñòâåí-

íà. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíû òî÷êè t1 < . . . < tn, è â ýòèõ òî÷êàõ
èçâåñòíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè x(·), ò. å. èçâåñò-
íû ÷èñëà x(t1), . . . , x(tn). Êàê ïî ýòèì ÷èñëàì âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå

�óíêöèè x(·) â òî÷êå τ ∈ [a, b], τ 6= ti, i = 1, . . . , n? Äîñòàòî÷íî òðà-
äèöèîííàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íóæíî ïðîâåñòè ÷åðåç

òî÷êè x(t1), . . . , x(tn) èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà (íàïîì-

íèì, ÷òî ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè n − 1 âèäà p(t) =
∑n

i=1 li(t)x(ti), ãäå
li � ïîëèíîì ñòåïåíè n−1, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå 1 â òî÷êå ti è íó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ â îñòàëüíûõ òî÷êàõ tj , j 6= i) è â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ

�óíêöèè x(·) â òî÷êå τ âçÿòü p(τ).
Òàêàÿ ðåêîìåíäàöèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî �óíêöèÿ x(·) âåäåò ñåáÿ

äîñòàòî÷íî ¾õîðîøî¿, íå ìîæåò ðåçêî ìåíÿòüñÿ. Åñëè íèêàêîé àïðè-

îðíîé èí�îðìàöèè î �óíêöèè íåò, òî çàäà÷à, î÷åâèäíî, áåññìûñ-

ëåííà, ïîñêîëüêó ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóþò �óíêöèè, ïðèíèìàþùèå â

òî÷êàõ t1 < . . . < tn òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è x(·), à â òî÷êå τ � ëþáîå

íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå.

Áóäåì òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò íåêî-
òîðîìó ìíîæåñòâó (êëàññó) W â ïðîñòðàíñòâå C([a, b]) íåïðåðûâíûõ
�óíêöèé íà [a, b]. Íàïðèìåð, ïóñòü W � ýòî êëàññ �óíêöèé x(·),
ó êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ẋ(·) êóñî÷íî íåïðåðûâíà è |ẋ(t)| 6 1
â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ẋ(·). Òîãäà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå îñìûñ-
ëåííîé � çíà÷åíèå �óíêöèè x(·) â òî÷êå τ ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî
â ïðåäåëàõ ñèíåãî îòðåçêà (ñì. ðèñ. 1.1).

t

x

0 tk

x(tk)

tk+1

x(tk+1)

τ

�èñ. 1.1.
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Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî �óíêöèÿ x(·) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êëàñ-
ñó W , è î êàæäîé �óíêöèè x(·) ∈ W ìû ðàñïîëàãàåì åùå èíäè-

âèäóàëüíîé èí�îðìàöèåé, çàêëþ÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òî íàì èçâåñòíû

çíà÷åíèÿ x(·) â òî÷êàõ t1 < . . . < tn. Ïóñòü I : C([a, b]) → Rn � ëè-

íåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Ix(·) = (x(t1), . . . , x(tn)).
Òîãäà èíäèâèäóàëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î �óíêöèÿõ èçW ñîñòîèò â òîì,

÷òî íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íàW . Îïåðàòîð I áóäåì
íàçûâàòü èí�îðìàöèîííûì îïåðàòîðîì.

Çàìåòèì, ÷òî ðåêîìåíäàöèþ ïî ïîâîäó èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿ-

öèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Âîçü-

ìèòå ëèíåéíóþ �óíêöèþ íà Rn âèäà ϕ(ξ1, . . . , ξn) =
∑n
i=1 li(τ)ξi è

âìåñòî ξi ïîäñòàâüòå x(ti), i = 1, . . . , n. Ìû ïîéäåì äàëüøå: âîçü-

ìåì ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ϕ(ξ1, . . . , ξn) íà R
n
, ïîäñòàâèì x(ti) âìå-

ñòî ξi, i = 1, . . . , n, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî è åñòü îöåíêà x(τ) äëÿ
ëþáîé �óíêöèè x(·) ∈ W . Êàæäîé òàêîé �óíêöèè (ìåòîäó âîññòà-

íîâëåíèÿ) ñîïîñòàâèì ÷èñëî � ïîãðåøíîñòü ýòîãî ìåòîäà, à çàòåì

ïîñòàâèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè ñðåäè âñåõ òàêèõ ìåòîäîâ òîãî, ó êî-

òîðîãî ïîãðåøíîñòü ìèíèìàëüíà.

Òî÷íàÿ ïîñòàíîâêà òàêîâà. Ïóñòü ϕ : Rn → R. Ñîïîñòàâèì äàííîé

�óíêöèè (ìåòîäó âîññòàíîâëåíèÿ) ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

e(τ,W, I, ϕ) = sup
x(·)∈W

∣∣x(τ) − ϕ(x(t1), . . . , x(tn))
∣∣,

êîòîðóþ íàçîâåì ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ. ßñíî, ÷òî ýòî ¾íàèõóä-

øèé¿ ðåçóëüòàò èç âñåõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ äàííûé

ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ.

Íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

E(τ,W, I) = inf
ϕ
e(τ,W, I, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì ϕ : Rn → R, è òå

ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ ýòà íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ò. å.

E(τ,W, I) = e(τ,W, I, ϕ̂).

Òàêèå ìåòîäû åñòåñòâåííî íàçâàòü îïòèìàëüíûìè.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè âîïðîñà òàêîé ïîñòàíîâêè.

Â 1965 ã. â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Ñ. À. Ñìîëÿêà [1℄ áûëà ïî-

ñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,
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W � êëàññ ýëåìåíòîâ â X è li, i = 0, 1, . . . , n, � ëèíåéíûå �óíê-

öèîíàëû íà X . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà W èçâåñò-

íû ïðèáëèæåííî, à èìåííî, î êàæäîì x ∈ W èçâåñòåí íàáîð ÷è-

ñåë li(x), i = 1, . . . , n, ò. å. çíà÷åíèÿ íà W èí�îðìàöèîííîãî îïåðà-

òîðà I : X → Rn, äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó Ix = (l1(x), . . . , ln(x)).
Èìåÿ ýòó èí�îðìàöèþ, ìû õîòèì âîññòàíàâëèâàòü çíà÷åíèÿ ëèíåé-

íîãî �óíêöèîíàëà l0 íà W .

Äàëüøå èäóò òå æå îïðåäåëåíèÿ, ÷òî è âûøå. Êàæäîìó ìåòîäó

ϕ : Rn → R ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ïîãðåøíîñòü

e(l0,W, I, ϕ) = sup
x∈W

∣∣l0(x)− ϕ(l1(x), . . . , ln(x))
∣∣,

îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà

E(l0,W, I) = inf
ϕ : Rn→R

e(l0,W, I, ϕ),

è ñòàâèòñÿ âîïðîñ î åå âû÷èñëåíèè è íàõîæäåíèè òåõ ìåòîäîâ ϕ̂, íà
êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé

ïîñòàíîâêè, ãäå X = C([a, b]), l0 : x(·) → x(τ) è li : x(·) → x(ti),
i = 1, . . . , n.

Ñ. À. Ñìîëÿê äîêàçàë ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòà (íàïîìíèì, ÷òî

ìíîæåñòâî A ⊂ X âûïóêëî, åñëè èç òîãî, ÷òî x, y ∈ A ñëåäóåò,

÷òî (1 − α)x + αy ∈ A äëÿ ëþáîãî α ∈ (0, 1), è ÷òî ýòî ìíîæåñòâî

öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî, åñëè A = −A).
Ëåììà 1.1 (Ñìîëÿêà). Åñëè â çàäà÷å Ñìîëÿêà ìíîæåñòâî W

âûïóêëî è öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, òî ñðåäè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

åñòü ëèíåéíûé.

Çàäà÷à Ñ. À. Ñìîëÿêà è åãî ëåììà ïîñëóæèëè íà÷àëîì ðàçâè-

òèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ

è îïåðàòîðîâ íà ìíîæåñòâàõ, ýëåìåíòû êîòîðûõ èçâåñòíî ïðèáëè-

æåííî. Ýòà òåîðèÿ ðàçâèâàëàñü è îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü çàäà÷àì âîññòàíîâëåíèÿ,

â êîòîðûõ íà÷àëüíàÿ èí�îðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ W çàäàíà íåòî÷-

íî (íàïðèìåð, â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå ÷èñëà li(x), i = 1, . . . , n,
èçâåñòíû ïðèáëèæåííî) è, áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íîìåðíà. Äëÿ òà-

êèõ çàäà÷ íàõîäèëèñü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îïòèìàëü-

íîãî ìåòîäà, ò. å. ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ íèõ àíàëîãà ëåììû Ñìîëÿêà.
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Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò � êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî îï-

òèìàëüíîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåé ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà �

ïîëó÷åí â ðàáîòå [2℄. Ïîìèìî ýòîãî, ðàçâèâàëèñü íåêîòîðûå òåîðå-

òè÷åñêèå àñïåêòû òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, áû-

ëî ðåøåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî êîíêðåòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ

íàõîæäåíèåì îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,

îáçîðû [3�5℄, ìîíîãðà�èþ [6℄, ñòàòüè [7�12℄). Ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ïî

íåòî÷íûì èñõîäíûì äàííûì ñ ïîçèöèé òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [13℄.

Ëåêöèÿ 2. Ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

èç âûïóêëîãî àíàëèçà

Â ïðèâåäåííûõ â êîíöå ëåêöèè 1 îáçîðàõ è ñòàòüÿõ áûëà ïîñòàâ-
ëåíà îáùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ, à èìåííî, çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì

âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà êëàññå ýëåìåíòîâ

ïî íåòî÷íîé è íåïîëíîé èí�îðìàöèè î ñàìèõ ýëåìåíòàõ. Åå ïîñòà-

íîâêà òàêîâà.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y è Z � íîðìèðîâàííûå ïðî-

ñòðàíñòâà, Λ: X → Z è I : X → Y � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, W �

íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî (êëàññ) ýëåìåíòîâ èç X è δ > 0. �àñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé îïåðàòîðà Λ íà ìíî-

æåñòâåW ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè îá ýëåìåíòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà:

î ëþáîì ýëåìåíòå x ∈ W íàì èçâåñòåí ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé, ÷òî

‖Ix − y‖Y 6 δ (åñëè δ > 0, òî ìû ãîâîðèì îá èí�îðìàöèè, çàäàí-

íîé íåòî÷íî, à åñëè δ = 0, òî èçâåñòåí ýëåìåíò Ix, è ìû ãîâîðèì îá

èí�îðìàöèè, çàäàííîé òî÷íî). Ïîä ìåòîäàìè âîññòàíîâëåíèÿ ïîíè-

ìàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ : Y → Z.
Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò äåéñòâèÿ ââåäåííûõ îòîá-

ðàæåíèé.

Λ
W ⊂ X

✲
Z

❯

✕

Y

I ϕ

�èñ. 2.1.
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Ïîãðåøíîñòüþ ìåòîäà ϕ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(Λ,W, I, δ, ϕ) = sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

∥∥Λx− ϕ(y)
∥∥
Z
.

Åñëè δ = 0, òî ýòà ïîãðåøíîñòü, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

e(Λ,W, I, 0, ϕ) = sup
x∈W

∥∥Λx− ϕ(Ix)
∥∥
Z
.

Íàñ èíòåðåñóþò âåëè÷èíà

E(Λ,W, I, δ) = inf
ϕ
e(Λ,W, I, δ, ϕ),

ãäå íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì îòîáðàæåíèÿì (ìåòîäàì)

ϕ : Y → Z, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïòèìàëüíîãî âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ, è òå ìåòîäû ϕ̂, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ,
ò. å.

E(Λ,W, I, δ) = e(Λ,W, I, δ, ϕ̂).

Òàêèå ìåòîäû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíûìè ìåòîäàìè âîññòàíîâ-

ëåíèÿ (çíà÷åíèé îïåðàòîðà Λ íà W ïî äàííîé èí�îðìàöèè).

�àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

‖Λx‖Z → max, ‖Ix‖Y 6 δ, x ∈W, (2.1)

çàêëþ÷àþùóþñÿ â íàõîæäåíèè òåõ äîïóñòèìûõ (ò. å. óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è) ýëåìåíòîâ x̂, íà êîòîðûõ ìàêñèìèçèðóå-
ìûé �óíêöèîíàë äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S(Λ,W, I, δ) çíà÷åíèåì çàäà÷è (2.1), ò. å. òî÷íóþ âåðõíþþ

ãðàíü ìàêñèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà íà äîïóñòèìûõ ýëåìåíòàõ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè ìíîæåñòâî W öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷-

íî, òî

E(Λ,W, I, δ) > S(Λ,W, I, δ). (2.2)

⊳ Ïóñòü x0 � äîïóñòèìûé ýëåìåíò â (2.1), òîãäà ýëåìåíò −x0
òàêæå äîïóñòèì, è ìû èìååì äëÿ ëþáîãî ìåòîäà ϕ : Y → Z

2‖Λx0‖Z = ‖Λx0 − ϕ(0)− (Λ(−x0)− ϕ(0))‖Z 6 ‖Λx0 − ϕ(0)‖Z +

+ ‖Λ(−x0)− ϕ(0)‖Z 6 2 sup
x∈W, ‖Ix‖Y 6δ

‖Λx− ϕ(0)‖Z 6

6 2 sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

‖Λx− ϕ(y)‖Z = 2e(Λ,W, I, δ, ϕ).
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Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì äîïóñòèìûì x â çàäà÷å (2.1),
ïîëó÷àåì, ÷òî

S(Λ,W, I, δ) 6 e(Λ,W, I, δ, ϕ).

Òåïåðü, ïåðåõîäÿ ñïðàâà ê íèæíåé ãðàíè ïî âñåì ìåòîäàì ϕ, ïðèõî-
äèì ê íåðàâåíñòâó (2.2). ⊲

Çàäà÷à (2.1), çíà÷åíèå êîòîðîé äàåò îöåíêó ñíèçó äëÿ ïîãðåø-

íîñòè îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, âíåøíå âïîëíå îáîçðèìà. Êàê

áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî

íàéòè åå ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû òåîðèè ýêñòðåìó-

ìà. Ïîýòîìó âàæåí âîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè çàäà÷è (2.1) è èñõîä-

íîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Êîãäà íåðàâåíñòâî (2.2)

ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî? ×òî ìîæíî ñêàçàòü â ýòîì ñëó÷àå î ñó-

ùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ?

Åñëè îïåðàòîð Λ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë (Z = R), à W � âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî, òî çàäà÷à (2.1) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Èññëåäîâàíèå

òàêèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç îñíîâíûõ ÷àñòåé âûïóêëîãî

àíàëèçà � ðàçäåëà ìàòåìàòèêè, ãäå èçó÷àþò âûïóêëûå ìíîæåñòâà,

âûïóêëûå �óíêöèè è âûïóêëûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è (ñì. [14℄).

Âàæíåéøèì ÿâëåíèåì, ñîïóòñòâóþùèì âûïóêëîñòè, ÿâëÿåòñÿ �åíî-

ìåí äâîéñòâåííîñòè, î êîòîðîì ñåé÷àñ è áóäåò ðàññêàçàíî.

ÏóñòüX � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ

ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè x è y îíî ñîäåðæèò îòðåçîê [x, y] =
{z ∈ X : z = (1 − α)x+ αy, 0 6 α 6 1}, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x è y.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî âûïóêëî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóþò èç îïðåäåëåíèé.

Åñëè {Ai}i∈J � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíî-

æåñòâ X , òî

⋂
i∈J Ai � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Åñëè {Ai}ni=1 � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ X ,

òî èõ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà A1 + . . . + An := {x ∈ X :
x = x1 + . . .+ xn, xi ∈ Ai, i = 1, . . . , n} � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Åñëè A � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X è λ ∈ R, òî ìíîæåñòâî

λA := {λx : x ∈ A} âûïóêëî.
Ïóñòü òåïåðüX � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èX∗

� åãî ñîïðÿ-

æåííîå. Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà x∗ ∈ X∗
íà ýëåìåíòå X

îáîçíà÷àåì 〈x∗, x〉.
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Ïóñòü x∗ ∈ X∗
, x∗ 6= 0 è γ ∈ R. Ìíîæåñòâî H = H(x∗, γ) =

{x ∈ X : 〈x∗, x〉 = γ} íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ. �èïåðïëîñêîñòü
ïîðîæäàåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà H+(x

∗, γ) = {x ∈ X : 〈x∗, x〉 6 γ}
è H−(x∗, γ) = {x ∈ X : 〈x∗, x〉 > γ}.

ßñíî, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè è ïîëóïðîñòðàíñòâà � âûïóêëûå çà-

ìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà X . �îâîðÿò, ÷òî ýòè ìíî-

æåñòâà îòäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ÷òî A è B
ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ïîëóïðîñòðàíñòâàì, ïîðîæäåííûì ýòîé ãè-

ïåðïëîñêîñòüþ.

Äàííîå ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îòäåëèìîñòè ðàâíîñèëüíî,

î÷åâèäíî, ñëåäóþùåìó àíàëèòè÷åñêîìó: ìíîæåñòâà A è B îòäåëè-

ìû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗
, ÷òî

sup
a∈A

〈x∗, a〉 6 inf
b∈B

〈x∗, b〉.

Åñëè íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ñòðî-

ãî îòäåëèìû.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà òåîðåìà îòäåëèìîñòè, êîòîðóþ îáû÷íî íà-

çûâàþò âòîðîé òåîðåìîé îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 2.1 (âòîðàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè). Ïóñòü A � íåïóñòîå

âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X è b /∈ A. Òîãäà ìíîæåñòâî A è

òî÷êà b ñòpîãî îòäåëèìû.

Â îñíîâå âûïóêëîé äâîéñòâåííîñòè ëåæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

âûïóêëîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü äâîÿêî: íåïîñðåäñòâåííî (êàê ñäå-

ëàíî âûøå) è èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîå (ñîïðÿæåííîå) ïðîñòðàíñòâî.

Ýòî ìîæíî î�îðìèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, â âèäå ñëå-

äóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî A ⊂ X âûïóêëî è çàìêíóòî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ

åãî ñîäåðæàùèõ.

⊳ Ïóñòü A � çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X è ïóñòü A1

åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ñîäåðæàùèõ A. ßñíî, ÷òî
ìíîæåñòâî A1 âûïóêëî çàìêíóòî è A ⊂ A1. Ïîêàæåì, ÷òî A = A1.

Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò x0 ∈ A1 \ A. Ïî òåîðåìå îòäå-
ëèìîñòè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé �óíêöèîíàë x∗ ∈ X∗

òàêîé, ÷òî

〈x∗, x0〉 < inf
x∈A

〈x∗, x〉.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A ⊂ H−(x∗, γ), ãäå γ = infx∈A 〈x∗, x〉. Ïîñêîëü-
êó x0 ∈ A1, òî ýòîò ýëåìåíò äîëæåí òàêæå ïðèíàäëåæàòü H−(x∗, γ)
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ A1. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîìó íåðà-

âåíñòâó. Ñëåäîâàòåëüíî, A = A1.

Åñëè A = A1, òî A âûïóêëî è çàìêíóòî êàê ïåðåñå÷åíèå âûïóê-

ëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. ⊲

Ëåêöèÿ 3. Âîïðîñû äâîéñòâåííîñòè âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ, �óíêöèé è ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëî äîêàçàíî ïðåäëîæåíèå 2.2.

Íàèáîëåå èíòåðåñåí è ïîëåçåí àíàëîã ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ âû-

ïóêëûõ �óíêöèé. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü R = R ∪ {+∞} � ðàñøèðåííàÿ ïðÿìàÿ, ò. å. ïðÿìàÿ, ïî-

ïîëíåííàÿ ñèìâîëàìè +∞, ïðîäîëæàþùèìè åñòåñòâåííîå îòíîøå-

íèå ïîðÿäêà: a 6 +∞, a ∈ R. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

a + ∞ = +∞ äëÿ âñåõ a ∈ R, a(+∞) = +∞, åñëè a > 0 è

+∞+∞ = +∞.

Ñ êàæäîé �óíêöèåé f : X → R ñâÿæåì äâà ìíîæåñòâà

dom f =
{
x ∈ X : f(x) < +∞

}

è

epi f =
{
(x, α) ∈ X × R : α > f(x), x ∈ dom f

}
,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ý��åêòèâíûì ìíîæåñòâîì è

íàäãðà�èêîì (èëè ýïèãðà�îì) �óíêöèè f .
Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè åå íàäãðà�èê �

âûïóêëîå ìíîæåñòâî â X × R.

Âîò ïðèìåðû âûïóêëûõ �óíêöèé íà ïðÿìîé: x 7→ ax2 + bx + c,
a > 0; x 7→ eαx, α ∈ R; x 7→ |x|p, p > 1; x 7→ − lnx, åñëè x > 0 è +∞,

åñëè x 6 0; x 7→ x log2 x + (1 − x) log2(1 − x), åñëè 0 < x < 1 è +∞ â

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ f : X → R âûïóêëà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X è ëþáûõ αi > 0, i = 1, 2, òàêèõ,
÷òî α1 + α2 = 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(α1x1 + α2x2) 6 α1f(x1) + α2f(x2),

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Èåíññåíà.
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Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè epi f � çàìêíó-

òîå ìíîæåñòâî â X × R.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ �óíê-

öèé � âûïóêëàÿ �óíêöèÿ è ÷òî, åñëè fi, i ∈ J , � ïðîèçâîëüíîå

ñåìåéñòâî âûïóêëûõ �óíêöèé, òî �óíêöèÿ f(x) = supi∈J fi(x) âû-
ïóêëà (ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó epi f =

⋂
i∈J epi fi, êîòîðîå ëåãêî

ïðîâåðÿåòñÿ è èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè fi � çàìêíóòûå �óíê-

öèè, òî f � çàìêíóòàÿ �óíêöèÿ).

Ïóñòü f : X → R � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, ò. å. epi f �

âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X×R. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.2

ýòî ìíîæåñòâî åñòü ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, åãî ñîäåðæà-

ùèõ. Íî ãèïåðïëîñêîñòè, îïðåäåëÿþùèå ýòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ñóòü

ãðà�èêè à��èííûõ �óíêöèé x 7→ 〈x∗, x〉 + α (ñì. ðèñ. 3.1), íå ïðå-

âîñõîäÿùèõ �óíêöèþ f .

x

y

0

�èñ. 3.1.

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3.1 (ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòü íå

áóäåì), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ f åñòü ïîòî÷å÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

òàêèõ à��èííûõ �óíêöèé.

Ïðèäàäèì òåïåðü ýòîìó óòâåðæäåíèþ àíàëèòè÷åñêóþ �îðìó.

Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü f : X → R. Ôóíêöèÿ f∗ : X∗ → R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåí-

ñòâîì

f∗(x∗) = sup
x∈X

(〈x∗, x〉 − f(x)),

íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé ê f èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå-

æàíäðà � Þíãà � Ôåíõåëÿ, à �óíêöèÿ f∗∗ : X → R, îïðåäåëåííàÿ
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ïî ïðàâèëó

f∗∗(x) = sup
x∈X∗

(〈x∗, x〉 − f∗(x∗)),

íàçûâàåòñÿ âòîðîé ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé ê f .
ßñíî, ÷òî �óíêöèè f∗

è f∗∗
âûïóêëû è çàìêíóòû, êàê âåðõíèå

ãðàíè à��èííûõ �óíêöèé. Èç îïðåäåëåíèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî âñåãäà

f∗∗(x) 6 f(x), ∀x ∈ X.

Äåéñòâèòåëüíî, f∗(x∗) = supx∈X(〈x∗, x〉 − f(x)) > 〈x∗, x〉 − f(x) äëÿ
ëþáîãî x ∈ X . Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) > 〈x∗, x〉−f∗(x∗) äëÿ âñåõ x ∈ X
è x∗ ∈ X∗

. Íî òîãäà f∗∗(x) = supx∈X∗(〈x∗, x〉 − f∗(x∗)) 6 f(x).

Òåîðåìà 3.1 (Ôåíõåëÿ � Ìîðî). Ôóíêöèÿ f : X → R âûïóêëà è

çàìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f∗∗ = f .

⊳ Åñëè f∗∗ = f , òî �óíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà, òàê êàê

òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ f∗∗
. Ïóñòü f âûïóêëà è çàìêíóòà. Åñëè f(x) ≡ +∞,

òî, î÷åâèäíî, f∗∗(x) ≡ +∞. Ïóñòü f 6= +∞. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

ñóùåñòâóåò òàêàÿ à��èííàÿ �óíêöèÿ x 7→ 〈x∗, x〉 − α, ÷òî 〈x∗, x〉 −
α 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X èëè, ðàâíîñèëüíî, α > supx∈X(〈x∗, x〉 −
f(x)) = f∗(x∗). Òàê êàê f � âåðõíÿÿ ãðàíü òàêèõ �óíêöèé, òî äëÿ

âñåõ x ∈ X
f(x) = sup

x∗∈X∗, α∈R,
α>f∗(x∗)

(〈x∗, x〉 − α). (3.1)

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî +∞, òî â (3.1) âìå-

ñòî α ìîæíî âçÿòü f∗(x∗). Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = supx∗∈X∗(〈x∗, x〉 −
f∗(x∗)) = f∗∗(x) äëÿ âñåõ x ∈ X . ⊲

Äâîéñòâåííîñòü ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ïðèìåíèì òåîðå-

ìó Ôåíõåëÿ � Ìîðî ê ïîñòðîåíèþ äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Ïóñòü

f0 : X → R è C � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X . �àññìîòðèì çàäà÷ó

f0(x) → min, x ∈ C.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìóþ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ δ ìíîæå-

ñòâà C ïî ïðàâèëó: δC(x) = 0, åñëè x ∈ C, è δC(x) = +∞, åñëè

x /∈ C, è ïîëîæèì f(x) = f0(x) + δC(x), x ∈ X . Òîãäà âûïèñàííàÿ

çàäà÷à, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé çàäà÷å:

f(x) → min, x ∈ X. (3.2)
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Âêëþ÷èì åå â ñåðèþ ¾ïîäîáíûõ¿ åé çàäà÷ (èëè, êàê ãîâîðÿò, ¾âîç-

ìóòèì¿ äàííóþ çàäà÷ó). Ïóñòü Y � äðóãîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî è �óíêöèÿ F : X × Y → R òàêîâà, ÷òî F (x, 0) = f(x) äëÿ âñåõ

x ∈ X . Êàæäîìó y ∈ Y ñîïîñòàâèì çàäà÷ó

F (x, y) → min, x ∈ X. (3.3)

Ñåìåéñòâî òàêèõ çàäà÷ íàçûâàåòñÿ âîçìóùåíèåì çàäà÷è (3.2), à

�óíêöèÿ S : Y → R, ñîïîñòàâëÿþùàÿ y ∈ Y çíà÷åíèå çàäà÷è (3.3),

íàçûâàåòñÿ S-�óíêöèåé äàííîãî ñåìåéñòâà. ßñíî, S(0) � çíà÷åíèå

èñõîäíîé çàäà÷è (3.2).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, S∗∗(0) 6 S(0), à åñëè S-�óíêöèÿ âû-

ïóêëà è çàìêíóòà (îòìåòèì, ÷òî íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,

÷òî S-�óíêöèÿ âûïóêëà, åñëè �óíêöèÿ F âûïóêëà), òî ïî òåî-

ðåìå Ôåíõåëÿ � Ìîðî S∗∗(0) = S(0). Âûïèøåì çàäà÷ó, çíà÷åíè-

åì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà S∗∗(0). Ïî îïðåäåëåíèþ S∗∗(0) =
supy∗∈Y ∗(−S∗(y∗)). Äàëåå

S∗(y∗) = sup
y∈Y

(〈y∗, y〉 − inf
x∈X

F (x, y)) =

= sup
x∈X, y∈Y

(〈0, x〉 + 〈y∗, y〉 − F (x, y)).

Ñïðàâà ñòîèò ñîïðÿæåííàÿ �óíêöèÿ ê F â òî÷êå (0, y∗). Òàêèì îá-

ðàçîì, çàäà÷à, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî S∗∗(0) èìååò âèä

−F ∗(0, y∗) → max, y∗ ∈ Y ∗. (3.4)

Çàäà÷à (3.4) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê (3.2) (îòíîñè-

òåëüíî çàäàííîãî âîçìóùåíèÿ), è çíà÷åíèå åå íå áîëüøå çíà÷åíèÿ

çàäà÷è (3.2).

Åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à (3.2) íà ìàêñèìóì, òî äâîéñòâåííîé ê íåé

çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü çàäà÷ó

F ∗(0, y∗) → min, y∗ ∈ Y ∗.

Çäåñü çíà÷åíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è, êàê ëåãêî ïîíÿòü, íå ìåíüøå

çíà÷åíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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Ëåêöèÿ 4. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ê çàäà÷å ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà

Íàéäåì äâîéñòâåííûå ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è

çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà.

4.1. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îòìåòèì ñíà÷à-

ëà, ÷òî ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Rn ìû ðàññìàòðèâàåì êàê âåêòîð-

ñòîëáöû. Ïðîñòðàíñòâî (Rn)∗ � ñîïðÿæåííîå ê Rn � ìîæíî

îòîæäåñòâèòü ñ ñàìèì Rn, ãäå ýëåìåíòû ñóòü âåêòîð-ñòðîêè. Åñ-

ëè �óíêöèîíàë (âåêòîð-ñòðîêà) a∗ = (a1, . . . , an) ∈ (Rn)∗, à

x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn (T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ), òî çíà÷åíèå a∗

íà x � ýòî 〈a∗, x〉 =∑n
i=1 aixi.

Ïóñòü c∗ ∈ (Rn)∗, A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n è b ∈ Rm. �àññìîò-

ðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

〈c∗, x〉 → min, Ax > b, x > 0.1 (4.1)

Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, çäåñü

f(x) = 〈c∗, x〉, êîãäà Ax > b, x > 0 è f(x) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âûïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê (4.1) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ

〈c∗, x〉 → min, Ax > b+ y, x > 0,

ãäå y ∈ Rm (ò. å. F (x, y) = 〈c∗, x〉, êîãäà Ax > b + y, x > 0 è

F (x, y) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Èìååì

F ∗(0, y∗) = sup
x∈Rn, y∈Rm

(〈y∗, y〉 − F (x, y))

Åñëè F (x, y) = +∞, òî −F (x, y) = −∞, è ýòîò ñëó÷àé íàì íå èíòå-

ðåñåí, ïîñêîëêó íàñ èíòåðåñóåò âåðõíÿÿ ãðàíü ïî x ∈ Rn è y ∈ Rm.

Òàêèì îáðàçîì,

F ∗(0, y∗) = sup
Ax>b+y,
x>0, y∈R

m

(〈y∗, y〉 − 〈c∗, x〉).

Åñëè õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðà y∗ îòðèöàòåëüíà, òî ìîæ-

íî âçÿòü âåêòîð y, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó Ax > b + y è òà-

êîé, ÷òî ó íåãî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà òàêæå îòðèöàòåëüíà

1

Íåðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.
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è ñêîëü óãîäíî áîëüøàÿ ïî ìîäóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

F ∗(0, y∗) = +∞. Åñëè y∗ > 0, òî íàäî ïîäñòàâèòü Ax − b âìåñòî y è
òîãäà ìû èìååì

F ∗(0, y∗) =




sup
x>0

(〈y∗, Ax− b〉 − 〈c∗, x〉), åñëè y∗ > 0;

+∞, åñëè íå òàê.

Äàëåå

sup
x>0

(〈y∗A− c∗, x〉 − 〈y∗, b〉) =
{
−〈y∗, b〉, åñëè y∗A− c∗ 6 0;

+∞, åñëè íå òàê.

Òàêèì îáðàçîì,

F ∗(0, y∗) =

{
−〈y∗, b〉, åñëè y∗A 6 c∗, y∗ > 0;

+∞, åñëè íå òàê,

è ñëåäîâàòåëüíî, äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, îáîçíà÷àÿ λ = y∗, èìååò âèä

〈λ, b〉 → max, λA 6 c∗, λ > 0. (4.2)

Ýòî, î÷åâèäíî, ñíîâà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4.2. Äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ

ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà. Çàäà÷à (2.1) èç âòîðîé ëåêöèè â ñëó÷àå,

êîãäà Λ = x∗ � ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íà X (è òåì ñàìûì Z = R) è

ìíîæåñòâî W öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî, èìååò âèä

〈x∗, x〉 → max, ‖Ix‖Y 6 δ, x ∈W. (4.3)

Íàéäåì äâîéñòâåííóþ ê ýòîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèÿ

〈x∗, x〉 → max, ‖Ix− y‖Y 6 δ, x ∈W.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ïîñòàíîâêîé çäåñü f(x) = 〈x∗, x〉, åñëè
‖Ix‖Y 6 δ, x ∈ W , è f(x) = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à F (x, y) =
〈x∗, x〉, åñëè ‖Ix − y‖Y 6 δ, x ∈ W , è F (x, y) = +∞ â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå.

Òàê êàê çäåñü çàäà÷à íà ìàêñèìóì, òî äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò

âèä

F ∗(0, y∗) → min, y∗ ∈ Y ∗.
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Ïî îïðåäåëåíèþ (ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî {(x, y) ∈ X × Y :
x ∈ W, ‖Ix− y‖Y 6 δ} öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íî)

F ∗(0, y∗) = sup
x∈X, y∈Y

(〈y∗, y〉 − F (x, y)) =

= sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

(〈y∗, y〉 − 〈x∗, x〉) = sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

|〈x∗, x〉 − 〈y∗, y〉|,

ò. å. äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à òàêîâà:

sup
x∈W, y∈Y,
‖Ix−y‖Y 6δ

∣∣〈x∗, x〉 − 〈y∗, y〉
∣∣→ min, y∗ ∈ Y ∗. (4.4)

Çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è åñòü ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ �óíêöèîíàëà x∗ íà êëàññå W ïî èí�îðìàöèè I, íî íå ïî âñåì
ìåòîäàì ϕ : Y → R, à òîëüêî ïî ëèíåéíûì. Ïîñêîëüêó çàäà÷à (4.3)

íà ìàêñèìóì, òî åå çíà÷åíèå íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4.4), è ìû

ïîëó÷èëè àíàëîã íåðàâåíñòâà (2.2) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (4.3) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê çàäà-

÷å (4.4) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî âîçìóùåíèÿ, òàê ÷òî çàäà÷è (4.3)

è (4.4) äâîéñòâåííû äðóã ê äðóãó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðåøåíèå çà-

äà÷è (2.1) è îïòèìàëüíûé ìåòîä â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å âîññòà-

íîâëåíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå äî-

ïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç âûïóêëîãî àíàëèçà.

4.3. Âûïóêëûå çàäà÷è. Ââåäåì ïîíÿòèå ñóáäè��åðåíöèàëà

äëÿ �óíêöèé íà íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X , êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ àíàëîãîì ïðîèçâîäíîé äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé. Ïóñòü âûïóêëàÿ

�óíêöèÿ f : X → R êîíå÷íà â òî÷êå x̂. Ñóáäè��åðåíöèàëîì �óíê-

öèè f â òî÷êå x̂ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå)

∂f(x̂) =
{
x∗ ∈ X∗ : f(x)− f(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉, ∀x ∈ X

}
.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóáäè��åðåíöèàë äî-

ñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé íà âûïóêëûå

�óíêöèè.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü âûïóêëàÿ �óíêöèÿ f : X → R äè�-

�åðåíöèðóåìà â òî÷êå x̂. Òîãäà ∂f(x̂) = {f ′(x̂)}.
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⊳ Ïóñòü x ∈ X . Äëÿ ëþáîãî 0 < α < 1 èìååì ïî íåðàâåíñòâó

Èåíññåíà: f((1− α)x̂ + αx) 6 (1− α)f(x̂) + αf(x), îòêóäà

f(x̂+ α(x − x̂))− f(x̂)

α
6 f(x)− f(x̂).

Â ñèëó äè��åðåíöèðóåìîñòè f â òî÷êå x̂

f(x̂+ α(x− x̂))− f(x̂)

α
=
f(x̂) + α〈f ′(x̂), x− x̂〉+ o(α)− f(x̂)

α
.

Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè α → 0 è ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå íåðà-

âåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî 〈f ′(x̂), x− x̂〉 6 f(x)−f(x̂), ò. å. f ′(x̂) ∈ ∂f(x̂).
Îáðàòíî, åñëè x∗ ∈ ∂f(x̂), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî t > 0

èìååì f(x̂+ tx)− f(x̂) > t〈x∗, x〉. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(x̂+ tx)− f(x̂)

t
> 〈x∗, x〉,

è àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈f ′(x̂), x〉 > 〈x∗, x〉
äëÿ ëþáîãî x è çíà÷èò, x∗ = f ′(x̂). ⊲

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ ñóáäè��åðåíöèàëîâ �óíê-

öèé, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íèæå. Ïåðâûé ïðèìåð � ýòî íîðìà

â X , ò. å. �óíêöèÿ x 7→ ‖x‖X . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
∂‖0‖X = BX∗ =

{
x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖X∗ 6 1

}

è åñëè x 6= 0, òî

∂‖x‖X =
{
x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖X∗ = 1, 〈x∗, x〉 = ‖x‖X

}
.

Âòîðîé ïðèìåð � ýòî èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ δ ïîäïðîñòðàíñòâà
L ⊂ X , ò. å. íàïîìíèì, δL(x) = 0, åñëè x ∈ L è δL(x) = +∞, åñëè

x 6= L. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè x̂ ∈ L, òî

∂δL(x̂) = L⊥,

ãäå L⊥ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, x〉 = 0, ∀x ∈ L} � àííóëÿòîð L. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

∂δL(x̂) =
{
x∗ ∈ X∗ : δL(x)− δL(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉, ∀x ∈ X

}
.

Äëÿ x ∈ L èìååì 〈x∗, x − x̂〉 6 0. Ïóñòü x = 2x̂, òîãäà 〈x∗, x̂〉 6 0, è
òåì ñàìûì 〈x∗, x〉 6 〈x∗, x̂〉 6 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Âçÿâ −x, ïîëó-
÷èì ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî è çíà÷èò, ∂δL(x̂) ⊂ L⊥

. Îáðàòíî,

ïóñòü x∗ ∈ L⊥
. Åñëè x /∈ L, òî íåðàâåíñòâî δL(x)−δL(x̂) > 〈x∗, x− x̂〉

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè x ∈ L, òî δL(x) − δL(x̂) =
0 = 〈x∗, x− x̂〉 (òàê êàê x− x̂ ∈ L) è òåì ñàìûì L⊥ ⊂ ∂δL(x̂).
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Ëåêöèÿ 5. Òåîðåìà Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà

â ñóáäè��åðåíöèàëüíîé �îðìå è ñóùåñòâîâàíèå

îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåîáõî-

äèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷.

ÏóñòüX � âåùåñòâåííîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → R�

âûïóêëàÿ �óíêöèÿ. �àññìîòðèì çàäà÷ó

f(x) → min, x ∈ X, (5.1)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé áåç îãðàíè÷åíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé çàäà÷å íåò ñìûñëà ãîâîðèòü î ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìàõ, ïîñêîëüêó ëþáîé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ è ãëî-

áàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x̂ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì, ò. å. ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x̂, ÷òî f(x̂) 6 f(x) äëÿ âñåõ x ∈ U .
Ïóñòü òåïåðü x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç X . Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ

0 < α 6 1 òî÷êè (1−α)x̂+αx = x̂+α(x− x̂), î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæàò
U è ïîýòîìó (ïî íåðàâåíñòâó Èåíññåíà) f(x̂) 6 f((1 − α)x̂ + αx) 6

(1− α)f(x̂) + αf(x), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x̂) 6 f(x).

Òåîðåìà 5.1 (Ôåðìà äëÿ âûïóêëûõ �óíêöèé). Òî÷êà x̂ ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìóìîì â çàäà÷å (5.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 0 ∈ ∂f(x̂).

⊳ Åñëè x̂� ìèíèìóì â (5.1), òî f(x)−f(x̂) > 0 = 〈0, x〉 äëÿ ëþáîãî
x ∈ X , ò. å. 0 ∈ ∂f(x̂). Åñëè 0 ∈ ∂f(x̂), òî f(x) − f(x̂) > 〈0, x〉 = 0,
ò. å. f(x) > f(x̂) äëÿ ëþáîãî x ∈ X . ⊲

�àññìîòðèì òåïåðü âûïóêëûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ïóñòü

fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, � âûïóêëûå �óíêöèè è A � íåïóñòîå

âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X . Çàäà÷à

f0(x) → min, fi(x) 6 0, 1 6 i 6 m, x ∈ A, (5.2)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé ñ îãðàíè÷åíèÿìè èëè çàäà÷åé âûïóê-

ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 5.2 (Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà â ñóáäè��åðåíöèàëü-

íîé �îðìå). Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2). Åñëè �óíêöèè fi,
i = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíû â òî÷êå x̂, òî íàéäóòñÿ ÷èñëà λi > 0,
i = 0, 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

∑m
i=0 λi = 1, λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m, è

�óíêöèîíàë x∗0 ∈ ∂δA(x̂), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

0 ∈
m∑

i=0

λi∂fi(x̂) + x∗0.
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Ïóñòü â çàäà÷å (5.2) �óíêöèè ïðèíèìàþò òîëüêî êîíå÷íûå çíà-

÷åíèÿ. Ñîïîñòàâèì ýòîé çàäà÷å �óíêöèþ Ëàãðàíæà, îïðåäåëåííóþ

�îðìóëîé

L (x, λ) =

m∑

i=0

λifi(x),

ãäå λ = (λ0, λ1, . . . , λm) � íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà â ñëåäóþùåé òåîðåìå Êàðóøà �

Êóíà � Òàêêåðà (â òðàäèöèîííîé �îðìå) ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåí-

íûì ñëåäñòâèåì òîëüêî ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.3 (Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà).

1) Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2). Åñëè �óíê-

öèè fi, i = 0, 1, . . . ,m, íåïðåðûâíû â òî÷êå x̂, òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé
íàáîð ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) òàêîé, ÷òî

(a) min
x∈A

L (x, λ) = L (x̂, λ);

(b) λi > 0, i = 0, 1, . . . ,m;

(c) λifi(x̂) = 0, i = 1, . . . ,m.

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x ∈ A, ÷òî fi(x) < 0, 1 6 i 6 m, òî
λ0 6= 0 (óñëîâèå Ñëåéòåðà).

2) Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ â (5.2) òî÷êà x̂ è
íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ñ λ0 > 0, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (a), (b) è (c), òî x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.2).

Óñëîâèå (c) íàçûâàþò óñëîâèåì äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà è òîãäà, êîãäà X � âå-

ùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, fi : X → R, i = 0, 1, . . . ,m, �
âûïóêëûå �óíêöèè è A � íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X .

Òåõ ñâåäåíèé èç âûïóêëîãî àíàëèçà, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû

âûøå, óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå êîíêðåòíûå

ñèòóàöèè. Ìû íà÷èíàåì ñ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé è îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå. Ñíà÷àëà äîêàæåì îäíî îá-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, L � ïîäïðîñòðàíñòâî

â X , X∗
� ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê X , x∗ ∈ X∗

è δ > 0. �àñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

〈x∗, x〉 → max, ‖x‖X 6 δ, x ∈ L. (5.3)



Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå 157

Ýòà çàäà÷à èìååò âèä çàäà÷è (2.1), â êîòîðîé Z = R, Λ = x∗, Y = X,
I � îïåðàòîð âëîæåíèÿ L â X è W = L. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïî-

ñòàâèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî

�óíêöèîíàëà x∗ íà ïîäïðîñòðàíñòâå L ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè:

ýëåìåíòû x ∈ L èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå X , ò. å. î êàæ-

äîì x ∈ L èçâåñòåí ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî ‖x − y‖X 6 δ, òî ìû
ïîëó÷àåì (ñîãëàñíî (2.2)), ÷òî âåëè÷èíà E(x∗, L, I, δ) � ïîãðåøíîñòü

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ � íå ìåíüøå âåëè÷èíû S(x∗, L, I, δ) �
çíà÷åíèÿ çàäà÷è (5.3).

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî L íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó �óíêöèîíà-

ëà x∗, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷à íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Åñëè ýòî íå òàê, òî �óíêöèîíàë ïðèíèìàåò è íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.

Òîãäà, åñëè ó çàäà÷è (5.3) åñòü ðåøåíèå, òî îíî, î÷åâèäíî, íåíóëåâîå.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.3), òî íàéäåò-

ñÿ ëèíåéíûé �óíêöèîíàë x∗1 ∈ ∂‖x̂‖X òàêîé, ÷òî ëèíåéíûé ìåòîä

ϕ̂ : X → R, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y) =
〈x∗, x̂〉
‖x̂‖X

〈x∗1, y〉,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ìåòîä ϕ̂ òî÷åí íà L, ò. å. ϕ̂(x) = 〈x∗, x〉 äëÿ ëþáîãî x ∈ L.

⊳ Ñ�îðìóëèðîâàííûå òåîðåìû î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ êàñàëèñü

âûïóêëûõ çàäà÷ íà ìèíèìóì. ×òîáû �îðìàëüíî ýòîìó ñîîòâåòñòâî-

âàòü, ñîïîñòàâèì çàäà÷å (5.3) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

−〈x∗, x〉 → min, ‖x‖X 6 δ, x ∈ L. (5.4)

ßñíî, ÷òî ýòî âûïóêëàÿ çàäà÷à è ÷òî, åñëè x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (5.3),

òî x̂ � ðåøåíèå è çàäà÷è (5.4).

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà â ñóáäè��åðåíöè-

àëüíîé �îðìå, ïðèìåíåííîé ê çàäà÷å (5.4), íàéäóòñÿ λi > 0, i = 0, 1,
λ0 + λ1 = 1 è x∗0 ∈ ∂δL(x̂) òàêèå, ÷òî (ñóáäè��åðåíöèàë ëèíåéíîãî

ëèíåéíîé �óíêöèè x 7→ 〈x∗, x〉 åñòü x∗)

0 ∈ −λ0x∗ + λ1∂‖x̂‖X + x∗0, (5.5)

ò. å. íàéäåòñÿ òàêîé �óíêöèîíàë x∗1 ∈ ∂‖x̂‖X , ÷òî

0 = −λ0〈x∗, x〉+ λ1〈x∗1, x〉 + 〈x∗0, x〉, ∀x ∈ X. (5.6)
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Ïîêàæåì, ÷òî λ0 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ0 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ x = x̂
â (5.5) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈x∗0, x̂〉 = 0, ïîñêîëüêó x̂ ∈ L, à ∂δL(x̂) = L⊥

, è

÷òî 〈x∗, x̂〉 = ‖x̂‖X â ñèëó âèäà ñóáäè��åðåíöèàëà íîðìû, ïðèõîäèì

ê ïðîòèâîðå÷èþ: 0 = ‖x̂‖X 6= 0.
Äåëÿ òîæäåñòâî (5.6) íà λ0 è îáîçíà÷àÿ λ = λ1/λ0 è x̃

∗ = λ−1
0 x∗0,

ïîëó÷èì, ÷òî

〈x∗, x〉 = λ〈x∗1, x〉+ 〈x̃∗, x〉, ∀x ∈ X,

èëè

〈x∗, x〉 = λ〈x∗1, x〉, ∀x ∈ L. (5.7)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = x̂, ïîëó÷àåì, ÷òî λ = 〈x∗, x̂〉/‖x̂‖X .
Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë ϕ̂ : y → λ〈x∗1, y〉 ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ìåòîäîì. Îöåíèì åãî ïîãðåøíîñòü. Äëÿ ëþáûõ x ∈ L
è y ∈ X òàêèõ, ÷òî ‖x− y‖X 6 δ èìååì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.7)
è òî, ÷òî ‖x∗1‖X∗ = 1

∣∣〈x∗, x〉 − ϕ̂(y)
∣∣ =

∣∣〈x∗, x〉 − λ〈x∗1, y〉
∣∣ =

=
∣∣〈x∗, x〉−λ〈x∗1, x〉+λ〈x∗1, x−y〉

∣∣ =λ
∣∣〈x∗1, x−y〉

∣∣ 6 λ
∥∥x−y

∥∥
X

6 λδ.

Ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì óêàçàííûì x è y, ïîëó÷èì,
÷òî

e(x∗, L, I, δ, ϕ̂) 6 λδ. (5.8)

Äàëåå, òàê êàê λ1(‖x̂‖X − δ) = 0 (ñîãëàñíî òåîðåìå), òî îòñþäà

è (5.7) ñëåäóåò, ÷òî

〈x∗, x̂〉 = λ〈x∗1, x̂〉 = λ‖x̂‖X = λ−1
0

(
λ1(‖x̂‖X − δ) + λ1δ

)
= λδ,

ò. å. λδ � çíà÷åíèå çàäà÷è (5.3). Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.2),

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

E(x∗, L, I, δ) > λδ.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è (5.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

λδ 6 E(x∗, L, I, δ) 6 e(x∗, L, I, δ, ϕ̂) 6 λδ,

è òåì ñàìûì ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Òî÷íîñòü ìåòîäà ϕ̂ ñðàçó ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (5.7). ⊲
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Ëåêöèÿ 6. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è çàäà÷è

êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèé

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ðåçóëüòàòà (ïðåäëîæåíèå 5.1), ïå-

ðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè ïðèáëèæå-

íèé.

6.1. Çàäà÷à Ï. Ë. ×åáûøåâà îá ýêñòðàïîëÿöèè. Â 1881 ã.

×åáûøåâ ïîñòàâèë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ ñòåïå-

íè íå âûøå n, êîòîðûå íà îòðåçêå [−1, 1] íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ δ,
íàéòè òîò, ÷üå çíà÷åíèå â òî÷êå τ > 1 ìàêñèìàëüíî. Åñëè îáîçíà÷èòü
÷åðåç Pn ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n, òî �îðìàëüíàÿ
�îðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è, î÷åâèäíî, òàêîâà

x(τ) → max, ‖x(·)‖C([−1,1] 6 δ, x(·) ∈ Pn. (6.1)

Äàííàÿ çàäà÷à èìååò âèä çàäà÷è (5.3). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàäî âîññòàíî-

âèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(τ) íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Pn ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè: ïîëèíîìû x(·) ∈ Pn èçâåñòíû

ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå C([−1, 1]), ò. å. î êàæäîì x(·) ∈ Pn èç-

âåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ C([−1, 1]) òàêàÿ, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖C([−1,1]) 6 δ.
�åøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì δTn(·), ãäå Tn(·) � ïî-

ëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ïîëèíîì äëÿ âñåõ

t ∈ R èìååò âèä Tn(t) = cos(n arccos t), T1(t) = t, T2(t) = 2t2 − 1,
T3(t) = 4t3 − 3t è ò. ä. Íà îòðåçêå [−1, 1] ïîëèíîì ×åáûøåâà ïðè-

íèìàåò ïîî÷åðåäíî ñâîè ìàêñèìàëüíûå (ðàâíûå 1) è ìèíèìàëüíûå

(ðàâíûå −1) çíà÷åíèÿ â (n+ 1)-é òî÷êå, âêëþ÷àÿ òî÷êè −1 è 1. Ýòè
òî÷êè íàçûâàþò òî÷êàìè àëüòåðíàíñà ïîëèíîìà ×åáûøåâà.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.1 â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëå-

íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å (6.1), ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïòèìàëü-

íûé ìåòîä ϕ̂, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì èç ñóáäè��åðåí-

öèàëà íîðìû â C([−1, 1]) â òî÷êå δTn(·). Ñîïðÿæåííîå ê C([−1, 1])
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð

íà [−1, 1]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàíèåì ñóáäè��åðåíöèàëà íîðìû â

C([−1, 1]) (ñì. [14℄), ìåðà äîëæíà áûòü ñîñðåäîòî÷åíà â òî÷êàõ àëü-
òåðíàíñà δTn(·). Òîãäà â ñèëó òî÷íîñòè ìåòîäà ϕ̂ ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

ϕ̂(x(·)) = x(τ) = λ
n+1∑

i=1

µix(τi), ∀x(·) ∈ Pn,
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ãäå λ = δTn(τ)/δ = Tn(τ) è τi, i = 1, . . . , n + 1, � òî÷êè àëüòåð-

íàíñà Tn(·). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ïîëèíîìû n-ãî ïîðÿäêà

l1(·), . . . , ln+1 òàêèå, ÷òî li(τi) = 1 è li(τj) = 0, j 6= i, ïîëó÷àåì ðà-

âåíñòâà λµi = li(τ), i = 1, . . . , n + 1, è çíà÷èò, îïòèìàëüíûé ìåòîä

äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y(·)) =
n+1∑

i=1

li(τ)y(τi).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî âçÿòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè y(·) (êîòîðóþ ìû

íàáëþäàåì âìåñòî ïîëèíîìà) â òî÷êàõ τi, i = 1, . . . , n + 1, ïðîâåñòè
÷åðåç íèõ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Ëàãðàíæà è âçÿòü çíà÷åíèå

ýòîãî ïîëèíîìà â òî÷êå τ . Ýòî è áóäåò íàèëó÷øèé ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(τ) íà ïðîñòðàíñòâå Pn ïî óêàçàííîé

ïðèáëèæåííîé èí�îðìàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò íå âñþ èí�îðìà-

öèþ, ò. å. íå âñþ �óíêöèþ y(·), à òîëüêî åå çíà÷åíèÿ â (n + 1)-é
òî÷êå.

6.2. Íåðàâåíñòâî Ñ. Í. Áåðíøòåéíà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T îòðåçîê [−π, π] ñ èíäåíòè�è-
öèðîâàííûìè êîíöàìè, à ÷åðåç Tn � ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå n. Â 1912 ãîäó Ñ. Í. Áåðíøòåéí

äîêàçàë ñëåäóþùåå òî÷íîå íåðàâåíñòâî:

‖ẋ(·)‖C(T) 6 n‖x(·)‖C(T),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ x(·) ∈ Tn. �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè

sinnt.
Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íîðìû îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, âîïðîñ î íà-

õîæäåíèè òî÷íîé êîíñòàíòû â ýòîì íåðàâåíñòâå ðàâíîñèëåí íàõîæ-

äåíèþ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

ẋ(0) → max, ‖x(·)‖C(T) 6 δ, x(·) ∈ Tn. (6.2)

Âìåñòî δ ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó, íî ìû

âçÿëè δ äëÿ ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ýòà çà-

äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî

�óíêöèîíàëà x(·) 7→ ẋ(0) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Tn ïî ñëåäóþùåé èí-

�îðìàöèè: ïîëèíîìû x(·) ∈ Tn èçâåñòíû ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå
C(T), ò. å. î êàæäîì x(·) ∈ Tn èçâåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ C(T) òàêàÿ,
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÷òî ‖x(·) − y(·)‖C(T) 6 δ. �àññóæäàÿ êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,

ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ èìååò âèä

ϕ̂(y(·)) = 1

2n

2n∑

i=1

(−1)i+1

2 sin2 τi2
y(τi), τi =

(2i− 1)π

2n
, i = 1, . . . , 2n.

È ñíîâà, èñïîëüçóåòñÿ íå âñÿ �óíêöèÿ y(·), à ëèøü åå çíà÷åíèÿ â 2n
òî÷êàõ.

6.3. Íåðàâåíñòâà Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà. Ïîä òàêèìè íåðà-

âåíñòâàìè ïîíèìàþò íåðàâåíñòâà âèäà

∥∥x(k)(·)
∥∥
Lq(T )

6 K
∥∥x(·)

∥∥α
Lp(T )

∥∥x(n)(·)
∥∥β
Lr(T )

, (6.3)

ãäå 0 6 k < n � öåëûå, 1 6 p, q, r 6 ∞, α, β > 0 è T = R èëè R+,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ �óíêöèé x(·) ∈ Lp(T ), ó êîòîðûõ (n − 1)-ÿ
ïðîèçâîäíàÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà T è x(n)(·) ∈ Lr(T ).
Ýòî ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç W n

p,r(T ).
Ïðè �èêñèðîâàííîì T íåðàâåíñòâî (6.3) çàâèñèò îò ïÿòè ïàðà-

ìåòðîâ k, n, p, q, r (÷èñëà α è β îïðåäåëÿþòñÿ èìè îäíîçíà÷íî).

Ïåðâîå òî÷íîå (ò. å. ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé êîíñòàíòîé K) íåðà-

âåíñòâî ïîäîáíîãî âèäà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà T = R+, k = 1, n = 2 è

p = q = r = ∞ áûëî äîêàçàíî Ýäìóíäîì Ëàíäàó â 1913 ã. Â 1938 ã.

À. Í. Êîëìîãîðîâ äîêàçàë òî÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ 1 6 k < n
è p = q = r = ∞. Äî ñèõ ïîð ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ

ÿðêèõ â ýòîé òåìàòèêå.

Íàõîæäåíèå òî÷íîé êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå (6.3) ðàâíîñèëüíî

íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è:

∥∥x(k)(·)
∥∥
Lq(T )

→ max,
∥∥x(·)

∥∥
Lp(T )

6 δ,
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1.

Çäåñü òàêæå âìåñòî δ è 1 ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà.

Åñëè q = ∞, òî íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàâíîñèëüíî

íàõîæäåíèþ çíà÷åíèÿ òàêîé çàäà÷è

x(k)(0) → max,
∥∥x(·)

∥∥
Lp(T )

6 δ,
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1, (6.4)

êîòîðàÿ èìååò âèä çàäà÷è (2.1), ãäå X = W n
p,r(T ), Λ � ëèíåéíûé

�óíêöèîíàë x(·) 7→ x(k)(0), I � îïåðàòîð âëîæåíèÿ W n
p,r(T ) â Lp(T ) è

W =Wn
p,r(T ) =

{
x ∈ W n

p,r(T ) :
∥∥x(n)(·)

∥∥
Lr(T )

6 1
}
.
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Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ñîñòîèò â

òîì, ÷òîáû âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà x(·) 7→ x(k)(0) íà
êëàññå W ïî ñëåäóþùåé èí�îðìàöèè: èçâåñòíû çíà÷åíèÿ �óíê-

öèé èç W ñ òî÷íîñòüþ äî δ â ìåòðèêå Lp(T ), ò. å. î êàæäîé

�óíêöèè x(·) ∈ W èçâåñòíà �óíêöèÿ y(·) ∈ Lp(T ) òàêàÿ, ÷òî

‖x(·)− y(·)‖Lp(T ) 6 δ.

Ëåêöèÿ 7. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå è íåðàâåíñòâà

äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ëàíäàó � Êîëìîãîðîâà

Åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è (6.4) èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, òî

â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâó-

åò ëèíåéíûé îïòèìàëüíûé ìåòîä, è ñîîáðàæåíèÿ çäåñü àíàëîãè÷-

íû òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 èç

ëåêöèè 5. Íå áóäåì çäåñü äîêàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåãî îáùåãî ðå-

çóëüòàòà, à ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå, êîãäà â çàäà÷å (6.4)

T = R+, n = 1, k = 0 è p = r = 2, ò. å. ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó

x(0) → max, ‖x(·)‖L2(R+) 6 δ, ‖ẋ(·)‖L2(R+) 6 1,

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

x(0) → max,

∫

R+

x2(t) dt 6 δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt 6 1, (7.1)

ãäå x(·) ∈ W 1
2,2(R+).

Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìè-

íèìóìà â ñòàíäàðòíîé òåîðåìå Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà (ñì. ëåê-

öèþ 5). Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâèì çàäà÷å (7.1) çàäà÷ó

−x(0) → min,

∫

R+

x2(t) dt 6 δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt 6 1. (7.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è çàäà-

÷è (7.1). Çàïèøåì �óíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è (7.2), ñ÷èòàÿ, ÷òî

λ0 = 1 (ìû ìîæåì ðàññóæäàòü ýâðèñòè÷åñêè, íå îáîñíîâûâàÿ êàæ-

äûé øàã, ïîñêîëüêó öåëü � óäîâëåòâîðèòü äîñòàòî÷íûì óñëîâè-

ÿì, ò. å. ïðåäúÿâèòü äîïóñòèìóþ �óíêöèè è íóæíûå ìíîæèòåëè
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Ëàãðàíæà):

L (x(·), λ1, λ2) = −x(0)+λ1

( ∫

R+

x2(t) dt− δ2

)
+λ2

( ∫

R+

ẋ2(t) dt− 1

)
.

Ýòî ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, è åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x̂(·) îíà äîñòèãàåò
ìèíèìóìà, òî â ýòîé òî÷êå åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ò. å. äëÿ âñåõ

x(·) ∈ W 1
2,2(R+) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−x(0) + 2λ1

∫

R+

x̂(t)x(t) dt + 2λ2

∫

R+

˙̂x(t)ẋ(t) dt = 0. (7.3)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âî âòîðîì èíòåãðàëå (ñ÷èòàÿ, ÷òî �óíêöèè

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè), ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî

λ2 ¨̂x(t)− λ1x̂(t) = 0, 2λ2 ˙̂x(0) = −1. (7.4)

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî λi > 0, i = 1, 2. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü ñóì-
ìà äâóõ ýêñïîíåíò. Êîý��èöèåíò ïðè ýêñïîíåíòå ñ ïîëîæèòåëüíîé

ñòåïåíüþ äîëæåí áûòü íóëåâûì, è òåì ñàìûì

x̂(t) = ce−
√
λ1/λ2 t.

Èñïîëüçóÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (7.4) è óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé

íåæåñòêîñòè ∫

R+

x2(t) dt = δ2,

∫

R+

ẋ2(t) dt = 1, (7.5)

íàõîäèì, ÷òî c = 1/(2
√
λ1λ2), λ1 = 1/(2δ

√
2δ) è λ2 =

√
δ/(2

√
2) è

çíà÷èò,

x̂(t) =
√
2δ e−t/δ.

Èòàê, �óíêöèÿ x̂(·) äîïóñòèìà â çàäà÷å (7.2), òàê êàê îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (7.5). Ýòà �óíêöèÿ ñ íàáîðîì λ = (λ0, λ1, λ2),
ãäå λ0 = 1, à λ1 è λ2 òîëüêî ÷òî íàéäåíû, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèÿì (a), (b) è (c) òåîðåìû Êàðóøà � Êóíà � Òàêêåðà. Äåéñòâèòåëü-

íî, ñîîòíîøåíèÿ (b) è (c) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíû îáðàçîì. Ôóíêöèÿ

Ëàãðàíæà âûïóêëà ïî x(·) è åå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x̂(·) îáðàùàåòñÿ
â íîëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì

�óíêöèè Ëàãðàíæà, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (a).
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé â òåîðåìå Êàðóøà �

Êóíà � Òàêêåðà, x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è (7.2), à çíà÷èò è çàäà÷è (7.1),

è òåì ñàìûì åå çíà÷åíèå ðàâíî x̂(0) =
√
2δ. Òîãäà ñîãëàñíî îöåí-

êå (2.2)

E(x(0),W 1
2 (T), I, δ) >

√
2δ. (7.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â (7.3) íàéäåííûå x̂(·), λ1 è λ2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ
x(·) ∈ W 1

2,2(R+) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x(0) =
1

δ

∫

R+

e−t/δ x(t) dt −
∫

R+

e−t/δ ẋ(t) dt, (7.7)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî.

Îïèðàÿñü íà ýòî ðàâåíñòâî è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî

áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.1 (ñì. ëåêöèþ 5),
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé ìåòîä ϕ̂ : L2(R+) → R, äåéñòâóþ-

ùèé ïî ïðàâèëó

ϕ̂(y(·)) = 1

δ

∫

R+

e−t/δ y(t) dt,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òåì íå ìåíåå, ïðîâåäåì çäåñü ýòè ðàññóæäå-

íèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ̂. Ïóñòü x(·) ∈ W 1
2 (T) è y(·) ∈

L2(R+) òàêîå, ÷òî ‖x(·)− y(·)‖L2(R+) 6 δ. Òîãäà, â ñèëó (7.7), èìååì

x(0)− ϕ̂(y) = x(0)− 1

δ

∫

R+

e−t/δ y(t) dt =

= x(0)− 1

δ

∫

R+

e−t/δ x(t) dt+
1

δ

∫

R+

e−t/δ (x(t) − y(t)) dt =

= −
∫

R+

e−t/δ ẋ(t) dt+
1

δ

∫

R+

e−t/δ (x(t) − y(t)) dt.

Îöåíèâàÿ èíòåãðàëû ñïðàâà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî,

ïîëó÷èì, ÷òî

∣∣x(0)− ϕ̂(y)
∣∣ 6

√
δ

2
‖ẋ(·)‖L2(R+) +

1

δ

√
δ

2
‖x(·)− y(·)‖L2(R+) 6

√
2δ
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è çíà÷èò, e(x(0),W 1
2 (T), I, δ, ϕ̂) 6

√
2δ. Îòñþäà è èç îöåíêè (7.6) ñëå-

äóåò, ÷òî

√
2δ 6 E(x(0),W 1

2 (T), I, δ) 6 e(x(0),W 1
2 (T), I, δ, ϕ̂) 6

√
2δ,

ò. å. ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ

�óíêöèîíàëîâ. Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ çàäà÷àìè âîññòàíîâëåíèÿ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ. Íà÷íåì ñ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé ïî êîíå÷íîìó íàáîðó èõ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå.

Ñíà÷àëà ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç W 1
2 (T) (íàïîìíèì, T îáîçíà÷àåò îòðåçîê [−π, π] ñ

èäåíòè�èöèðîâàííûìè êîíöàìè) ñîâîêóïíîñòü àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò L2(T). Ïóñòü x(·) ∈ W 1

2 (T). Òîãäà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýòà

�óíêöèÿ â êàæäîé òî÷êå t åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

Ôóðüå

x(t) =
a0
2

+

∞∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt),

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî. Êîý��èöèåíòû Ôóðüå ak è bk
âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

ak = ak(x(·)) =
1

π

π∫

−π

x(t) cos kt dt, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk = bk(x(·)) =
1

π

π∫

−π

x(t) sin kt dt, k = 1, 2, . . .

Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî òî÷-

íûì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé

êëàññ �óíêöèé:

W 1
2 (T) =

{
x(·) ∈ W 1

2 (T) : ‖ẋ(·)‖L2(T) 6 1
}
.

Ïóñòü n1 è n2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîïóñòèì, ÷òî î êàæ-

äîé �óíêöèè x(·) ∈ W 1
2 (T) íàì èçâåñòíû åå êîý��èöèåíòû Ôóðüå
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ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n1, è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n2. Ìû õî-

òèì ïî ýòîé èí�îðìàöèè âîññòàíîâèòü �óíêöèè èç êëàññà W 1
2 (T).

Â òåðìèíàõ îáùåé ïîñòàíîâêè çäåñü X = W 1
2 (T), Z = L2(T), Λ �

îïåðàòîð âëîæåíèÿ W 1
2 (T) â L2(T), èí�îðìàöèîííûé îïåðàòîð I =

In1,n2 : W 1
2 (T) → Rn1+n2+1

, In1,n2x(·) = (a0, a1, . . . , an1 , b1, . . . , bn2) è
δ = 0.

Â äàííîé çàäà÷å ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ îáî-

çíà÷èì òàê: E(W 1
2 (T), In1,n2).

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü n0 = min(n1, n2). Òîãäà

E
(
W 1

2 (T), In1,n2

)
=

1

n0 + 1
.

Ìåòîä

ϕ̂(In1,n2x(·))(t) =
a0
2

+

n0∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt), t ∈ T,

ãäå ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n0 è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n0, ÿâëÿ-

åòñÿ îïòèìàëüíûì.

Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ êîý��èöèåíòû Ôóðüå �óíêöèè èçâåñòíû òî÷-

íî, îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò íå âñå êîý��èöèåíòû Ôóðüå, à

òîëüêî ñ íîìåðàìè äî n0 (à èõ ìîæåò áûòü î÷åíü ìàëî).

Ëåêöèÿ 8. Îïòèìàëüíîå âîññòàíîâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé è ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ñ�îðìóëèðîâàííîé â êîíöå ïðåäûäó-

ùåé ëåêöèè, äîñòàòî÷íî ïðîñòî, è ïîýòîìó ïðèâåäåì åãî çäåñü.

⊳ Ñîãëàñíî îöåíêå (2.2) èç ïåðâîé ëåêöèè ïîãðåøíîñòü îïòèìàëü-

íîãî âîññòàíîâëåíèÿ íå ìåíüøå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

‖x(·)‖L2(T) → max, In1,n2x(·) = 0, ‖ẋ(·)‖L2(T) 6 1 (8.1)

íà ïðîñòðàíñòâå W 1
2 (T). Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå S(W 1

2 (T), In1,n2)
ýòîé çàäà÷è íå ìåíüøå 1/(n0 + 1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü n0 = n1. �àññìîòðèì �óíêöèþ x0(t) =
cos(n0 + 1)t/(n0 + 1). Òîãäà ÿñíî, ÷òî In1,n2x0(·) = 0. Ýëåìåíòàðíûé
ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ‖ẋ0(·)‖L2(T) = 1 è ‖x0(·)‖L2(T) = 1/(n0 + 1).
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Åñëè n0 = n1, òî áåðÿ �óíêöèþ x0(t) = sin(n0 + 1)t/(n0 + 1), ïðè-
õîäèì ê òåì æå âûâîäàì. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ x0 äîïóñòèìà â
çàäà÷å (8.1) è, ñëåäîâàòåëüíî, S(W 1

2 (T), In1,n2) > 1/(n0 + 1). Îòñþäà
âìåñòå ñ îöåíêîé (2.2) ïîëó÷àåì, ÷òî

E
(
W 1

2 (T), In1,n2

)
>

1

n0 + 1
. (8.2)

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ϕ̂ èç �îðìóëèðîâêè òåîðåìû. Ïðåä-

âàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî åñëè x(·) ∈ W 1
2 (T), òî äëÿ ýòîé �óíêöèè è

åå ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâû ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ

1

π

π∫

−π

x2(t) dt =
a20
2

+

∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)

è

1

π

π∫

−π

ẋ2(t) dt =

∞∑

k=1

k2
(
a2k + b2k

)
.

Ïóñòü x(·) ∈ W 1
2 (T). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ x(·),

ýëåìåíòàðíûå îöåíêè è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ẋ(·), áóäåì èìåòü

∥∥x(·)− ϕ(In1,n2x(·))(·)
∥∥2
L2(T)

=

∞∑

k=n0+1

(
a2k + b2k

)
6

6
1

(n0 + 1)2

∞∑

k=n0+1

k2
(
a2k + b2k

)
6

1

(n0 + 1)2

∞∑

k=1

k2
(
a2k + b2k

)
=

=
1

(n0 + 1)2
∥∥ẋ(·)

∥∥2
L2(T)

6
1

(n0 + 1)2
.

Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà è

ïåðåõîäÿ ñëåâà ê âåðõíåé ãðàíè ïî âñåì x(·) ∈ W 1
2 (T), ïîëó÷àåì

îöåíêó

e
(
W 1

2 (T), In1,n2 , ϕ̂
)
6

1

n0 + 1
.

Îòñþäà è (8.2) ñëåäóåò, ÷òî

1

n0 + 1
6 E

(
W 1

2 (T), In1,n2

)
6 e
(
W 1

2 (T), In1,n2 , ϕ̂
)
6

1

n0 + 1
,

ò. å. ϕ̂ � îïòèìàëüíûé ìåòîä è E(W 1
2 (T), In1,n2) = 1/(n0 + 1). ⊲
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8.1. Âîññòàíîâëåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé ìåòðèêå ïî

íåòî÷íûì çíà÷åíèÿì êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå. �àññìîòðèì òå-

ïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ �óíêöèè x(·) íà òîì æå êëàññå W 1
2 (T),

íî â ñèòóàöèè, êîãäà âìåñòî òî÷íûõ çíà÷åíèé åå êîý��èöèåíòîâ Ôó-

ðüå ak = ak(x(·)), k = 0, 1, . . . , n1 è bk = bk(x(·)), k = 1, . . . , n2,

èçâåñòíû ëèøü èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ, ò. å. èçâåñòíû ÷èñëà

ã0, ã1, . . . , ãn1 è b̃1, . . . , b̃n2 òàêèå, ÷òî

|ak − ãk| 6 δ, k = 0, 1, . . . , n1, |bk − b̃k| 6 δ, k = 1, . . . , n2,

ãäå δ > 0.

Ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å îáîçíà-

÷àåì òàê E(W 1
2 (T), In1,n2 , δ).

Äëÿ êàæäîãî δ > 0 ïîëîæèì

p(δ) = max
{
p ∈ Z+ : δ2p(p+ 1)(2p+ 1) < 3

}
.

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü p0 = p0(δ, n1, n2) = min(p(δ), n1, n2). Òîãäà

E
(
W 1

2 (T
)
, In1,n2 , δ

)
=

1

p0 + 1

√
1 +

δ2

6
(p0 + 1)(8p20 + 13p0 + 3) .

Ìåòîä

ϕ̂(ã0, . . . , ãn1 , b̃1, . . . , b̃n2)(t) =

=
ã0
2

+

p0∑

k=1

(
1−

(
k

p0 + 1

)2
)
(
ãk cos kt+ b̃k sin kt

)
, t ∈ T,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò äàëåêî íå âñþ èìå-

þùóþñÿ èí�îðìàöèþ î êîý��èöèåíòàõ Ôóðüå, à òó, êîòîðóþ èñ-

ïîëüçóåò, �èëüòðóåò (¾ñãëàæèâàåò¿). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî

ïðîèñõîäèò íà ïðàêòèêå: âûñîêèå ÷àñòîòû îòáðàñûâàþò, à íèçêèå

ñãëàæèâàþò.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê çàäà÷å îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî íåòî÷íûì íà÷àëüíûì äàííûì.
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8.2. Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ïî íåòî÷íûì åãî èçìåðåíèÿì

â äðóãèå ìîìåíòû âðåìåíè. �àñïðîñòðàíåíèå òåïëà íà ïðÿìîé R

îïèñûâàåòñÿ, êàê õîðîøî èçâåñòíî, óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè

∂u

∂t
=
∂2u

∂t2
,

ãäå u(·, ·) � �óíêöèÿ íà [0,∞)×R ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì òåìïåðàòóðû

u(0, ·) = u0(·).
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u0(·) ∈ L2(R). Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

âûïèñàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Ïóàññîíà

u(t, x) = u(t, x;u0(·)) =
1

2
√
πt

∫

R

e−
|x−ξ|2

4t u0(ξ) dξ, (8.3)

è ïðè ýòîì u(t, ·) → u0(·) ïðè t→ 0 â ìåòðèêå L2(R).
Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè 0 6

t1 < . . . < tn ïðèáëèæåííî èçâåñòíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð

u(t1, ·), . . . , u(tn, ·). Òî÷íåå ãîâîðÿ, èçâåñòíû �óíêöèè yi(·) ∈ L2(R)
òàêèå, ÷òî

∥∥u(ti, ·)− yi(·)
∥∥
L2(R)

6 δi, i = 1, . . . , n,

ãäå δi > 0, i = 1, . . . , n. Ìû õîòèì êàæäîìó òàêîìó íàáîðó �óíê-

öèé ñîïîñòàâèòü �óíêöèþ èç L2(R), êîòîðàÿ áû íàèëó÷øèì îáðà-

çîì àïïðîêñèìèðîâàëà èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà R â

�èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t.
Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à íå ïîïàäàåò ïîä îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà-

÷è îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííóþ â ïåðâîé ëåê-

öèè, íî êîòîðóþ ëåãêî îáîáùèòü, ÷òîáû ïîêðûâàëñÿ è ýòîò ñëó÷àé.

Ìû íå ñòàëè ýòîãî äåëàòü, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå. Íåïî-

ñðåäñòâåííî çäåñü ïîñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

âîññòàíîâëåíèÿ.

Êàæäîìó ìåòîäó ϕ èç (L2(R))
n = L2(R) × . . . × L2(R) â L2(R)

ñîïîñòàâëÿåì åãî ïîãðåøíîñòü ïî �îðìóëå

e
(
t, δ, ϕ

)
= sup

u0(·)∈L2(R), y(·)∈(L2(R))
n,

‖u(ti,·)−yi(·)‖L2(R)
6δi, i=1,...,n

∥∥u(t, ·)− ϕ(y(·))(·)
∥∥
L2(R)

,

ãäå y(·) = (y1(·), . . . , yn(·)) è δ = (δ1, . . . , δn).
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Êàê è ðàíüøå, íàñ èíòåðåñóåò ïîãðåøíîñòü îïòèìàëüíîãî âîññòà-

íîâëåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò âèä

E(t, δ ) = inf
ϕ : (L2(R))n→L2(R)

e(t, δ, ϕ),

è îïòèìàëüíûå ìåòîäû, ò. å. ìåòîäû, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü äî-

ñòèãàåòñÿ.

Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñäåëàåì íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè A � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâàX , òî coA îáîçíà÷àåò âûïóêëóþ îáîëî÷êóA, ò. å. íàèìåíü-
øåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå A. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â
L2(R) îáîçíà÷àåì ÷åðåç F .

Íà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (t, x) ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

(ñì. ðèñ. 8.1)

M = co
{
(tj , ln(1/δj)), 1 6 j 6 n

}
+
{
(t, 0) | t > 0

}
.

�èñ. 8.1.

Îïðåäåëèì �óíêöèþ θ(·) íà [0,∞) ðàâåíñòâîì: θ(t) =
max{x |(t, x) ∈ M}, ïðè÷åì θ(t) = −∞, åñëè (t, x) /∈ M äëÿ âñåõ x.
ßñíî, ÷òî íà [t1,∞) �óíêöèÿ θ(·) � âîãíóòàÿ ëîìàíàÿ. Îáîçíà÷èì

÷åðåç ts1 < . . . < tsk åå òî÷êè èçëîìà (ñ÷èòàÿ t1 òàêæå òî÷êîé èç-

ëîìà, ò. å. ts1 = t1), êîòîðûå, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

òî÷åê {t1, . . . , tn}.
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Äëÿ t ∈ (tsj , tsj+1), 1 6 j 6 k − 1, ìû ïîëàãàåì

λsj (t) =
tsj+1 − t

tsj+1 − tsj

(
δsj
δsj+1

) −2(t−tsj
)

tsj+1
−tsj

,

λsj+1 (t) =
t− tsj

tsj+1 − tsj

(
δsj
δsj+1

) 2(tsj+1
−t)

tsj+1
−tsj

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è λsj (t) < 1.
Îïðåäåëèì òàêæå ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

Bj(t) =

{
ξ ∈ R : |ξ| 6

√
− lnλsj (t)

2(t− tsj )

}
.

Òåîðåìà 8.2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Äëÿ ëþáîãî t > 0

E(t, δ ) = e−θ(t).

2) Åñëè t ∈ (tsj , tsj+1), 1 6 j 6 k − 1, òî ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ
�óíêöèé ω(·) íà R òàêèõ, ÷òî





∣∣e−(t−tsj )a(ξ) − ω(ξ)e−(tsj+1
−tsj )a(ξ)

∣∣2

λsj (t)
+

|ω(ξ)|2
λsj+1 (t)

6 1, ξ ∈ Bj(t),

0, ξ 6= Bj(t)

íåïóñòî è äëÿ êàæäîé òàêîé �óíêöèè ω(·) ìåòîä ϕ̂ω, îïðåäåëåííûé
ïî �îðìóëå

ϕ̂ω(y1(·), . . . , yn(·))(·) = (Kj ∗ ysj )(·) + (Kj+1 ∗ ysj+1 )(·),

ãäå F [Kj ](ξ) = e−(t−tsj )a(ξ) −ω(ξ)e−(tsj+1
−tsj )a(ξ)

è F [Kj+1](ξ) = ω(ξ)
äëÿ ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

3) Åñëè t = tsj , òîãäà ìåòîä ϕ̂, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé

ϕ̂(y1(·), . . . , yn(·))(·) = ysj (·), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
4) Åñëè t > tsk , òî ìåòîä ϕ̂, îïðåäåëåííûé �îðìóëîé

ϕ̂(y1(·), . . . , yn(·))(·) = (K ∗ ysk)(·), ãäå F [K](ξ) = e−(t−tsk )a(ξ)
äëÿ

ï. â. ξ ∈ Rd, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.
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Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ñ�îðìóëèðîâàííîé òåî-

ðåìû.

1. Åñëè t1 > 0 è 0 6 t1 < t, òî θ(t) = −∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

E(t) = +∞; ò. å. ïðîøëîå íåëüçÿ âîññòàíîâèòü ïî íåòî÷íîìó íàñòî-

ÿùåìó. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé ìåòîä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïòè-

ìàëüíûé.

2. Ôîðìóëû äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíû êîððåêòíî.

Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèè ω(·), î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíû, è òàê êàê îíè

ðàâíû íóëþ âíå íåêîòîðîãî øàðà, òî îíè ïðèíàäëåæàò L2(R).
3. Îïòèìàëüíûå ìåòîäû ëèíåéíû, ñãëàæèâàþò íàáëþäåíèÿ è èñ-

ïîëüçóþò èí�îðìàöèþ î íå áîëåå, ÷åì äâóõ èçìåðåíèÿõ.

4. Åñëè t = ti è ti íå òî÷êà èçëîìà �óíêöèè θ(·), òî îïòèìàëüíûé
ìåòîä ïîçâîëÿåò ýòî èçìåðåíèå óòî÷íèòü.
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OPTIMAL RECOVERY OF LINEAR FUNCTIONALS

AND OPERATORS

G. G. Magaril-Il'yaev

The le
tures present the beginnings of the theory of optimal re
overy of the values

of linear fun
tionals and operators on 
lasses of sets whose elements are known

approximately. Parti
ular attention is paid to the re
overy of linear fun
tionals,

where the theory relies heavily on the methods of 
onvex analysis. Various

examples are given, mainly related to problems of 
lassi
al approximation theory.

The le
tures are intended for a wide range of readers.
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overy, optimal method, extremal problem, 
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1

Æ. Ä. Òîòèåâà

Â öèêëå ëåêöèé ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû Ñåí-Âåíàíà. Äàííûå çà-

äà÷è ó÷èòûâàþò áîêîâóþ ïðèòî÷íîñòü (îáúåì ïðèòåêàþùåé æèäêîñòè íà

åäèíèöó äëèíû ðóñëà), ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì �àêòîðîì ïðè ìîäåëèðîâà-

íèè òàêèõ êàòàñòðî�è÷åñêèõ ÿâëåíèé êàê ïàâîäêîâûå ïîòîêè. �àññìîòðåíû

ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ ïîñòðîåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíû è èçó÷åíû ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ âîëíû ïðî-

ðûâà â ãèäðîòåõíè÷åñêèõ ñîîðóæåíèÿõ ïðè îáâàëüíî-îïîëçíåâûõ ÿâëåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ¾ìåëêîé¿ âîäû, áîêîâàÿ ïðèòî÷íîñòü, ïàâîäêî-

âûå ïîòîêè, âîëíû ïðîðûâà, êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííàÿ ìîäåëü.

Ëåêöèÿ 1. Ëèíåàðèçîâàííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷

òåîðèè ¾ìåëêîé¿ âîäû

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåïîñðåäñòâåí-

íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ãðàâèòàöèîííûõ âîëíàõ â åñòåñòâåííûõ âî-

äîåìàõ ñîâñåì íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ãèäðàâëè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè çàëîæåíû â XIX âåêå. Äåéñòâèòåëüíî, îíà

âîñõîäèò åùå ê ðàáîòå Ìàññàó 1889 ãîäà, â êîòîðîé áûëè ïðåäïðèíÿ-

òû ïåðâûå ïîïûòêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåóñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ

âîäû â âîäîåìàõ. Íåóñòàíîâèâøåìñÿ, èëè íåñòàöèîíàðíûì, äâèæå-

íèåì æèäêîñòè íàçûâàåòñÿ äâèæåíèå, ïåðåìåííîå ïî âðåìåíè. Ïðè

ýòîì äâèæåíèè âåêòîð ñêîðîñòè (v), ãëóáèíà ïîòîêà æèäêîñòè (H)

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè íå òîëüêî êîîðäèíàò òî÷êè, íî è âðåìåíè.

Âïåðâûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âîäû â ðóñëàõ ðåê áûëè âûâåäåíû

�ðàíöóçñêèì ó÷åíûì Ñåí-Âåíàíîì â 1871 ã. Ñ òåõ ïîð èäååé Ìàññàó

ðóêîâîäñòâîâàëèñü ìíîãèå äðóãèå àâòîðû (áîëüøåé ÷àñòüþ, íå çíàÿ

î ðàáîòå Ìàññàó), íàïðèìåð, Ïðåéñâåðê, Êàðìàí, Òîìàñ è Ñòîêåð.

Ïåðèîä 30�40 ãã. XX âåêà õàðàêòåðèçîâàëñÿ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì

1

Êóðñ ëåêöèé ïîäãîòîâëåí â Ñåâåðî-Êàâêàçñêîì öåíòðå ìàòåìàòè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèé ÂÍÖ �ÀÍ ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè, ñîãëàøåíèÿ � 075-

02-2021-1844, � 075-02-2022-896, � 075-02-2023-914.
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�èçè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ èíæåíåðíûõ çàäà÷ ãèäðàâëèêè îò-

êðûòûõ ïîòîêîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ êà÷åñòâåííî-

ãî àíàëèçà èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, â äàëüíåéøåì ìîäåëè ñòàëè ïðèìå-

íÿòüñÿ â êà÷åñòâå îñíîâ äëÿ ïðèíÿòèÿ ïðîåêòíûõ ðåøåíèé. Â 1938 ã.

�óíäàìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå íåóñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèé â îò-

êðûòûõ ðóñëàõ áûëî âûïîëíåíî àêàäåìèêîì ÀÍ ÑÑÑ� Ñ. À. Õðè-

ñòèàíîâè÷åì. Â ðàáîòå äåòàëüíî èçó÷åíû ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê è âîçìîæíîñòè åãî îáîáùåíèÿ.

×óòü ïîçæå áûëè âûïîëíåíû íîâûå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-

íèé Ñåí-Âåíàíà ïî àäàïòàöèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé [1℄. Ñòèìóëîì äëÿ

êðóïíûõ èññëåäîâàíèé ïî íåóñòàíîâèâøåìóñÿ äâèæåíèþ ïîñëóæèëà

ïðîáëåìà çàòîïëåíèÿ çåìåëü èç-çà íàâîäíåíèÿ ðåêè Ìèññóðè â êîíöå

40-õ ãã. ãîäîâ.

Â 60-70-å ãã. íàä ìåòîäàìè ðàñ÷åòà íåóñòàíîâèâøèõñÿ òå÷åíèé â

ñèñòåìàõ îòêðûòûõ ðóñåë àêòèâíî ðàáîòàþò ó÷åíûå Èíñòèòóòà ãèä-

ðîäèíàìèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ� ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Î. Ô. Âà-

ñèëüåâà [2, 3℄. Îäíîâðåìåííî ïðîâîäèëèñü ðàáîòû è àíàëèòè÷åñêîãî

õàðàêòåðà ïî ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ñåí-

Âåíàíà (ÌÈÑÈ, ÂÍÈÈ� èìåíè Âåäåíååâà, �ðóç ÍÈÈÝ�Ñ è äð).

Ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îáðàçîâàíèÿ ãðàâè-

òàöèîííûõ âîí â ãîðíûõ âîäîåìàõ â ñëó÷àå îïîëçíåé, îáâàëîâ è ïî-

ñòóïëåíèé ïîòîêîâ ëàâèííîãî õàðàêòåðà.

Äàëåå â 80�90-õ ãîäàõ áûëà ïðîâåäåíà áîëüøàÿ ðàáîòà â ðàç-

âèòèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ãèäðîäèíàìèêè ó÷åíûìè Èíñòèòóòà âû-

÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà

Þ. È. Øîêèíà è äð. [4�6℄.

×òî êàñàåòñÿ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû îáðàçîâàíèÿ ãðà-

âèòàöèîííûõ âîëí, òî ñåé÷àñ ìîæíî ãîâîðèòü èìåííî î êà÷åñòâåííîì

ðàçâèòèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè-

ðîäíûõ è àíòðîïîãåííûõ êàòàñòðî�, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè

ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü, íà-

ïðèìåð, ðàáîòû ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âîëí

öóíàìè Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ [7, 8℄.

Äàííûé ìàòåðèàë çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ íåêîòîðûìè ìåòîäà-

ìè (êàê àíàëèòè÷åñêèìè, òàê è ÷èñëåííûìè) ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà. Ìàòåðèàë íå ïðåòåíäóåò

íà ïîëíîòó, à ëèøü ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûå ý��åêòèâíî ðåøàåìûå

ïîñòàíîâêè çàäà÷, èíòåðåñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé.
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1.1. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ íà÷àëü-

íî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà.

1.1.1 �åøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà. Ââèäó áîëüøîãî ÷èñëà èñïîëüçó-

åìûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ðàñ÷åòíûõ �îðìóë, ïðèâå-

äåì èõ ïåðå÷åíü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïîñòàíîâêîé çàäà÷: x � ïðî-

ñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ (ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà); t � âðåìåííàÿ

ïåðåìåííàÿ; ω(x, t) � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (¾æèâîå¿ ñå-

÷åíèå) âîäîòîêà, ðóñëà ðåêè; v(x, t) � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè;

H(x, t) � ãëóáèíà âîäîòîêà; i = const � óêëîí äíà ðóñëà; g � óñêî-

ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; Q(x, t) = νω � ðàñõîä (îáúåì æèäêî-

ñòè, ïðîòåêàþùèé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ðóñ-

ëà); K(x, t) � ìîäóëü ðàñõîäà, ïðè÷åì ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè

Q = Kν6i; R(x, t) = ω
χ � ãèäðàâëè÷åñêèé ðàäèóñ, χ = B+2H � ñìî-

÷åííûé ïåðèìåòð, B(x, t) � øèðèíà âîäîòîêà; q(x, t) � ïóòåâîé ïðè-

òîê èëè èíòåíñèâíîñòü áîêîâîé ïðèòî÷íîñòè âîäîòîêà (ìîæåò áûòü

îáóñëîâëåíà ñíåãîòàÿíèåì è äîæäåâûìè îñàäêàìè), èíûìè ñëîâàìè,

îáúåì æèäêîñòè, ïðèòåêàþùèé íà åäèíèöó äëèíû âîäîòîêà (ðóñëà

ðåêè).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà èìååò âèä

{
∂ω
∂t + ∂Q

∂x = q,
∂Q
∂t + ∂

∂x

(
Q2

ω

)
= gω

(
i− ∂H

∂x − Q2

K2

)
.

(1.1)

Â äàííîé ñèñòåìå èñêîìûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ðàñõîäQ, ãëó-
áèíà H è ïëîùàäü æèâîãî ñå÷åíèÿ ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòåñòâåí-
íîå ðóñëî ïîòîêà æèäêîñòè áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì, ò. å. ω = BH ,

ãäå B = const � èçâåñòíàÿ øèðèíà ïîòîêà ïî ñâîáîäíîé ïîâåðõíî-

ñòè. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ. Ýòîìó

æå ñïîñîáñòâóåò ïðèìåíåíèå íåêîòîðûõ ãèäðàâëè÷åñêèõ �îðìóë, à

èìåííî, ìîäóëü ðàñõîäà, íàïðèìåð, âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

K = ωC
√
R,

ãäå = 1
nR

1
6
� êîý��èöèåíò Øåçè (ïî �îðìóëå Ìàííèíãà), n � êî-

ý��èöèåíò øåðîõîâàòîñòè äíà, çàäàííûé â ñïåöèàëüíûõ òàáëèöàõ.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðóñëî øèðîêîå, ò. å. H >> B. Èñõîäÿ èç

ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ

R =
ω

χ
=

BH

B + 2H
= H

1

1 + 2HB
≈ H.
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Òîãäà,

K =
1

n
ωH

2
3 =

1

n
BH

5
3 .

Òàêèì îáðàçîì, âûøåèçëîæåííûå âûêëàäêè ïîçâîëèëè ñóçèòü

ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé äî äâóõ, îïèñûâàþùèõ èçìåíåíèå

ðàñõîäà æèäêîñòè è ãëóáèíû.

Èíòåíñèâíîñòü áîêîâîé ïðèòî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé è çàäà-

åòñÿ �îðìóëîé

q(x, t) =

{
q0, 0 6 t 6 T, 0 6 x 6 L,

0, otherwise.
(1.2)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îáëàñòè îïðåäåëèòü �óíêöèè ðàñõîäà è

ãëóáèíû âîäîòîêà ñèñòåìû (1.1) ñ ó÷åòîì (1.2), åñëè íà÷àëüíûå è

âíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q(x, 0) = Q0(x), H(x, 0) = H0(x),

Q(0, t) = Q1(t), H(0, t) = H1(t),

Q
∣∣
x=∞ <∞, H

∣∣
x=∞ <∞,

(1.3)

ãäå Q0(x), H0(x), Q1(t), H1(t) � çàäàííûå �óíêöèè.

Öåëü çàäà÷è � ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è (1.1)�(1.3), ïðèìåíÿÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè. Ïðåäïî-

ëàãàåì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî èìåëî ìåñòî óñòàíîâèâøååñÿ è ðàâíî-

ìåðíîå äâèæåíèå âîäû â ðàññìàòðèâàåìîì ðóñëå ïðè ðàñõîäå âîäû

Q0 = const è ãëóáèíå âîäû H0 = const. Òîãäà ðàññìîòðèì ìàëûå

îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ çíà÷åíèé

Q = Q0 + Q̃(x, t), H = H0 + H̃(x, t), (1.4)

ãäå H̃(x, t), Q̃(x, t) � âåëè÷èíû, êâàäðàòàìè êîòîðûõ ìîæíî ïðåíå-

áðå÷ü.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (1.4) â (1.1), ïîëó÷èì îòäåëüíûå ÷ëåíû

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå H̃Q̃, H̃2
, Q̃2

. Ïðåíåáðåãàÿ ýòèìè ÷ëåíàìè

ââèäó èõ ìàëîñòè, âûâîäèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Q̃, H̃ :

{
∂Q̃
∂t + a∂H̃∂x + b∂Q̃∂x = cH̃ − lQ̃,

B ∂H̃
∂t + ∂Q̃

∂x = q,
(1.5)
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a = BgH0 −
Q2

0

BH2
0

, b = 2
Q0

BH0
,

c =
10

3
g

n2

BH
10
3

0

, l = 2gQ0
n2

BH
7
3
0

.

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (1.5) òîãäà ñ ó÷åòîì (1.3),

(1.4) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q̃(x, t)
∣∣
t=0

= 0 è H̃(x, t)
∣∣
t=0

= 0, (1.6)

Q̃(x, t)
∣∣
x=0

= 0 èëè H̃(x, t)
∣∣
x=0

= 0, (1.7)

Q̃(x, t)
∣∣
x=∞ <∞, H̃(x, t)

∣∣
x=∞ <∞. (1.8)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê çàäà÷å (1.5)�(1.8):

Qp(x) :=

∞∫

0

Q̃(x, t)e−pt dt, Hp(x) :=

∞∫

0

H̃(x, t)e−pt dt,

q1 :=

∞∫

0

q(x, t)e−pt dt = q0
1− e−pT

p
.

ãäå p � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, Re p > 0. Â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ

áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

pQp(x) :=

∞∫

0

∂Q̃

∂t
(x, t)e−pt dt.

Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñèñòåìà (1.5) ïðèíèìàåò

âèä: 


pQp + a

dHp

dx + b
dQp

dx = cHp − lQp,

pBHp +
dQp

dx = q1.
(1.9)

Óñëîâèÿ (1.6)�(1.7) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

Qp(0) = 0 è Hp(0) = 0, (1.10)

Qp(x)
∣∣
x=∞ <∞ è Hp(x)

∣∣
x=∞ <∞. (1.11)
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Ñèñòåìà (1.9) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíî-

ìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî

(â äàëüíåéøåì èíäåêñ p áóäåò îïóùåí):

− 1

Bp
a
d2Q

dx2
+

(
b+

c

pB

)
dQp
dx

+ (p+)Qp =
c

pB
q1 (1.12)

ñ îáùèì ðåøåíèåì

Q =: Q1(x) = C1e
k1x + C2e

k2x +
cq1

pB(p+ l)
, (1.13)

ãäå k1, k2 � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, ïðè÷åì Re k1 > 0, Re k2 < 0 (ïðåäëàãàåì ïðîâåðèòü ýòî ÷èòàòå-

ëþ).

�àññìîòðèì îáëàñòü Λ = {(x, t) : x > L, t > T }. Â ýòîé îáëàñòè

âî âòîðîì óðàâíåíèè (óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè) ñèñòåìû (1.5) ïðà-

âàÿ ÷àñòü áóäåò ðàâíà íóëþ, òàê êàê ïî óñëîâèþ â îáëàñòè Λq = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.12) ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì, è îáùåå

ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

Q =: Q2(x) = C3e
k1x + C4e

k2x. (1.14)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ C1, C2, C3, C4 âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè (1.15) è óñëîâèÿìè ñêëåéêè (1.16) ïðè x = L:

Q2

∣∣
x=∞ = 0 ⇒ C3 = 0, òàê êàê Re k1 > 0, Re k2 < 0,

Q1

∣∣
x=0

= 0 ⇒ C1 + C2 +
cq1

pB(p+ l)
= 0,

(1.15)

Q1

∣∣
x=L

= Q2

∣∣
x=L

⇒ C1e
k1L + C2e

k2L + Fp = C4e
k2L,

∂Q1

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
∂Q2

∂x

∣∣∣∣
x=L

⇒ k1C1e
k1L + k2C2e

k2L = k2C4e
k2L.

(1.16)

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ Fp îáîçíà÷àåò ÷àñòíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.12):

Fp =
10gn2Q2

0q1

3pB2H
10
3

0

(
p+ 2g n2

BH
7
3
0

Q0

) .
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Óðàâíåíèÿ (1.15)�(1.16) îáðàçóþò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî òðåõ íåèçâåñòíûõ. �åøàÿ åå, íàõîäèì:

C1 =
k2e

−k1L

k1 − k2
Fp, C2 =

Fp
(
k1 − k2 + k2e

−k1L
)

k2 − k1
,

C4 =

(
−1 +

k2e
−k1L

k2 − k1
− k1e

−k2L

k2 − k1

)
Fp.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò ñîîòâåòñòâåííî â (1.13) è

(1.14) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî C3 = 0, âûâîäèì:

Q1 =

[
k2

k1 − k2
e−k1Le−k1x +

(
k2

k1 − k2
e−k1L − 1

)
ek2x + 1

]
Fp,

Q2 =

(
−1 +

k2
k2 − k1

e−k1L − k1
k2 − k1

e−k2L
)
ek2xFp.

(1.17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ Q ïîëó÷àåì:

Q =

{
Q1, 0 6 x 6 L,

Q2, x > L.

Òåïåðü, ÷òîáû ïîëó÷èòü èñêîìûé ðàñõîä, íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü

îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíûå òàáëè-

öû): Q̃(x, t) =
∫ y+i∞
y−i∞ Q(x)ept dp :

Q̃ =

{
Q1(x, t), 0 6 x 6 L,

Q2(x, t), x > L,
(1.18)

ãäå

Q1(x, t) = P (x, t) + P1(x, t) − P2(x, t) + Y (t), (1.19)

Q2(x, t) = P1(x, t)− P2(x, t) + P3(x, t). (1.20)

Ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (1.19)�(1.20), ÿâëÿþòñÿ îá-

ðàòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëàïëàñà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ
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â âûðàæåíèÿõ (1.17). Ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ìîæåì âûâåñòè âíåøíèé âèä ýòèõ �óíêöèé:

P (x, t) = eµ1(x−L)
t∫

0

(
λ2
α
e−

β
α
(t−τ) − µ2

β

(
e−

β
α
(t−τ) − 1

))
×

×
τ∫

0

δ (s− λ1(L− x)) Y1(τ − s) ds dτ,

ãäå

µ1,2 = µ±
b

2
√
a

BgH0 − Q2
0

BH2
0

, µ =

5
3g

n2

BH
10
3

0

Q2
0

BgH0 − Q2
0

BH2
0

,

λ1,2 = λ±
√
a

BgH0 − Q2
0

BH2
0

, λ =

Q0

H0

BgH0 − Q2
0

BH2
0

,

ò. å. k1 = λ1p+ µ1, k2 = λ2p+ µ2,

k2 − k1 = − 2
√
a

BgH0 − Q2
0

BH2
0

(
p+

b

2a

)
= −(αp+ β),

çäåñü δ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà; Y1(t) � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Ëàïëàñà îò

Fp

p :

Y1(t) = −A
γ

(
e−γt − 1

)
+
A

γ

t∫

0

δ(τ − T )
(
e−γt − 1

)
dτ,

A =
10gn2Q2

0q0

3B62H
10
3
0

, γ =
2gn3Q0

BH
7
3
0

,

P1(x, t) = −eµ2x−µ1L

t∫

0

(
λ2
α
e−

β
α
(t−τ) − µ2

β

(
e−

β
α
(t−τ) − 1

))
×

×
t∫

0

δ(s− λ1L+ λ2x)Y1(τ − s) ds dτ,
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P2(x, t) = eµ2x

t∫

0

δ(τ + λ2x)Y (t− τ) dτ,

ãäå Y (t) � îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò Fp:

Y (t) = − A

γ2
(
e−γt − 1 + γt

)
− A

γ2

t∫

0

δ(τ − T )
(
e−γt − 1 + γ(t− τ)

)
dτ,

è, íàêîíåö,

P3(x, t) = eµ2(x−L)
t∫

0

(
λ1
α
e−

β
α
(t−τ) − µ1

β

(
e−

β
α
(t−τ) − 1

))
×

×
t∫

0

δ(s− λ2(L− x))Y1(τ − s) ds dτ.

Êàê ìû âèäèì, êîìïîíåíòû äëÿ �îðìóëû ðàñõîäà (1.18) ïîëó÷à-

þòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì

óïðîùåííûé âàðèàíò ñèñòåìû (1.5).

1.2 Óïðîùåííàÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-

äà÷à, ñâÿçàííàÿ ñ ïàâîäêîâûìè ïîòîêàìè. Íåïðèçìàòè÷åñêèì

íàçûâàåòñÿ ðóñëî, ó êîòîðîãî �îðìà äíà â ïëàíå ìåíÿåòñÿ ïî äëèíå.

Òàêèå ðóñëà ìîãóò áûòü ðàñøèðÿþùèìèñÿ èëè ñóæàþùèìèñÿ. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ðóñëî íàçûâàåòñÿ ïðèçìàòè÷åñêèì.

Âîçüìåì íåïðèçìàòè÷åñêîå òðàïåöåèäàëüíîå ðóñëî (áîëåå ïðè-

áëèæåííîå ê åñòåñòâåííîìó), ò. å. øèðèíà ïîòîêà ïî ñâîáîäíîé ïî-

âåðõíîñòè:

B = B0 + (m1 +m2)
H

2
,

çäåñü B0 = const � øèðèíà ïî äíó, m1 = ctgφ1 è m2 = ctgφ2 � êî-

ý��èöèåíòû îòêîñîâ, ãäå φ1, φ2 � óãëû, îáðàçóåìûå îòêîñàìè ðóñëà.

Áîêîâóþ ïðèòî÷íîñòü âûðàçèì �îðìóëîé

q(x, t) = q̄0e
−s1xe−s2t,

ãäå s1, s2, q̄0 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðè÷åì çíà÷å-

íèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáúåì âñåãî
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ïðèòîêà áûë òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå çàäàíèÿ áîêîâîé ïðèòî÷íîñòè

ðàçðûâíîé �óíêöèåé (3). Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç W îáúåì ïðèòîêà,

òî, î÷åâèäíî, ÷òî

W =

∞∫

0

dx

∞∫

0

q(x, t) dt =
q̄0
s1s2

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1.2) ñëåäóåò ðàâåíñòâî W = q0TL. Ñëåäîâà-
òåëüíî, q̄0 = Ws1s2

LT . Òàê êàê â ïðåäñòàâëåíèè (1.2) ïðè x → ∞ è

t → ∞ áîêîâàÿ ïðèòî÷íîñòü ðàâíà íóëþ, òî êîíñòàíòû s1 è s2 ïîä-
áèðàþòñÿ èç ðàâåíñòâ: e−s1L = e−10

è e−s2T = e−10
, îòñþäà s1 = 10

L ,

s2 = 10
T . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì q0 =W 100

LT .

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (1.5)

ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

{
∂Q̃
∂t + a1

∂H̃
∂x + a2

∂Q̃
∂x + a3Q̃− a4H̃ = 0,

∂H̃
∂t + b1

∂Q̃
∂x = b1q(x, t),

ãäå

a1 = gω0 − (B0 + (m1 +m2)H0)
Q2

0

ω2
0

,

a2 = 2
Q0

ω0
, a3 = 2gω0

Q0

K2
0

,

a4 = 2gω0
Q2

0

K3
0

1

n

(
5

3
B0H

2
3
0 +

m1 +m2

2
H

5
3
0

)
, b1 =

1

B
.

Ïîÿâèâøèåñÿ â êîý��èöèåíòàõ âåëè÷èíû ω0, K0 íå ÷òî èíîå, êàê

ñðåäíèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïëîùàäü æèâîãî ñå÷åíèÿ è ìî-

äóëü ðàñõîäà:

ω0 =

(
B0 + (m1 +m2)

H0

2

)
H0,

K0 = ω0


 ω0

b0 +
(√

1 +m2
1 +

√
1 +m2

2

)
H0




2
3

.

Ñëàãàåìûå a3Q̃−a4H̃ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîçìóùåíèå ñèëû òðå-

íèÿ. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýòèìè ñëàãàåìûìè, òî ðåøåíèå ñèñòåìû çíà÷è-
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òåëüíî óïðîùàåòñÿ. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óïðîùåííîé ëèíå-

àðèçîâàííîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä:





∂Q̃
∂t + a1

∂H̃
∂x + a2

∂Q̃
∂x = 0,

∂H̃
∂t + b1

∂Q̃
∂x = b1q(x, t),

(1.21)

Q̃(x, t)
∣∣
t=0

= 0, H̃(x, t)
∣∣
t=0

= 0,

Q̃(x, t)
∣∣
x=0

= 0, H̃(x, t)
∣∣
t=0

= 0,

Q̃(x, t)
∣∣
x=∞ <∞, H̃(x, t)

∣∣
x=∞ <∞.

(1.22)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (1.21)�(1.22), ïîëó÷èì:




pQp + a1

dHp

dx + a2
dQp

dx = 0,

pHp + b1
dQp

dx = b1
q̄0
p+s2

e−s1x,
(1.23)

Qp(0) = 0, Hp(0) = 0, (1.24)

Qp(x)
∣∣
x=∞ <∞, Hp(x)

∣∣
x=∞ <∞. (1.25)

Äëÿ ðåøåíèÿ (1.23)�(1.25) âûðàçèì Hp èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

(1.23) è ïîäñòàâèì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî Qp:

d2Q

dx2
− a2p

a1b1

dQp
dx

− p2

a1b1
Qp = − s1

p+ s2
q̄0e

−s1x

ñ îáùèì ðåøåíèåì

Qp = C̃1e
k1x + C̃2e

k2x + Ãe−s1x,

ãäå k1, k2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

k2 − a2p

a1b1
k − p2

a1b1
= 0,
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ïðè÷åì

a1b1 =
gω0

B
− Q2

0

ω2
0

= c20 − v20 , Re k1 > 0, Re k2 < 0,

k2 = −γp, γ = − 1

c0 + v0
.

Çäåñü c0 � ñêîðîñòü Ëàãðàíæà äëèííîé âîëíû íà ¾ìåëêîé¿ âîäå,

v0 � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîòîêà.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (1.24), (1.25) äëÿ Qp(x), èìååì:

Qp(x) = C̃2e
−γpx + Ãe−s1x, C̃2 = −Ã. (1.26)

Äëÿ êîý��èöèåíòà Ã íàõîäèì:

Ã =
s1q̄0a1b1

(p+ s2)(p− p1)(p− p2)
, p1,2 = (v0 ± c0)s1.

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (1.26), îêîí÷àòåëüíî

âûâîäèì äëÿ ðàñõîäà (t > 0):

Q̃(x, t) = s1q̄0a1b1

(
Ae−(s1x+s2t) +Be−s1x+p1t + Ce−s1x+p2t

)
,

t 6 −γx,
(1.27)

Q̃(x, t) = s1q̄0a1b1

[
A
(
e−(s1x+s2t) − e−s2(t+γx)

)
+

+C
(
e−s1x+p2t − ep2(t+γx)

)]
, t − γx.

(1.28)

A =
1

(s2 + p1)(s2 + p2)
, B =

1

(s2 + p1)(p1 − p2)
,

C =
1

(s2 + p2)(p1 − p2)
.

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âûñîòû H̃(x, t), âîñïîëüçóåìñÿ âòî-
ðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (1.21):

∂H̃

∂t
= −b1

∂Q̃

∂x
+ b1q(x, t).
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�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) 0 6 t 6 −γx èëè t 6 x
c0+v0

;

2) t > x
c0+v0

.

Â ïåðâîì ñëó÷àå:

H̃1(x, t) = −b1
t∫

0

∂Q̃

∂x
dτ + b1

t∫

0

q(x, τ) dτ.

Äè��åðåíöèðóÿ (1.27) ïî ïåðåìåííîé x, à çàòåì èíòåãðèðóÿ â

óêàçàííûõ ïðåäåëàõ ïðîèçâîäíóþ ðàñõîäà ïî ïåðåìåííîé x è �óíê-
öèþ q(x, t), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ H̃1(x, t):

H̃1(x, t) = a1b1s
2
1q̄0

[
− A

s2

(
e−s1x−s2t − e−s1x

)
+

+
B

p1

(
e−s1x+p1t − e−s1x

)
+
C

p2

(
e−s1x+p2t − e−s1x

) ]

+ b1q̄0e
−s1x (1− e−s2t

) 1

s2
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå

H̃2(x, t) = −b1
∫
∂Q̃

∂x
dτ + b1

∫
q(x, τ) dτ + Ĉ,

ãäå ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñêëåéêè ïðè

t = x
c0+v0

:

H̃1(x, t)
∣∣
t= x

c0+v0

= H̃2(x, t)
∣∣
t= x

c0+v0

. (1.29)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì:

H̃2(x, t) = a1b1s
2
1q̄0

[
−A

s2
e−s1x−s2t +

C

p2
e−s1x+p2t

]
+

+ a1b1s
2
1q̄0

[
− A

c0 + v0
e−s2(t−

x
c0+v0

) +
C

c0 + v0
(ep2(t−

x
c0+v0

)

]
+

− b1
s2
q̄0e

−s1x(1− e−s2t) + Ĉ.

Òîãäà èç (1.29) ìîæíî áóäåò îïðåäåëèòü ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðî-

âàíèÿ è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòü â ÿâíîì âèäå �îðìóëû äëÿ ðàñ-

÷åòà ãëóáèíû.
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Èòàê, îêîí÷àòåëüíî,

H̃(x, t) =

{
H̃1(x, t), 0 6 t 6 x

c0+v0
,

H̃2(x, t), t > x
c0+v0

.
(1.30)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå (1.27), (1.28), (1.30) óïðîùåííîé ñèñòåìû

(1.21), (1.22) î÷åíü óäîáíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ è äëÿ âåðè-

�èêàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé êâàçèëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷å-

ñêîé ñèñòåìû.

Ëåêöèÿ 2. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïàâîäêîâûõ âîëí

2.1. �èäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Êîíâåêòèâ-

íî-äè��óçèîííàÿ ìîäåëü äëÿ äâèæåíèÿ ïàâîäêîâûõ ïîòî-

êîâ â ñëó÷àå îäíîãî ðóñëà. Çàïèøåì ñèñòåìó Ñåí-Âåíàíà â íåñ-

êîëüêî èíîì âèäå:

∂H

∂t
+

1

B

∂vω

∂x
=
q(x, t)

B
, (2.1)

1

g

∂v

∂t
+
v

g

∂v

∂x
+
∂H

∂x
− i+

Q2

K2
= 0. (2.2)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

Q(x, 0) = Q0(x), h(x, 0) = h0(t), (2.3)

Q(0, t) = Q1(t), h(0, t) = h1(t), (2.4)

Q(L, t) = Q2(t). (2.5)

Äâà ïåðâûõ ÷ëåíà � ýòî èíåðöèîííûé ÷ëåíû èëè óêëîí ëèíèè

ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùèé óñêîðåíèþ. Ýòè ñëàãàåìûå äëÿ ðàçëè÷-

íûõ óñëîâèé òå÷åíèÿ èìåþò ðàçëè÷íóþ îòíîñèòåëüíóþ çíà÷èìîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà 3 ÷àñà ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ðåêå èçìåíÿåòñÿ

îò 1,0 äî 2,0 ì/ñåê (âåñüìà áîëüøîå èçìåíåíèå) è íà ðàññòîÿíèè

10 êì âñëåäñòâèå ðàñøèðåíèÿ ïîòîêà ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ îò 1,5

äî 1,0 ì/ñåê. Òîãäà äâà ïåðâûõ ÷ëåíà óðàâíåíèÿ (2.2) áóäóò ðàâíû

ñîîòâåòñòâåííî

1

9, 81
· 1

3600
≈ 1, 0 · 10−5,

1

9, 81
· 1, 5 · 0, 5

10000
≈ 0, 75 · 10−5.
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Óêëîí äíà ðåêè Òåðåê ìåæäó ãîðîäàìè Âëàäèêàâêàç è Áåñëàí èìååò

ïîðÿäîê 10−2
. Ýòîò òèïè÷íûé ïðèìåð óêàçûâàåò î âîçìîæíîñòè ïðå-

íåáðåãàòü ïàðàìåòðàìè óñêîðåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè âîëíû ïðîðûâà

âäàëè îò ðàçðóøåííîãî îãðàæäàþùåãî âîäíûé ïîòîê ñîîðóæåíèÿ.

Åñëè â (2.2) îïóñòèòü ïåðâûå äâà ÷ëåíà, îíî ïðèìåò âèä

∂H

∂x
− i+

Q2

K2
= 0. (2.6)

Ïîëàãàÿ, ÷òî øèðèíà ðóñëà ðåêè B = B(x,H) ïî äëèíå ïîòîêà èç-
ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî è, äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíî-

ñòè (2.1) ïî ïåðåìåííîé x, à äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.2) ïî ïåðå-
ìåííîé t, ïîëó÷èì

∂2H

∂x∂t
+

1

B

∂2Q

∂x2
= 0, (2.7)

∂2H

∂x∂t
+

2Q

K2

∂Q

∂t
− 2Q2

K3

∂K

∂t
= 0. (2.8)

Äàëåå, 
 ó÷åòîì òîãî, ÷òî K = K(H(x, t)),

∂K

∂t
=
dK

dH

∂H

∂t
=
dK

dH

(
− 1

B

∂Q

∂x
+
q

B

)
. (2.9)

Èñêëþ÷èâ

∂2H
∂x∂t èç óðàâíåíèé (2.7) è (2.8), ñ ó÷åòîì (2.9) ïîëó÷àåì

ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé

∂Q

∂t
− Q

KB

dK

dH

∂Q

∂x
− K2

2QB

∂2Q

∂x2
+

Q

KB

dK

dH
q = 0. (2.10)

Èíòåíñèâíîñòü áîêîâîé ïðèòî÷íîñòè q(x, t) ïðåäïîëàãàåòñÿ çà-

äàííîé íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé â îáëàñòè Ω è

îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ äàííûõ (èíòåí-

ñèâíîñòè äîæäåâûõ îñàäêîâ èëè ñíåãîòàÿíèÿ), à òàêæå ñ ó÷åòîì âå-

ëè÷èíû âîäîñáîðíîé ïëîùàäè ðåêè.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ U = Q
KB

dK
dH , D = K2

2QB , íà÷àëüíî-êðàåâàÿ

çàäà÷à äëÿ (2.10) ïåðåïèøåòñÿ:

∂Q

∂t
+ U

∂Q

∂x
−D

∂2Q

∂x2
− Uq +D

∂q

∂x
= 0, (2.11)

Q(x, 0) = Q0(x), (2.12)
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Q(0, t) = Q1(t), (2.13)

Q(L, t) = QL(t). (2.14)

Óðàâíåíèå (2.11) ïðåäñòàâëÿåò êëàññè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííîãî ïðîöåññà ñ ó÷åòîì ïðèòî÷íî-

ñòè. Ñêîðîñòü êîíâåêöèè äëÿ ðàñõîäà ðàâíÿåòñÿ

Q
KB

dK
dH , à êîý��èöè-

åíò äè��óçèè �

K2

2QB . Ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ ðàâíà

Q
KB

dK
dH q− K2

2QB
∂q
∂x .

Åñëè èíåðöèîííûå ïàðàìåòðû äåéñòâèòåëüíî ïðåíåáðåæèìî ìàëû,

òî óðàâíåíèå (2.11) äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåìåùå-

íèÿ ïàâîäî÷íîé âîëíû.

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ (2.11)�(2.14) êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìå-

òîäîì. �àññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ ïðîñòðàíñòâà Ω. Íà ïëîñêî-

ñòè (x, t) ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó µ = {i∆x, k∆t), i = 1, 2, . . . , N ,

k = 0, 1, 2, . . . ,K1, ãäå ∆x = L1

N è ∆t = T1

K1
� øàãè ñåòêè ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì x è t ñîîòâåòñòâåííî. Âìåñòî �óíêöèè Q(x, t) áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ñåòî÷íóþ �óíêöèþ Qki = Q(i∆x, k∆t). Ïðèìåíèì ñëåäóþùèé

÷åòûðåõòî÷å÷íûé øàáëîí:

∂Q

∂t
≈ Qk+1

i −Qki
∆t

,
∂Q

∂x
≈ Qk+1

i+1 −Qk+1
i−1

2∆x
,

∂2Q

∂x2
≈ Qk+1

i+1 − 2Qk+1
i +Qk+1

i−1

(∆x)2
.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ çàïèøåòñÿ òàê:

Qk+1
i −Qki
∆t

+ Uki
Qk+1
i+1 −Qk+1

i−1

2∆x
−Dk

i

Qk+1
i+1 − 2Qk+1

i +Qk+1
i−1

(∆x)2
−

−Uki q
k
i +Dk

i

(
∂Q

∂x

)k

i

= 0,

(2.15)

Qk+1
0 = Q0((k + 1)∆t), Qk+1

N = Qk+1
L , Q0

i = Q0(i∆x),

i = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.
(2.16)

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû. ×òîáû

îöåíèòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè, íàäî ñíà÷àëà îöåíèòü ïîãðåøíîñòü àï-

ïðîêñèìàöèè è íàéòè àïðèîðíûå îöåíêè, âûðàæàþùèå óñòîé÷èâîñòü

ïî âõîäíûì äàííûì. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà îá

îöåíêå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è).
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Òåîðåìà 2.1. Ïîñòðîåííàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2.15)�
(2.16) àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ çàäà÷ó (2.11)�(2.14) ñ ïîðÿäêîì

O(∆t+ (∆x)2) è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∥∥Qk
∥∥
C
6
∥∥Q0

∥∥
C
+

k−1∑

j=0

∆t
∥∥ϕj

∥∥
C
+max(|Qk0 |, |QkL|),

ãäå

∥∥Qk
∥∥
C
= max06i6N |Qi|, ϕki = −Uki qki∆t+Dk

i

(
∂q
∂x

)k
i
∆t.

⊳ Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.11) è åãî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã

(2.15) â îïåðàòîðíîì âèäå:

∂Q

∂t
+ LQ = F,

Qk+1
i −Qki

∆t
+ L∆xQ = F ki .

Ïóñòü Q(xi, tk) � òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (2.11)�(2.14),

Q̃ki � ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (2.15)�(2.16). Ïóñòü

Q̃ki = z +Q(xi, tk),

òîãäà äëÿ ïîãðåøíîñòè z ïîëó÷àåì

zk+1
i − zki

∆t
+ L∆xz = ψ


 îäíîðîäíûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ãäå

ψ = L∆xQ+ F ki − Qk+1
i −Qki

∆t

åñòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñõåìû (2.15)�(2.16) íà ðåøåíèè

Q(x, t) çàäà÷è (2.11)�(2.14) (èëè íåâÿçêà ñõåìû).
Ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíè ∆t, ∆x â îêðåñò-

íîñòè (xi, tk) ïîëó÷èì, ÷òî ψ = O(∆t + (∆x)2).
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ â âèäå:

akiQ
k+1
i−1 − ckiQ

k+1
i + bkiQ

k+1
i+1 = −fki ,

ãäå

aki = −
(
Uki

∆t

2∆x
+Dk

i

∆t

(∆x)2

)
, cki = −

(
1 +Dk

i

2∆t

(∆x)2

)
,
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bki = Uki
∆t

2∆x
−Dk

i

∆t

(∆x)2
,

fki = −Uki qki∆t+Dk
i

(
∂q

∂x

)k

i

∆t−Qki = ϕki −Qki .

Çà�èêñèðóåì k. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî k0 ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà:

∣∣ak0i
∣∣ > 0,

∣∣bk0i
∣∣ > 0, dk0i =

∣∣ck0i
∣∣−
∣∣ak0i

∣∣−
∣∣bk0i

∣∣ = 1 > 0,

i = 1, . . . , N − 1.

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû îá îöåíêå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è [9℄, ïîëó-

÷àåì îöåíêó:

∥∥Qj+1
∥∥
C
6

∥∥∥∥∥
f ji
dji

∥∥∥∥∥
C

+max
(∣∣Qj+1

0

∣∣,
∣∣Qj+1

L

∣∣
)
6

6
∥∥Qj

∥∥
C
+∆t

∥∥ϕj
∥∥
C
+max

(∣∣Qj+1
0

∣∣,
∣∣Qj+1

L

∣∣
)
.

Ñóììèðóÿ ïî j = 0, 1, . . . , k0 − 1, ïîëó÷àåì

∥∥Qk0
∥∥
C
6
∥∥Q0

∥∥
C
+∆t

k0−1∑

j=0

∥∥ϕj
∥∥
C
+max

(∣∣Qk00
∣∣,
∣∣Qk0L

∣∣
)
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè k0 ïîëó÷àåì äàííîå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáî-

ãî k. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäå-

íèÿ ñëåäóåò àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñõåìû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíèì ìåòîä ëèíåéíîé

�àêòîðèçàöèè (ìåòîä ïðîãîíêè). Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ âûâåñòè

�îðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ

Qki = Ai+1Q
k+1
i+1 +Bi+1.

Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì Qk+1
i−1 = AiQ

k+1
i +Bi â (2.15), ïîëó÷àåì

−ckiQk+1
i + bkiQ

k+1
i+1 + akiAiQ

k+1
i + akiBi = −fki ,

Qk+1
i =

bki
cki − akiAi

Qk+1
i+1 +

fki + akiBi

cki − akiAi
.
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Ïðèðàâíèâàÿ ê Qk+1
i = Ai+1Qk+1

i+1
+Bi+1, èìååì

Ai+1 =
bki

cki − akiAi
, (2.17)

Bi+1 =
fki + akiBi

cki − akiAi
. (2.18)

Âûðàæåíèÿ (2.17) è (2.18) ïðåäñòàâëÿþò ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-

øåíèÿ äëÿ ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ A1 è B1

âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì è ïðåäïîëîæåíèåì î ëèíåéíîé

�àêòîðèçàöèè

Qk+1
0 = A1Q

k+1
1 +B1,

òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè

A1 = 0, B1 = Qk+1
1 .

Çíà÷åíèÿ ðàñõîäà Qk+1
i , i = N − 1, N − 2, . . . 2, îïðåäåëÿþòñÿ â ðå-

çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî õîäà ìåòîäà ïðîãîíêè

Qk+1
i = Ai+1Q

k+1
i+1 +Bi+1, i = N − 1, . . . , 2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ãëóáèíû ñ ïåðâîãî âçãëÿäà êàæåòñÿ

óìåñòíûì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Îäíàêî íà ïðàê-

òèêå, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ

B
∂H

∂t
+
∂q

∂x
= q

ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñóùåñòâåííîé çàâèñèìî-

ñòüþ ñõîäèìîñòè ìåòîäà îò øàãîâ ïî âðåìåíè è ïî ïðîäîëüíîé êîîð-

äèíàòå. Çäåñü ý��åêòèâíåå èñïîëüçîâàòü òàêæå íåÿâíûé ìåòîä ïðî-

ãîíêè, ãäå ïîäîáíîé çàâèñèìîñòè íå íàáëþäàåòñÿ. Ïîëüçóÿñü àíàëî-

ãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè è èñêëþ÷àÿ ðàñõîä âîäû è ïëîùàäü æèâî-

ãî ñå÷åíèÿ, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ñåí-Âåíàíà (2.1), (2.2) ïðèâîäèòñÿ ê

ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî ãëóáèíû ïîòîêà:

∂H

∂t
+ U

∂H

∂x
−D

∂2H

∂x2
− 1

B
q(x, t) = 0,

H(x, 0) = H0(x),
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H(0, t) = H1(t),

H(L, t) = HL(t).

Ââîäÿ ðàâíîìåðíóþ ñåòêó è ïðèìåíÿÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó

îòíîñèòåëüíî H , ïîëó÷àåì:

Hk+1
i −Hk

i

∆t
+ Uki

Hk+1
i+1 −Hk+1

i−1

2∆x
−

−Dk
i

Hk+1
i+1 − 2Hk+1

i +Hk+1
i−1

(∆x)2
− 1

B
qki = 0,

(2.19)

Hk+1
0 = H0((k + 1)∆t), Hk+1

N = Hk+1
L , H0

i = H0(i∆x),

i = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.
(2.20)

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (2.19)�(2.20) ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì ïðî-

ãîíêè àíàëîãè÷íî ñõåìå (2.15)�(2.16). Ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïîêàçà-

ëè ý��åêòèâíîñòü è ïðèåìëåìîñòü äàííîãî àëãîðèòìà. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåäñòàâëåííûé â ïàðàãðà�å ìåòîä ïîçâîëÿåò ýêîíîìè÷íî îïðå-

äåëÿòü çíà÷åíèÿ ðàñõîäà è ãëóáèíû ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â åñòå-

ñòâåííûõ ðóñëàõ ïðè èíòåíñèâíûõ ïðèòîêàõ.

2.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåãèîíàëüíûõ ïà-

âîäêîâûõ ïîòîêîâ. Êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííàÿ ìîäåëü ïà-

âîäêîâûõ ïîòîêîâ äëÿ ðå÷íîé ñèñòåìû òèïà ¾äåðåâî¿. �åãè-

îíàëüíûå ïàâîäêîâûå ïîòîêè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ êîíòàêòíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé íåóñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ âîäû â ðå÷íîé

ñèñòåìå òèïà ¾äåðåâî¿, çàïèñàííîé äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ðóñëà

∂Qj
∂t

+
∂

∂x

(
Q2
j

ωj

)
= gωj

(
ij −

∂Hj

∂x
− Qj|Qj |

K2
j

)
, (2.21)

∂ωj
∂t

+
∂Qj
∂x

= qj(x, t), 0 6 x 6 Lj, t > 0. (2.22)

Ñëàãàåìîå

Qj |Qj |
K2

j

, çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü

èçìåíåíèå çíàêà ñèëû òðåíèÿ ïðè èçìåíåíèè çíàêà ñêîðîñòè, ÷òî

âîçìîæíî ïðè áîëüøîé îáðàòíîé âîëíå, j = 1, 2, . . . , N � ïîðÿäêîâûé

íîìåð ðóñëà.
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Íà÷àëüíûå è âíåøíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

Qj(x, 0) = Qj,0(x), Hj(x, 0) = Hj,0(x), (2.23)

Q1(0, t) = Q1(t), H1(0, t) = H1(t), QN (L, t) = QL(t), (2.24)

ãäå L � ñóììàðíûé êèëîìåòðàæ ðóñåë ðåê.

Ïðè x = Lj

Qj−2 +Qj−1 = Qj , Hj−2 = Qj−1 = Hj , (2.25)

ãäå Hj � îòìåòêà óðîâíåé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðóñëàõ â ìåñòàõ ñëè-

ÿíèÿ ëèáî ðàçâåòâëåíèÿ.

Ïðè ïðèìåíåíèè êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííîãî ïîäõîäà ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ñëåäóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî

òèïà:

∂Qj
∂t

+ Uj
∂Qj
∂x

−Dj
∂2Qj
∂x2

− Ujqj +Dj
∂qj
∂x

= 0. (2.26)

Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.26) äëÿ êàæäîãî ðóñëà

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.23)�

(2.25) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðîùåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïà-

âîäêîâîãî ïîòîêà. Ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ïðîâå-

ñòè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âñåãî ðåãèîíà ïî êàêîé-ëèáî êîíå÷íî-ðàçíîñ-

òíîé ñõåìå. Â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (2.21)�(2.25)

â óïðîùåííîé ìîäåëè (2.23)�(2.26) íå âîçíèêàåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé

âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ðàññìîòðèì ðå÷íóþ ñèñòåìó, â êî-

òîðîé j = 1, 2, 3, ò. å. ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òðåòüå ðóñëî îáðàçóåòñÿ ïðè
ñëèÿíèè ïåðâûõ äâóõ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü ñîñòîèò â íàõîæäåíèè çíà÷åíèé ðàñ-

õîäà è ãëóáèíû â òî÷êå ñëèÿíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû

âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

Bj
∂Hj

∂t
+
∂Qj
∂x

= 0, j = 1, 2, 3,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∂H1

∂t
= − 1

Bj

∂Qj
∂x

,
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ãäå Bj � ðàçìåðû ïî øèðèíå çåðêàëà âîäû â òðåõ ðóñëàõ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Áîêîâîé ïðèòî÷íîñòüþ â òî÷êå â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðå-

íåáðå÷ü.

Òîãäà â òî÷êå ñëèÿíèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà, âûòåêàþ-

ùèå èç óñëîâèÿ (2.25):

1

B1

∂Q1

∂x
=

1

B2

∂Q2

∂x
,

1

B1

∂Q1

∂x
= − 1

B3

∂Q3

∂x
, Q1 +Q2 = Q3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk+1
j,N1

çíà÷åíèå ðàñõîäà äëÿ j-ãî ðóñëà (j = 1, 2, 3)
â (k + 1)-ûé ìîìåíò âðåìåíè â òî÷êå ñëèÿíèÿ (óçåë ñåòêè â ïðîåê-

öèè íà x : xj = Nj∆x). Íàì íåîáõîäèìî çíàòü ýòè çíà÷åíèÿ, òàê

êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñõîäà è ãëóáèíû ïîòîêà êàæäîãî ðóñëà áóäåò

èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä ïðîãîíêè.

Íóæíûå íàì çíà÷åíèÿ ðàñõîäà ìîæíî îïðåäåëèòü èç ðåøåíèÿ

ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:





Qk+1
1,N1

+Qk+1
2,N2

= Qk+1
3,N3

,

1
B1

Qk+1
1,N1

−Qk+1
1,N1−1

∆x = 1
B2

Qk+1
2,N2

−Qk+1
2,N2−1

∆x ,

1
B1

Qk+1
1,N1

−Qk+1
1,N1−1

∆x = − 1
B3

Qk+1
3,N3

−Qk+1
3,N3−1

∆x ,

Qk+1
1,N1−1 = A1

N1
Qk+1

1,N1
+B1

N1
,

Qk+1
2,N2−1 = A2

N2
Qk+1

2,N2
+B2

N2
,

Qk+1
3,N3−1 = A3

N3
Qk+1

3,N3
+B3

N3
,

(2.27)

ãäå k = 1, . . . ,M .

Â ýòîé ñèñòåìå òðè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà âûòåêàþò èç ïðèìåíÿ-

åìîãî ìåòîäà ïðîãîíêè. Êîý��èöèåíòû A1
N1
, B1

N1
, A2

N2
, B2

N2
, A3

N3
,

B3
N3

ëåãêî ñ÷èòàþòñÿ äëÿ êàæäîãî ðóñëà ñ ïîìîùüþ �îðìóë (2.17),

(2.18), òàê êàê A1
1, B

1
1 , A

2
1, B

2
1 , A

3
1, B

3
1 èçâåñòíû áëàãîäàðÿ çàäàííûì

íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì ðàñõîäà â êîíöåâûõ òî÷êàõ.

Ñèñòåìà (2.27) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì �àóññà, ïîñëå íàõîæäåíèÿ øå-

ñòè íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé ðàñõîäà Qk+1
1,N1

, Qk+1
2,N2

, Qk+1
3,N3

, Qk+1
1,N1−1,

Qk+1
2,N2−1, Q

k+1
3,N3−1 íåòðóäíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ãëóáèí â ðàññìàò-

ðèâàåìîé òî÷êå ñëèÿíèÿ. Òàê, èç óðàâíåíèÿ (36) ñëåäóåò:

hk+1
j,Nj

=

(
qkj,Nj

−
Qk+1
j,Nj

−Qk+1
j,Nj−1

∆x

)
∆t

Bj
+ hkj,Nj

, j = 1, 2, 3.
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Ëåêöèÿ 3. Íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ñâîäÿùèåñÿ

ê óðàâíåíèÿì òåîðèè ¾ìåëêîé âîäû¿

Ïðîåêòèðîâàíèå è ñòðîèòåëüñòâî âîäîõðàíèëèù â ãîðíûõ è ïðåä-

ãîðíûõ ìåñòíîñòÿõ ñòàâèò ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè ðÿä çàäà÷, ñâÿ-

çàííûõ ñ îáåñïå÷åíèåì áåçîïàñíîñòè æèçíåäåÿòåëüíîñòè íàñåëåíèÿ.

Îáðóøåíèå çíà÷èòåëüíûõ ìàññ ãîðíîé ïîðîäû â çàïîëíåííîå âîäî-

õðàíèëèùå â ðåçóëüòàòå îáâàëüíî-îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé îáðàçóåò ïî-

âåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, ïðèâîäÿùèå ê ñòèõèéíûì êà-

òàñòðî�è÷åñêèì áåäñòâèÿì â âèäå æåðòâ è ðàçðóøåíèé.

Èññëåäîâàòåëè, ïðîåêòèðîâùèêè è ýêñïëóòàöèîííûå ñëóæáû îáÿ-

çàíû îöåíèâàòü îæèäàåìîå ïîâûøåíèå óðîâíÿ ó ïëîòèíû è îáúåì

ïåðåëèòîé âîäû ÷åðåç ñòâîð ïëîòèíû, à òàêæå çîíó è ñòåïåíü çà-

òîïëåíèÿ ìåñòíîñòè â íèæíåì áüå�å â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ, êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòåíöèàëüíî

âîçìîæíûõ îáâàëüíî-îïîëçíåâûõ ìàññ, ñåëåâûõ è ëàâèíîïîäîáíûõ

ïîòîêîâ. Ýòèì ïóòåì ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü è ïðåäîòâðàòèòü òå ïî-

ñëåäñòâèÿ è óùåðá, êîòîðûå ìîãóò âûçâàòü îáðàçîâàíèå ðàçðóøè-

òåëüíûõ âîëí. Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäå-

ëèðîâàíèþ âûøåîïèñàííûõ ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîÿâëåíèé.

3.1. Êîíâåêòèâíî-äè��óçèîííàÿ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ ïà-

âîäêîâûõ ïîòîêîâ â ðåçóëüòàòå èçëèâà âîäû èç âîäîõðàíè-

ëèùà. �àññìîòðèì âîäîõðàíèëèùå, çàïîëíåííîé âîäîé, ñ ïëîòèíîé

â âåðõíåì áüå�å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèëó ðàçíûõ ïðè÷èí òåõíî-

ãåííîãî õàðàêòåðà ïðîèçîøëî ðàçðóøåíèå ïëîòèíû è èçëèâ âîäû èç

âîäîõðàíèëèùà â ðóñëî ðåêè (íèæíèé áüå�). Ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ

âîëíà ïðîðûâà. Òîãäà â êà÷åñòâå âåðõíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âîñ-

ïîëüçóåìñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îïîðîæíåíèÿ âîäîõðà-

íèëèùà

dW ∗

dt
= −q∗(t),

ãäå W ∗ = W ∗(h) � îáúåì âîäîõðàíèëèùà, h(t) � ãëóáèíà âîäîõðà-

íèëèùà ïðè íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòè, B0 = const � øèðèíà âî-

äîõðàíèëèùà â íèæíåì áüå�å, q∗(t) � ðàñõîä âîäû ÷åðåç ñòâîð ðàç-

ðóøåííîé ïëîòèíû. Èç òåîðèè ãèäðàâëèêè èçâåñòíî, ÷òî èçëèâ âîäû

èç âîäîõðàíèëèùà ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:

dW

dh

dh

dt
= −m

√
2gh

3
2B0, m = 0.43.
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Óñòàíîâèì âèä �óíêöèé W = W (h) è dW
dh . Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîò-

ðèì ïðèçìàòè÷åñêîå âîäîõðàíèëèùå ñ óêëîíîì äíà i0 è øèðèíîé â

íèæíåì áüå�å B1:

W (h) =
B1

2i0
h2,

dW

dh
=
B1

2i0
2h =

B1h

i0
,

îòñþäà

B1

i0
h
dh

dt
= −m

√
2gh

3
2B0.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

h(t) =

(√
h0 −

mi0
√
2gB0

2B1
t

)2

, (3.1)

ãäå h0 � ãëóáèíà âîäîõðàíèëèùà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Èç (3.1) ìîæíî âûâåñòè, ÷òî âðåìÿ ïîëíîãî îïîðîæíåíèÿ âîäîõðà-

íèëèùà îïðåäåëèòñÿ ïî çàâèñèìîñòè

T0 =
2B1

√
h0

mi0
√
2gB0

.

Èñïîëüçóÿ (3.1), ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî ðàñõîä âîäû Q(x, t) (x �

ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà) ÷åðåç ñòâîð ðàçðóøåííîé ïëîòèíû (ñòâîð

x = 0) îïðåäåëèòñÿ ïî çàâèñèìîñòè

q∗(t) =: Q(0, t) = m
√
2gB0

(√
h0 −

mi0
√
2gB0

2B1
t

)2

, 0 6 t 6 T0,

q∗(t) = 0, t > T0.

Ïîñòàâèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ðàñõîäà ïðè îáðàçîâàíèè

âîëíû ïðîðûâà (0 6 x 6 L):

∂Q̃

∂t
+ U0

∂Q̃

∂x
−D0

∂2Q̃

∂x2
= 0, (3.2)

Q̃(x, 0) = 0, (3.3)

Q̃(0, t) = q∗(t), (3.4)

Q̃(L, t) = 0. (3.5)
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Ïðèìåíèì ïîäñòàíîâêó

Q̃(x, t) = Q̂(x, t)e
U0
2D0

x,

â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3.2)�(3.5) îòíîñè-

òåëüíî �óíêöèè Q̂(x, t) çàïèøåòñÿ â âèäå

∂Q̂

∂t
−D0

∂2Q̂

∂x2
+

U2
0

4D0
Q̂ = 0, (3.6)

Q̂(x, 0) = 0, (3.7)

Q̂(0, t) = q∗(t), (3.8)

Q̂(L, t) = 0. (3.9)

Â ðåçóëüòàòå äàëüíåéøåé çàìåíû èñêîìîé �óíêöèè ïî �îðìóëå

Q(x, t) = Q̂(x, t)− q∗(t)
(
1− x

L

)

âûðàæåíèÿ (3.6)�(3.9) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

∂Q

∂t
−D0

∂2Q

∂x2
+

U2
0

4D0
Q = −

(
1− x

L

)( U2
0

4D0
q∗(t) + q∗′(t)

)
, (3.10)

Q(x, 0) = q∗(0)
(
1− x

L

)
, (3.11)

Q(0, t) = 0, (3.12)

Q(L, t) = 0. (3.13)

Ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ Q(x, t) â âèäå òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêîãî ðÿäà ïî ñèíóñàì:

Q(x, t) =

∞∑

n=1

φn(t) sin anx. (3.14)

Êàê èçâåñòíî, �óíêöèÿ 1− x
L ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì â

èíòåðâàëå (0, L):

1− x

L
=

∞∑

n=1

αn(t) sin
πn

L
x,

αn =
2

L

L∫

0

(
1− x

L

)
sin anx dx, an =

πn

L
.

(3.15)
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðÿäà (3.14) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.12)

è (3.13) àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþòñÿ.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.14) è (3.15) â ñîîòíîøåíèÿ (3.10)�(3.13),

òîãäà èìååì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî �óíêöèé φn(t) (3.16) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì (3.17):

dφn
dt

+

(
D0a

2
n +

U2
0

4D0

)
φn(t) = −αn

(
U2
0

4D0
q∗(t) + q∗′(t)

)
, (3.16)

φn(0) = −q∗(0)αn. (3.17)

Îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.16) èìååò ñëåäó-

þùèé âèä:

φn(t) = e
−
(
D0an+

U2
0

4D0

)
t
×

×


C − αn

t∫

0

(
U2
0

4D0
q∗(τ) + q∗′(τ)

)
eλ

2
nτ dτ


 ,

(3.18)

ãäå λn = D0a
2
n +

U2
0

4D0
.

Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ðàâåíñòâå (3.18) îïðåäåëÿåòñÿ èç

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (3.17)

C = −q∗(0)αn, q∗(0) = mB0

√
2gH0H0.

φn(t) = e−λ
2
nt×

×


−αnq∗(0)− αn

t∫

0

(
U2
0

4D0
q∗(τ) + q∗′(τ)

)
eλ

2
nτ dτ


 .

(3.19)

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.19) âìåñòå ñ �îðìóëîé (3.14) ïîçâî-

ëÿåò îïðåäåëèòü èñêîìóþ �óíêöèþ ðàñõîäà è ïðîâåñòè ñåðèþ ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñäåëàòü àíàëèç çàâèñèìîñòè ðàñõîäà îò ðàç-

ëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ðóñëà è ãðàíè÷íûõ äàííûõ (ïðåäëàãàåì ýòî

ñäåëàòü ÷èòàòåëþ).

3.2. Ìîäåëèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí, îáðàçóþùèõ-

ñÿ â ðåçóëüòàòå îáâàëüíî-îïîëçíåâûõ ÿâëåíèé èëè âòîð-

æåíèÿ ïîòîêîâ ñåëåâîãî ëèáî ëàâèííîãî õàðàêòåðà â ãîð-

íûõ âîäîõðàíèëèùàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò xoyz ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèÿìè
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0 6 x 6 L, −B(x)
2 6 y 6

B(x)
2 , −H0(x) 6 z 6 0 è çàïîëíåííàÿ âîäîé,

ïðåäñòàâëÿåò ãîðíîå âîäîõðàíèëèùå íåïðèçìàòè÷åñêîãî î÷åðòàíèÿ

â ïëàíå è ñ ïåðåìåííîé â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ãëóáèíîé H0(x).
Â ñòâîðå x = 0 ðàñïîëîæåíà ïëîòèíà, B(x) � ïðåäñòàâëÿåò ïåðåìåí-

íóþ øèðèíó âîäîõðàíèëèùà.

�àññìîòðèì âîëíîâîå äâèæåíèå âîäû, âûçâàííîå òåì, ÷òî ñ áåðå-

ãà x = L â âîäîõðàíèëèùå âòîðãñÿ îáâàëüíî-îïîëçíåâûé ìàññèâ èëè

ïîòîê ñåëåâîãî ëèáî ëàâèííîãî õàðàêòåðà. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

òåîðèè ìåëêîé âîäû âîëíîâîå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñè-

ñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

∂V

∂t
= −g ∂H

∂x
, (3.20)

B
∂H

∂t
+

∂

∂x
(BH0V ) = 0, (3.21)

ãäå V (x, t) � ñðåäíÿÿ ïî øèðèíå êàíüîíà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ âîäû,

B = B(x) � øèðèíà êàíüîíà, H0(x) � ãëóáèíà âîäû â âîäîõðàíèëè-

ùå ïðè íåâîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè, H(x, t) � âîçìóùåíèå ãëóáèíû â

ðåçóëüòàòå âòîðæåíèÿ ñ áåðåãà x = L.
Ââåäåì �óíêöèþ φ = φ(x, t), ïîäîáíóþ ïîòåíöèàëó ñêîðîñòè, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

V =
∂φ

∂x
, H = −1

g

∂φ

∂t
. (3.22)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.20) îòíîñè-

òåëüíî �óíêöèè φ(x, t) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî, à óðàâíåíèå (3.21)
ïðèíèìàåò âèä

∂2φ

∂t2
− gH0

∂2φ

∂x2
− g

[
dH0

dx
+H0(x)

1

B(x)

dB

dx

]
∂φ

∂x
= 0. (3.23)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàïè-

øóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(x, 0) =
∂φ

∂t
(x, 0) = 0, (3.24)

∂φ

∂t
(0, t) = 0,

∂φ

∂t
(L, t) = V (t), (3.25)

ãäå V (t) � ñêîðîñòü âòîðæåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó

(3.23)�(3.25) äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ¾ìåëêîé¿ âî-

äû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Â äè��åðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (3.23)

êîý��èöèåíòû ïðåäñòàâëÿþò ïåðåìåííûå âåëè÷èíû è ïî ýòîé ïðè-

÷èíå åãî ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé H0(x) è B(x) ñâÿ-

çàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè (åãî ìîæíî

ðåøàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ïðåäëàãàåì ñäåëàòü ýòî ÷èòàòåëþ).

Íî, åñëè ïðåäñòàâèòü î÷åðòàíèÿ âîäîõðàíèëèùà ìàòåìàòè÷åñêèìè

�óíêöèÿìè, òî âîïðîñ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðåøàåòñÿ ý��åêòèâ-

íî.

Ê ïðèìåðó, øèðèíà âîäîõðàíèëèùà àïïðîêñèìèðóåòñÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíîé �óíêöèåé âèäà

B(x) = B0e
sx. (3.26)

Ñêîðîñòü âòîðæåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå �óíêöèè Õåâèñàéäà

V (t) =

{
V0, 0 < t < t0,

0, t > t0.
(3.27)

Âìåñòî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ ñ
ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè (ïðåîáðàçîâàíèå ãîäîãðà�à):

ξ =

∫
dx√
gH0(x)

. (3.28)

Ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3.23)�(3.25) çà-

ïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂ξ2
−
[
gH0

d

dx

(
1√
qH0

)
+

+

√
g

H0

dH0

dx
+
√
gH0

1

B

dB

dx

]
∂φ

∂x
= 0, (3.29)

φ(ξ, 0) =
∂φ

∂t
(ξ, 0) = 0, (3.30)

∂φ

∂ξ
(0, t) = 0,

∂φ

∂ξ
(L1, t) =

√
gH0(L)V (t), (3.31)

ãäå L1 � çíà÷åíèå äëèíû âîäîõðàíèëèùà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (ξ, t).



202 Òîòèåâà Æ. Ä.

Äàëåå, äëÿ óïðîùåíèÿ â óðàâíåíèè (3.29) êîý��èöèåíò ïðè ïðî-

èçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèðàâíèâàåì ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå:

gH0
d

dx

(
1√
qH0

)
+

√
g

H0

dH0

dx
+
√
gH0

1

B

dB

dx
=: c1. (3.32)

Èíòåãðèðóÿ ñ ó÷åòîì (3.26) äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3.32), ïî-

ëó÷èì

H0(x) =

(
C1

s
√
g
+ C2e

−sx
)2

. (3.33)

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1 è C2 ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ âîäîõðàíèëèùàõ:

H0(x)
∣∣
x=0

= H0, H0(x)
∣∣
x=L

= H1.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

H0(x) =

(√
H0 −

√
H0 −

√
H1

1− e−sL
+

(
√
H0 −

√
H1)e

−sx

1− e−sL

)2

. (3.34)

Èòàê, ïðè çàäàíèè øèðèíû è ãëóáèíû âîäîåìà â âèäå �óíê-

öèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âûðàæåíèÿõ (3.26) è (3.34), êîý��èöèåí-

òû äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.29) ñòàíîâÿòñÿ ïîñòîÿííûìè, è

íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, à óðàâíåíèå âîë-

íîâîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó

ïðè s → 0 â âûðàæåíèÿõ (3.26) è (3.34) øèðèíà âîäîåìà ñòàíîâèòñÿ

ïîñòîÿííîé, à ãëóáèíà � ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèåé âòîðîãî ïîðÿäêà

H0(x) =

(√
H0 −

√
H0 −

√
H1

L
−
√
H0

)2

.

Èòàê, äëÿ (3.29) èìååì

∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂ξ2
− c1

∂φ

∂x
= 0, (3.35)

ãäå

c1 =
√
gH0s−

√
gs

√
H0 −

√
H1

1− e−sL
,
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ξ(x) = − A
√
gs(

√
H0A− 1)

ln

∣∣∣∣
√
H0Ae

−sx
√
H0A− 1 + e−sx

∣∣∣∣,

A =
1− e−sL√
H0 −

√
H1

, L1 = ξ(L).

Ïðèìåíèì ê ðàâåíñòâàì (3.30), (3.31), (3.35) ïîäñòàíîâêó

φ(ξ, t) = Φ(ξ, t) exp

(
−c1

ξ

2

)
. (3.36)

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè Φ(ξ, t) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂2Φ

∂t2
− ∂2Φ

∂ξ2
+
c21
4
Φ = 0, (3.37)

Φ
∣∣
t=0

= 0,
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (3.38)

(
∂Φ

∂ξ
− c1

2
Φ

) ∣∣∣∣
ξ=0

= 0,

(
∂Φ

∂ξ
− c1

2
Φ

) ∣∣∣∣
ξ=L1

=
√
gH1V (t)e

c1
2 L1 .

(3.39)

Äàëåå, äëÿ óïðîùåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ââåäåì �óíêöèþ

Ψ(ξ, t):

Ψ(ξ, t) =
∂Φ

∂ξ
− c1

Φ

2
. (3.40)

Òîãäà èç (3.37) èìååì

∂2Ψ

∂t2
− ∂2Ψ

∂ξ2
+
c21
4
Ψ = 0. (3.41)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.38) è (3.39) îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèè Ψ çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ
∣∣
t=0

= 0,
∂Ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (3.42)

Ψ
∣∣
ξ=0

= 0, Ψ
∣∣
ξ=L1

=
√
gH1e

c1
2 L1V (t). (3.43)
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Ïðèìåíèì ïîäñòàíîâêó äëÿ òîãî, ÷òîáû îáíóëèòü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (3.39):

Ψ(ξ, t) = Ψ(ξ, t)−
√
gH1e

c1
2 L1V (t)

ξ

L1
.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (3.41)�(3.43) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè Ψ(ξ, t)
èìååò âèä:

∂2Ψ

∂t2
− ∂2Ψ

∂ξ2
+
c21
4
Ψ = −

√
gH1e

c1
2 L1

ξ

L1

(
V ′′(t)− c21

4
V (t)

)
, (3.44)

Ψ
∣∣
t=0

= 0,
∂Ψ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (3.45)

Ψ
∣∣
ξ=0

= 0, Ψ
∣∣
ξ=L1

= 0. (3.46)

Ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (3.44) ïðåäñòàâèì êàê f(t)ξ, ãäå

f(t) = −
√
gH1e

c1
2 L1

1

L1

(
V ′′(t)− c21

4
V (t)

)
.

Íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ Ψ(ξ, t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñëå-
äóþùåãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà:

Ψ(ξ, t) =

∞∑

n=1

Ψn(t) sin

(
πn

L1
ξ

)
. (3.47)

Ôóíêöèþ ξ ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì â èíòåðâàëå (0, L1):

ξ =

∞∑

n=1

αn sin

(
πn

L1
ξ

)
, αn =

2

L1

t∫

0

ξ sin

(
πn

L1
ξ

)
dξ. (3.48)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.46) àâòîìàòè÷åñêè

óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè Ψn(t) ïîäñòàâèì âûðà-

æåíèÿ (3.48) è (3.47) â (3.44) è (3.45). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

d2Ψn
dt2

+

(
a2n +

c21
4

)
Ψn = αnf(t), (3.49)

Ψn(0) = 0, Ψ
′
n(0) = 0. (3.50)
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Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî V (0) = V ′(0) = 0. �åøåíèå äè��å-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3.49) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.50) èìååò

ñëåäóþùèé âèä:

Ψn(t) =
∞∑

n=1

αn
γn

t∫

0

f(τ) sin(γn(t− τ)) dτ sin(anξ) +
√
gH1e

c1
2 L1

ξ

L1
V (t),

ãäå

γn =

√
a2n +

c21
4
, an =

nπ

L1
.

Ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè Ψ(ξ, t) âûðàæåíèå (3.40) ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü êàê îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

�óíêöèè Φ(ξ, t). Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Φ(ξ, t) = e
c1
2 ξ

[
c(t) +

∫
Ψ(ξ, t)e−

c1
2 ξ dξ

]
.

Ôóíêöèÿ φ(ξ, t) îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (3.36):

φ(ξ, t) = c(t) +

∫
Ψ(ξ, t)e−

c1
2 ξ dξ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ c(t) = 0. Òîãäà ïîëó÷èì

Ψn(t) =

∞∑

n=1

αn
γn

t∫

0

f(τ) sin(γn(t− τ)) dτ ·
∫
e−

c1
2 ξ sin(anξ) dξ,

∫
e−

c1
2 ξ sin(anξ) dξ =

1

γ2n

(
−c1

2
sin(anξ)− an cos(anξ)

)
e−

c1
2 ξ.

Åñëè ñêîðîñòü âòîðæåíèÿ V (t) ïðåäñòàâèì â âèäå �óíêöèè Õå-

âèñàéäà (3.27), òî èíòåãðàë

∫ t
0
f(τ) sin γn(t − τ) dτ óïðîùàåòñÿ, è â

ðåçóëüòàòå åãî âû÷èñëåíèÿ ïîëó÷èì

t∫

0

f(τ) sin γn(t− τ) dτ =

=




β
(
γnV0 +

(
c21
4 − γ2n

)
2V0

γn
sin2

(
γnt
2

))
, 0 < t < t0,

β
(
c21
4 − γ2n

)
2V0

γn
sin
(
γn(2t−t0)

2

)
sin
(
γn

t0
2

)
, t > t0,
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ãäå

β = −
√
gH1e

− c1
2 L1

L1

è äëÿ t > t0

φ(ξ, t) = −2V0
√
gH1e

− c1
2 (L1−ξ)

L1
×

×
∞∑

n=1

αn
γ3n

(
c21
4

− γ2n

)
cos

(
γn(2t− t0)

2

)
sin

(
γn
t0
2

)
×

×
(c1
2
sin(anξ) + an cos(anξ)

)
,

äëÿ t 6 t0 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì:

φ(ξ, t) =
2V0

√
gH1e

− c1
2 (L1−ξ)

L1

∞∑

n=1

αn
γ3n

(
c21
4

− γ2n

)
×

× sin (γnt)
(c1
2
sin(anξ) + an cos(anξ)

)
.

Óðàâíåíèå âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ:

äëÿ t > t0

H(ξ, t) = −1

g

∂φ

∂t
→

H(ξ, t) = −2V0
√
gH1e

− c1
2 (L1−ξ)

L1

∞∑

n=1

αn
γ3n

(
c21
4

− γ2n

)
×

× sin

(
γn(2t− t0)

2

)
sin

(
γn
t0
2

)(c1
2
sin(anξ) + an cos(anξ)

)
,

äëÿ t 6 t0

H(ξ, t) =
2V0

√
gH1e

− c1
2 (L1−ξ)

L1

∞∑

n=1

αn
γ3n

(
c21
4

− γ2n

)
×

× cos (γnt)
(c1
2
sin(anξ) + an cos(anξ)

)
.

Ïîëó÷åííûå �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âûñî-

òó âîëíû, îáðàçóþùåé â âîäîõðàíèëèùå â ðåçóëüòàòå âòîðæåíèÿ ñå-

ëåâûõ ïîòîêîâ. Èñëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà äëÿ
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H(ξ, t) è ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû (ïðåäëàãàåì ïðîâåñòè ÷èòàòåëþ ýòî ñà-

ìîñòîÿòåëüíî) ïîçâîëÿò âûÿâèòü çàâèñèìîñòü âûñîòû âîëíû îò ñêî-

ðîñòè âòîðæåíèÿ, à òàêæå îò ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðè-

ñòèê âîäîõðàíèëèùà.
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QUASILINEAR HYPERBOLIC SYSTEMS

AND RELATED PROBLEMS OF MATHEMATICAL

MODELINGQUASILINEAR HYPERBOLIC SYSTEMS

AND RELATED PROBLEMS OF MATHEMATICAL MODELING

Z. D. Totieva

The le
tures present some methods for solving initial-boundary value problems

for a quasilinear hyperboli
 Saint-Venant system. These problems take into

a

ount the lateral in�ow (volume of in�owing �uid per unit length of the


hannel), whi
h is an important fa
tor in modeling su
h 
atastrophi
 phenomena

as �ood �ows. E�
ient numeri
al algorithms for the 
onstru
ted mathemati
al

models are 
onsidered. In addition, models for the formation of a breakthrough

wave in hydrauli
 stru
tures during landslides are presented and studied.

Key words: shallow water theory, lateral in�ow, �ood �ows, breakthrough

waves, 
onve
tive-di�usion model.
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Ñáîðíèê ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé �îðóì (Èòîãè íàóêè. Þã �îññèè)¿

èçäàåòñÿ Þæíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòèòóòîì � �èëèàëîì Âëàäè-

êàâêàçñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �ÀÍ.

Ê ïóáëèêàöèè â ñáîðíèê ïðèíèìàþòñÿ ìàòåðèàëû ðåãèîíàëüíûõ,

ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ �îðóìîâ (êîí�åðåíöèé, ñèìïîçèóìîâ,

ñåìèíàðîâ, øêîë, âîðêøîïîâ è ò. ä.), îñâåùàþùèå íîâåéøèå äîñòè-

æåíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. Ñòàòüè è ìàòåðèàëû, ðà-

íåå îïóáëèêîâàííûå, à òàêæå ïðèíÿòûå ê îïóáëèêîâàíèþ â äðóãîì

èçäàòåëüñòâå, ðåäêîëëåãèåé íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ïðè îòáîðå ìàòå-

ðèàëîâ äëÿ ñáîðíèêà îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåòñÿ âûñîêèé íàó÷íûé óðî-

âåíü. Ïîñòóïèâøèå â ðåäàêöèþ ñòàòüè è ìàòåðèàëû ïðîõîäÿò îáÿçà-

òåëüíîå íàó÷íîå ðåöåíçèðîâàíèå.

Òåêñò äîëæåí áûòü íàïèñàí íà ðóññêîì èëè àíãëèéñêîì ÿçûêå

è òùàòåëüíî âûâåðåí. Â íà÷àëå ñòàòüè óêàçûâàåòñÿ èíäåêñ ÓÄÊ,

Ô.È.Î. àâòîðà(îâ), àííîòàöèÿ (íå ñîäåðæàùàÿ �îðìóë) è êëþ÷åâûå

ñëîâà. Íàçâàíèå ñòàòüè, Ô.È.Î. àâòîðà(îâ), àííîòàöèþ è êëþ÷åâûå

ñëîâà íåîáõîäèìî ïðåäîñòàâèòü íà àíãëèéñêîì è ðóññêîì ÿçûêàõ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà

êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿä-

êå öèòèðîâàíèÿ. Ññûëêè íà íåîïóáëèêîâàííûå ðàáîòû, ðåçóëüòàòû

êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ, íå äîïóñêàþòñÿ. Ñïèñîê

ëèòåðàòóðû ïðèâîäèòñÿ â êîíöå òåêñòà ñòàòüè. Â íåì äîëæíû áûòü

óêàçàíû: äëÿ ñòàòüåé � àâòîð, ïîëíîå íàçâàíèå ñòàòüè, æóðíàë, ãîä

èçäàíèÿ, òîì, íîìåð (âûïóñê), ñòðàíèöû íà÷àëà è êîíöà ñòàòüè; äëÿ

êíèã � àâòîð, ïîëíîå íàçâàíèå, ãîðîä, èçäàòåëüñòâî, ãîä èçäàíèÿ,

îáùåå êîëè÷åñòâî ñòðàíèö. Ññûëêè íà ëèòåðàòóðó â òåêñòå äàþòñÿ

â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Ñòàòüÿ ïîäïèñûâàåòñÿ àâòîðîì (êîëëåêòèâîì àâòîðîâ) ñ óêàçà-

íèåì �àìèëèè, èìåíè è îò÷åñòâà, ïîëíîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà, ìåñòà

ðàáîòû, äîëæíîñòè, ïîëíîãî ñëóæåáíîãî àäðåñà è àäðåñà ýëåêòðîí-

íîé ïî÷òû.

Ñòàòüþ íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàêðîïàêåòà

LaTeX è î�îðìèòü ñîãëàñíî ñòàíäàðòíûì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿ-

åìûì ê àâòîðñêèì îðèãèíàëàì. Ïðè ïîäãîòîâêå �àéëà îñîáîå âíè-

ìàíèå ñëåäóåò îáðàòèòü íà íåæåëàòåëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ

(ââîäèìûõ àâòîðîì ïðè íàáîðå) êîìàíäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
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îñîáåííî ñ ïàðàìåòðàìè. Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü â îñíîâíîì ñòàíäàðò-

íûå ñðåäñòâà ìàêpîïàêåòà. Òàêæå êðàéíå íåæåëàòåëüíî èñïîëüçî-

âàòü áåç íåîáõîäèìîñòè çíàêè ïpîáåëà. Â ðåäàêöèþ ñòàòüè íåîáõî-

äèìî íàïðàâëÿòü ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå â âèäå ps- èëè pdf-�àéëà è

tex-�àéëà.

Ñòàòüè, ñîäåðæàùèå ðèñóíêè, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïîñëå ñî-

ãëàñîâàíèÿ ñ ðåäàêöèåé òåõíè÷åñêèõ âîïðîñîâ ïîäãîòîâêè ðèñóíêîâ.

Ïðèíÿòûå ê ïóáëèêàöèè â ñáîðíèê ñòàòüè ïðîõîäÿò ðåäàêöèîí-

íóþ ïîäãîòîâêó, ïîñëå ÷åãî òåêñò ñòàòüè íàïðàâëÿåòñÿ àâòîðó íà êîð-

ðåêòóðó. Ïëàòà çà ïóáëèêàöèþ íå âçûìàåòñÿ.

Àâòîðñêèå ïðàâà íà ñáîðíèê â öåëîì ïðèíàäëåæàò Þæíîìó ìà-

òåìàòè÷åñêîìó èíñòèòóòó � �èëèàëó ÂÍÖ �ÀÍ, êîòîðûé îáëàäàåò

èñêëþ÷èòåëüíûì ïðàâîì ïîëó÷àòü è ðàñïðåäåëÿòü ëþáûå ïëàòåæè,

ñâÿçàííûå ñ ïåðåóñòóïêîé àâòîðñêèõ ïðàâ íà ñáîðíèê.
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E-mail: rio�smath.ru
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