
ÓÄÊ 517.98

ÁÓËÅÂÎÇÍÀ×ÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

È Ï�ÎÁËÅÌÀ ÂÈÊÑÒÅÄÀ

1

À. Å. �óòìàí, À. �. Êóñðàåâ

Öåëü íàñòîÿùåãî ìèíèêóðñà, ñîñòîÿùåãî èç ÷åòûðåõ ëåêöèé, � ýñêèçíîå èç-

ëîæåíèå îñíîâ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà è åãî ïðèìåíåíèÿ ê îäíîé ïðîáëåìå

èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à, ïðîáëåìà Âèêñòåäà, �óíê-

öèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè, ðàñøèðåíèå ïîëÿ, áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâà-

íèå, ñïóñêè è ïîäúåìû, áóëåâîçíà÷íûå ÷èñëà.

Ââåäåíèå

Â òå÷åíèè ïîñëåäíåãî ïîëóâåêà âñå áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ

ñèíòåòè÷åñêèì ñòàíäàðòíûì è íåñòàíäàðòíûì ìåòîäàì, õàðàêòåðè-

çóþùèìñÿ êîìáèíèðîâàíèåì ðàçíûõ èäåé è òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ èç

àíàëèçà, àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îäíèì èç îñíîâíûõ íà-

ïðàâëåíèé, âîçíèêøèõ íà ýòîì ïóòè, ÿâëÿåòñÿ áóëåâîçíà÷íûé àíà-

ëèç � èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïîñðåäñòâîì ñðàâíè-

òåëüíîãî àíàëèçà èõ ïðåäñòàâëåíèé â äâóõ ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûõ ìîäåëÿõ. Öåëü íàñòîÿùåãî ìèíèêóðñà � ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàòü ïðèìåíåíèå áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà íà ïðèìåðå îäíîé

ïðîáëåìû èç òåîðèè îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.

Â ïåðâîé ëåêöèè ïðåäñòàâëåí íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé

î âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Êàíòîðîâè÷à è ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðàõ â íèõ, à çàòåì äàåòñÿ �îðìóëè-

ðîâêà ïðîáëåìû Âèêñòåäà: îïèñàòü ðàñøèðåííûå ïðîñòðàíñòâà Êàí-

òîðîâè÷à, â êîòîðûõ âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ïî-

ðÿäêîâûìè ïðîåêòîðàìè, ÿâëÿþòñÿ ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûìè.

Âî âòîðîé ëåêöèè ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü íåðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ

�óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ñ ïîìîùüþ áàçèñà �àìåëÿ. Çàòåì



12 �óòìàí À. Å., Êóñðàåâ À. �.

ïðèâîäÿòñÿ íóæíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ðàñøèðåíèÿ ïîëåé; îñíîâíîå

âíèìàíèå óäåëåíî ïðîäîëæåíèþ àâòîìîð�èçìîâ è äè��åðåíöèðîâà-

íèé ïîëåé, ïðè÷åì â ýòèõ âîïðîñàõ ðîëü áàçèñà �àìåëÿ èãðàåò áàçèñ

òðàíñöåíäåíòíîñòè.

Òðåòüÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà ýñêèçíîìó èçëîæåíèþ áóëåâîçíà÷íûõ

ìîäåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ. Â íåé ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïðèí-

öèïû ïåðåíîñà, ïåðåìåøèâàíèÿ è ìàêñèìóìà. Äàëåå, ïðåäñòàâëåíû

îñíîâíûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà � îïåðàöèè

êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ, ñïóñêà è ïîäúåìà, à òàêæå ðåçóëüòàòû èõ

ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ, èíîãäà íàçûâàåìûå ïðàâèëàìè ñî-

êðàùåíèÿ ñòðåëîê èëè ïðàâèëàìè Ýøåðà.

Â ÷åòâåðòîé ëåêöèè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîáëåìà Âèêñòåäà � âñå-

ãî ëèøü íîâàÿ �îðìà âîïðîñà î ðåãóëÿðíîñòè âñåõ ðåøåíèé �óíê-

öèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ïðè íåêîòîðîì äîïîëíèòåëüíîì óñëî-

âèè îäíîðîäíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ òåîðåìîé �îðäîíà,

óòâåðæäàþùåé, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë) â áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåí-

íîå âåùåñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à. Èç ýòèõ

�àêòîâ âûòåêàþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Âèêñòå-

äà.

Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê ñîäåðæàò-

ñÿ â [1, 2℄, èç áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà � â [3, 4℄, èç òåîðèè ïî-

ëåé � â [5, 6℄. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà íàñòîÿùåãî ìèíè-

êóðñà ìîæíî íàéòè â [7℄ è [4, ãë. 4℄.

Ëåêöèÿ 1.

Ïðîñòðàíñòâà Êàíòîðîâè÷à. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà

1. Ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à. Çäåñü ìû êîðîòêî ðàññìîò-

ðèì ïîðÿäêîâî ïîëíûå âåêòîðíûå ðåøåòêè, èìåíóåìûå òàêæå ïðî-

ñòðàíñòâàìè Êàíòîðîâè÷à. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èìåþòñÿ â êíè-

ãàõ [1, 2, 8℄.

1.1. Ïóñòü F � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå. Óïîðÿäî÷åííîå âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F � ïàðà (E,6), ãäå E � âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàä ïîëåì F, à 6 � âåêòîðíûé ïîðÿäîê â E, ò. å. îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà â E, ñîãëàñîâàííîå ñî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâà â E ìîæíî ñêëàäûâàòü è

óìíîæàòü íà ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû ïîëÿ F. Çàäàíèå âåêòîðíî-

ãî ïîðÿäêà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E íàä ïîëåì F ðàâíîñèëüíî
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òàêæå óêàçàíèþ ìíîæåñòâà � ïîëîæèòåëüíîãî êîíóñà E+ ⊂ E ñî

ñâîéñòâàìè: E+ + E+ ⊂ E+
; λE+ ⊂ E+ (0 6 λ ∈ F); E+ ∩E+ = {0}.

Ïðè ýòîì ïîðÿäîê 6 è êîíóñ E+
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

x 6 y ↔ y − x ∈ E+ (x, y ∈ E).

Óïîðÿäî÷åííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåòêîé, íà-

çûâàþò âåêòîðíîé ðåøåòêîé

2

. Äëÿ ýëåìåíòîâ x, y âåêòîðíîé ðå-

øåòêè E ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: x ∨ y := sup{x, y}, x ∧ y := inf{x, y},
|x| := sup{x,−x}, x+ := sup{x, 0}, x− := (−x)+.

Ïðîñòðàíñòâîì Êàíòîðîâè÷à èëè, êîðî÷å, K-ïðîñòðàíñòâîì

íàçûâàþò òàêóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó, â êîòîðîé âñÿêîå íåïóñòîå ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò òî÷íûå ãðàíèöû. Ïîðÿä-

êîâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî îíî ñîäåðæèòñÿ â

êàêîì-íèáóäü ïîðÿäêîâîì èíòåðâàëå [a, b] := {x ∈ E : a 6 x 6 b}
(a, b ∈ E, a 6 b).

1.2. Ýëåìåíòû x, y ∈ E íàçûâàþò äèçúþíêòíûìè è ïèøóò x ⊥ y,
åñëè |x| ∧ |y| = 0. Êîìïîíåíòîé (èëè ïîëîñîé) âåêòîðíîé ðåøåòêè E
íàçûâàþò ìíîæåñòâî âèäà M⊥ := {x ∈ E : (∀ y ∈ M) x ⊥ y}, ãäå
M ⊂ E. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîëîñ E, óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ,
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðîé B(E), â êîòîðîé áóëåâû îïåðàöèè

âûãëÿäÿò òàê:

L ∧K = L ∩K, L ∨K = (L ∪K)⊥⊥,

L∗ = L⊥ (L,K ∈ B(E)).

Àëãåáðà B(E) íîñèò íàçâàíèå áàçû E.

Ýëåìåíò 1 ∈ E íàçûâàþò (ñëàáîé ïîðÿäêîâîé) åäèíèöåé, åñëè â E
íåò íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, äèçúþíêòíûõ 1, ò. å. åñëè {1}⊥ = {0} èëè,
÷òî òî æå ñàìîå {1}⊥⊥ = E. Ýëåìåíò e ∈ E íàçûâàþò åäèíè÷íûì

îòíîñèòåëüíî 1 èëè îñêîëêîì åäèíèöû 1, åñëè e ∧ (1− e) = 0. Ìíî-

æåñòâî E (E) := E (1) âñåõ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñíàáæàþò èíäóöè-

ðîâàííûì èç E ïîðÿäêîì. Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî E (E) ÿâëÿåòñÿ
áóëåâîé àëãåáðîé, â êîòîðîé áóëåâî äîïîëíåíèå èìååò âèä e∗ := 1− e
(e ∈ E (1)).

2

Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå âåêòîðíûå ðåøåòêè òàêæå ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðî-

ñòðàíñòâàìè �èññà â ÷åñòü âåíãåðñêîãî ìàòåìàòèêà Ôðèäåøà �èññà (Riesz

Frigyes; 1880�1957), îäíîãî èç îñíîâàòåëåé �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.



14 �óòìàí À. Å., Êóñðàåâ À. �.

1.3. Äëÿ êàæäîé ïîëîñû K â K-ïðîñòðàíñòâå E èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó E = K ⊕ K⊥
. Òåì ñàìûì îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëåí îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ [K] íà ïîäïðîñòðàíñòâî K
ïàðàëëåëüíî K⊥

, íàçûâàåìûé ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì (èëè ïðîñòî

ïðîåêòîðîì, åñëè êîíòåêñò èñêëþ÷àåò ïóòàíèöó). Ïðè ýòîì âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 0 6 [K]x 6 x äëÿ âñåõ 0 6 x ∈ E. Íàîáîðîò, åñëè
ëèíåéíûé ïðîåêòîð π â E óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 6 πx 6 x
(0 6 x ∈ E), òî K := π(E) ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé, ïðè÷åì π = [K].
Â ìíîæåñòâå âñåõ ïîðÿäêîâûõ ïðîåêòîðîâ P(E) ââîäÿò ïîðÿäîê, ïî-
ëàãàÿ ρ 6 π â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà im ρ ⊂ imπ. Ïîëåçíî
èìåòü â âèäó ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ρ 6 π ↔ ρπ = πρ = ρ.
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî P(E) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðîé,

â êîòîðîé áóëåâû îïåðàöèè èìåþò âèä:

π ∧ ρ = πρ = ρπ, π ∨ ρ = π + ρ− πρ,

π∗ = IE − π (π, ρ ∈ P(E)).

1.4. Òåîðåìà. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî. Îòîá-

ðàæåíèå K 7→ [K] åñòü èçîìîð�èçì áóëåâûõ àëãåáð B(E) è P(E).
Åñëè æå â E èìååòñÿ ïîðÿäêîâàÿ åäèíèöà, òî îòîáðàæåíèÿ π 7→ π1
èç P(E) â E (E) è e 7→ {e}⊥⊥

èç E (E) â B(E) òàêæå ÿâëÿþòñÿ èçî-

ìîð�èçìàìè áóëåâûõ àëãåáð.

1.5. Ïóñòü E è F � âåêòîðíûå ðåøåòêè. Ëèíåéíûé îïåðàòîð

T : E → F íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì è ïèøóò T > 0, åñëè Tx > 0
äëÿ êàæäîãî 0 6 x ∈ E, è ðåãóëÿðíûì, åñëè T = T1 −T2 äëÿ íåêîòî-
ðûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ T1, T2 : E → F . �îâîðÿò, ÷òî îïåðà-
òîð T ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí (èëè o-îãðàíè÷åí), åñëè T (M) � ïîðÿä-

êîâî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â F äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí-

íîãî M ⊂ E. Åñëè F � ýòî K-ïðîñòðàíñòâî, òî êëàññû ðåãóëÿðíûõ

è ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò. Áîëåå òîãî, ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.6. Òåîðåìà �èññà � Êàíòîðîâè÷à. Åñëè E � âåêòîð-

íàÿ ðåøåòêà è F � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî, òî ïðîñòðàí-

ñòâî L∼(E,F ) âñåõ ðåãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ èç E â F ñàìî ÿâëÿ-

åòñÿ K-ïðîñòðàíñòâîì. (Ïîðÿäîê â L∼(E,F ) ââîäèòñÿ �îðìóëîé:

S > T ↔ S − T > 0.)

1.7. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé ïðèíÿòî

íàçûâàòü êîìïëåêñè�èêàöèþ EC := E ⊕ iE âåùåñòâåííîé âåêòîðíîé
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ðåøåòêè E ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäóëü |z| êàæäîãî ýëåìåíòà
z ∈ EC, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîé

|z| := sup
06θ<2π

|(cos θ)x + (sin θ)y| (z := x+ iy ∈ EC).

Â ñëó÷àå K-ïðîñòðàíñòâà ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè-

÷åñêè. Äèçúþíêòíîñòü ýëåìåíòîâ z := x + iy è z′ := x′ + iy′ èç EC

ââîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, �îðìóëîé z ⊥ z′ ↔ |z| ∧ |z′| = 0 è ðàâíî-

ñèëüíà ñîîòíîøåíèþ {x, y} ⊥ {x′, y′}. Ïîëîñà J â EC îïðåäåëÿåòñÿ

êàê êîìïëåêñè�èêàöèÿ J = J0 ⊕ iJ0 ïîëîñû J0 â E. Êàê è â âåùå-

ñòâåííîì ñëó÷àå, âñÿêàÿ ïîëîñà â EC äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

{z ∈ EC : (∀ v ∈ V ) z ⊥ v}, ãäå V � ïîäìíîæåñòâî EC.

1.8. �àññìîòðèì âåùåñòâåííûå âåêòîðíûå ðåøåòêè E è F . Ïðî-
ñòðàíñòâî C-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ L(EC, FC) èçîìîð�íî êîìïëåê-

ñè�èêàöèè âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà R-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

L(E,F ). Îïåðàòîð T ∈ L(EC, FC) äîïóñêàåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå T = T1 + iT2, ãäå T1, T2 ∈ L(E,F ), è ïðî-

èçâîëüíûé îïåðàòîð S ∈ L(E,F ) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñâîèì êàíî-

íè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì S̃ ∈ L(EC, FC), îïðåäåëÿåìûì �îðìóëîé

S̃z := Sx + iSy, z = x + iy. Â ÷àñòíîñòè, åñëè E è F ðàññìàòðèâàòü

êàê âåùåñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà EC è FC ñîîòâåòñòâåííî, òî ïðî-

ñòðàíñòâî L(E,F ) ìîæíî ìûñëèòü êàê âåùåñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî L(EC, FC).

Îïåðàòîð T = T1 + iT2 íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè T1 > 0
è T2 = 0. Åñëè EC = J ⊕ J⊥

äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà J ⊂ EC, òî

ñóùåñòâóåò ïðîåêòîð P : EC → EC ñ ÿäðîì J⊥
è îáðàçîì J . Îãðà-

íè÷åíèå P íà E áóäåò ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì â E è, â ÷àñòíîñòè,

P � ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð.

1.9. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïîðÿäêîâî (äåäåêèíäîâî) ïîë-

íûå âåêòîðíûå ðåøåòêè, ò. å. K-ïðîñòðàíñòâà, âûäåëèë è íà÷àë èçó÷àòü

Ë. Â. Êàíòîðîâè÷

3

. Â ïåðâîé îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå íà ýòó òåìó îí

ïèñàë: ¾Â ýòîé çàìåòêå ÿ îïðåäåëÿþ íîâûé òèï ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå

ÿ íàçûâàþ ëèíåéíûìè ïîëóóïîðÿäî÷åííûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Ââåäåíèå

ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ëèíåéíûå îïåðàöèè îäíîãî îáùå-

3

Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ Êàíòîðîâè÷ (1912�1986) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê è ýêîíî-

ìèñò, äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí Àêàäåìèè Íàóê ÑÑÑ�, ëàóðåàò ïðåìèè ïî ýêîíîìèêå

ïàìÿòè Àëü�ðåäà Íîáåëÿ 1975 ãîäà, îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè îïåðàòîðîâ â

âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ.
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ãî êëàññà (îïåðàöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò òàêîìó ïðîñòðàí-

ñòâó) êàê ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû¿. Çäåñü Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ñ�îðìóëèðî-

âàë âàæíóþ ìåòîäîëîãè÷åñêóþ óñòàíîâêó � ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï ïåðå-

íîñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýëåìåíòû K-ïðîñòðàíñòâà ñóòü îáîáùåííûå ÷èñ-

ëà. �ëóáèíà è óíèâåðñàëüíîñòü ïðèíöèïà Êàíòîðîâè÷à ïîëó÷èëè ïîëíîå

ðàçúÿñíåíèå òîëüêî â ðàìêàõ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà (ñì. [3, 4℄).

2. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà. Â ýòîì ðàçäåëå ââåäåì êëàññ íåðàñøè-

ðÿþùèõ îïåðàòîðîâ è ïðèâåäåì �îðìóëèðîâêó ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

2.1. Ïóñòü E � ïðîèçâîëüíîå K-ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà T : E → E ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Te ∈ {e}⊥⊥ (e ∈ E);

(2) e ⊥ f → Te ⊥ f (e, f ∈ E);

(3) T (K) ⊂ K (K ∈ B(E));

(4) π ◦ T = T ◦ π (π ∈ P(E)).

2.2. �îâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ïîëîñû èëè ÿâëÿåòñÿ

íåðàñøèðÿþùèì, åñëè èìååò ìåñòî îäíî (à òîãäà è ëþáîå) èç óêàçàí-

íûõ óñëîâèé (1)�(4). Ñêàæåì, ÷òî îïåðàòîð T := T1 + iT2 : EC → EC

ñîõðàíÿåò ïîëîñû, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå

îïåðàòîðû T1 è T2. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè E � K-ïðîñòðàíñò-

âî, òî îïåðàòîð T ñîõðàíÿåò ïîëîñû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,

êîãäà πT = Tπ äëÿ âñåõ π ∈ P(E).

2.3. Ïðîñòðàíñòâî Êàíòîðîâè÷à E íàçûâàþò ðàñøèðåííûì, åñëè

â íåì ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ýëåìåíòîâ èìååò ñóïðåìóì.

Â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïîðÿäêîâàÿ åäèíè-

öà. Áîëåå òîãî, åñëè â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå E �èêñèðîâàòü

ïîðÿäêîâóþ åäèíèöó 1, òî â E ìîæíî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïî-

ñîáîì, îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó êîììóòàòèâíîãî êîëüöà òàê, ÷òî âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ:

(1) äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî a ∈ E îïåðàòîð óìíîæåíèÿ x 7→ ax ïî-

ëîæèòåëåí è ñîõðàíÿåò ïîëîñû;

(2) 1 ñëóæèò êîëüöåâîé åäèíèöåé.

Åñëè âåêòîðíàÿ ðåøåòêà E ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîëüöîì (àë-

ãåáðîé) è âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òî E ïðèíÿòî íàçûâàòü f -êîëüöîì
(f -àëãåáðîé). Òàêèì îáðàçîì, â ðàñøèðåííîì K-ïðîñòðàíñòâå âûáîð

ïîðÿäêîâîé åäèíèöû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó f -àëãåáðû.
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Êîìïëåêñíóþ f -àëãåáðó EC îïðåäåëèì êàê êîìïëåêñè�èêàöèþ

âåùåñòâåííîé f -àëãåáðû E ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîäóëü ëþ-

áîãî ýëåìåíòà, ñì. 1.7. Óìíîæåíèå â E åñòåñòâåííî ïðîäîëæàåòñÿ äî

óìíîæåíèÿ â EC ïî �îðìóëå (x+iy)(x
′+iy′) = (xx′−yy′)+i(xy′+x′y).

Ïðè ýòîì |z1z2| = |z1||z2| (z1, z2 ∈ EC).

2.4. Ïåðå÷èñëèì âàæíåéøèå ïðèìåðû ðàñøèðåííûõ K-ïðîñò-

ðàíñòâ. Â 2.4 (1)�(3) îòíîøåíèå ïîðÿäêà ââîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî, ò. å.

f 6 g îçíà÷àåò, ÷òî f(t) 6 g(t) äëÿ âñåõ t èç îáùåé îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ f è g.
(1) �àñøèðåííûì K-ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

L0(Ω,Σ, µ) := L0
R
(Ω,Σ, µ) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî÷òè âñþäó êî-

íå÷íûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé íà Ω, ãäå (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ

ìåðîé, ïðè÷åì µ σ-êîíå÷íà (èëè, áîëåå îáùî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ïðÿìîé ñóììû, ñì. [8, 1.1.8℄). Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

L0
C
(Ω,Σ, µ) � êîìïëåêñíîå ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî÷òè âñþäó îïðåäåëåííûõ êîìïëåêñ-

íûõ èçìåðèìûõ �óíêöèé íà Ω. ÁàçàK-ïðîñòðàíñòâà L0(Ω,Σ, µ) èçî-
ìîð�íà áóëåâîé �àêòîð-àëãåáðå Σ/µ−1(0) � áóëåâîé àëãåáðå èçìå-

ðèìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû. Ïîðÿäêîâûé

ïðîåêòîð â L0(Ω,Σ, µ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà.

(2) Ïðîñòðàíñòâî C∞(Q) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ

íà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîì êîìïàêòå Q, ñî çíà÷åíèÿìè â ðàñøèðåí-
íîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ ±∞ ëèøü íà íè-

ãäå íå ïëîòíîì ìíîæåñòâå [8, 1.4.2℄. Êîìïëåêñè�èêàöèÿ ýòîãî ïðî-

ñòðàíñòâà C∞(Q,C) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðåðûâ-

íûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòêðûòûõ ïëîò-

íûõ ïîäìíîæåñòâàõ Q; ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ �óíêöèè, ñîâïà-
äàþùèå íà ïåðåñå÷åíèè ñâîèõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Áàçà ýòîãî K-

ïðîñòðàíñòâà èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ êîìïàêòà Q. Ïîðÿäêîâûé ïðîåêòîð â C∞(Q) � îïåðàòîð

óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ îòêðûòî-çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà.

(3) Ïðîñòðàíñòâî Bor(Q) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè áîðåëåâñêèõ

�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Q. Äâå
�óíêöèè ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò íà äîïîëíåíèè ê ìíî-

æåñòâó ïåðâîé êàòåãîðèè. Áàçà K-ïðîñòðàíñòâà Bor(Q) èçîìîð�-

íà áóëåâîé àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ Q ïî ìîäóëþ ìíî-

æåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè. Êîìïëåêñè�èêàöèÿ Bor(Q,C) ïðîñòðàí-
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ñòâà Bor(Q) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
áîðåëåâñêèõ �óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Q.

(4) Ïðîñòðàíñòâî A ñàìîñîïðÿæåííûõ (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè-

÷åííûõ) îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðèñîåäèíåííûõ

ê êîììóòàòèâíîé àëãåáðå �îí Íåéìàíà A. Áàçà K-ïðîñòðàíñòâà A

èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ, âõîäÿ-

ùèõ â A.

2.5. Ïðîáëåìà Âèêñòåäà. Îïèñàòü ðàñøèðåííûå K-ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðûõ âñå ëèíåéíûå íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åíû.

2.6. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé Âèêñòåäà âîçíèêëî ñëåäóþùåå ïî-

íÿòèå. �àññìîòðèì ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî G ñ åäèíèöåé 1.

Ìíîæåñòâî E ⊂ G íàçûâàþò ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè

äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ e1, . . . , en ∈ E , íåíóëå-
âûõ ÷èñåë λ1, . . . , λn ∈ R è ïîðÿäêîâîãî ïðîåêòîðà π â G ðàâåíñòâî∑n
k=1 λkπek = 0 âëå÷åò πek = 0 ïðè k := 1, . . . , n. Ìàêñèìàëüíîå

ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â G íàçûâàþò ëîêàëüíûì

áàçèñîì �àìåëÿ G.

Îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {1} ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Èç

ëåììû Êóðàòîâñêîãî � Öîðíà ñëåäóåò, ÷òî â êàæäîì ðàñøèðåííîì

K-ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ. Êðîìå òîãî,

ëîêàëüíî ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ G áóäåò ëîêàëüíûì

áàçèñîì �àìåëÿ äëÿG, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ G íàéäåò-

ñÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû (πξ)ξ∈Ξ â B(G) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíäåêñà
ξ ∈ Ξ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ e1, . . . , en ∈ E è

÷èñåë λ1, . . . , λn ∈ R, äëÿ êîòîðûõ πξx =
∑n

k=1 λkπξek.

2.7. Ýëåìåíò e ∈ G+ èìåíóþò ëîêàëüíî ïîñòîÿííûì îòíîñè-

òåëüíî f ∈ G+, åñëè e = supξ∈Ξ λξπξf äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî

ñåìåéñòâà (λξ)ξ∈Ξ è ñåìåéñòâà (πξ)ξ∈Ξ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ïîðÿä-

êîâûõ ïðîåêòîðîâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñøèðåííîãî K-ïðîñòðàíñòâà G ðàâíîñèëü-

íû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) âñå ýëåìåíòû G+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñè-

òåëüíî 1;

(2) âñå ýëåìåíòû G+ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïîñòîÿííûìè îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâîëüíîé ïîðÿäêîâîé åäèíèöû e ∈ G;

(3) {1} � ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ äëÿ G;



Áóëåâîçíà÷íûé àíàëèç è ïðîáëåìà Âèêñòåäà 19

(4) êàæäûé ëîêàëüíûé áàçèñ �àìåëÿ äëÿ G ñîñòîèò èç ïîïàðíî

äèçúþíêòíûõ ýëåìåíòîâ.

2.8. �àñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî G íàçûâàþò ëîêàëüíî îäíî-

ìåðíûì, åñëè G óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëî-

âèé 2.7 (1)�(4).

2.9. Òåîðåìà. Ïóñòü G � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòû:

(1) G ëîêàëüíî îäíîìåðíî;

(2) âñÿêèé íåðàñøèðÿþùèé ëèíåéíûé îïåðàòîð T : G → G ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åí.

⊳ Ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíîâëåí â [9, òåîðåìà 2.1℄ è [10, òåîðå-

ìà 3.2℄. ⊲

2.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Âîïðîñ î òîì, âñÿêèé ëè íåðàñ-

øèðÿþùèé (= êîììóòèðóþùèé ñ ïîðÿäêîâûìè ïðîåêòîðàìè) ëèíåéíûé

îïåðàòîð â ðàñøèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à àâòîìàòè÷åñêè ïî-

ðÿäêîâî îãðàíè÷åí, áûë ïîñòàâëåí â ðàáîòå Ý. Â. Âèêñòåäà

4

[11℄ 1977 ãî-

äà. Â 1978 ãîäó Þ. À. Àáðàìîâè÷

5

, À. È. Âåêñëåð

6

è À. Â. Êîëäóíîâ

7

[12℄

àíîíñèðîâàëè ïåðâûé ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî íåðàñøèðÿþùåãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà. Êðîìå òîãî, âûÿñíèëîñü, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ Âèêñòåäà

çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòîðû. Â ðàáîòàõ óïî-

ìÿíóòûõ òðåõ àâòîðîâ [9, 12℄ è Ï. Ìàêïîëèíà

8

è À. Â. Âèêñòåäà [10℄ áû-

ëè íàéäåíû êëàññû âåêòîðíûõ ðåøåòîê, â êîòîðûõ íåðàñøèðÿþùèé ëè-

íåéíûé îïåðàòîð àâòîìàòè÷åñêè ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí. Â ýòèõ æå ðàáî-

òàõ [9, 10℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âîïðîñ Âèêñòåäà èìååò ïîëîæèòåëüíûé

îòâåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå K-ïðîñòðàíñòâî ëî-

êàëüíî îäíîìåðíî. Òåì ñàìûì, îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê õàðàêòåðè-

çàöèè ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ.

4

Ýíòîíè Âèêñòåä (Anthony WilliamWikstead; 1947) � ïðî�åññîð Êîðîëåâñêî-

ãî óíèâåðñèòåòà Áåë�àñòà, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè òåîðèè îïåðàòîðîâ â áàíàõîâûõ

ðåøåòêàõ.

5

Þðèé Àëåêñàíäðîâè÷ Àáðàìîâè÷ (1945�2003) � ñîâåòñêèé/àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê, èçâåñòåí ðàáîòàìè â îáëàñòè âåêòîðíûõ è áàíàõîâûõ ðåøåòîê, îäèí

èç îñíîâàòåëåé æóðíàëà ¾Positivity¿.

6

Àëåêñàíäð Èëüè÷ Âåêñëåð (1933�2011) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê,

ñïåöèàëèñò â îáëàñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ â íèõ.

7

Àíäðåé Âèòàëüåâè÷ Êîëäóíîâ (1948�2021) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòå-

ìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ è îïåðàòîðîâ â íèõ.

8

Ïèòåð Ìàêïîëèí (Peter MPolin) � ó÷åíèê Ý. Âèêñòåäà, îïóáëèêîâàë 7 ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ðàáîò, çàòåì ïåðåêëþ÷èëñÿ íà ëèòåðàòóðíî-êðèòè÷åñêèå è ïåäàãî-

ãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
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Â 1980-õ ãîäàõ áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî äëÿ K-ïðîñò-

ðàíñòâà ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îäíîìåðíîñòè è äèñêðåòíîñòè ðàâíîñèëüíû.

Îøèáî÷íûå äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû è åå îòðèöàíèÿ

áûëè îïóáëèêîâàíû ñîîòâåòñòâåííî â [10℄ è [12℄. Â 1993 ã. À. Â. Âèêñòåä [13℄

çà�èêñèðîâàë âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ãèïîòåçû êàê îòêðûòûé.

Ëåêöèÿ 2.

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè.

�àñøèðåíèÿ ïîëåé

3. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè. Â ýòîì ïàðàãðà�å êî-

ðîòêî ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíûé îáúåêò êëàññè÷åñêîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà, âûíåñåííûé â íàçâàíèå. Â äàëüíåéøåì (ñì. � 7)

ìû îáíàðóæèì, ÷òî íåðàñøèðÿþùèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâàõ

Êàíòîðîâè÷à � ðåøåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè â íî-

âîì îáëè÷èè, à ïðîáëåìà Âèêñòåäà ðàâíîçíà÷íà âîïðîñó î ðåãóëÿð-

íîñòè âñåõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

òèïà îäíîðîäíîñòè.

3.1. Ñèìâîëîì F áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëîâîå ïîëå, ñîâïàäàþùåå

ñ R èëè C. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Êîøè ñ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé

f : F → F èìååò âèä

f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îêà-

çûâàåòñÿ Q-îäíîðîäíûì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò åùå îäíîìó �óíêöèî-

íàëüíîìó óðàâíåíèþ:

f(qx) = qf(x) (q ∈ Q, x ∈ F).

Â äàëüíåéøåì íàñ èíòåðåñóåò áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ. À èìåííî, áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

{
f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),
(L)

ãäå P � ïîäïîëå ïîëÿ F. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì FP ïîëå F, ðàññìàòðè-

âàåìîå êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P. Êàê âèäíî, ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (L) ñóòü P-ëèíåéíûå �óíêöèè èç FP â FP.
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3.2. Òåîðåìà. Ïóñòü E � áàçèñ �àìåëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà FP, àF (E ,F)� ïðîñòðàíñòâî âñåõ �óíêöèé èç E â F. Ìíîæåñòâî

âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (L) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä ïîëåì F, èçîìîð�íîåF (E ,F). Èçîìîð�èçì îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñîïîñòàâëåíèåì ðåøåíèþ f åãî îãðàíè÷åíèÿ f |E íà E .

⊳ Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (L) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
LP(F) âñåõ P-ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå FP. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðíûå ïðî-

ñòðàíñòâà LP(F) è F (E ,F) èçîìîð�íû.

Ïóñòü F0(E ,P) � ìíîæåñòâî âñåõ �èíèòíûõ �óíêöèé, ò. å. òà-

êèõ ϕ : E → P, ÷òî ìíîæåñòâî {e ∈ E : ϕ(e) 6= 0} êîíå÷íî. Òîãäà

F0(E ,P) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä P, èçîìîð�íîå FP. Èçîìîð-

�èçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì �óíêöèè ϕ ∈ F0(E ,P) ýëå-
ìåíòà xϕ :=

∑
e∈E ϕ(e)e. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ψ ∈ F (E ,F)

ïîëîæèì

fψ(xϕ) :=
∑

e∈E

ϕ(e)ψ(e) (ϕ ∈ F0(E ,P)).

Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ èçîìîð�èçì ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîñòðàí-

ñòâàìè F (E ,F) è LP(F). ⊲

3.3. Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (L) ëè-
áî F-ëèíåéíî, ëèáî èìååò ãðà�èê, âñþäó ïëîòíûé â ïðîñòðàíñòâå

F2 := F× F.

⊳ Åñëè ðåøåíèå f ñèñòåìû (L) F-ëèíåéíî, òî îíî èìååò ïðåä-

ñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ F), ãäå c := f(1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

íàéäóòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû x1, x2 ∈ F, äëÿ êîòîðûõ f(x1)/x1 6=
f(x2)/x2. Îòñþäà âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ v1 :=
(x1, f(x1)) è v2 := (x2, f(x2)) èç F

2
íàä ïîëåì F. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

α1v1 + α2v2 = 0 äëÿ íåêîòîðûõ α1, α2 ∈ F, òî α1x1 + α2x2 = 0 è

α1f(x1)+α2f(x2) = 0, ïðè÷åì ñèñòåìà èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé

èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå α1 = α2 = 0, òàê êàê åå îïðåäåëè-
òåëü x1f(x2) − x2f(x1) 6= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Èòàê, âñÿêóþ ïàðó

(x, y) ∈ F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (x, y) = α1v1 + α2v2 äëÿ íåêî-

òîðûõ α1, α2 ∈ F. Òàê êàê P ïëîòíî â F, â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïàðû

(x, y) ìîæíî íàéòè âåêòîð âèäà p1v1 + p2v2, ãäå p1, p2 ∈ P. Òåì ñà-

ìûì ìíîæåñòâî {p1v1+p2v2 : p1, p2 ∈ P} ïëîòíî â F2
. Â òî æå âðåìÿ

ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ãðà�èêå �óíêöèè f , òàê êàê ñ ó÷åòîì
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P-ëèíåéíîñòè f ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

p1v1 + p2v2 = (p1x1 + p2x2, p1f(x1) + p2f(x2)) =

= (p1x1 + p2x2, f(p1x1 + p2x2))

ïðè ëþáûõ p1, p2 ∈ P. ⊲

3.4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå f ñèñòåìû (L) äîïóñêàëî ïðåäñòàâ-
ëåíèå f(x) = cx (x ∈ F), íóæíî ïîòðåáîâàòü êàêîå-íèáóäü äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè. Òàêèì î÷åâèäíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíîñòü, òàê êàê â ñèëó P-ëèíåéíîñòè f áóäåò f(p) = pf(1)
è, âîñïîëüçîâàâøèñü ïëîòíîñòüþ P â F, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ïðåä-

ñòàâëåíèå. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî äðóãèõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè. Àä-

äèòèâíóþ �óíêöèþ f : R → R íàçîâåì ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîé,

åñëè îíà îãðàíè÷åíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ R. �åøåíèå f ñèñòå-

ìû (L) ïðè F = R äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ R) â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî ëþáîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(ñì. [14, � 2.1℄):

(1) f íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå;

(2) f ìîíîòîííî óáûâàåò èëè ìîíîòîííî âîçðàñòàåò;

(3) f ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíà;

(4) f îãðàíè÷åíà ñâåðõó èëè ñíèçó íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíî-

æåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû;

(5) f èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

3.5. �àññìîòðèì òåïåðü F = C, è ïóñòü P := P0+iP0 äëÿ íåêîòîðî-

ãî ïîäïîëÿ P0 ⊂ R. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (L) � êîì-

ïëåêñè�èêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé òîé æå ñèñòåìû ïðè P := P0.

Òî÷íåå, åñëè g : R → R � P0-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ g̃ : C → C, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé

g̃(z) = g(x) + ig(y) (z = x+ iy ∈ C).

Íàîáîðîò, åñëè f : C → C � P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ïàðà P0-ëèíåéíûõ �óíêöèé g1, g2 : R → R òàêèõ, ÷òî

f(z) = g̃1(z) + ig̃2(z) (z ∈ C). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ðåøåíèå f ñè-

ñòåìû (L) èìååò âèä f = f1 + if2, ãäå f1, f2 : C → C P0-ëèíåéíû è

fi(R) ⊂ R (i = 1, 2). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f ìîíîòîííà èëè îãðàíè-

÷åíà, åñëè òàêîâû �óíêöèè f1 è f2. Ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

(1) �ðà�èê f ïëîòåí â C2
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ãðà�èê êàæäîé èç �óíêöèé f1|R è f2|R ïëîòåí â R2
.



Áóëåâîçíà÷íûé àíàëèç è ïðîáëåìà Âèêñòåäà 23

(2) �åøåíèå f ñèñòåìû (L) ïðè F=C è P=P0+ iP0, P0⊂R, äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå f(x) = cx (x ∈ C) äëÿ íåêîòîðîãî c∈C â òîì è

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé (1)�(5) èç 3.4.

3.6. Òåîðåìà. Ïóñòü P � ïîäïîëå ïîëÿ F, ïðè÷åì P := P0 + iP0

äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïîëÿ P0 ⊂ R, åñëè F = C. �àâíîñèëüíû óòâåð-

æäåíèÿ:

(1) F = P;
(2) ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (L) ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíî.
⊳ Èìïëèêàöèÿ (1) → (2) òðèâèàëüíà. Ïðîòèâîïîëîæíóþ èìïëè-

êàöèþ äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæåíèå F 6= P îçíà÷àåò, ÷òî

áàçèñ �àìåëÿ E âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà FP ñîäåðæèò ïî êðàéíåé

ìåðå äâà íåíóëåâûõ íåñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòà e1, e2 ∈ E . Îïðåäå-
ëèì �óíêöèþ ψ : E → F òàê, ÷òîáû ψ(e1)/e1 6= ψ(e2)/e2. Òîãäà
P-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ f = fψ : F → F, ñîâïàäàþùàÿ ñ ψ íà E , èìååò
ïëîòíûé â F2

ãðà�èê ñîãëàñíî 3.3. Ñëåäîâàòåëüíî, fψ íå ìîæåò áûòü
ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîé, ñì. 3.4, 3.5. ⊲

3.7. �àññìîòðèì åùå äâå ñèñòåìû �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:





f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),

f(xy) = f(x)f(y) (x, y ∈ F),

(A)





f(x+ y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ F),

f(px) = pf(x) (p ∈ P, x ∈ F),

f(xy) = f(x)y + xf(y) (x, y ∈ F).

(D)

Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (A) íàçûâàþò P-àâòîìîð�èçìàìè ïî-

ëÿ F, à ðåøåíèÿ ñèñòåìû D � P-äè��åðåíöèðîâàíèÿìè ïîëÿ F. Òîæ-

äåñòâåííûé àâòîìîð�èçì è íóëåâîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïðèíÿòî

íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íåòðèâèàëüíûõ

ðåøåíèé ñèñòåì (A) è (D) òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå òîíêèõ ðåçóëü-
òàòîâ èç òåîðèè ïîëåé, èçëàãàåìûõ â ñëåäóþùåé ÷àñòè íàñòîÿùåé

ëåêöèè.

3.8. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ïåðâîíà÷àëüíî èçó÷åíèå �óíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî ñâÿçàíî ñ çàäà÷àìè �èçèêè. �àííèå èññëå-

äîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê XIV âåêó, õîòÿ èäåÿ �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

èñïîëüçîâàëàñü è ðàíüøå. Íåñìîòðÿ íà ñîëèäíûé âîçðàñò òåîðèÿ �óíê-

öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé æèâîé ðàçäåë ñîâðåìåííîé

ìàòåìàòèêè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè âíóòðèìàòåìàòè÷åñêèìè âçàèìîñâÿçÿìè,
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ñ ðàñøèðÿþùåéñÿ îáëàñòüþ ïðèëîæåíèé ê íàóêàì î ïðèðîäå, ÷åëîâåêå è

îáùåñòâå. Ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ �óíêöèîíàëüíûõ

óðàâíåíèé áûëî äàíî â êíèãå Î. Ë. Êîøè

9

¾Êðàòêîå èçëîæåíèå óðîêîâ î

äè��åðåíöèàëüíîì è èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè, ïðåïîäàâàåìûõ â Êîðî-

ëåâñêîé Ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëå¿, îïóáëèêîâàííîì â 1821 ãîäó. Äåòàëüíîå

èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïðèëîæåíèé è èñòîðèè ïðåäìåòà ñì. â êíèãå [14℄.

Ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êî-

øè âïåðâûå äîêàçàë �àìåëü

10

(1905), èñïîëüçóÿ áàçèñ âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.

4. �àñøèðåíèÿ ïîëåé. Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû íåêîòîðûå ñâå-

äåíèÿ èç òåîðèè ïîëåé, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ñè-

ñòåì (A) è (D).

4.1. �àññìîòðèì äâà ïîëÿ K è L. Åñëè K � ïîäïîëå ïîëÿ L,
òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K. �àñøèðåíèå L ïî-

ëÿ K íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç L ñëóæèò

êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà (îò îäíîé ïåðåìåííîé) ñ êîý��èöè-

åíòàìè èç ïîëÿ K. Äðóãèìè ñëîâàìè ðàñøèðåíèå L ïîëÿ K èìåíó-

åì àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ L àëãåáðàè÷åí íàä K;

ïîñëåäíåå æå îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ

a0, . . . , an ∈ K, n > 1, íå ðàâíûõ íóëþ îäíîâðåìåííî, äëÿ êîòîðûõ

a0 + a1x + . . . + anx
n = 0. �àñøèðåíèå L ïîëÿ K, íå ÿâëÿþùååñÿ

àëãåáðàè÷åñêèì, íàçûâàþò òðàíñöåíäåíòíûì (íàä K).

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, åñëè âñÿêèé

íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè èç K èìååò õîòÿ áû

îäèí êîðåíü â K. Ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñÿêîå

àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K ñîâïàäàåò ñ K.

Àëãåáðàè÷åñêèì çàìûêàíèåì ïîëÿ K íàçûâàþò òàêîå åãî ðàñ-

øèðåíèå, êîòîðîå àëãåáðàè÷íî íàä K è àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Â òåîðèè ïîëåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñÿêîå ïîëå K èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî K-èçîìîð�èçìà àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå

(ñì. [5, 15℄).

4.2. Ïóñòü L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K. Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåí-

òû x1, . . . , xn ∈ L íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûìè íàä K,

åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P îò n ïåðåìåííûõ ñ êîý��èöèåíòà-

9

Îãþñòåí Ëóè Êîøè (Augustin Louis Cauhy; 1789�1857) � �ðàíöóçñêèé ìà-

òåìàòèê è ìåõàíèê, îäèí èç íàèáîëåå àêòèâíûõ òâîðöîâ ñîâðåìåííîãî ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà, îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä.

10

�åîðã Êàðë Âèëüãåëüì �àìåëü (1877�1954 ãîäà) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê è

ìåõàíèê, ó÷åíèê Äàâèäà �èëüáåðòà.
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ìè èç ïîëÿ K ðàâåíñòâî P (x1, . . . , xn) = 0 âëå÷åò P ≡ 0, ò. å. âñå
êîý��èöèåíòû P ðàâíû íóëþ.

Êàê âèäíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñè-

ìîñòü ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

íàä K ìíîæåñòâà âñåõ îäíî÷ëåíîâ âèäà xi11 x
i2
2 . . . xinn , ãäå n ∈ N,

i1, . . . , in > 0.
Ìíîæåñòâî E ⊂ L íàçîâåì àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì, åñëè âñÿ-

êîå êîíå÷íîå åãî ïîäìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî. Ïóñòîå

ìíîæåñòâî ñ÷èòàþò àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûì. Ìàêñèìàëüíîå ïî

âêëþ÷åíèþ àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå íàä K ìíîæåñòâî E ⊂ L
íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì áàçèñîì (èëè áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíî-

ñòè) L. Ñèìâîëîì K(E ) îáîçíà÷àþò íàèìåíüøåå ïîäïîëå ïîëÿ L,
ñîäåðæàùåå K è ìíîæåñòâî E ⊂ L, è ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî K(E )
ïîëó÷àåòñÿ èç K ïðèñîåäèíåíèåì ìíîæåñòâà E . Åñëè L = K(E ) è E
àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî, òî L ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñòûì ðàñøè-

ðåíèåì ïîëÿ K, à E � ÷èñòûì áàçèñîì L íàä K.

4.3. Òåîðåìà Øòåéíèöà. Âñÿêîå ðàñøèðåíèå L ïîëÿ K äîïóñ-

êàåò àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ E íàä K. Ïðè ýòîì L ñëóæèò àëãåáðàè-

÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ÷èñòîãî ðàñøèðåíèÿ K(E ).

4.4. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè èçîìîð�èçìîâ. Ïóñòü L� ðàñ-

øèðåíèå ïîëÿK è E � àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ L íàäK. Ïóñòü i � èçî-

ìîð�èçì K íà íåêîòîðîå ïîëå K ′
è L′

� àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå

ðàñøèðåíèå ïîëÿ K ′
. Äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîãî ñå-

ìåéñòâà (le)e∈E ýëåìåíòîâ ðàñøèðåíèÿ L′
ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì i′

èç L â L′
, ïðîäîëæàþùèé i è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ i′(e) = le

äëÿ âñåõ e ∈ E .

4.5. Îòîáðàæåíèå d : K → L íàçûâàþò äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîä-

ïîëÿ K ⊂ L â ïîëå L, åñëè d(x+y) = d(x)+d(y) è d(xy) = d(x)y+xd(y)
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K. Îáùèé ðåçóëüòàò î ïðîäîëæåíèè äè��åðåíöè-

ðîâàíèé, ñ�îðìóëèðîâàííûé â ñëåäóþùåì ïóíêòå, èñïîëüçóåò ïîíÿ-

òèå ñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ íàøèõ äàëüíåéøèõ öåëåé íåò

íåîáõîäèìîñòè óãëóáëÿòüñÿ â ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíûõ ðàñøèðåíèé;

äåòàëè ìîæíî íàéòè â [5, 6℄. Çäåñü íàì äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî åñ-

ëè ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî èëè èìååò õàðàêòåðèñòèêó íóëü,

òî ëþáîå ðàñøèðåíèå K áóäåò ñåïàðàáåëüíûì.

4.6. Òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè äè��åðåíöèðîâàíèé. Ïóñòü

K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, L � ðàñøèðåíèå ïîëÿ K è d � äè��åðåí-

öèðîâàíèå ïîëÿ k â L.
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(1) Åñëè K � ñåïàðàáåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k,
òî d îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî äè��åðåíöèðîâàíèÿD ïîëÿK âL.

(2) Åñëè K � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ñ ÷èñòûì àëãåá-

ðàè÷åñêèì áàçèñîì E ⊂ K íàä k, òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà (le)e∈E

ýëåìåíòîâ L ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå äè��åðåíöèðîâà-

íèå D ïîëÿ K â L, ïðîäîëæàþùåå d è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

De = le äëÿ âñåõ e ∈ E .

4.7. Ïóñòü C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P. Òî-

ãäà â C ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé P-àâòîìîð�èçì.

⊳ Ïóñòü E � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ C íàä P. Òàê

êàê C � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ P(E ), òî ëþáîé
P-àâòîìîð�èçì φ ïîëÿ P(E ) ïðîäîëæàåòñÿ äî P-àâòîìîð�èçìà Φ ïî-

ëÿ C (ñì. 4.4).

Äëÿ ïîñòðîåíèå íåòðèâèàëüíîãî P-àâòîìîð�èçìà â P(E ) ðàññìîò-
ðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà E ñîäåðæèò ëèøü îäèí ýëåìåíò e, ò. å.
êîãäà C � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïðîñòîãî òðàíñöåíäåíòíî-

ãî ðàñøèðåíèÿ P(e). Âîçüìåì ýëåìåíòû a, b, c, d ∈ P, äëÿ êîòîðûõ

ad − bc 6= 0. Òîãäà e′ = (ae + b)/(ce + d) � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò

ïîëÿ P(e), îòëè÷íûé îò e. Ïîëå P(e) = P(e′) èçîìîð�íî ïîëþ ðà-

öèîíàëüíûõ äðîáåé îò îäíîé ïåðåìåííîé t, ñëåäîâàòåëüíî, äðîáíî-
ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà t 7→ (at + b)/(ct + d) îïðåäåëÿåò P-àâòîìîð-

�èçì φ ïîëÿ P(e), ïåðåâîäÿùèé e â e′ (ñì. [3, � 39℄).
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî E ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ðàç-

íûõ ýëåìåíòà e1 è e2, è âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå áèåêòèâíîå îòîáðà-

æåíèå φ0 : E → E , äëÿ êîòîðîãî φ0(e1) = e2. Âíîâü èñïîëüçóÿ òî

îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî C � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ðàñøèðåíèå ïî-

ëÿ P(E ), ìîæíî ïîñòðîèòü P-àâòîìîð�èçì φ ïîëÿ C, äëÿ êîòîðîãî

φ0(e) = φ(e) ïðè âñåõ e ∈ E (ñì. 4.4). Êàê âèäíî, φ íåòðèâèàëåí. ⊲

4.8. Ïóñòü C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P. Òî-

ãäà â C ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå P-äè��åðåíöèðîâàíèå.

⊳ Âîñïîëüçóåìñÿ âíîâü áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè E ðàñøèðå-

íèÿ C íàä P. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïîëÿ P ïðî-

äîëæàåòñÿ íà ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå, ïðè÷åì òàêîå ïðî-

äîëæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïðîèçâîëüíûõ çíà÷å-

íèé íà áàçèñå òðàíñöåíäåíòíîñòè (ñì. (2) èç 4.6). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ d : E → C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå D : P(E ) → C, äëÿ êîòîðîãî D(e) = d(e) ïðè âñåõ e ∈ E
è D(x) = 0 ïðè x ∈ P. Äàëåå, C ñëóæèò ñåïàðàáåëüíûì àëãåáðàè-
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÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P(E ), ñëåäîâàòåëüíî, D äîïóñêàåò, è ïðè-

òîì åäèíñòâåííîå, ïðîäîëæåíèå äî äè��åðåíöèðîâàíèÿ D : C → C

(ñì. (1) èç 4.6). Î÷åâèäíî, ÷òî ñâîáîäà â âûáîðå d ãàðàíòèðóåò íåòðè-
âèàëüíîñòü D. ⊲

4.9. Òåîðåìà. Ïóñòü C ñëóæèò ðàñøèðåíèåì íåêîòîðîãî àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ P. �àâíîñèëüíû óòâåðæäåíèÿ:

(1) C = P;
(2) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-àâòîìîð�èçìîâ;

(3) â C íåò íåòðèâèàëüíûõ P-äè��åðåíöèðîâàíèé.

⊳ Åñëè C 6= P, òî C � òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ P, ïî-

ýòîìó (2) → (1) è (3) → (1) âûòåêàþò èç 4.7 è 4.8 ñîîòâåòñòâåííî.

Îáðàòíûå èìïëèêàöèè î÷åâèäíû. ⊲

4.10.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé.Òåîðèÿ ïîëåé è òåñíî ñâÿçàííàÿ

ñ íåé òåîðèÿ ìíîãî÷ëåíîâ áåðóò ñâîå íà÷àëî èç ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Ïåðâîå ÷åòêîå îïðåäåëåíèå àáñòðàêòíîãî ïîëÿ äàë �åíðèõ Âå-

áåð

11

â 1893 ãîäó. Â çíàìåíèòîé ðàáîòå 1910 ãîäà ÝðíñòØòàéíèö

12

ðàçâèë

àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ïîëåé è ïðåäëîæèë ìíîæåñòâî âàæíûõ êîíöåï-

öèé, òàêèõ êàê ïðîñòîå ïîëå, ñåïàðàáåëüíûå ýëåìåíòû, ñîâåðøåííîå ïîëå

è ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ.

Ëåêöèÿ 3.

Áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñïóñêè è ïîäúåìû

5. Áóëåâîçíà÷íîå ìîäåëèðîâàíèå. Çäåñü êîðîòêî ïðåäñòàâ-

ëåíà íåîáõîäèìàÿ èí�îðìàöèÿ î áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëÿõ òåîðèè

ìíîæåñòâ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå èìååòñÿ â êíèãàõ [3, 16℄.

Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ñòàòüè �îð-

ìàëüíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ è åå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ êàê òåõ-

íè÷åñêîå ñðåäñòâî äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ �óíêöèîíàëüíî-

àíàëèòè÷åñêèõ îáúåêòîâ è íåò ïðÿìîé ñâÿçè íàøèõ ðàññìîòðåíèé

ñ îñíîâàíèÿìè ìàòåìàòèêè. Ïîýòîìó ïðèäåðæèâàåìñÿ ïðèíÿòîãî â

�óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå óðîâíÿ ñòðîãîñòè.

11

�åíðèõ Ìàðòèí Âåáåð (Heinrih Martin Weber; 1842�1913) � íåìåöêèé ìàòå-

ìàòèê è ïåäàãîã, ó÷åíèê Á. �èìàíà; îñíîâíûå òðóäû â îáëàñòè òåîðèè àëãåáðà-

è÷åñêèõ ÷èñåë, àëãåáðàè÷åñêèõ �óíêöèé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

12

Ýðíñò Øòàéíèö (òàêæå Øòåéíèö; Ernst Steinitz; 1871�1928) � íåìåöêèé ìà-

òåìàòèê; îñíîâíûå òðóäû ïîñâÿùåíû òåîðèè ãðà�îâ è òîïîëîãèè, îäíàêî íàè-

áîëüøóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëà ðàáîòà ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëåé¿, îïóáëè-

êîâàííàÿ â 1910 ãîäó.
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5.1. Òåîðèÿ ìíîæåñòâî Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ñ àêñèîìîé âûáîðà

îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ZFC. ßçûê òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC èñïîëüçó-

åò ñëåäóþùèå ñèìâîëû (ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ íàçûâàþò àë�àâèòîì

ZFC): ñèìâîëû ïåðåìåííûõ x, y, z, x1, x2, . . . ; ñêîáêè ( , ); ïðîïîçèöè-
îíàëüíûå ñâÿçêè (ò. å. çíàêè àëãåáðû âûñêàçûâàíèé) ∧, ∨, →, ↔, ¬;
êâàíòîðû ∀, ∃; çíàê ðàâåíñòâà =; ñèìâîë ñïåöèàëüíîãî äâóõìåñòíî-
ãî ïðåäèêàòà ∈. Èç ñèìâîëîâ àë�àâèòà ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà, ò. å. êî-
íå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ èç àë�àâèòà ZFC. Ïðàâèëüíî
ñîñòàâëåííûå ñëîâà íàçûâàþò �îðìóëàìè. Òî÷íåå, �îðìóëû òåîðèè

ZFC îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íîé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðîé èç àòîìàðíûõ

�îðìóë âèäà x = y è x ∈ y, ñ ïîìîùüþ ðàçóìíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê,

êâàíòîðîâ è ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñâÿçîê.

Ïðè ýòîì òåîðèÿ ZFC � ýòî íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî �îðìóë, ñî-

äåðæàùåå àêñèîìû ZFC è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ïðàâèë âûâîäà

(ñì. [17℄). Ôîðìóëû òåîðèè íàçûâàþò òàêæå òåîðåìàìè ýòîé òåîðèè.

Òåîðèÿ ZFC âêëþ÷àåò îáû÷íûå àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà òåîðèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ëþáîì óíè-

âåðñèòåòñêîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè (ñì., íàïðèìåð, [17, 18℄).

Ïîìèìî ýòîãî ïðèíèìàþòñÿ ñïåöèàëüíûå àêñèîìû � àêñèîìû îáú-

åìíîñòè, îáúåäèíåíèÿ, ñòåïåíè, ïîäñòàíîâêè, ðåãóëÿðíîñòè, áåñêî-

íå÷íîñòè è âûáîðà.

Åñòåñòâåííûé ñìûñë âêëàäûâàåòñÿ â òåðìèíû ñâîáîäíàÿ ïåðåìåí-

íàÿ è ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ, à òàêæå â ïîíÿòèå îáëàñòü äåéñòâèÿ

êâàíòîðà. Òàê, íàïðèìåð, â �îðìóëå (∀x) (x ∈ y) ïåðåìåííàÿ x ñâÿ-
çàíà (âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ∀), à ïåðåìåííàÿ y ñâîáîä-
íà. Ïðè æåëàíèè ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â �îðìóëå ϕ ñâîáîäíûìè ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn è òîëüêî îíè, ïèøóò ϕ(x1, . . . , xn).

5.2. Ñîäåðæàòåëüíî îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ZFC ìûñëÿò

êàê ìèð ìíîæåñòâ � óíèâåðñóì ìíîæåñòâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, îáëàñòü

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ ñîäåðæèò òîëüêî ìíîæåñòâà. Âìåñòî ∈ (x, y)
ïèøóò x ∈ y è ãîâîðÿò, ÷òî ¾x � ýëåìåíò ìíîæåñòâà y¿, èëè ¾x ïðè-
íàäëåæèò (ñîäåðæèòñÿ â, âõîäèò â) y¿.

Òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ ñêëàäûâàåòñÿ íà

îñíîâå àêñèîìàòèêè ZFC. Ýòîò êëàññ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâî-

ëîì V è íàçûâàòü óíèâåðñóìîì �îí Íåéìàíà. Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî

îáúåêòà ýòîé êîíñòðóêöèè ïðèíèìàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåí-

òàðíûå øàãè êîíñòðóèðîâàíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ èç óæå èìåþùèõñÿ �

�îðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèÿ. Òðàíñ�è-

íèòíîå ïîâòîðåíèå ýòèõ øàãîâ èñ÷åðïûâàåò êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ V.
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Òî÷íåå, ïîëàãàþò

V :=
⋃

α∈On

Vα,

ãäå On � êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ è Vα îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

V0 := ∅,

Vα+1 := P(Vα) (α ∈ On),

Vα :=
⋃

β<α

Vβ (α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Êëàññ V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü òåîðèè ZFC.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ òåîðåìà ϕ òåîðèè ZFC áóäåò èñòèííûì

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì óòâåðæäåíèåì, åñëè ïåðåìåííûå â �îð-

ìóëå ϕ òðàêòîâàòü, êàê ýëåìåíòû óíèâåðñóìà V, à ïðåäèêàò ∈ ïîíè-

ìàòü êàê îòíîøåíèå ¾áûòü ýëåìåíòîì¿ â V.

5.3. �àññìîòðèì òåïåðü êîíñòðóêöèþ áóëåâîçíà÷íîãî óíèâåðñó-

ìà. Ïóñòü B � �èêñèðîâàííàÿ ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî îðäèíàëà α ïîëîæèì

V(B)
α :=

{
x : Funct(x) ∧ (∃β) (β < α ∧ dom(x) ⊂ V

(B)
β ∧ im(x) ⊂ B)

}
.

Èòàê, â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè, ñåìåéñòâî

(
V

(B)
α

)
α∈On

îïðåäåëÿåòñÿ

èíäóêöèåé ïî îðäèíàëàì:

V
(B)
0 := ∅,

V
(B)
α+1 :=

{
x : X → B : X ⊂ V(B)

α

}
;

V(B)
α :=

⋃

β<α

V
(B)
β (α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Ñîáðàâ âîåäèíî âñå ýòè ìíîæåñòâà B-çíà÷íûõ �óíêöèé, ïîëó÷èì

êëàññ

V(B) :=
⋃

α∈On

V(B)
α ,

êîòîðûé è íàçûâàþò áóëåâîçíà÷íûì óíèâåðñóìîì. Ýëåìåíòû êëàñ-

ñà V(B)
ïðèíÿòî íàçûâàòü B-çíà÷íûìè ìíîæåñòâàìè.
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5.4. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ �îðìóëó ϕ = ϕ(u1, . . . , un) òå-

îðèè ZFC. Åñëè çàìåíèòü ïåðåìåííûå u1, . . . , un ýëåìåíòàìè

x1, . . . , xn ∈ V(B)
, òî ïîëó÷èì íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå îá îáúåê-

òàõ x1, . . . , xn. Ââîäèòñÿ íîâûé ñïîñîá ïðîâåðêè èñòèííîñòè òàêèõ

óòâåðæäåíèé, îòëè÷íûé îò ñïîñîáà, ïðèíÿòîãî â V. Äëÿ ýòîé öå-

ëè óêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ ñîïîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ îöåíêó èñ-

òèííîñòè [[ϕ(x1, . . . , xn)]], ñëóæàùóþ ýëåìåíòîì áóëåâîé àëãåáðû B.

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðèäàòü ñìûñë �îðìàëüíûì âû-

ðàæåíèÿì òèïà ϕ(x1, . . . , xn), ãäå x1, . . . , xn ∈ V(B)
è ϕ � �îð-

ìóëà ZFC, ò. å. îïðåäåëèòü, â êàêîì òî÷íîì ñìûñëå äëÿ ýëå-

ìåíòîâ x1, . . . , xn ∈ V(B)
âûïîëíåíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âû-

ñêàçûâàíèå ϕ(u1, . . . , un). Èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �îðìóëà

ϕ(x1, . . . , xn) èñòèííà âíóòðè V(B)
èëè ýëåìåíòû x1, . . . , xn óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèþ ϕ, åñëè [[ϕ(x1, . . . , xn)]] = 1. Ïðè ýòîì ïèøóò

V(B) |= ϕ(x1, . . . , xn).

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àêñèîìû è òåîðåìû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäè-

êàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì âåðíû âíóòðè V(B)
.

Ïðèïèñûâàíèå áóëåâûõ îöåíîê èñòèííîñòè ïðîâîäèòñÿ äâîéíîé

èíäóêöèåé, ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð ïîñòðîåíèÿ �îðìóë èç àòîìàðíûõ è

çàäàâàÿ îöåíêè àòîìàðíûõ �îðìóë x ∈ y è x = y, ãäå x, y ∈ V(B)
,

íà îñíîâå êîíñòðóêöèè V(B)
. Ïîäðîáíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî

íàéòè â [3, 16℄.

5.5. Â áóëåâîçíà÷íîì óíèâåðñóìå V(B)
ñîîòíîøåíèå [[x = y]] = 1

íå âëå÷åò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷òî B-çíà÷íûå �óíêöèè x è y (ðàññìàòðè-
âàåìûå êàê ýëåìåíòû V) ñîâïàäàþò. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî çàòðóäíÿåò

íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè. Â ýòîé ñâÿçè ïåðåõîäÿò îò V(B)
ê îòäåëèìî-

ìó áóëåâîçíà÷íîìó óíèâåðñóìó V
(B)
. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåãî

ðàññìîòðèì îòíîøåíèå {(x, y) : [[x = y]] = 1} â êëàññå V(B)
, ïðåä-

ñòàâëÿþùåå ñîáîé, ÷òî î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Âû-

áèðàÿ ýëåìåíò (ïðåäñòàâèòåëü íàèìåíüøåãî ðàíãà) â êàæäîì êëàññå

ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèõîäèì ê îòäåëèìîìó áóëåâîçíà÷íîìó óíèâåð-

ñóìó V
(B)
. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîñëåäíåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òîò æå

ñàìûé ñèìâîë V(B)
, ò. å. ïîëàãàåì V(B) := V

(B)
. Äëÿ ëþáîé �îðìó-

ëû ϕ òåîðèè ZFC è ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x è y èç V(B)
âûïîëíÿ-

åòñÿ

[[x = y]] = 1 → [[ϕ(x)]] = [[ϕ(y)]].
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Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè áóëåâûõ îöåíîê èñòèííîñòè â îòäåëèìîì

óíèâåðñóìå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ýê-

âèâàëåíòíîñòè.

Âàæíåéøèå ñâîéñòâà áóëåâîçíà÷íîãî óíèâåðñóìà V(B)
�îðìóëè-

ðóþòñÿ â âèäå òðåõ ïðèíöèïîâ.

5.6. Ïðèíöèï ïåðåíîñà. Âñå òåîðåìû ZFC èñòèííû âíóò-

ðè V(B)
, ñèìâîëè÷åñêè

V(B) |= òåîðåìà ZFC.

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ �îðìóëà ϕ âûðà-

æàåò äîêàçóåìîå â ZFC óòâåðæäåíèå, òî V(B) |= ϕ. Èíîãäà ïðèíöèï
ïåðåíîñà âûðàæàåòñÿ ñëîâàìè: ¾V(B)

� áóëåâîçíà÷íàÿ ìîäåëü òåî-

ðèè ZFC¿.

5.7. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Äëÿ êàæäîé �îðìóëû ϕ(x) òåî-

ðèè ZFC ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî

[[(∃x)ϕ(x)]] = [[ϕ(x0)]].

Èíûìè ñëîâàìè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé

�îðìóëû ϕ òåîðèè ZFC âûïîëíÿåòñÿ

(
∃x0 ∈ V(B)

)
[[ϕ(x0)]] =

∨

x∈V(B)

[[ϕ(x)]].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âíóòðè V(B)
èñòèííî óòâåðæäåíèå ¾âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(x) äëÿ íåêîòîðîãî x¿, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x0 â V(B)
(â ñìûñëå

óíèâåðñóìà �îí Íåéìàíà V), äëÿ êîòîðîãî [[ϕ(x0)]] = 1. Ñèìâîëè÷å-

ñêè,

V(B) |= (∃x)ϕ(x) → (∃x0)V(B) |= ϕ(x0).

5.8. Ïðèíöèï ïåðåìåøèâàíèÿ. Ïóñòü (bξ)ξ∈Ξ � ðàçáèåíèå

åäèíèöû â B. Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà (xξ)ξ∈Ξ ýëåìåíòîâ óíèâåðñó-

ìà V(B)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x ∈ V(B)

òàêîé, ÷òî

bξ 6 [[x = xξ]] äëÿ âñåõ ξ ∈ Ξ. Ýëåìåíò x íàçûâàþò ïåðåìåøèâàíèåì
ñåìåéñòâà (xξ) îòíîñèòåëüíî (bξ). Ïåðåìåøèâàíèå îáîçíà÷àåòñÿ

x = mixξ∈Ξ(bξxξ) = mix{bξxξ : ξ ∈ Ξ}.
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5.9. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ñâîèì âîçíèêíîâåíèåì áóëå-

âîçíà÷íûå ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ îáÿçàíû âûäàþùåìóñÿ äîñòèæåíèþ

Ï. Äæ. Êîýíà

13

, óñòàíîâèâøåìó â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ ñîâìåñòèìîñòü îò-

ðèöàíèÿ ãèïîòåçû êîíòèíóóìà CH ñ àêñèîìàìè òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìå-

ëî � Ôðåíêåëÿ ZFC. Âìåñòå ñ áîëåå ðàííèì ðåçóëüòàòîì Ê. ��åäåëÿ

14

î

ñîâìåñòèìîñòè CH ñ ZFC, óñòàíîâëåííûé Ï. Äæ. Êîýíîì �àêò îçíà÷àåò

íåçàâèñèìîñòü CH îò îáû÷íûõ àêñèîì ZFC. Ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðåä-

ëîæåííûé Ï. Äæ. Êîýíîì è íàçâàííûé èì ìåòîäîì �îðñèíãà, âûçûâàë

îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè âîñïðèÿòèÿ. Áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè èçîáðåëè Äà-

íà Ñêîòò

15

, �îáåðò Ì. Ñîëîâåé

16

è Ïåòð Âîïåíêà

17

â 1960-õ ãîäàõ, ÷òîáû

ïîìî÷ü ïîíÿòü ìåòîä �îðñèíãà Ïîëà Êîýíà. Áóëåâîçíà÷íûå ìîäåëè íå

òîëüêî îáåñïå÷èëè ïðèâëåêàòåëüíóþ íàãëÿäíîñòü ìåòîäó Êîýíà ñ òî÷êè

çðåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ, íî è îêàçàëèñü ìîùíûì èíñòðóìåí-

òîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñîâìåñòèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè. Ïîäðîáíåå

îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãå [16℄.

6. Ñïóñêè è ïîäúåìû. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìèðîâ (óíèâåð-

ñóìîâ) V è V(B)
ïðåäïîëàãàåò èõ òåñíóþ âçàèìîñâÿçü. Èíà÷å ãîâî-

ðÿ, íåîáõîäèì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé óçíàâàòü, êàê

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èíòåðïðåòàöèè îäíîãî è òîãî æå �àêòà â óêà-

çàííûõ âûøå äâóõ ìîäåëÿõ V è V(B)
. Îñíîâó òàêîãî àïïàðàòà ñîñòàâ-

ëÿþò îïåðàöèè êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ, ñïóñêà è ïîäúåìà, ïðåä-

ñòàâëåííûå íèæå.

6.1. Íà÷íåì ñ êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ óíèâåðñóìà �îí Íåéìà-

íà â áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì. Äëÿ x ∈ V îáîçíà÷èì ñèìâîëîì x∧

13

Ïîë Äæîçå� Êîýí (Paul Joseph Cohen; 1934�2007) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìà-

òèê; èçâåñòåí äîêàçàòåëüñòâîì ñîâìåñòèìîñòè îòðèöàíèÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçû ñ

àêñèîìàòèêîé Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ è íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû âûáîðà îò îñòàëü-

íûõ àêñèîì Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ.

14

Êóðò Ôðèäðèõ ��åäåëü (Kurt Friedrih G�odel; 1906�1978) � àâñòðèéñêèé ëî-

ãèê, ìàòåìàòèê è �èëîñî� ìàòåìàòèêè; èçâåñòåí ñâîèìè òåîðåìàìè î íåïîëíî-

òå, êîòîðûå îêàçàëè îãðîìíîå âëèÿíèå íà ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâàíèÿõ ìàòåìà-

òèêè.

15

Äàíà Ñòþàðò Ñêîòò (Dana Stewart Sott; 1932) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê,

èçâåñòíûé ðàáîòàìè â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è èí�îðìàòèêè.

16

�îáåðò Ìàðòèí Ñîëîâåé (Robert Martin Solovay; 1938) � àìåðèêàíñêèé ìà-

òåìàòèê, ðàáîòàþùèé â îáëàñòè òåîðèè ìíîæåñòâ; â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâèë, ÷òî

óòâåðæäåíèå ¾êàæäîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ïî

Ëåáåãó¿ ñîâìåñòèìî ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ áåç àêñèîìû âû-

áîðà.

17

Ïåòð Âîïåíêà (Petr Vop�enka; 1935�2015) � ÷åøñêèé ìàòåìàòèê, ðàçðàáîòàë

àëüòåðíàòèâíóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ, àâòîð èçâåñòíîãî ïðèíöèïà Âîïåíêè.
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ñòàíäàðòíîå èìÿ x â V(B)
, ò. å. ýëåìåíò, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùåé

ñõåìîé ðåêóðñèè:

∅∧ := ∅, dom(x∧) := {y∧ : y ∈ x}, im(x∧) := {1}.

�àáîòàÿ ñ îòäåëèìûì áóëåâîçíà÷íûì óíèâåðñóìîì V
(B)
, ìû ñîõðàíÿ-

åì ñèìâîë x∧
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà èç ñîîòâåòñòâó-

þùåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. �àññìîòðèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî

îòîáðàæåíèÿ x 7→ x∧
.

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå ñîäåðæàùèåñÿ â íåé

ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå âõîäÿò â íåå ïîä çíàêàìè îãðàíè÷åííûõ êâàí-

òîðîâ, ò. å. êâàíòîðîâ, îáëàñòü äåéñòâèÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíà êàêèì-

ëèáî ìíîæåñòâîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ñâÿçàííàÿ ïåðå-

ìåííàÿ x âñòðå÷àåòñÿ â âèäå (∀x ∈ y) èëè (∃x ∈ y) äëÿ íåêîòîðîãî y.

6.2. Îãðàíè÷åííûé ïðèíöèï ïåðåíîñà. Äëÿ êàæäîé îãðàíè-

÷åííîé �îðìóëû ϕ òåîðèè ZFC è ëþáîãî íàáîðà x1, . . . , xn ∈ V èìååò

ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ(x1, . . . , xn) ↔ V(B) |= ϕ(x∧

1 , . . . , x
∧

n).

6.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x èç (îòäåëèìîãî) áóëåâîçíà÷-

íîãî óíèâåðñóìà V(B)
îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ x↓ �îðìóëîé

x↓ :=
{
y ∈ V(B) : [[y ∈ x]] = 1

}
.

Ýòîò êëàññ íàçûâàþò ñïóñêîì ýëåìåíòà x. Ïðè ýòîì êëàññ x↓ ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì, ò. å. x↓ ∈ V äëÿ ëþáîãî x ∈ V(B)

. Åñëè [[x 6= ∅]] = 1,

òî x↓ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

6.4. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç X â Y âíóòðè V(B)
. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî f , X è Y � ýëåìåíòû V(B)
, ïðè÷åì [[f : X → Y ]] = 1. Ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå f↓ èç X↓ â Y ↓ òàêîå, ÷òî

[[f↓(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X↓).

Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâà X âíóò-

ðè V(B)
(ò. å. [[A ⊂ X ]] = 1) âûïîëíÿåòñÿ f↓(A↓) = f(A)↓. Îòîáðà-

æåíèå f↓ èç X↓ â Y ↓ íàçûâàþò ñïóñêîì f èç V(B)
. Îòîáðàæåíèå f↓

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ýêñòåíñèîíàëüíîñòè:

[[x = x′]] 6 [[f↓(x) = f↓(x′)]] (x, x′ ∈ X↓).
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Äëÿ ñïóñêîâ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé g ◦f , îáðàòíîãî îòîáðàæå-
íèÿ f−1

è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ IX èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

ïðàâèëà:

(g ◦ f)↓ = g↓ ◦ f↓, (f−1)↓ = (f↓)−1, (IX)↓ = IX↓.

Â ñèëó ýòèõ ïðàâèë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îïåðàöèþ ñïóñêà êàê

êîâàðèàíòíûé �óíêòîð èç êàòåãîðèè B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ è îòîáðà-

æåíèé â êàòåãîðèþ îáû÷íûõ (ò. å. â ñìûñëå V) ìíîæåñòâ è îòîáðà-

æåíèé.

6.5. Äëÿ x1, . . . , xn ∈ V(B)
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì (x1, . . . , xn)

B
óïî-

ðÿäî÷åííóþ n-êó âíóòðè V(B)
. Ïðåäïîëîæèì ÷òî P � ýòî n-ìåñòíîå

îòíîøåíèå íà X âíóòðè V(B)
, ò. å. X,P ∈ V(B)

è [[P ⊂ Xn∧

]] = 1

(n ∈ ω). Òîãäà ñóùåñòâóåò n-ìåñòíîå îòíîøåíèå P ′
íà X↓ òàêîå, ÷òî

(x1, . . . , xn) ∈ P ′ ↔ [[(x1, . . . , xn)
B ∈ P ]] = 1.

Äîïóñêàÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü, îòíîøåíèå P ′
îáîçíà÷àþò òåì æå

ñèìâîëîì P↓ è íàçûâàþò åãî ñïóñêîì îòíîøåíèÿ P .

6.6. Ïóñòü x ∈ V è x ⊂ V(B)
, ò. å. x � ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå

èç B-çíà÷íûõ ìíîæåñòâ èëè, â ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè, x ∈ P(V(B)).
Ïîëîæèì ∅↑ := ∅ è

dom(x↑) = x, im(x↑) = {1},

åñëè x 6= ∅. Ýëåìåíò x↑ îòäåëèìîãî óíèâåðñóìà (ò. å. âûäåëåííûé

ïðåäñòàâèòåëü êëàññà {y ∈ V(B) : [[y = x↑]] = 1}) íàçûâàþò ïîäúåìîì
ìíîæåñòâà x. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà îòäåëèìîãî óíèâåðñó-
ìà V(B)

ñîõðàíÿþò òå æå íàçâàíèå è îáîçíà÷åíèå.

6.7. Ïóñòü X,Y, f ∈ P(V(B)) è f � ñîîòâåòñòâèå èç X â Y . Äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ f↑ èç X↑ â Y ↑ âíóòðè V(B)

, óäîâëåòâî-

ðÿþùåãî óñëîâèþ

[[f↑(x) = f(x)]] = 1 (x ∈ X),

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f áûëî ýêñòåíñèîíàëüíî, ò. å. ÷òîáû
äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

[[x = x′]] 6 [[f(x) = f(x′)]] (x, x′ ∈ X).

Îòîáðàæåíèå f↑ ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì åäèíñòâåííî è óäîâëåòâîðÿ-

åò ñîîòíîøåíèþ f↑(A↑) = f(A)↑ (A ⊂ X).
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Êîìïîçèöèÿ ýêñòåíñèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé ýêñòåíñèîíàëüíà.

Ïðè ýòîì ïîäúåì êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ðàâåí êîìïîçèöèè (âíóò-

ðè V(B)
) ïîäúåìîâ ýòèõ ñîîòâåòñòâèé:

V(B) |= (g ◦ f)↑ = g↑ ◦ f↑.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f è f−1
ýêñòåíñèîíàëüíû, òî (f↑)−1 =

(f−1)↑.
6.8. Âîçüìåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X , ò. å. X ∈ V è X 6= ∅. Ïóñòü

áóêâà ι := ιX îáîçíà÷àåò îãðàíè÷åíèå íà X êàíîíè÷åñêîãî âëîæå-

íèÿ: ι : x 7→ x∧ (x ∈ X). Òîãäà ι(X)↑ = X∧
è X = ι−1(X∧↓). �àñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Y ∈ V(B)
, èçîáðàæàþùèé íåïóñòîå

ìíîæåñòâî. Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ðàñïðîñòðà-

íèòü îïåðàöèþ ïîäúåìà íà îòîáðàæåíèÿ f èç X â Y ↓ è îïåðàöèþ

ñïóñêà íà ñîîòâåòñòâèÿ g èç X∧
â Y âíóòðè V(B)

. Èìåííî, ïîëîæèì

f↑ := (f ◦ ι−1)↑ è g↓ := g↓ ◦ ι. Îòîáðàæåíèÿ f↑ è g↓ íàçûâàþò ìîäè-
�èöèðîâàííûì ïîäúåìîì f è ìîäè�èöèðîâàííûì ñïóñêîì g. (Åñëè
êîíòåêñò èñêëþ÷àåò ïóòàíèöó, òî ãîâîðÿò ïî-ïðåæíåìó î ñïóñêàõ è

ïîäúåìàõ è èñïîëüçóþò ïðîñòûå ñòðåëêè.) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f↑ �

åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç X∧
â Y âíóòðè V(B)

, óäîâëåòâîðÿþùåå

óñëîâèþ

[[f↑(x∧) = f(x)]] = 1 (x ∈ X).

Àíàëîãè÷íî, g↓ � åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç X â Y ↓ (â ñòàíäàðò-
íîé ìîäåëè V), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

[[g↓(x) = g(x∧)]] = 1 (x ∈ X).

6.9. Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà X ⊂ V(B)
îáîçíà÷èì ñèìâî-

ëîì mixX := mix(X) ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåøèâàíèé âèäà

mix(bξxξ), ãäå (xξ) ⊂ X è (bξ) � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû

â B. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ñòðåëîê, èíîãäà

íàçûâàåìûå ïðàâèëàìè Ýøåðà

18

.

Ïóñòü X è X ′
� ïîäìíîæåñòâà V(B)

è f : X → X ′
� ýêñòåíñè-

îíàëüíîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû Y, Y ′, g ∈ V(B)

18

Ìàóðèö Êîðíåëèñ Ýøåð (Maurits Cornelis Esher; 1898�1972) � íèäåðëàíä-

ñêèé õóäîæíèê-ãðà�èê; èçâåñòåí ñâîèìè êîíöåïòóàëüíûìè ëèòîãðà�èÿìè, ãðà-

âþðàìè íà äåðåâå è ìåòàëëå, â êîòîðûõ îí ìàñòåðñêè èññëåäîâàë ïëàñòè÷åñêèå

àñïåêòû ïîíÿòèé áåñêîíå÷íîñòè è ñèììåòðèè.
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òàêîâû, ÷òî [[Y 6= ∅]] = [[ g : Y → Y ′]] = 1. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

X↑↓ = mixX, Y ↓↑ = Y ; f↑↓ = f, g↓↑ = g.

Èìåþòñÿ è äðóãèå ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ñòðåëîê íî îíè íàì íå ïîíà-

äîáÿòñÿ.

6.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Ñïóñêè è ïîäúåìû (òåðìèíû

ââåë Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå

19

) íåÿâíî èñïîëüçîâàëèñü ñ ñàìîãî ñîçäàíèÿ áó-

ëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé, ñì. [16℄. Ñèñòåìàòèçàöèÿ àïïàðàòà áóëåâîçíà÷íî-

ãî àíàëèçà è åå àäàïòàöèÿ ê çàäà÷àì àíàëèçà îñóùåñòâëåíà â ðàáîòàõ

À. �. Êóñðàåâà è Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå, ñì. [3, 4℄. Âçàèìîñâÿçè, ñóùåñòâóþ-

ùèå ìåæäó îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà, äàâíî è ïëî-

äîòâîðíî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Òðóäíî çäåñü âûäåëèòü âêëàä îò-

äåëüíûõ àâòîðîâ, êðîìå îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Ä. Ñêîòòà, �. Ñîëîâåÿ è

Ñ. Òåííåíáàóìà. Î ðîëè áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé â èññëåäîâàíèÿõ ïî îñíî-

âàíèÿì ìàòåìàòèêè ìîæíî ïðî÷èòàòü â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå [16℄ (íàïèñàí-

íîé Ä. Ñêîòòîì). Ä. Ñêîòò ïðåäâèäåë áîëåå øèðîêîå çíà÷åíèå áóëåâîçíà÷-

íûõ ìîäåëåé â ìàòåìàòèêå è ïèñàë åùå â 1969 ãîäó: �We must ask whether

there is any interest in these nonstandard models aside from the independene

proof; that is do they have any mathematial interest? The answer must be yes,

but we annot yet give a really good arguments.� Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìåþò-

ñÿ âåñüìà âïå÷àòëÿþùèå äîâîäû â ïîëüçó ýòîé ïîçèöèè, ñì., íàïðèìåð,

ìîíîãðà�èè [3, 4, 19℄.

Ëåêöèÿ 4.

�åøåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà

7. Áóëåâîçíà÷íûå ÷èñëà. Áóëåâîçíà÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïî-

ëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå êîìïëåêñíîå

K-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå � èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â ïîëå êîìïëåêñíûõ

÷èñåë C, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîä-

ïîëåì C∧
. Òåì ñàìûì âîçíèêàåò âîçìîæíîñòü èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ

êëàññîâ îïåðàòîðîâ êàê �óíêöèîíàëîâ.

19

Ñåì�åí Ñàìñîíîâè÷ Êóòàòåëàäçå (ðîä. 1945) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòå-

ìàòèê, ñïåöèàëèñò â îáëàñòè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è åãî ïðèëîæåíèé; âíåñ

âêëàä â âûïóêëûé àíàëèç è îïòèìèçàöèþ, òåîðèþ âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé è

èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, òåîðèþ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíûõ ðåøåòêàõ, íåñòàí-

äàðòíûå ìåòîäû àíàëèçà; àâòîð ó÷åáíèêà ¾Îñíîâû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà¿,

îäèí èç îñíîâàòåëåé æóðíàëà ¾Positivity¿.
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7.1. Âñþäó íèæå B � ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà, à V(B)
� ñîîòâåò-

ñòâóþùèé áóëåâîçíà÷íûé óíèâåðñóì. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò R ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî [[R � ïîëå äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë ]] = 1. Åñëè �îðìóëà ϕ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �îð-

ìàëüíóþ çàïèñü àêñèîì àðõèìåäîâà óïîðÿäî÷åííîãî ïîëÿ (äëÿ x), òî
îíà ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîé �îðìóëå. Òàê êàê äëÿ ïîëÿ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë �îðìóëà ϕ(R) èñòèííà, òî ñîãëàñíî îãðàíè÷åííîìó

ïðèíöèïó ïåðåíîñà 6.2 áóäåò [[ϕ(R∧) ]] = 1, ò. å. [[R∧
� àðõèìåäî-

âî óïîðÿäî÷åííîå ïîëå ]] = 1. Ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè ýòîì, ÷òî R∧
�

ïîäïîëå ïîëÿ R â ìîäåëè V(B)
.

7.2. Ïóñòü R � íåñóùåå ìíîæåñòâî ïîëÿ R, íà êîòîðîì çàäà-

íû àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ïîðÿäîê, îáîçíà÷àåìûå ñèìâîëàìè

⊕, ⊗, ©6
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åí-

íóþ ïÿòåðêó (R,⊕,⊗,©6 , 0∧, 1∧) âíóòðè VB
; ñèìâîëè÷åñêè, VB |= R =

(R,⊕,⊗,©6 , 0∧, 1∧).
Ñïóñêîì ïîëÿ R íàçîâåì ìíîæåñòâî R↓ íà êîòîðîì îïðåäåëåíû

îïåðàöèè ⊕↓, ⊗↓ è ïðåäèêàò

©6 ↓, à òàêæå èìåþòñÿ äâà âûäåëåííûõ
ýëåìåíòà 0∧

è 1∧
; ñèìâîëè÷åñêè, R↓ = (R↓,⊕↓,⊗↓,©6 ↓, 0∧, 1∧).

Åñëè àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ïîðÿäîê â R↓ îáîçíà÷èòü ñèì-
âîëàìè +,×,6, òî îïðåäåëåíèå ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è îòíîøåíèÿ

ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå R↓ â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè âûãëÿäÿò òàê:

z = x+ y ↔ [[ z = x⊕ y ]] = 1,

z = x× y ↔ [[ z = x⊗ y ]] = 1,

x 6 y ↔ [[x©6 y ]] = 1

(x, y, z ∈ R↓).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî R↓ ñëóæèò êîììóòàòèâíûì óïîðÿäî÷åííûì

êîëüöîì. Áîëåå òîãî, R↓ áóäåò óïîðÿäî÷åííîé àëãåáðîé, åñëè óìíî-
æåíèå ýëåìåíòîâ R↓ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îïðåäåëèòü ïðàâèëîì

y = λx ↔ y = λ∧ × x ↔ [[ y = λ∧ ⊗ x ]] = 1 (x, y ∈ R↓, λ ∈ R).

7.3. Òåîðåìà �îðäîíà. Ïóñòü R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

â ìîäåëè V(B)
. Òîãäà R↓ (ñî ñïóùåííûìè îïåðàöèÿìè è ïîðÿäêîì)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ ïîðÿäêîâîé åäè-
íèöåé 1= 1∧

. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò áóëåâ èçîìîð�èçì χ áóëåâîé

àëãåáðû B íà áàçó P(R↓) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R↓ è b ∈ B
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ñïðàâåäëèâû ýêâèâàëåíòíîñòè:

χ(b)x = χ(b)y ↔ b 6 [[x = y ]],

χ(b)x 6 χ(b)y ↔ b 6 [[x 6 y ]].

7.4. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà 5.9 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

C ∈ V(B)
, äëÿ êîòîðîãî [[C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ]] = 1. Òàê

êàê ðàâåíñòâî C = R ⊕ iR âûðàæàåòñÿ îãðàíè÷åííîé òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîé �îðìóëîé, òî ñîãëàñíî îãðàíè÷åííîìó ïðèíöèïó ïå-

ðåíîñà 6.2 áóäåò [[C∧ = R∧ ⊕ i∧R∧ ]] = 1. Êðîìå òîãî, R∧
ñ÷èòàþò

ïîäïîëåì ïîëÿ R, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî C∧
� ïîäïîëå

ïîëÿ C . Åñëè 1 � åäèíèöà ïîëÿ C, òî 1∧
� åäèíèöà ïîëÿ C âíóòðè

V(B)
. Áóäåì ïèñàòü i âìåñòî i∧ è 1 âìåñòî 1∧

.

7.5.ÏóñòüC � íåñóùåå ìíîæåñòâî ïîëÿ C , à àëãåáðàè÷åñêèå îïå-
ðàöèè îáîçíà÷àåì òàê æå, êàê è â 7.2. Òîãäà (C,⊕,⊗, 0∧, 1∧) � óïî-

ðÿäî÷åííàÿ ïÿòåðêà âíóòðè VB
. Ñïóñêîì ïîëÿ áóäåò ìíîæåñòâî C↓,

íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ⊕↓, ⊗↓ è èìåþòñÿ äâà âûäåëåííûõ
ýëåìåíòà 0∧

è 1∧
. Ïðè ýòîì C ↓ áóäåò êîìïëåêñíûì êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì. Êðîìå òîãî, C ↓ = R↓ ⊕ iR↓, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåî-

ðåìû �îðäîíà 7.3 C ↓ � ðàñøèðåííîå êîìïëåêñíîå K-ïðîñòðàíñòâî

è êîìïëåêñíàÿ f -àëãåáðà îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì 1∧
� ïîðÿäêîâàÿ è

êîëüöåâàÿ åäèíèöà â C ↓. Ïðîñòðàíñòâî C ↓ çàâèñèò òîëüêî îò B è C,

ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå B(C) := C ↓.
7.6. Ïóñòü EndN (GC) � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàñøèðÿþùèõ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ â GC, ãäå G := R↓. ßñíî, ÷òî EndN (GC) �

êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, EndN (GC) áóäåò
òî÷íûì óíèòàðíûì ìîäóëåì íàä êîëüöîì GC, åñëè äëÿ g ∈ GC è

T ∈ EndN (GC) îïðåäåëèòü îïåðàòîð gT �îðìóëîé gT : x 7→ g · Tx
(x ∈ GC). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óìíîæåíèå íà ýëåìåíò GC ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð è êîìïîçèöèÿ íåðàñøèðÿ-

þùèõ îïåðàòîðîâ åñòü íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð.

7.7. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì EndC∧(C ) ýëåìåíò V(B)
, èçîáðàæàþ-

ùèé ïðîñòðàíñòâî âñåõ C∧
-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç C â C . Òîãäà

EndC∧(C ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C∧
âíóòðè V(B)

, à

EndC∧(C )↓ � òî÷íûé óíèòàðíûé ìîäóëü íàä GC.

7.8. Ëèíåéíûé îïåðàòîð âK-ïðîñòðàíñòâåG èëè GC áóäåò íåðàñ-

øèðÿþùèì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ýêñòåíñèîíàëåí.
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⊳ Êàê âèäíî èç òåîðåìû �îðäîíà 7.3, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåé-

íîãî îïåðàòîðà T : G → G óñëîâèå ýêñòåíñèîíàëüíîñòè [[x = y]] 6
[[Tx = Ty]] (x, y ∈ G = R↓) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G è

π ∈ P(G) èç ðàâåíñòâà πx = πy ñëåäóåò πTx = πTy. Ââèäó ëèíåéíî-
ñòè T ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ πx = 0 → πTx = 0 (x ∈ G,
π ∈ P(G)). Åñëè âçÿòü x := π⊥y, òî ïîëó÷èì πTπ⊥ = 0 èëè, ÷òî òî

æå, πT = πTπ. Ñîãëàñíî 2.1 ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç

ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé íåðàñøèðÿþùåãî îïåðàòîðà. Â ñëó÷àå

êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà GC ñëåäóåò ïðèâëå÷ü 2.2. ⊲

7.9. Òåîðåìà. Ìîäóëè EndN (GC) è EndC∧(C )↓ èçîìîð�íû. Èçî-
ìîð�èçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ íåðàñøèðÿþùåìó

îïåðàòîðó åãî ïîäúåìà.

⊳ Òàê êàê ýêñòåíñèîíàëüíûå îòîáðàæåíèÿ äîïóñêàþò ïîäúåì, òî

êàæäûé îïåðàòîð T ∈ EndN (GC) èìååò ïîäúåì τ := T ↑, êîòîðûé
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ èç C â C , óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèþ [[τ(x) = Tx]] = 1 (x ∈ GC), ñì. 6.7. Íåòðóäíî ïðî-

âåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå T 7→ τ ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì ìîäóëåé,

ïðè÷åì îáðàòíûì èçîìîð�èçìîì ñëóæèò îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿ-

þùåå ýëåìåíòó τ ∈ EndC∧(C )↓ åãî ñïóñê τ↓. ⊲
Òåîðåìà 7.9 ñâîäèò èçó÷åíèå íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ â ðàñ-

øèðåííîì ïðîñòðàíñòâå Êàíòîðîâè÷à ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé �óíêöè-

îíàëüíîãî óðàâíåíèÿ Êîøè ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì îäíîðîäíî-

ñòè.

7.10. Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Â 1977 ãîäó Åâãåíèé �îðäîí

20

,

ìîëîäîé ïðåïîäàâàòåëü Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, îïóáëèêîâàë êîðîòêóþ çàìåòêó [20℄, íà÷èíàâøó-

þñÿ ñëîâàìè:

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî, ýëåìåíòà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû, èçîáðàæàþùèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà â

áóëåâîçíà÷íîé ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ V(B)
, ìîæíî íàäåëèòü ëèíåé-

íîé ñòðóêòóðîé è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà òàê, ÷òî îíî ïðåâðàòèòñÿ â

ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé B. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ýòîò �àêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îáîáùåíèÿ òåîðåì î

âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ íà ðàñøèðåííûå K-ïðîñòðàíñòâà.

Ýòî çàìåòêà ñòàëà ñâÿçóþùèì çâåíîì ìåæäó ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè

ìàòåìàòèêè, ÷òî ïîìîãàåò, â ÷àñòíîñòè, ðåøàòü ìíîãî÷èñëåííûå çàäà÷è

20

Åâãåíèé Èçðàèëüåâè÷ �îðäîí (1949) � ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê (ñ 1971 ãîäà

ðàáîòàë â ÑØÀ), ñïåöèàëèñò â îáëàñòè íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, îäèí èç îñíî-

âàòåëåé áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà.
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�óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ¾ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ¿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëåé òåîðèè ìíî-

æåñòâ.

Â òîì æå ãîäó íà èìïîçèóìå ïî ïðèëîæåíèÿì òåîðèè ïó÷êîâ ê ëîãè-

êå, àëãåáðå è àíàëèçó (Äàðåì, 9�11 èþëÿ 1977 ã.) �. Òàêåóòè

21

, èçâåñòíûé

ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, çàìåòèë, ÷òî åñëè B � ïîëíàÿ áóëå-

âà àëãåáðà îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , òî

ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà â áóëå-

âîçíà÷íîé ìîäåëè V(B)
, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðíîé ðåøåòêîé ñàìî-

ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â H , ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ êîòîðûõ ïðèíè-

ìàþò çíà÷åíèÿ â B (ñì. [19℄).

Ýòè äâà ñîáûòèÿ îçíàìåíîâàëè ðîæäåíèå íîâîãî ðàçäåëà �óíêöèî-

íàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé Òàêåóòè îáîçíà÷èë òåðìèíîì Áóëåâîçíà÷íûé

àíàëèç. Èñòîðèÿ è äîñòèæåíèÿ áóëåâîçíà÷íîãî àíàëèçà îòðàæåíû â êíè-

ãàõ [3℄ è [4℄.

8. �åøåíèå ïðîáëåìà Âèêñåòäà. Â ýòîì çàêëþ÷èòåëüíîì ðàç-

äåëå ñ�îðìóëèðóåì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè

íåðàñøèðÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ðàñøèðåííûõ K-ïðîñòðàí-

ñòâàõ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ âîçìîæíîñòè, îòêðûâà-

åìûå òåîðåìîé 7.9.

8.1. Íàïîìíèì åùå íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ

�îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Áóëåâó σ-àëãåáðó B íàçûâà-

þò σ-äèñòðèáóòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîé äâîéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(bn,m)n,m∈N â B âûïîëíåíî óñëîâèå

∨

n∈N

∧

m∈N

bn,m =
∧

ϕ∈NN

∨

n∈N

bn,ϕ(n).

Äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ èìåþòñÿ â êíèãå [21℄. Ïðèìåðîì

σ-äèñòðèáóòèâíîé áóëåâîé àëãåáðû ñëóæèò ïîëíàÿ àòîìíàÿ áóëåâà

àëãåáðà, ò. å. àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà. Âàæíî

ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è áåçàòîìíûå σ-äèñòðèáóòèâíûå ïîë-
íûå áóëåâû àëãåáðû (ñì. [8, 5.1.8℄).

8.2. Ïóñòü äàíû àëãåáðà A è åå ïîäàëãåáðà A0. Ëèíåéíûé îïå-

ðàòîð D èç A0 â A íàçûâàþò äè��åðåíöèðîâàíèåì, åñëè âûïîëíåíî

21

�àéøè Òàêåóòè (Gaisi Takeuti; 1926�2017) � ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé

ñâîèìè ðàáîòàìè â îáëàñòè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ; îäèí èç îñíîâàòåëåé áóëå-

âîçíà÷íîãî àíàëèçà; ó÷åíèê Êóðòà ��åäåëÿ, ðàáîòàë íàä íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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óñëîâèå

D(uv) = D(u)v + uD(v) (u, v ∈ A0).

ßäðî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäàëãåáðó. Íåíóëå-

âîå äè��åðåíöèðîâàíèå íàçûâàþò íåòðèâèàëüíûì.

Ïóñòü G � ðàñøèðåííîå K-ïðîñòðàíñòâî ñ �èêñèðîâàííîé ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðîé, E � ïîäêîëüöî è ïîäðåøåòêà G, D ∈
L(EC, GC) è D = D1 + iD2. Îïåðàòîð D áóäåò êîìïëåêñíûì äè��å-

ðåíöèðîâàíèåì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè D1 è D2 ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé âåùåñòâåííûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ èç E â G.
⊳ Íóæíî ëèøü â ðàâåíñòâå D(uv) = D(u)v + uD(v) ïîäñòàâèòü

D := D1+ iD2, âåùåñòâåííûå u := x ∈ E è v := y ∈ E, à çàòåì ïðèðàâ-

íÿòü âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ. ⊲

Ýíäîìîð�èçìîì àëãåáðû íàçûâàþò ëèíåéíûé ìóëüòèïëèêàòèâ-

íûé îïåðàòîð â íåé. Áèåêòèâíûé ýíäîìîð�èçì íàçûâàþò àâòîìîð-

�èçìîì. Òîæäåñòâåííûé àâòîìîð�èçì ïðèíÿòî íàçûâàòüòðèâèàëü-

íûì.

Åñëè äàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ àâòîìîð�èçìà è äè��åðåíöèðî-

âàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê àëãåáðå íàä ïîëåì P, òî ãîâîðÿò òàêæå î P-àâòî-

ìîð�èçìàõ è P-äè��åðåíöèðîâàíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

8.3. Åñëè E⊥⊥ = G, òî ëþáîå äè��åðåíöèðîâàíèå èç EC â GC

ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì îïåðàòîðîì.

⊳ Â ñèëó 2.2 è 8.2 íóæíî ëèøü óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáîå âåùå-

ñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íåðàñøèðÿþùèì îïåðàòî-

ðîì. Ïóñòü D : E → G � âåùåñòâåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå. Âîçü-

ìåì äèçúþíêòíûå x, y ∈ E. Òàê êàê â f -àëãåáðå ñîîòíîøåíèå x ⊥ y
âëå÷åò xy = 0, òî 0 = D(xy) = D(x)y + xD(y). Íî ýëåìåíòû D(x)y
è xD(y) òàêæå äèçúþíêòíû ïî îïðåäåëåíèþ f -àëãåáðû, ïîýòîìó
D(x)y = 0 è xD(y) = 0. Îòñþäà â ñèëó òî÷íîñòè f -àëãåáðû E ïîëó-

÷àåì D(x) ⊥ y è x ⊥ D(y). �àññìîòðèì òåïåðü äèçúþíêòíûå x ∈ E
è g ∈ G. Ïî óñëîâèþ èäåàë I, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {x}⊥ è òî÷-

êîé x, áóäåò �óíäàìåíòîì â G, ïîýòîìó ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, íå

îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî g ∈ I. Â òî æå âðåìÿ, |g| 6 y äëÿ íåêîòî-
ðîãî y ∈ E+, ñëåäîâàòåëüíî, D(x) ⊥ g â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå. ⊲

8.4. Ïóñòü D(C ↓) � ìíîæåñòâî âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé, à

MN(C ↓) � ìíîæåñòâî âñåõ íåðàñøèðÿþùèõ àâòîìîð�èçìîâ â f -àë-
ãåáðå C ↓. Ïóñòü DC∧(C ) è MC∧(C ) � ýëåìåíòû V(B)

, èçîáðàæàþùèå

ìíîæåñòâà âñåõ C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèé è âñåõ C∧

-àâòîìîð�èçìîâ
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â C . Êàê âèäíî, D(C ↓) � ìîäóëü íàä êîëüöîì C ↓ è [[DC∧(C ) �
êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ]] = 1.

Îïåðàöèè ñïóñêà è ïîäúåìà îñóùåñòâëÿþò èçîìîð�èçì ìîäóëåé

DC∧(C )↓ è D(C ↓), à òàêæå áèåêöèþ ìíîæåñòâ MC∧(C )↓ è MN (C ↓).
⊳ Ñëåäóåò èç 7.9. Íóæíî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð

T ∈ EndN (C ↓) áóäåò äè��åðåíöèðîâàíèåì (àâòîìîð�èçìîì) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [[τ := T ↑ � äè��åðåíöèðîâàíèå

(àâòîìîð�èçì)]] = 1. ⊲

8.5. Ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå äè��åðåíöèðîâàíèå è ïîðÿäêîâî

îãðàíè÷åííûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì ðàñøèðåííîãî f -êîëü-
öà GC òðèâèàëüíû.

⊳ Ìîæíî ñ÷èòàòü GC = C ↓. Åñëè T � äè��åðåíöèðîâàíèå

(íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì) f -êîëüöà GC, òî [[τ := T ↑ � C∧
-

äè��åðåíöèðîâàíèå (C∧
-àâòîìîð�èçì) ïîëÿ C ]] = 1. Áîëåå òîãî, T

ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [[τ ïîðÿäêîâî îãðà-
íè÷åí â C ]] = 1. Îäíàêî â ïîëå C ëþáîå ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åííîå

C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì è ëþáîé ïîðÿäêîâî îãðà-

íè÷åííûé C∧
-àâòîìîð�èçì òîæäåñòâåíåí. Â ïåðâîì ñëó÷àå T = 0,

à âî âòîðîì T = I. ⊲

8.6. Åñëè V(B) |= C∧ 6= C , òî â êîìïëåêñíîé ðàñøèðåííîé f -àë-
ãåáðå B(C) = C ↓ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå è
íåòðèâèàëüíûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð�èçì.

⊳ Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè V(B)
èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå:

ïîëå C∧
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî â C (ñì. [22℄). Íî òîãäà óñëîâèå

C∧ 6= C âëå÷åò çà ñîáîé, ÷òî C ñëóæèò òðàíñöåíäåíòíûì ðàñøèðåíè-

åì ïîäïîëÿ C∧
âíóòðè V(B)

. Ñîãëàñíî 4.9 ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíîå

C∧
-äè��åðåíöèðîâàíèå δ : C → C è íåòðèâèàëüíûé C∧

-àâòîìîð-

�èçì α : C → C . Åñëè D := δ↓ è A := α↓, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ 8.4 D �

íåòðèâèàëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå, à A � íåòðèâèàëüíûé íåðàñøè-

ðÿþùèé àâòîìîð�èçì f -àëãåáðû C ↓. ⊲
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñîäåðæèò ðåøåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

Ýêâèâàëåíòíîñòè 8.7 (1) ↔ 8.7 (2) ↔ 8.7 (3) óñòàíîâëåíû À. Å. �óò-

ìàíîì â [23℄ äëÿ âåùåñòâåííîãî K-ïðîñòðàíñòâà B(R) := R↓. Ýê-
âèâàëåíòíîñòü 8.7 (3) ↔ 8.7 (4) ðàíåå áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòàõ

Þ. À. Àáðàìîâè÷à, À. È. Âåêñëåðà, À. Â. Êîëäóíîâà [12℄ è Ï. Ìàê-

ïîëëèíà, À. Â. Âèêñòåäà [10℄. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òåîðåìû 8.7 ïîëó-

÷åíà À. �. Êóñðàåâûì [22℄.
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8.7. Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû B ðàâ-

íîñèëüíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(1) B ÿâëÿåòñÿ σ-äèñòðèáóòèâíîé;

(2) V(B) |=C = C∧
;

(3) êîìïëåêñíîåK-ïðîñòðàíñòâî B(C) := C ↓ ëîêàëüíî îäíîìåðíî;
(4) â êîìïëåêñíîì K-ïðîñòðàíñòâå B(C) := C ↓ âñå íåðàñøèðÿþ-

ùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû;

(5) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ íåò íåíóëåâûõ äè��å-

ðåíöèðîâàíèé;

(6) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ âñÿêèé íåðàñøèðÿþùèé
ýíäîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì;

(7) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå B(C) := C ↓ íåò íåòðèâèàëüíûõ

íåðàñøèðÿþùèõ àâòîìîð�èçìîâ.

⊳ (1) → (2): Èçâåñòíî [3, 10.7.6℄, ÷òî åñëè áóëåâà àëãåáðà B σ-äè-
ñòðèáóòèâíà, òî V(B) |= R∧ = R. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îãðàíè-

÷åííîãî ïåðåíîñà 6.2, âûâîäèì: V(B) |= C = R⊕ iR = R∧ ⊕ iR∧ = C∧.

(2) → (1): Óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(3) ↔ (4): Âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.9.

(2) → (4): Åñëè V(B) |= C∧ = C , òî âíóòðè V(B)
ìíîæåñòâî

EndC∧(C ) ñîñòîèò èç �óíêöèé τ : C → C âèäà τ(z) = cz, ãäå c ∈ C .
Íî òîãäà îïåðàòîð T := τ↓ èç C ↓ â C ↓ òàêæå èìååò âèä T (u) = gu
äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ C ↓.

(4) → (2): Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî â K-ïðîñòðàíñòâå R↓ âñå íåðàñ-

øèðÿþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû. Íî òîãäà

V(B) |= R∧ = R (ñì. [3, òåîðåìà 10.7.6℄), ñòàëî áûòü, V(B) |= C = C∧
.

(4) → (5): Ñëåäóåò èç 8.3 è 8.5.

(4) → (6): Íåðàñøèðÿþùèé ýíäîìîð�èçì T : C ↓ → C ↓ äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå T = T1 + iT2, ãäå T1, T2 � íåðàñøèðÿþùèå

ëèíåéíûå îïåðàòîðû â âåùåñòâåííîì K-ïðîñòðàíñòâå R↓ (ñì. 2.2).

Â ñèëó (4) T1 è T2 ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû, ñëåäîâàòåëüíî, Tlx = clx
(x ∈ R↓) äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò c1, c2 ∈ R↓. Êàê âèäíî, Tz = c · z
(z ∈ C ↓), ãäå c := c1 + ic2. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü îïåðàòîðà T âëå-

÷åò c2 = c, ïîýòîìó âûïîëíåíû ðàâåíñòâà c21 − c22 = c1 è 2c1c2 = c2.
Åñëè π := [c2] � ïîðÿäêîâûé ïðîåêòîð â R↓ íà ïîëîñó {c2}⊥⊥

, òî èç

âòîðîãî ðàâåíñòâà âûâîäèì πc1 = (1/2)π(1), à èç ïåðâîãî âûòåêàåò
−π(c22) = (1/4)π(1). Ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî ïðè π = 0, çíà÷èò
c2 = 0 è 0 6 c21 = c1. Íî âåðíî òàêæå 0 6 (1 − c1)

2 = 1 − c1, çíà-
÷èò, c1 6 1. Òåïåðü âèäíî, ÷òî îïåðàòîð x 7→ T1x = c1x ñëóæèò
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ïîðÿäêîâûì ïðîåêòîðîì â R↓ è, òàê êàê T2 = 0, òî åãî êàíîíè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå íà C ↓ ñîâïàäàåò ñ T .

(6) → (7): Î÷åâèäíî.

Íóæíûå äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (5) → (2)

è (7) → (2) âûòåêàþò èç 4.9 è 8.6.

(5) → (2): Åñëè â ìîäåëè V(B)
íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî C = C∧

,

òî b := [[C = C∧]] < 1. Íî òîãäà b∗ = [[C 6= C∧]] 6= 0. Â áóëåâîçíà÷íîé

ìîäåëè V(B0)
íàä áóëåâîé àëãåáðîé B0 := [0, b∗] èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî C 6= C∧
. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 8.6 ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå äè�-

�åðåíöèðîâàíèå D â ïîëîñå b∗C ↓. Åäèíñòâåííîå ïðîäîëæåíèå D⊕ 0
îïåðàòîðà D, ñîâïàäàþùåå ñ íóëåì íà ïîëîñå bC ↓, òàêæå áóäåò íåíó-
ëåâûì äè��åðåíöèðîâàíèåì â C ↓.

(7)→ (2): Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 8.6, äëÿ

òîãî æå b ∈ B ìîæíî íàéòè íåòðèâèàëüíûé àâòîìîð�èçì A∗
â ïî-

ëîñå b∗C ↓. Åñëè A � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå â ïîëîñå bC ↓, òî
A∗ ⊕A � íåòðèâèàëüíûé àâòîìîð�èçì â C ↓. ⊲

8.8. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ðàñøèðåííîãî âåùåñòâåííîãî K-ïðîñòðàí-
ñòâà G ñ �èêñèðîâàííîé ñòðóêòóðîé f -àëãåáðû ðàâíîñèëüíû óòâåð-

æäåíèÿ:

(1) V(B) |=R = R∧
, ãäå B = P(G);

(2) áóëåâà àëãåáðà B := P(G) σ-äèñòðèáóòèâíà;
(3) K-ïðîñòðàíñòâî B(R) := R↓ ëîêàëüíî îäíîìåðíî;
(4) â K-ïðîñòðàíñòâå B(R) := R↓ âñå íåðàñøèðÿþùèå ëèíåéíûå

îïåðàòîðû ïîðÿäêîâî îãðàíè÷åíû;

(5) â f -àëãåáðå G íåò íåòðèâèàëüíûõ äè��åðåíöèðîâàíèé;

(6) â êîìïëåêñíîé f -àëãåáðå GC íåò íåòðèâèàëüíûõ íåðàñøèðÿ-

þùèõ àâòîìîð�èçìîâ.

8.9. �àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå èçìå-

ðèìûõ �óíêöèé ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ è

àâòîìîð�èçìû. �îâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé (Ω,Σ, µ) îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû, åñëè Σ ñîäåðæèò ñåìåéñòâî (Ωξ)ξ∈Ξ

ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû òàêîå, ÷òî äëÿ

êàæäîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ Σ êîíå÷íîé ìåðû ñóùåñòâó-

þò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Θ ⊂ Ξ è ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû

A0 ∈ N òàêèå, ÷òî

A = A0 ∪
(
⋃

ξ∈Θ

(A ∩ Ωξ)

)
.
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Íåíóëåâîå äè��åðåíöèðîâàíèå, à òàêæå îòëè÷íûé îò òîæäå-

ñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ àâòîìîð�èçì ïðèíÿòî íàçûâàòü íåòðèâè-

àëüíûì. Äè��åðåíöèðîâàíèå (àâòîìîð�èçì) S â ðàñøèðåííîì K-

ïðîñòðàíñòâå L íàçîâåì ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ïîðÿäêîâîãî ïðîåêòîðà π ∈ P(L) èç πS = 0 (ñîîòâåòñòâåííî

πS = πIL) ñëåäóåò π = 0.

8.10. Òåîðåìà. Ïóñòü (Ω,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ áåçàòîìíîé

ìåðîé, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ïðÿìîé ñóììû. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

(1) â L0
R
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå;

(2) â L0
C
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíîå äè��åðåí-

öèðîâàíèå;

(3) â L0
R
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ åäèíñòâåííûé íåðàñøèðÿþùèé àâòîìîð-

�èçì � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;

(4) â L0
C
(Ω,Σ, µ) èìååòñÿ ñóùåñòâåííî íåòðèâèàëüíûé íåðàñøè-

ðÿþùèé àâòîìîð�èçì.

⊳ Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.7 è èç òîãî �àêòà, ÷òî áó-

ëåâà àëãåáðà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ ïî ìîäóëþ ïðåíåáðåæèìûõ ìíî-

æåñòâ σ-äèñòðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà àòîì-

íà è, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîð�íà áóëåâîé àëãåáðå âñåõ ïîäìíîæåñòâ

íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà (ñì. [7, 5.3.4℄). ⊲

8.11.Èñòîðè÷åñêèé êîììåíòàðèé. Â ñâÿçè ñ îáñòîÿòåëüñòâàìè, îò-

ìå÷åííûìè â 2.10, â õîäå èçó÷åíèÿ ïðîáëåìû Âèêñòåäà ñëîæèëîñü óáåæ-

äåíèå, ÷òî ðàâåíñòâî R∧ = R âíóòðè V(B)
ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíîñòüþ K-

ïðîñòðàíñòâà R↓ èëè, ÷òî òî æå, ñ äèñêðåòíîñòüþ áóëåâîé àëãåáðû B.

Â 1995 ã. À. Å. �óòìàí â ðàáîòå [23℄ óñòàíîâèë, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå (áåçàòîìíîå) ëîêàëüíî îäíîìåðíîå K-ïðîñòðàíñòâî (ñì. òàê-

æå [24, 25℄). Â ýòîé æå ðàáîòå îí ïîëó÷èë îïèñàíèå áàç ðàñøèðåí-

íûõ ëîêàëüíî îäíîìåðíûõ K-ïðîñòðàíñòâ: èìè îêàçàëèñü â òî÷íîñòè σ-

äèñòðèáóòèâíûå ïîëíûå áóëåâû àëãåáðû. Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò ïîëíîå ðå-

øåíèå ïðîáëåìû Âèêñòåäà.

Â 2004 ã. â ðàáîòå À. �. Êóñðàåâà [26℄ áûë ïðåäëîæåí áóëåâîçíà÷íûé

ïîäõîä ê èçó÷åíèþ íåðàñøèðÿþùèõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì áûëè îáíàðó-

æåíû íîâûå âçàèìîñâÿçè. Òàê, íàïðèìåð, ïîñòðîåíèå íåðåãóëÿðíîãî íåðàñ-

øèðÿþùåãî îïåðàòîðà ìîæíî ïðîâåñòè âíóòðè ïîäõîäÿùåãî áóëåâîçíà÷-

íîãî óíèâåðñóìà ñ ïîìîùüþ áàçèñà �àìåëÿ ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä íåêîòîðûì åãî ïîäïîëåì

(ñì. [3, 8℄). �àçóìååòñÿ, íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà K-ïðîñòðàíñòâà R↓

ñâÿçàíû ñî ñòðîåíèåì ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê
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âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R∧
. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ áàçèñ �àìåëÿ,

ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðûâíóþ R∧
-ëèíåéíóþ �óíêöèþ â R, êîòîðàÿ è äàåò

íåðåãóëÿðíûé ëèíåéíûé íåðàñøèðÿþùèé îïåðàòîð â R↓.

�àçâèâàÿ áóëåâîçíà÷íûé ïîäõîä, â [22℄ ïðîâåäåíû àíàëîãè÷íûå ïîñòðî-

åíèÿ, íî ñ ïðèâëå÷åíèåì áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè âìåñòî áàçèñà �àìå-

ëÿ, è ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèçàöèèK-ïðîñòðàíñòâ ñ σ-äèñòðèáóòèâíîé

áàçîé â òåðìèíàõ áîëåå óçêîãî êëàññà íåðàñøèðÿþùèõ ëèíåéíûõ îïåðà-

òîðîâ.
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BOOLEAN VALUED ANALYSIS

AND THE WICKSTEAD PROBLEM

A. E. Gutman, A. G. Kusraev

The purpose of this mini-ourse, onsisting of four letures, is to sketh Boolean

valued analysis and its appliation to one problem from the theory of linear

operators in vetor latties.

Key words: Kantorovih spae, Wikstead problem, Cauhy funtional

equation, �eld extension, Boolean valued model, desent and asent, Boolean

valued reals.


