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Всюду ниже𝑋 — векторное пространство над R. Выпуклое подмножество
𝐾 ⊆ 𝑋 называется конусом, если 𝛼𝐾 ⊆ 𝐾 для всех 𝛼 ⩾ 0 и 𝐾 ∩ −𝐾 =
{0}. Как известно, в любом упорядоченном векторном пространстве (𝑋,⩽)
множество 𝑋+ := {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ⩾ 0} является конусом и, наоборот, любому
конусу 𝐾 ⊆ 𝑋 соответствует векторный порядок 𝑥 ⩽𝐾 𝑦 ⇔ 𝑦 − 𝑥 ∈ 𝐾, для
которого 𝑋+ = 𝐾.

Выпуклое множество 𝐶 ⊆ 𝑋 замкнуто в направлении 𝑦 ∈ 𝑋, если для
всех 𝑥 ∈ 𝑋 из inf{𝜀 > 0 : 𝑥+ 𝜀𝑦 ∈ 𝐶} = 0 следует 𝑥 ∈ 𝐶. Множество, замкну-
тое в любом направлении, называется архимедовым. Архимедовость конуса
𝐾 ⊆ 𝑋 равносильна архимедовости соответствующего упорядоченного век-
торного пространства (𝑋,⩽𝐾): если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⩾𝐾 0 и 𝑥 ⩽𝐾

1
𝑛𝑦 для всех

𝑛 ∈ N, то 𝑥 ⩽𝐾 0.
Сведения о связи архимедовости и замкнутости конусов в хаусдорфовых

локально выпуклых пространствах (ЛВП) до недавнего времени оставались
весьма скудными и фактически исчерпывались следующими наблюдениями
[1–3].

Теорема 1. (a) Всякий замкнутый конус архимедов.

(b) Архимедов конус с непустой внутренностью замкнут.

(c) В конечномерном пространстве архимедовость конуса равносильна

его замкнутости.

(d) Конус в конечномерном пространстве архимедов тогда и только то-

гда, когда он имеет компактную базу. (Базой конуса 𝐾 называется такое
выпуклое множество 𝐵, что 0 /∈ 𝐵 ⊆ 𝐾 и любой лежащий в 𝐾 луч, выходя-
щий из нуля, пересекает 𝐵 ровно в одной точке.)

(e) Пусть конус 𝐾 ⊆ 𝑋, линейный функционал 𝑓 на 𝑋 и элемент 𝑦 ∈ 𝐾
таковы, что 𝑓 ⩾ 0 на 𝐾 и 𝑓(𝑦) > 0. Конус 𝐾 архимедов тогда и только

тогда, когда 𝐾 замкнут в направлении 𝑦 и множество {𝑥 ∈ 𝐾 : 𝑓(𝑥) = 1}
архимедово.

(f) Следующие свойства выпуклого множества 𝐶 равносильны архиме-

довости: пересечение 𝐶 с любой прямой замкнуто; пересечение 𝐶 с лю-

бым подпространством размерности ⩽ 2 замкнуто; пересечение 𝐶 с любым

конечномерным подпространством замкнуто; дополнение 𝐶 алгебраически
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открыто; 𝐶 секвенциально замкнуто в какой-либо векторной топологии;

𝐶 секвенциально замкнуто в сильнейшей локально выпуклой топологии.

В частности, оставался открытым вопрос о том, в каких ЛВП все архи-
медовы конусы замкнуты.

ЛВП называется (секвенциально) тотальным, если в нем (секвенциаль-
но) замкнуты все подпространства или, что то же самое, (секвенциально)
непрерывны все линейные функционалы. ЛВП называется (секвенциально)
предтотальным, если в нем (секвенциально) замкнуты все линейно незави-
симые множества.

Теорема 2. (a) Всякое тотальное ЛВП предтотально, а всякое предто-

тальное ЛВП секвенциально тотально, причем обратные импликации не

имеют места.

(b) Секвенциальная тотальность ЛВП равносильна его секвенциальной

предтотальности.

Теорема 3. Следующие свойства ЛВП равносильны:

(1) все архимедовы конусы секвенциально замкнуты;

(2) все архимедовы выпуклые множества секвенциально замкнуты;

(3) все подпространства секвенциально замкнуты;
(4) все линейно независимые множества секвенциально замкнуты;

(5) все линейные функционалы секвенциально непрерывны;

(6) пространство секвенциально тотально.

Для пространств несчетной размерности удалось получить следующий
универсальный ответ на вопрос о замкнутости архимедовых конусов [2].

Теорема 4. В любом ЛВП бесконечной несчетной размерности существу-

ет незамкнутый архимедов конус.

Примером такого конуса в пространстве R𝐼
fin финитных вещественных

функций, определенных на несчетном множестве 𝐼, служит коническая обо-
лочка множества{︂

𝑥 ∈ (R𝐼
fin)

+ : 𝑥(𝑗) = 0,
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑥(𝑖) ⩽ 1,
∑︁
𝑖∈𝐼

√︀
𝑥(𝑖) ⩾ 1

}︂
+ 𝜒{𝑗}, 𝑗 ∈ 𝐼.

Что же касается счетномерных ЛВП, то для них рассматриваемый во-
прос сводится к изучению пространств вида RN

fin|𝑌 с носителем RN
fin и слабой

топологией, наведенной плотным подпространством 𝑌 ⊆ RN посредством
естественной двойственности ⟨𝑥 | 𝑦⟩ =

∑︀
𝑛∈N 𝑥𝑛𝑦𝑛 между RN

fin и RN. Простран-
ства 𝑌 , для которых в RN

fin|𝑌 существует незамкнутый архимедов конус, для
краткости были названы тонкими.
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Для ЛВП такого вида к 2015 году было известно лишь следующее [2].

Теорема 5. Пространство 𝑌 = RN не является тонким. Если плотное

подпространство 𝑌 ⊆ RN не является тонким, то RN
fin|𝑌 предтотально.

Промежуточный случай предтотальных, но не тотальных ЛВП, оказался
самым сложным и остался без рассмотрения. Не было известно, являются
ли тонкими пространства linNN и linQN, дающие все имеющиеся на тот мо-
мент примеры предтотальных, но не тотальных счетномерных ЛВП. Более
того, сохраняла силу гипотеза о том, что RN — единственное плотное под-
пространство RN, не являющееся тонким [4].

Благодаря идеям, предложенным И.А.Емельяненковым, в 2021 году уда-
лось выяснить, что пространства linNN и linQN всё же не являются тон-
кими, а в 2023 году было получено исчерпывающее описание всех тонких
пространств [5, 6]. (Но это уже тема для отдельного сообщения.)
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