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Предисловие

1 Нормированные пространства

1.1. Определение нормированного пространства. Примеры

Пусть X — произвольное векторное пространство.

1.1. Определение. Векторное пространство X над полем действи-
тельных чисел R называется нормированным, если на X определена нор-
ма | · | : X→ [0,∞), обладающая свойствами:

1) |v| ≥ 0, |v| = 0 тогда и только тогда, когда v = 0;
2) |λv| = |λ| · |v| для любого λ ∈ R;
3) |u+ v| ≤ |u|+ |v| для любых u, v ∈ X.

Далее, как правило, символами X, Y, Z обозначаются нормирован-
ные векторные пространства.

1.2. Задача. Доказать, что в нормированном пространстве вместе
с неравенством треугольника |u + v| ≤ |u| + |v| справедливо также и
неравенство ∣∣|u| − |v|∣∣ ≤ |u− v| (1.1.1)

для любых u, v ∈ X.

1.3. Примеры. 1) Арифметическое n-мерное пространство Rn =
{x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ R, i = 1, . . . , n} с нормой

|x|p =


( n∑
i=1

|xi|p
) 1
p

, если p ∈ [1,∞),

max
i=1,...,n

|xi|, если p =∞.

2) Рассмотрим конечномерное векторное пространство X и фикси-
руем в нем базис {fj}, j = 1, . . . ,m. Любой вектор a ∈ X представим в

виде a =
m∑
i=1

ajfj . Сопоставление

X 3 a 7→ (a1, . . . , am) ∈ Rm

устанавливает изоморфизм i между X и Rm.
a) Проверить, что величина |a|p = |i(a)|p будет нормой в X.
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b) С другой стороны, если если пространство X нормированное с
нормой | · |X, то величина |i−1(b)|X, b ∈ Rn, будет нормой в Rn.

3) Рассмотрим декартово произведение X = X1 × . . . × Xn норми-
рованных пространств Xi, i = 1, . . . , n. Введем в X норму элемента
x = (x1, . . . , xn), xi ∈ Xi, полагая

‖x‖p =


( n∑
i=1

‖xi‖p
) 1
p

, если p ∈ [1,∞),

max
i=1,...,n

‖xi‖, если p =∞,
(1.1.2)

где ‖xi‖ — норма в пространстве Xi.
В дальнейшем, если не оговорено противное, всегда предполагается,

что норма в декартовом произведении X = X1 × . . . × Xn определена в
соответствии с (1.1.2)

1.2. Понятие сходимости в нормированном пространстве

В этом разделе мы определим понятие сходимости в нормированном
пространстве и изучим подробно его свойства в конечномерных норми-
рованных пространствах. Наша цель — показать, что сходимость (то-
пология) в конечномерном пространстве не зависит от нормы.

В нормированном пространстве X с нормой |·| стандартным образом
определяем

1) шар B(a, r) = {u ∈ X : |u − a| < r} с центром в точке a радиуса
r ∈ (0,∞);

2) систему N (a) окрестностей точки a: U ∈ N (a) тогда и только
тогда, когда U содержит некоторый шар с центром в точке a;

3) понятие предельной точки множества A ⊂ X: точка a ∈ X назы-
вается предельной к множеству A ⊂ X, если A ∩ U \ {a} 6= ∅ для любой
окрестности U ∈ N (a) точки a;

4) понятие точки прикосновения множества A ⊂ X: точка a ∈ X
называется точкой прикосновения к множеству A, если A ∩ U 6= ∅ для
любой окрестности U ∈ N (a) точки a;

5) понятие замкнутого множества: множества A ⊂ X называется
замкнутым, если оно содержит все свои точки прикосновения;

6) понятие открытого множества: множества A ⊂ X называется от-
крытым, если вместе с каждой точкой a оно содержит также и некото-
рую ее окрестность;

7) понятие сходимости: последовательность точек un ∈ X, n ∈ N,
сходится к элементу a ∈ X, если lim

n→∞
|un − a| = 0;
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8) понятие предела: отображение f : A → Y, где A ⊂ X, со значе-
ниями в нормированном пространстве (Y, | · |Y) имеет предел v ∈ Y при
u→ a по множеству A, если выполняются следующие условия:

ı) a — предельная точка множества A;
ıı) |f(u) − v|Y → 0 при u → a по множеству A, т. е. для любой

окрестности V ∈ N (v) найдется окрестность U ∈ N (a) такая, что f(u) ∈
V для любой точки u ∈ A ∩ U \ {a};

9) понятие сходящегося ряда: ряд
∞∑
n=1

un

элементов un нормированного векторного пространства X называет-
ся сходящимся, если сходится последовательность его частичных сумм

vl =
l∑

n=1
un при l→∞;

10) понятие банахова пространства: нормированное пространство X
называется банаховым, если всякая фундаментальная последователь-
ность сходится.

1.4. Задача. Пусть V — произвольное нормированное конечномер-
ное пространство. Если последовательность xn ∈ V сходится к a ∈ V
при n→ N, то |xn| сходится к числу |a| при n→ N.

1.5. Задача. Доказать, что если последовательность un векторов
банахова пространства X обладает свойством

∞∑
n=1

|un| <∞, (1.2.3)

то ряд
∞∑
n=1

un (1.2.4)

сходится в X.

Ряд в X, обладающий свойством (1.2.3), называется нормально схо-
дящимся. Таким образом, задачу 1.5 можно переформулировать сле-
дующим образом: всякий нормально сходящийся ряд в банаховом про-
странстве сходится. Если X = R, то понятие нормально сходящегося
ряда совпадает с понятием числового абсолютно сходящегося ряда.

В следующей теореме доказывается арифметический критерий схо-
димости.
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1.6. Теорема. Последовательности xn сходится к a ∈ X при n→∞
тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существует число n0 ∈ N
такое, что |xn − a| < ε для всех n ≥ n0.

Доказательство. Пусть последовательность xn сходится к a при
n → ∞. Фиксируем ε > 0. Этому выбору соответствует шар B(a, ε),
который является элементарной окрестностью точки a. По определению
сходимости xn к a существует число n0 такое, что xn ∈ B(a, ε) для всех
n ≥ n0. Последнее включение эквивалентно неравенству |xn − a| < ε
для всех n ≥ n0. Необходимость доказана.

Для доказательства достаточности возьмем произвольную окрест-
ность U ∈ N (a). В этой окрестности содержится некоторый шар B(a, ε).
Тогда существует n0 такое, что |xn − a| < ε для всех n ≥ n0. Следова-
тельно, имеем xn ∈ B(a, ε) ⊂ U для всех n ≥ n0.

Пусть xn ∈ V, n ∈ N, — произвольная последовательность. Фикси-
руем произвольный базис {e1, . . . , ek} в V. Рассмотрим проекцию

Pri : x→ xi.

1.7. Лемма. Пусть V — конечномерное нормированное простран-
ства с нормой ‖ · ‖, {e1, . . . , ek} — некоторый фиксированный базис
в V. Пусть xn ∈ V, n ∈ N, последовательность такая, что последова-
тельности координат Pri(xn) сходятся в R для любого фиксированного
i = 1, . . . , k. Тогда последовательность xn, n ∈ N, сходится в V.

Доказательство. Действительно, пусть lim
n→∞

Pri(xn) = ai. Пока-

жем, что a =
k∑
i=1

aiei будет пределом последовательности {xn} в про-

странстве V при n→∞. Имеем

‖x− a‖ =
∥∥∥ k∑
l=1

xinei −
k∑
i=1

aiei

∥∥∥ ≤ k∑
i=1

∣∣xin − ai∣∣‖ei‖.
Так как правая часть неравенства содержит лишь конечное число сла-
гаемых и каждое из них стремится к нулю, то и левая часть стремится
к нулю, что и доказывает лемму.

1.2.1. Теорема Вейерштрасса о частичных пределах в (Rk, | · |∞)

1.8. Определение. Число a ∈ V называется частичным пределом
последовательности {xn}n∈N, если существует последовательность на-
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туральных чисел {nk ∈ N}k∈N с условием lim
k→∞

nk = +∞, для которой

lim
k→∞

xnk = a. (1.2.5)

1.9. Задача. Если последовательность xn ∈ V сходится к числу
a ∈ V при n → ∞, то a будет также и пределом любой ее подпоследо-
вательности. В этом случае все ее частичные пределы совпадают.

Далее в этом разделе мы рассматриваем арифметическое k-мерное
пространство Rk с нормой |x|∞ = max

i=1,...,k
|xi| для любого элемента x =

(x1, . . . , xk) ∈ Rk, k ≥ 1.

1.10. Теорема. Пусть V = (Rk, | · |∞) — арифметическое k-мерное
пространство Rk с нормой |x|∞ = max

i=1,...,k
|xi|. Всякая ограниченная по-

следовательность в xn ∈ Rk содержит сходящуюся подпоследователь-
ность.

Другими словами, теорема 1.10 утверждает, что совокупность ча-
стичных пределов ограниченной последовательности xn ∈ V, n ∈ N, не
пусто.

Доказательство. Пусть xn ∈ V, n ∈ N, — произвольная последо-
вательность. Фиксируем стандартный базис {e1, . . . , ek} в Rk. Рассмот-
рим проекцию Pri : x→ xi. Так как последовательность xn ∈ V, n ∈ N,
ограничена, по последовательность Pr1(xn) ∈ R ограничена в R (про-
верить). Тогда по классической теореме Вейершрасса из нее можно
выбрать сходящуюся подпоследовательность. Переходя к подпоследо-
вательности, можно считать, что xn ограничена в V, а последователь-
ность Pr1(xn) ∈ R сходится.

Рассмотрим теперь последователность Pr2(xn) ∈ R. Из нее, как и
в предыдущем случае, можно выбрать сходящуюся подпоследователь-
ность так, чтобы она сходилась. Опять переходим к подпоследователь-
ности и получаем ограниченную последовательность в V такую, что
последовательности Pr1(xn) ∈ R и Pr2(xn) ∈ R сходятся.

Продолжая этот процесс по индукции, приходим к последователь-
ности xn, у которой все проекции Prl(xn) ∈ R, l = 1, . . . , k, сходят-
ся. Тогда по лемме 1.7 полученная последовательность (она является
подпоследовательностью исходной) сходится. Таким образом, исходная
последовательность имеет частичный предел.
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1.11. Задача. Совокупность частичных пределов последовательно-
сти xn ∈ Rk, n ∈ N, нормой, как и в теореме 1.10, представляет собой
непустое замкнутое множество.

1.2.2. Эквивалентность норм в конечномерном нормированном про-
странстве

Цель настоящего раздела — показать, что две нормы в конечномерном
нормированном пространстве эквивалентны. Эта задача рашается в два
этапа. На первом этапе мы доказываем двкх эквивалентность норм в
пространстве Rk, а затем в произвольном нормированном пространстве
конечной размерности.

1.12. Теорема об эквивалентности норм в пространстве Rk.
Пусть рассмотрим две произвольные нормы ‖ · ‖ и ‖ · ‖1 в арифмети-
ческом k-мерном пространстве Rk. Тогда существуют две постоянные
0 < α ≤ β <∞ такие, что

α‖x‖1 ≤ ‖x‖ ≤ β‖x‖1 (1.2.6)

для любого вектора x ∈ Rk.

Доказательство. Достаточно доказать теорему для случая, когда
‖x‖1 = |x|∞. (Объяснить почему?)

Заметим, что правая часть (1.2.6) очевидна, так как

‖x‖ ≤
k∑
l=1

|xl| · ‖el‖ ≤ max
l=1,...,k

|xl| ·
k∑
l=1

‖el‖ = β|x|∞, (1.2.7)

где β =
k∑
l=1

‖el‖.

Далее рассмотрим отношение

f(x) =
‖x‖
|x|∞

для точек S(0, 1) = {x ∈ Rn : |x|∞ = 1}. Покажем, что inf
x∈S(0,1)|

‖x‖ > 0.

Если это не так, то существует последовательность xn ∈ S(0, 1) такая,
что lim

n→∞
‖xn‖ = 0. В силу теоремы (1.10) последовательность xn мож-

но считать сходящейся в норме | · |∞ к некоторому элементу a ∈ Rk.
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Тогда, c одной стороны, предел a ∈ S(0, 1) (для проверки этого свой-
ства достаточно воспользоваться задачей 1.4). С другой стороны, в силу
неравенства треугольника и неравенства (1.2.7) имеем

|‖xn‖ − ‖a‖| ≤ ‖xn − a‖ ≤ β|xn − a|∞

для всех n ∈ N. Отсюда выводим, что ‖a‖ = 0, а, следовательно, и a = 0,
Получено противоречие показывает, что α = inf

x∈S(0,1)|
‖x‖ > 0. Исполь-

зуя свойство однородности нормы, выводим левую часть неравенства
(1.2.6). Действительно, имеем

α ≤
∥∥∥ x

|x|∞

∥∥∥
для любого x 6= 0, откуда получаем α|x|∞ ≤ ‖x‖ для любого x ∈ Rn.

Фиксируем произвольный базис {e1, . . . , ek} в V. Тогда каждому эле-

менту u =
k∑
i=1

uiei в V соответствует набор (u1, . . . , uk) ∈ Rk. Это соот-

ветствие будет изоморфизмом

i : V→ Rk. (1.2.8)

1.13. Задача. Доказать, что отображение 1.2.8 действительно бу-
дет изоморфизмом векторных пространств.

1.14. Задача. Доказать, что две нормы | · |1 и | · |2 в конечномерном
нормированном пространстве V эквивалентны, т. е. существуют поло-
жительные числа α и β такие, что α|u|1 ≤ |u|2 ≤ β|u|1 для любого
элемента u ∈ V.

Указание: Норме | · |l, l = 1, 2, в конечномерном нормированном
пространстве V соответствует норма в Rk: для x ∈ Rk полагаем ‖x‖l
равной |i−1(x)|l, где изоморфизм i определен соотношением 1.2.8. (Про-
верить, что ‖x‖l будет нормой!) В силу теоремы 1.12 нормы ‖x‖1
и ‖x‖2 эквивалентны. Следовательно, будут эквивалентными и нормы
|x|1 и |x|2.

Пусть xn ∈ V, n ∈ N, — произвольная последовательность. Фикси-
руем произвольный базис {e1, . . . , ek} в V. Рассмотрим проекцию

Pri : x→ xi.
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1.15. Лемма. Последовательность xn, n ∈ N, конечномерного нор-
мированного пространства V с нормой ‖ · ‖ сходится в V тогда и толь-
ко тогда, когда последовательность Pri(xn) сходится в R для любого
i = 1, . . . , k.

Доказательство. Достаточность доказана в лемме 1.7. Докажем
необходимость. Пусть последовательность xn, n ∈ N, конечномерного
нормированного пространства V с нормой ‖ · ‖ сходится к элементу a ∈
V. Рассмотрим изоморфизм 1.2.8 и определим норму элемента u ∈ V
равной ‖u‖∞ = max

i=1,...,k
|ui|. В силу задачи 1.14 норма ‖ · ‖ эквивалентна

норме ‖ · ‖∞. Отсюда вытекает, что

|Pri(xn)− Pri(a)| ≤ ‖xn − a‖∞ ≤ γ‖xn − a‖

для любого i, где γ — некоторая постоянная. Таким образом, лемма
доказана.

1.16. Задача. Доказать, что от выбора нормы в конечномерном
нормированном пространстве V не зависят

1) сходимость последовательности xn ∈ V к a ∈ V ;
2) совокупность N (a) окрестностей точки a ∈ V;
3) свойство множества быть открытым или замкнутым.

Приведем ниже теорему Вейерштрасса для произвольного конечно-
мерного нормированного пространства.

1.17. Теорема. Пусть V— конечномерное нормированное простран-
ство. V с нормой ‖·‖. Всякая ограниченная последовательность в xn ∈ V
содержит сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство. Сведем доказательство теоремы 1.17 к теоре-
ме 1.10. Фиксируем произвольный базис {e1, . . . , ek} в V. Сопоставим

каждому элементу u =
k∑
i=1

uiei в V набор (u1, . . . , uk) ∈ Rk. Как было

отмечено выше, такое соответствие (обозначим его i : V → Rk. будет
изоморфизмом. Норме ‖ · ‖ в V соответствует норма ‖ · ‖ в Rk (мы обо-
значаем ее тем же символом): если вектор x ∈ Rk, то его норма ‖x‖ в Rk
равна норме ‖i−1(x)‖ в V. Новая норма ‖x‖ в Rk эквивалентна норме
|x|∞ = max

i=1,...,k
|xi| в Rk. Следовательно, последовательность i(xn) будет

ограниченной в норме | · |∞.
Применяя теорему 1.10, выделим из последовательности i(xn) под-

последовательность i(xnl), сходящуюся к элементу a ∈ Rk в норме | · |∞.
10



Тогда эта подпоследовательность будет сходится к a ∈ Rk и в норме ‖x‖,
т. е. ‖i(xnl)−a‖ → 0 при l→∞. Отсюда выводим, что ‖xnl−i−1(a)‖ → 0
при l →∞. Таким образом, подпоследовательность xnl имеет предел в
пространстве V, равный i−1(a).

1.18. Задача. Совокупность частичных пределов ограниченной по-
следовательности xn ∈ V, n ∈ N, в конечномерном нормированном про-
странстве не пуста.

1.2.3. Компактные множества в конечномерном нормированном про-
странстве

1.19. Принцип Больцано — Вейерштасса. Пусть A ⊂ V — огра-
ниченное и замкнутое множество в конечномерном нормированном про-
странстве. Тогда любая последовательность xn ∈ A содержит подпосле-
довательность, сходящуюся к некоторому элементу a ∈ A.

Доказательство. Пусть дана последовательность xn ∈ A. Так как
A — ограниченное множество, то и последовательность xn ограничена.
По теореме 1.17 эта последовательность содержит сходящуюся подпо-
следовательность. Ее предел a либо принадлежит множеству A (если
xn постоянна при n → ∞), либо является предельной точкой для мно-
жества A (в противном случае). Так как A — замкнутое множество, то
a ∈ A.

1.20. Принцип Бореля — Лебега. Из произвольного открытого
покрытия Uξ ограниченного и замкнутого множества A в конечномер-
ном нормированном пространстве V можно выделить конечное подпо-
крытие.

Доказательство.

1.21. Задача. Доказать, что множество A в конечномерном нор-
мированном пространстве компактно тогда и только тогда, когда оно
замкнуто и ограничено.

1.3. Понятие фундаментальной последовательности. Критерий Ко-
ши

Рассмотрим последовательность xn ∈ V, n ∈ N, сходящуюся к некото-
рому числу a ∈ V. Тогда для ε > 0 найдется номер n0 такой, что

|xn − a| <
ε

2
(1.3.9)
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для всех n ≥ n0. Следовательно, для всех m, l ≥ n0 из (1.3.9) имеем

|xm − xl| ≤ |xm − a|+ |xl − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, если последовательность xn ∈ V, n ∈ N, сходится к
некоторому числу в V, то для любого ε > 0 найдется номер n0 такой,
что

|xm − xl| < ε (1.3.10)

для всех m, l ≥ n0. Свойство (1.3.10) можно рассматривать и независи-
мо от того сходится последовательность или нет. Выделим полученное
свойство в новое понятие.

1.22. Определение. Последовательность xn ∈ V, n ∈ N, называет-
ся фундаментальной, если для любого ε > 0 найдется номер n0 такой,
что

|xm − xl| < ε (1.3.11)

для всех m, l ≥ n0.

1.3.1. Критерий Коши

1.23. Теорема. Пусть V— конечномерное нормированное простран-
ство. Последовательность {xn ∈ V}n∈N сходится к некоторому числу в
V тогда и только тогда, когда последовательность фундаментальна.

Доказательство. Необходимость доказана перед определени-
ем 1.22.

Достаточность.Последовательность {xn}n∈N фундаментальна. То-
гда для произвольного фиксированного ε > 0 существует номер n0 ∈ N
такой, что для всех m, l ≥ n0 справедливо неравенство (1.3.11). Фикси-
руем l. При m ≥ n0 имеем соотношения

−ε+ |xl| < |xm| < ε+ |xl| (1.3.12)

из которых вытекает, что последовательность {xm} ограничена. Вы-
делим по теореме Вейерштрасса 1.17 сходящуюся подпоследователь-
ность xmk : lim

k→∞
xmk = a. Так как mk > n0 |k→∞, то полагая в неравен-

ствах (1.3.12) m = mk и переходя к пределу при k → ∞ в неравенстве
|xmk − xl| < ε получаем

|a− xl| ≤ ε (1.3.13)

при всех l ≥ n0. Таким образом, доказано, что lim
l→∞

xl = a.
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1.24. Задача. Доказать, что всякое конечномерное нормированное
пространство банахово.

1.4. Ряды

1.4.1. Понятие ряда. Примеры. Необходимый признак сходимости.
Признак Коши сходимости ряда

Рядом принято называть символ
∞∑
k=1

ak, ak ∈ V, k ∈ N, (1.4.14)

который в концентрированной форме содержит следующее:
1) последовательность {ak ∈ V}, k ∈ N, элементы которой называют

членами ряда: говорят, что {ak} — общий член;
2) знак суммы означает, что члены ряда складываются по следую-

щему правилу: последовательности членов ряда соответствует последо-
вательность частичных сумм

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

. . . . . .

Sn = a1 + a2 + . . .+ an, (1.4.15)
. . . . . . .

3) Суммой S ряда (1.4.14) называют предел, если он существует,
частичных сумм (1.4.15):

S = lim
n→∞

Sn =

∞∑
k=1

ak. (1.4.16)

Если S ∈ V, то ряд называется сходящимся (или суммируемым). В
противном случае говорят, что ряд расходится.

Основная проблема теории рядов состоит в том, чтобы по пове-
дению членов ряда сделать вывод о его сходимости.

1.25. Необходимый признак сходимости. Если ряд сходится.
то его общий член стремится к нулю.

Доказательство. В самом деле, ak = Sk − Sk−1. Так как после-
довательности {Sk} и {Sk−1} имеют общий предел при k → ∞, то
lim
k→∞

ak = 0.
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1.26. Критерий Коши сходимости ряда. Ряд
∞∑
k=1

ak (1.4.17)

элементов конечномерного векторного пространства V сходится тогда
и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется номер n0 ∈ N такой,
что для любых m ≥ l ≥ n0 выполняется неравенство∣∣∣ m∑

k=l

ak

∣∣∣ < ε. (1.4.18)

Доказательство. Для вывода критерия Коши сходимости ряда
применим критерий Коши 1.23 к последовательности частичных сумм
{Sn}: последовательность {Sn} сходится тогда и только тогда, когда для
любого ε > 0 найдется номер n1 ∈ N такой, что для любых m ≥ l ≥ n1

выполняется неравенство |Sm − Sl| < ε. Последнее удобно переписать в
виде неравенства |Sm − Sl−1| < ε, справедливого для любых m ≥ l ≥
n1 + 1. Заметим теперь, что

Sm − Sl−1 =

m∑
k=l

ak.

Последнее эквивалентно 1.4.18 для m ≥ l ≥ n0 = n1 + 1.

1.4.2. Мажорантный признак сходимости

1.27. Теорема. Пусть для членов рядов
∞∑
k=l

ak, ak ∈ V, и
∞∑
k=l

bk,

bk ∈ R, выполняется соотношение:

|ak| ≤ bk |k→∞. (1.4.19)

Тогда из сходимости ряда
∞∑
k=l

bk вытекает абсолютная сходимость ряда
∞∑
k=l

ak.

Доказательство. Так как ряд
∞∑
k=l

bk, bk ∈ R, сходится, то для лю-

бого ε > 0 найдется номер n0 ∈ N такой, что для любых m ≥ l ≥ n0

выполняется неравенство
m∑
k=l

bk < ε. (1.4.20)
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Тогда в силу неравенства треугольника выполнятеся неравенство∣∣∣ m∑
k=l

ak

∣∣∣ < ε. (1.4.21)

для любых m ≥ l ≥ n0. Таким образом, для ряда
∞∑
k=l

ak выполняется

критерий Коши и поэтому он сходится.

2 Топология в метрическом пространстве

2.1. Определение метрического пространства. Примеры.

2.1. Определение. Произвольная совокупность элементов M назы-
вается метрическим пространством, если на декартовом произведении
M×M определена действительнозначная функция d : M×M→ [0,∞),
обладающая следующими свойствами:

1) d(x, y) ≥ 0, d(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y;
2) d(x, y) = d(y, x) для любых элементов x, y ∈M;
3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) для любых x, y, z ∈M.

Далее, как правило, символами X, Y, Z обозначаются нормирован-
ные векторные пространства, а символами M, T, S — метрические про-
странства.

Всякое нормированное пространство будет метрическим: для произ-
вольных точек u, v ∈ X полагаем d(u, v) = |u− v|.

2.2. Задача. Доказать, что таким образом определенная метрика
на нормированном пространстве X удовлетворяет всем аксиомам метри-
ческого пространства. Проверить, что метрика d на X обладает допол-
нительными свойствами: d(λu, λv) = |λ| ·d(u, v) и d(u+a, v+a) = d(u, v)
для любых фиксированных λ ∈ R, a ∈ X и любых u, v ∈ X.

В последующих разделах 2 – 4 мы обсуждаем более подробно следу-
ющие определения и свойства. Читатель, знакомый с этими понятиями,
может сразу переходить к последующим разделам.

В (M, d), как в метрическом пространстве, стандартным образом
определяем

1) шар B(a, r) = {u ∈ M : d(u, a) < r} с центром в точке a радиуса
r ∈ (0,∞);
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2) систему N (a) окрестностей точки a: U ∈ N (a) тогда и только
тогда, когда U содержит некоторый шар с центром в точке a;

3) понятие предельной точки множества A ⊂ M: точка a ∈ M на-
зывается предельной к множеству A, если A ∩ U \ {a} 6= ∅ для любой
окрестности U ∈ N (a) точки a;

4) понятие точки прикосновения множества A ⊂ M: точка a ∈ M
называется точкой прикосновения к множеству A, если A ∩ U 6= ∅ для
любой окрестности U ∈ N (a) точки a;

5) понятие замкнутого множества: множества A ⊂ M называется
замкнутым, если оно содержит все свои точки прикосновения;

6) понятие открытого множества: множества A ⊂M называется от-
крытым, если вместе с каждой точкой a оно содержит также и некото-
рую ее окрестность;

7) понятие сходимости: последовательность точек un ∈ M, n ∈ N,
сходится к элементу a ∈M, если lim

n→∞
d(un, a) = 0;

8) понятие предела: отображение f : A→ T, где A ⊂M, со значени-
ями в метрическом пространстве (T, d′) имеет предел v при u→ a, если
выполняются следующие условия:

ı) a — предельная точка множества A;
ıı) d′(f(u), v)→ 0 при u→ a по множеству A, т. е. для любой окрест-

ности V ∈ N (v) найдется окрестность U ∈ N (a) такая, что f(u) ∈ V
для любой точки u ∈ A ∩ U \ {a};

2.2. Элементарные окрестности. Понятие окрестности. Свойства
окрестностей фиксированной точки. Понятие предельной точ-
ки множества.

2.2.1. Понятие окрестности точки

2.3. Определение. Элементарной окрестностью точки p ∈ M в
метрическом пространстве M будем называть всякий шар B(p, r), r ∈
(0,∞).

Такую окрестность называют также открытой ε-окрестностью точ-
ки p.

Множество U ⊂ M называют окрестностью точки p ∈ M, если оно
содержит некоторую элементарную окрестность этой точки.

Множество всех окрестностей точки p ∈M будем обозначать симво-
лом N (p).
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2.2.2. Свойства окрестностей фиксированной точки

2.4. Свойства системы окрестностей в M. Пусть p ∈M — про-
извольная фиксированная точка, а N (p) — совокупность окрестностей
этой точки. Тогда

1) всякая окрестность точки p содержит эту точку: p ∈ U для любой
окрестности U ∈ N (p);

2) пересечение любых двух окрестностей точки p является окрест-
ностью этой точки: U ∩V ∈ N (p) для любых окрестностей U, V ∈ N (p);

3) множество, содержащее окрестность точки p, является окрестно-
стью этой точки: если U ∈ N (p) и V ⊃ U , то V ∈ N (p);

4) любые две различные точки метрического пространства M об-
ладают непересекающимися окрестностями: если p, q ∈ M и p 6= q, то
существуют окрестности U ∈ N (p) и V ∈ N (q) такие, что U ∩ V = ∅;

5) у каждой точки p ∈ M имеется такая последовательность её
окрестностей B0 ⊃ B1 ⊃ . . . Bn ⊃ . . . , что всякая окрестность V этой
точки содержит некоторую окрестность вида Bn;

6) у каждой точки x элементарной окрестности V ∈ N (p), p ∈ M,
x 6= p, имеется элементарная окрестность W ∈ N (x) такая, что W ⊂ V
и p /∈W ;

Последовательности окрестностей точки из свойства 5 называются
базисными системами окрестностей. Ниже приведен пример такой си-
стемы.

2.5. Пример. Если p ∈M, то Bn = B(p, 2−n), n ∈ N.

2.6. Задача. Доказать, что если Bn, n ∈ ∞, — базисная система
окрестностей точки p ∈M, то

⋂
n∈N

Bn = {p}.

2.3. Понятие предельной точки числового множества

2.7. Определение. Пусть E ⊂ M. Точка p ∈ M называется пре-
дельной для множества E, если для любой окрестности V ∈ N (p) пе-
ресечение V ∩ E \ {p} непусто. Совокупность всех предельных точек
множества E обозначается символом LimE.

Замыкание E множества E ⊂ M состоит из точек множества E и
всех предельных точек этого множества:

E = E ∪ LimE.
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2.8. Задача. Доказать, что определение 2.7 предельной точки эк-
вивалентно следующему: точка p ∈M называется предельной для мно-
жества E ⊂ M, если для любой элементарной окрестности V ∈ N (p)
пересечение V ∩ E \ {p} непусто.

2.9. Задача.
1) Если S ⊂ T , то S ⊂ T .
2) S = S.

2.4. Замкнутые и открытые множества. Замкнутость множества
предельных точек на расширенной числовой прямой

2.10. Определение. Множество A ⊂ M называется замкнутым,
если оно содержит все свои предельные точки, т. е. A ⊂ A.

МножествоG ⊂M называется открытым, если оно является окрест-
ностью любой своей точки, т. е. для любого x ∈ G имеем G ∈ N (x).

2.11. Задача. Доказать, что шар B(a, r) — открытое множество, а
множество {u ∈M : d(u, a) ≤ r} замкнутое.

2.12. Лемма. 1) Дополнение к замкнутому множеству A ⊂ R от-
крыто.

2) Дополнение к открытому множеству G ⊂ R замкнуто.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Если, напротив,
U = R \ A не является окрестностью некоторой точки x ∈ U , то любая
окрестность точки x пересекается с множеством A. Таким образом, x
является предельной точкой для A, и в силу замкнутости множества A
должна ему принадлежать, что противоречит выбору точки x.

Чтобы доказать второе утверждение, заметим, что любая точка от-
крытого множества G не может быть предельной точкой для допол-
нения к множеству G. Поэтому дополнение R \ G содержит все свои
предельные точки и поэтому замкнуто.

В следующем утверждении мы формулируем основные свойства от-
крытых и замкнутых множеств.

2.13. Лемма. 1) Объединение произвольной совокупности откры-
тых на M множеств открыто.

2) Пересечение конечного числа открытых множеств открыто.
3) Пересечение произвольной совокупности замкнутых на M мно-

жеств замкнуто.
4) Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто.
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Доказательство. 1) Пусть {Uξ}ξ∈Ξ — произвольное семейство от-
крытых множеств, U =

⋃
ξ∈Ξ

Uξ. Покажем, что U открыто. Пусть x ∈ U .

Тогда x ∈ Uξ для некоторого ξ ∈ Ξ. Так как Uξ открыто, то Uξ являет-
ся окрестностью точки x. Следовательно, и более широкое множество
U ⊃ Uξ является окрестностью этой точки.

2) Достаточно показать, что если U и V — открытые множества,
то U ∩ V открыто. Действительно, пусть x ∈ U ∩ V . Тогда, так как
U и V открыты, то каждое из них является окрестностью точки x.
Следовательно, по свойствам системы окрестностей их пересечение U ∩
V также является окрестностью точки x.

Утверждения 3) и 4) получаются из предыдущих утверждений 1) и
2), примененных к дополнениям рассматриваемых множеств (см. лемму
2.12).

2.14. Теорема о замкнутости предельных точек. Пусть E ⊂
M. Тогда совокупность LimE предельных точек множества E замкнута.

Доказательство. Пусть LimE 6= ∅. Требуется доказать, что LimE
— замкнутое множество. Другими словами, надо доказать, что вся-
кая предельная точка множества LimE будет также предельной и для
множества E. Рассмотрим для этого предельную точку p множества
LimE. Тогда для любой элементарной окрестности V ∈ N (p) пересе-
чение V ∩ LimE \ {p} содержит точку y ∈ LimE. Рассмотрим теперь
элементарную окрестность W ∈ N (y) такую, что W ⊂ V и p /∈ W (см.
свойство 6 в 2.4). Тогда пересечение W ∩ E \ {y} содержит некоторую
точку x 6= p.

Окончательно имеем: x ∈W ∩E\{y} ⊂ V ∩E\{y, p}. Таким образом,
теорема доказана.

3 Предел последовательности

3.1. Определение последовательности и примеры

3.1. Определение. Пусть A ⊂ Z — конечное или бесконечное мно-
жество, а S — множество произвольной природы. Отображение

x : A→ S (3.1.1)

называется последовательностью точек множества S, индексированных
числами множества A. Последовательность (3.1.1) обозначается одним
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из следующих символов:

{xn}n∈A; xn, n ∈ A;

или {xn}, если множество индексов A в контексте не меняется.

Таким образом, xn ∈ S — это просто значение последовательности
(3.1.1) на номере n ∈ A.

В дальнейшем изложении мы будем, в основном, рассматривать N,
N ∪ {0} или Z в качестве множества индексов A, и метрическое про-
странство (M, d) в качестве множества S значений последовательности.

3.2. Пример. 1) zn = ein ∈ C, n ∈ N.

3.2. Топологическое определение предела последовательности

Фиксируем произвольное метрическое пространство (M, d).

3.3. Определение. Пусть дана последовательность x : N → M.
Число p ∈ M называется пределом последовательности xn, если для
любой окрестности U ∈ N (p) найдется номер n0 ∈ N такой, что

xn ∈ U для всех номеров n ≥ n0. (3.2.2)

Для обозначения сходимости последовательности {xn} к числу p при
n→∞ употребляют символы

lim
n→∞

xn = p, xn →
n→∞

p или xn → p |n→∞.

3.4. Задача. Доказать, что в определении предела 3.3 достаточно
рассматривать лишь элементарные окрестности точки p.

3.5. Задача. Доказать, что если p ∈ M — предельная точка для
множества E ⊂M, то существует последовательность точек xn ∈ E\{p},
сходящаяся к точке p при n→∞.

Указание: Рассмотреть базисную систему {Bn} окрестностей точ-
ки p свойства 5 в утверждении 2.4 и в каждой из них выбрать точку
xn ∈ Bn∩A\{p}. Последовательность xn сходится к точке p при n→∞.

3.6. Задача. Доказать из определения, что если xn ∈ M для всех
n ∈ N и lim

n→∞
xn = p, то p ∈ M последовательность xn ограничена: т. е.

существует число L ∈ R такое, что xn ∈ B(p, L) для всех n ∈ N.
20



Условие (3.2.2) словами можно выразить следующим образом: чле-
ны последовательности xn принадлежат окрестности U точки p для
всех номеров начиная с некоторого.

Последнее свойство будем обозначать символом: xn ∈ U |n→∞. Та-
ким образом, символ xn ∈ U |n→∞ применяется в тех случаях, когда
существует номер n0 такой, что xn ∈ U для всех n ≥ n0, или, эквива-
лентно, xn ∈ U для всех номеров начиная с некоторого.

3.7. Задача. Проверить, что определение 3.3 предела эквивалентно
следующему: число p ∈M будет пределом последовательности xn, если
и только если

для любой окрестности U ∈ N (p) верно xn ∈ U |n→∞.

3.8. Задача. Исследовать на сходимость последовательности 1–3
задачи 3.2. Найти пределы в случае их существования.

Более общо, для всякого натурального n ∈ N рассмотрим некоторое
высказывание Φ(n), о котором можно сказать истинно оно или ложно.
Мы будем употреблять символ

Φ(n) |n→∞
для обозначения того, что высказывание Φ(n) истинно для всех n на-
чиная с некоторого номера, т. е. существует номер n0 такой, что Φ(n)
истинно для всех n ≥ n0.

3.9. Задача. Обобщить задачу 3.6: доказать, что если lim
n→∞

xn =

p ∈M, то последовательность xn ограничена при больших n: т. е. суще-
ствует число L ∈ R такое, что xn ∈ B(0, L) |n→∞.

3.3. Единственность предела последовательности

3.10. Теорема. Последовательность может иметь только один пре-
дел.

Доказательство. Требуется доказать, что предел последователь-
ности единствен. Для этого мы докажем, что a = b, если lim

n→∞
xn = a

и lim
n→∞

xn = b. Пусть a 6= b. Известно, что существуют непересекающи-
еся окрестности U ∈ N (a) и V ∈ N (b). Тогда с одной стороны xn ∈ U
для всех n ≥ n1, а с другой будет xn ∈ V для всех n ≥ n2. Положим
n0 = max(n1, n2). Тогда для номера n ≥ n0 имеем xn ∈ U ∩ V . Таким
образом, окрестности U и V имеют непустое пересечение, что противо-
речит их выбору.
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3.4. Предел и алгебраические операции

В этом разделе мы рассматриваем произвольное нормированное конеч-
номерное пространство V с метрикой d(u, v) = |u − v|, порожденной
нормой, и последовательности в этом пространстве.

3.11. Теорема. Сумма пределов равна пределу суммы: если для
двух последовательностей xn ∈ V и yn ∈ V существуют пределы lim

n→∞
xn =

a ∈ V, lim
n→∞

yn = b ∈ V, и определена сумма a+ b, то

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn. (3.4.3)

Таким образом,

lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b, eсли a ∈ V, b ∈ V. (3.4.4)

Доказательство. Фиксируем произвольное ε > 0. Существует чис-
ло n1 ∈ N такое, что для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

|xn − a| <
ε

2
,

и существует число n2 ∈ N такое, что для всех n ≥ n2 выполняется
неравенство

|yn − b| <
ε

2
.

Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

|(xn + yn)− (a+ b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Следовательно, lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b, и равенство (3.4.3) в этом случае
доказано.

3.12. Теорема. Произведение пределов равно пределу произведения:
если для последовательности скаляров имеем lim

n→∞
xn = a ∈ R, а для

последовательности элементов нормированного пространства V имеем
lim
n→∞

yn = b ∈ V, то

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = ab. (3.4.5)
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Доказательство. Так как последовательности {xn} и {yn} схо-
дятся, соотвественно, в R и V, то они ограничены при больших n (см
задачу 3.6): существуют числа L ∈ (0,∞) и n1 ∈ N такие, что |xn| ≤ L
и |yn| ≤ L для всех n ≥ n1 (проверить это!, см. задачу 3.9).

Фиксируем произвольное ε > 0. Существует число n2 ∈ N такое, что
для всех n ≥ n2 выполняется неравенство

|xn − a| <
ε

2L
,

и существует число n3 ∈ N такое, что для всех n ≥ n3 выполняется
неравенство

|yn − b| <
ε

2L
.

Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2, n3) имеем

|xn · yn − a · b| = |(xn − a) · yn + a · (yn − b)|
≤ |xn − a| · |yn|+ |a| · |yn − b|

<
ε

2L
· L+

ε

2L
· L = ε. (3.4.6)

Следовательно, lim
n→∞

xn · yn = a · b, и равенство (3.4.5) в этом случае
доказано.

3.5. Частичные пределы последовательности. Теорема Вейерштрас-
са о частичных пределах

3.5.1. Частичные пределы последовательности

Пусть дана последовательность xn ∈M, n ∈ N.

3.13. Определение. Число a ∈ M называется частичным преде-
лом последовательности {xn}n∈N, если существует последовательность
натуральных чисел {nk ∈ N}k∈N с условием lim

k→∞
nk = +∞, для которой

lim
k→∞

xnk = a. (3.5.7)

3.14. Задача. Если последовательность xn ∈ M сходится к числу
a ∈ M при n → ∞, то a будет также и пределом любой ее подпоследо-
вательности. В этом случае все ее частичные пределы совпадают.
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3.15. Задача. Последовательность xn ∈M сходится к числу a ∈M
при n→ N тогда и только тогда, когда для любой окрестности U ∈ N (a)
множество

{n ∈ N : xn /∈ U}

конечное.

3.16. Предложение. Число a ∈ M является частичным пределом
последовальности {xn ∈ M}, n ∈ N , тогда и только тогда, когда для
любой окрестности U ∈ N (a) и любого k ∈ N пересечение

{n ∈ N : xn ∈ U} ∩ [k,+∞) непустое. (3.5.8)

Доказательство. Необходимость. Пусть lim
l→∞

xnl = a для неко-

торой последовательности натуральных чисел {nl}l∈N, удовлетворяю-
щей условию lim

l→∞
nl = +∞. Фиксируем окрестность U ∈ N (a). Тогда

существует номер l0 такой, что для всех l ≥ l0 выполняется xnl ∈ U .
Проверим, что пересечение

{n ∈ N : xn ∈ U} ∩ [k,+∞)

непустое. В самом деле, так как nl → ∞ при l → ∞, то существует
номер l1 такой, что будет nl ≥ k для всех l ≥ l1. Если взять теперь
l ≥ max(l0, l1), то для натурального числа nl одновременно выполняется
xnl ∈ U и nl ≥ k. Следовательно, пересечение (3.5.8) непусто.

Достаточность.Пусть для точки a ∈M выполнено условие (3.5.8).
Рассмотрим базисную систему окрестностей {Bk}k∈N точки a. Тогда для
любого k ∈ N в непустом множестве {n ∈ N : xn ∈ Bk}∩ [k,+∞) найдет-
ся натуральное число nk. Так как k ≤ nk, то lim

k→∞
nk = +∞ и очевидно

выполняется (3.5.7). Следовательно, a — частичный предел последова-
тельности {xn}.

4 Предел функции

4.1. Топологическое определение предела функции f : A → T, A ⊂
M. Примеры.

В этом разделе мы рассматриваем метрические пространства (M, d),
(T, ρ), S, и конечномерное нормированное пространство V.
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4.1. Определение. Рассмотрим функцию f : A→ T, определенную
на множестве A ⊂ M. Пусть p ∈ LimA — произвольная предельная
точка множества A. Точка a ∈ T называется пределом функции f : A→
T при x → p по множеству A, если для любой окрестности U ∈ N (a)
найдется окрестность V ∈ N (p) такая, что для любой точки x ∈ V ∩A\
{p} имеем f(x) ∈ U .

Вышесказанное записывают символически одним из способов:

lim
x→p, x∈A

f(x) = a, f(x)→ a |x→p, x∈A или f(x)→ a при x→ p, x ∈ A.

4.2. Задача. Доказать, что в определении 4.1 достаточно рассмат-
ривать только элементарные окрестности вместо произвольных.

4.3. Задача. Доказать, что в случае A = N, p = +∞, определе-
ние 4.1 предела функции f : N → T совпадает с определением 3.3
предела последовательности.

Следовательно, приводимые ниже свойства пределов можно рас-
сматривать как обобщения аналогичных свойств предела последова-
тельности.

4.2. Единственность предела функции.

Следующее свойство является обобщением теоремы 3.10.

4.4. Теорема. Функция f : A → T, A ⊂ M, может иметь только
один предел при x→ p ∈ LimA по множеству A.

Доказательство. Требуется доказать, что предел последователь-
ности единствен. Для этого мы докажем, что a = b, если

lim
x→p, x∈A

f(x) = a и lim
x→p, x∈A

f(x) = b.

Пусть a 6= b. Известно, что существуют непересекающиеся окрестности
U ∈ N (a) и W ∈ N (b). Тогда, с одной стороны f(x) ∈ U , для всех
x ∈ V1∩A\{p}, а с другой, будет f(x) ∈W для всех x ∈ V2∩A\{p}, где
V1 и V2 — некоторые окрестности точки p. Положим V = V1 ∩V2. Тогда
для x ∈ V ∩ A \ {p} имеем f(x) ∈ U ∩W . Таким образом, окрестности
U и W имеют непустое пересечение, что противоречит их выбору.
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4.5. Определение. Для всякого x ∈ A рассмотрим некоторое вы-
сказывание Φ(x), о котором можно сказать истинно он или ложно. Мы
будем употреблять символ

Φ(x) |x→p, x∈A

для обозначения того, что высказывание Φ(x) истинно для всех x ∈
A\{p} из некоторой окрестности V ∈ N (p), т. е. существует окрестность
V ∈ N (p) такая, что Φ(x) истинно для всех x ∈ V ∩A \ {p}.

Используя это обозначение, определение предела можно записать в
следующей форме: lim

x→p, x∈A
f(x) = a тогда и только тогда, когда для

любой окрестности U ∈ N (a) имеем f(x) ∈ U |x→p, x∈A.

4.6. Задача. Доказать, что в случае

lim
x→p, x∈A

f(x) = a ∈ V

существует такое число L ∈ R, что

|f(x)| ≤ L |x→p, x∈A.

Это свойство выражают такими словами: функция, имеющая конечный
предел, локально ограничена.

4.3. Теорема о пределе композиции функций.

4.7. Теорема. Пусть даны две функции f : A → B и g : B → S,
A ⊂M, B ⊂ T, такие, что

lim
x→p, x∈A

f(x) = q, где p ∈ LimA,

а
lim

y→q, x∈B
g(y) = s где q ∈ LimB.

Тогда при одном из следующих двух условий
1) либо f(x) 6= q |x→p, x∈A
2) либо при невыполнении первого условия s = g(q)

имеем
lim

x→p, x∈A
g ◦ f(x) = s.
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Доказательство. Для любой окрестности W ∈ N (s) cуществует
окрестность U ∈ N (q) такая, что g(y) ∈W для любой точки y ∈ U ∩B \
{q}. Далее существует окрестность V1 ∈ N (p) такая, что f(x) ∈ U для
любой точки x ∈ V1 ∩A \ {p}.

Если теперь f(x) 6= q |x→p, x∈A, то существует окрестность V2 ∈ N (p)
такая, что f(x) 6= q для любой точки x ∈ V2 ∩ A \ {p}. Тогда имеем
g ◦ f(x) ∈ W для любой точки x ∈ V ∩ A \ {p}, где окрестность V =
V1 ∩ V2 ∈ N (p).

Если первое условие не выполнено, тогда в окрестности V1 могут
быть точки x такие, что f(x) = q. В силу условия s = g(q) в такой
точке имеем g ◦ f(x) = g(q) = s ∈W . Последнее обеспечивает g ◦ f(x) ∈
W для любой точки x ∈ V1 ∩ A \ {p}. По определению предела имеем

lim
x→p, x∈A

g ◦ f(x) = s.

4.8. Задача. Доказать, что «невыполнении первого условия» тео-
ремы 4.7 эквивалентно тому, что точка p является предельной для мно-
жества f−1(q).

4.4. Теорема о предельном переходе в неравенствах.

Следующее свойство является обобщением теоремы о неравенстве пре-
делов для функция одной переменной.

4.9. Теорема. Пусть даны две функции f : A → R и g : A → R,
A ⊂M, для которых существуют пределы

lim
x→p, x∈A

f(x) = a ∈ R и lim
x→p, x∈A

g(x) = b ∈ R.

Если
1) a < b, то f(x) < g(x) |x→p, x∈A;
2) f(x) ≤ g(x) |x→p, x∈A, то a ≤ b.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Рассмотрим для
этого две непересекающиеся элементарные окрестности U ∈ N (a) и
W ∈ N (b) (см. свойство 7 раздела 2.4). По условию теоремы суще-
ствует окрестность V1 (V2) такая, что f(x) ∈ U для всех x ∈ V1 ∩A \ {p}
(g(x) ∈W для всех x ∈ V2 ∩A \ {p}). Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где
V = V1 ∩ V2 ∈ N (p), имеем f(x) < g(x).

При доказательство второго свойства надо исключить возможность
b < a. Если такое случилось, то в силу первого пункта имеем g(x) <
f(x) |x→p, x∈A, что противоречит условию.

27



4.5. Теорема о пределе промежуточной функции.

Следующее утверждение является обобщением теоремы о промежуточ-
ной последовательности.

4.10. Теорема. Пусть M — метрическое пространство. Пусть даны
три функции f : A→ R, h : A→ R и g : A→ R, где A ⊂M такие, что

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) |x→p, x∈A.

Если существуют пределы

lim
x→p, x∈A

f(x) = a и lim
x→p, x∈A

g(x) = a,

то существует также и предел

lim
x→p, x∈A

h(x) = a.

Доказательство. Фиксируем произвольную элементарную окрест-
ность U ∈ N (a). По условию теоремы существуют окрестности V1, V2 и
V3 точки p такие, что

1) f(x) ∈ U для всех x ∈ V1 ∩A \ {p},
2) g(x) ∈ U для всех x ∈ V2 ∩A \ {p},
3) f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) для всех x ∈ V3 ∩A \ {p}.
Тогда для всех x ∈ V ∩ A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∩ V3 ∈ N (p), одно-

временно выполняются все три условия. Отсюда выводим, что h(x) ∈ U
при всех x ∈ V ∩A \ {p}. Таким образом, lim

x→p, x∈A
h(x) = a.

4.6. Арифметический критерий сходимости функции.

Следующее утверждение является обобщением теоремы 1.6.

4.11. Теорема. Функция f : A→ T сходится к a ∈ T при x→ p ∈M
по множеству A ⊂ M тогда и только тогда, когда для любого ε > 0
существует окрестность V ∈ N (p) такая, что для всех x ∈ V ∩ A \ {p}
выполняется неравенство ρ(f(x), a) < ε.

Доказательство.

4.12. Задача. Функция f : A→ T сходится к a ∈ T при x→ p ∈ M
по множеству A ⊂ M тогда и только тогда, когда для любого ε > 0
существует число δ > 0 такое, что для всех x ∈ A с условием 0 <
d(x, p) < δ выполняется неравенство ρ(f(x), a) < ε.
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4.7. Предел функции и алгебраические операции.

Следующее утверждение является обобщением теоремы 3.11. Здесь A
множество в метрическом пространстве M, а V — конечномерное нор-
мированное пространство.

4.13. Теорема. Сумма пределов равна пределу суммы: если

lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) = a ∈ V, и lim
x→p, x∈A\{p}

g(x) = b ∈ V,

то

lim
x→p, x∈A\{p}

(f(x) + g(x)) = lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) + lim
x→p, x∈A\{p}

g(x) = a+ b.

(4.7.1)

Доказательство. Фиксируем произвольное ε > 0. По теореме 4.11
существует окрестность V1 ∈ N (p) такая, что для всех x ∈ V1 ∩ A \ {p}
выполняется неравенство

|f(x)− a| < ε

2
,

и существует окрестность V2 ∈ N (p) такая, что для всех x ∈ V2∩A\{p}
выполняется неравенство

|g(x)− b| < ε

2
.

Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2, имеем

|(f(x) + g(x))− (a+ b)| ≤ |f(x)− a|+ |g(x)− b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Следовательно, lim
x→p, x∈A\{p}

(f(x) + g(x)) = a + b, и равенство (4.7.1)
доказано.

4.14. Теорема. Произведение пределов равно пределу произведения:
если даны функции f : A→ R и g : A→ V такие, что

lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) = a ∈ R, и lim
x→p, x∈A\{p}

g(x) = b ∈ V,

то
lim

x→p, x∈A\{p}
f(x) · g(x) = a · b. (4.7.2)
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Доказательство. Так как функция f(x) сходится в R, а функция
g(x) — в V, то они ограничены при x→ p по множеству A: существуют
число L ∈ (0,∞) и окрестность V1 ∈ N (p) такие, что |f(x)| ≤ L и
|g(x)| ≤ L для всех x ∈ V1 (проверить это!, см. задачу 4.6).

Фиксируем произвольное ε > 0. Существует окрестность V2 ∈ N (p)
такая, что для всех x ∈ V2 ∩A \ {p} выполняется неравенство

|f(x)− a| < ε

2L
,

и существует окрестность V3 ∈ N (p) такая, что для всех x ∈ V3∩A\{p}
имеем

|g(x)− b| < ε

2L
.

Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∩ V3, имеем

|f(x) · g(x)− a · b| = |(f(x)− a) · g(x) + a · (g(x)− b)|
≤ |f(x)− a| · |g(x)|+ |a| · |g(x)− b|

<
ε

2L
· L+

ε

2L
· L = ε.

Следовательно, lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) · g(x) = a · b, и равенство (4.7.2) дока-
зано.

4.8. Критерий Гейне сходимости функции.

4.15. Критерий сходимости Гейне. Функция f : A → T имеет
предел при x → p ∈ LimA по множеству A ⊂ M тогда и только тогда,
когда для каждой последовательности sn ∈ A, сходящейся к p, после-
довательность {f(sn)} является сходящейся. Более того, все такие пре-
делы lim

n→∞
f(sn) совпадают и их общее значение равно lim

x→p, x∈A\{p}
f(x).

Доказательство. Необходимость. Пусть lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) = a.

Тогда для любой окрестности U ∈ N (a) существует окрестность V ∈
N (p) такая, что f(x) ∈ U для любой точки x ∈ V ∩A\{p}. Пусть теперь
sn ∈ A \ {p} — произвольная последовательность, сходящаяся к точке p
(такие последовательности существуют в соответствии с задачей 3.5).
Тогда по теореме 4.7 о пределе композиции имеем lim

n→∞
f(sn) = a.

Достаточность. Рассмотрим, прежде всего, две различные после-
довательности {sn ∈ A\{p}}n∈N и {s′n ∈ A\{p}}n∈N, сходящиеся к точке
p, и покажем, что пределы

lim
n→∞

f(sn) и lim
n→∞

f(s′n)
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совпадают. Составим для этого третью последовательность

s1, s
′
1, s2, s

′
2, . . . , sn, s

′
n, . . . .

Понятно, что значения элементов этой последовательности принадле-
жат множеству A \ {p} и сходятся к точке p. По условию теоремы по-
следовательность f(s1), f(s′1), f(s2), f(s′2), . . . , f(sn), f(s′n), . . . сходится,
и тогда две ее подпоследовательности f(sn) и f(s′n) сходятся к одно-
му и тому же пределу. Таким образом, все последовательности вида
{f(sn)} при условии A \ {p} 3 sn → p при n→∞ имеют общий предел,
который мы обозначим буквой a.

Докажем теперь, что предел lim
x→p, x∈A\{p}

f(x) = a. Рассмотрим про-

извольную базисную систему {Bn} окрестностей точки p. Если невер-
но, что lim

x→p, x∈A\{p}
f(x) = a, то найдется окрестность U ∈ N (a) такая,

что для любого n ∈ N существует точка sn ∈ Bn ∩ A \ {p} такая, что
f(sn) /∈ U . Тогда очевидно sn → p при n → ∞, а с другой f(sn) /∈ U .
Таким образом, предел последовательности f(sn) не может быть рав-
ным a. Получено противоречие с доказанным выше условием, что этот
предел должен равняться a.

4.9. Асимптотические отношения сравнения. Символы O и o, пра-
вила оперирования с ними.

Пусть на множестве A ⊂M заданы две функции f и g со значениями в
конечномерном нормированном пространстве V, и фиксирована точка
p ∈ LimA.

4.16. Определение. Будем говорить, что функция f(x) бесконечно
мала относительно функции g(x) при x, стремящемся к p по множе-
ству A, если для каждого ε > 0 справедливо следующее асимптотиче-
ское неравенство

|f(x)| ≤ ε|g(x)| |x→p, x∈A\{p}.

В этом случае говорят также, что f(x) есть o-малое от g(x) при x→ p
по множеству A, и пишут f(x) = o(g(x)) |x→p, x∈A\{p}.

4.17. Основные свойства. 1) f(x) = o(1) |x→p, x∈A\{p} тогда и
только тогда, когда f(x)→ 0 |x→p, x∈A\{p}.

2) f(x) = o(g(x)) |x→p, x∈A\{p} тогда и только тогда, когда существует
вещественнозначная функция α(x) = o(1) такая, что

|f(x)| = α(x)|g(x)| |x→p, x∈A\{p}.
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Доказательство. Доказательство первого свойства вытекает непо-
средственно из сравнения двух определений.

Докажем второе свойство. Необходимость. Положим

α(x) =

{
|f(x)|
|g(x)| , если g(x) 6= 0,

0 иначе
(4.9.3)

Так как для любого ε > 0 существует V ∈ N (p), что |f(x)| ≤ ε|g(x)|
для любого x ∈ V ∩A \ {p}, то для x таких, что g(x) 6= 0, одновременно
получаем |f(x)| = α(x)|g(x)| и |α(x)| ≤ ε. Согласно арифметическому
критерию сходимости 4.11 имеем α(x) = o(1).

Достаточность очевидна.

4.18. Задача. Доказать, что если g(x) 6= 0 |x→p, x∈A\{p}, то f(x) =

o(g(x)) |x→p, x∈A\{p} тогда и только тогда, когда |f(x)|
|g(x)| → 0 |x→p, x∈A\{p}.

4.19. Задача. Пусть x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn и α = (α1, α2, . . . , αn)
— вектор с неотрицательными целочисленными компонентами, |α| =
α1 + α2 + . . .+ αn.

1) Если k < l, |α| = l, то xα = o(|x|k) |x→0 и xβ = o(|x|l) ||x|→∞, где
β = (β1, β2, . . . , βn) и |β| < l;

2) xα = o(e|x|) ||x|→∞ для любого мультииндекса α.

4.20. Определение. Говорят, что f(x) есть O-большое от g(x) при
x → p по множеству A, и пишут f(x) = O(g(x)) |x→p, x∈A\{p}, если
найдётся такая константа C <∞, что

|f(x)| ≤ C|g(x)| |x→p, x∈A\{p}.

4.21. Задача. Доказать, что f(x) = O(g(x)) |x→p, x∈A\{p} тогда и
только тогда, когда функция α(x), определенная формулой (4.9.3), асимп-
тотически ограничена при x→ p по множеству A, т. е.

α(x) = O(1) |x→p, x∈A\{p}.

4.22. Определение. Будем говорить, что вещественнозначная функ-
ция f(x) эквивалентна вещественнозначной функции g(x) при x → p
по множеству A, и писать f(x)∼g(x), если

f(x)− g(x) = o(g(x)) |x→p, x∈A\{p}.

32



4.23. Предложение. Доказать, что f(x) ∼ g(x) |x→p, x∈A\{p} тогда
и только тогда, когда существует функция u : A→ R такая, что |u(x)| →
1 |x→p, x∈A\{p} и f(x) = u(x)g(x) |x→p, x∈A\{p}.

Доказательство. Если f ∼ g, то f − g = αg |x→p, x∈A\{p}, где

α→ 0 |x→p, x∈A\{p},

и, стало быть, u = 1 + α.
Если же f = ug, где u → 1 |x→p, x∈A\{p}, то f − g = (1 − u)g =

o(g) |x→p, x∈A\{p}.
Функцию u(x) со значением в R называют асимптотической еди-

ницей при x→ p по множеству A, если u(x) ∼ 1 |x→p, x∈A\{p}.
Ниже всюду в этом разделе там, где под знаками = o, = O, ∼, →

нет приписки x→ p, x ∈ A \ {p}, она незримо присутствует.

4.24. Задача. Основные свойства асимптотических сравне-
ний.

1) Отношение асимптотической эквивалентности
рефлексивно: f ∼ f ;
симметрично: если f ∼ g, то g ∼ f ; и
транзитивно: если f ∼ g и g ∼ h, то f ∼ h.
2) Если f1 ∼ g1, f2 ∼ g2, то f1f2 ∼ g1g2. Если к тому же функции g1

и g2 неотрицательны, то f1 + f2 ∼ g1 + g2.
3) Если f ∼ g и g → a, то f → a.

4.25. Задача. Доказать, что если g(x) 6= 0 при x→ p, то f(x) ∼ g(x)

тогда и только тогда, когда f(x)
g(x) → 1.

4.26. Задача.
1) Если f = o(g), то f = O(g). Если f ∼ g, то f = O(g).
2) Если f = o(g) и g = O(h), то f = o(h).
3) Если f1 = o(g1) и f2 = O(g2), то f1f2 = o(g1g2).
4) Если f1 = o(g1) и f2 = o(g2), то f1 + f2 = o(|g1|+ |g2|).

4.10. Компактные множества в метрическом пространстве.

5 Линейные операторы

Отображение L : X → Y векторных пространств X и Y называется
линейным, если

L(αu+ βv) = αL(u) + βL(v)
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для любых u, v ∈ X и любых α, β из поля скаляров. Совокупность всех
линейных операторов из X в Y с поточечными операциями сложения и
умножения на скаляр образует векторное пространство.

Для линейного оператора L : X → Y нормированных пространств
определена норма

|L| = sup
|v|≤1

|L(v)|.

Линейный оператор L : X → Y называется ограниченным, если его
норма |L| = sup

|v|≤1

|L(v)| конечна.

5.1. Задача. Доказать, что

|L| = sup
|v|<1

|L(v)| = sup
|v|=1

|L(v)| = sup
|v|6=0

|L(v)|
|v|

.

5.2. Задача. Доказать, что норма |L| линейного оператора L : X→
Y равна точной нижней грани всех чисел a ∈ R, для каждого из которых
верно неравенство |L(v)| ≤ a|v|, где v ∈ X — произвольный вектор.

Если Y = R, то линейный оператор l : X → R называют линейным
функционалом. Совокупность L(X;R) линейных ограниченных функци-
оналов называют сопряженным пространством и обозначают симво-
лом X∗.

5.3. Задача. Доказать, что если линейные операторы L1 и L2 огра-
ничены, то их сумма L1+L2 — также линейный ограниченный оператор.

Совокупность линейных ограниченных операторов из X в Y с пото-
чечными операциями сложения и умножения на скаляр образует век-
торное пространство, обозначаемое символом L(X;Y). Если линейному
ограниченному оператору L сопоставить норму |L|, то L(X;Y) стано-
вится нормированным пространством (Проверить!).

5.4. Задача. Доказать, что
ı) если нормированное пространство X конечномерно, то всякий ли-

нейный оператор L : X → Y ограничен (таким образом, в этом случае
совокупность всех линейных отображений совпадает с L(X;Y));

ıı) если нормированные пространства X и Y конечномерны, то нор-
мированное пространство L(X;Y) также конечномерно. Доказать, что
dimL(X;Y) = dimX× dimY.

Далее мы рассматриваем только конечномерные нормированные про-
странства в качестве области определения.
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5.1. Полилинейные отображения

5.5. Определение. Отображение A : X1×. . .×Xn → Y прямого про-
изведения векторных пространств X1, . . . ,Xn в векторное пространство
Y называется полилинейным (n-линейным), если отображение

Xk 3 uk 7→ A(u1, . . . , uk−1, uk, uk+1, . . . , un)

линейно по переменной uk ∈ Xk при фиксированных значениях пере-
менных u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , un, k = 1, . . . , n.

Совокупность n-линейных отображений A : X1 × . . .×Xn → Y будет
обозначаться символом L(X1, . . . ,Xn;Y).

В частности, при n = 1 получаем множество L(X;Y) линейных опе-
раторов из X1 = X в Y.

При n = 2 полилинейное отображение называется билинейным, при
n = 3 — трилинейным и т. д. Следует отличать n-линейное отображение
A ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y) от линейного отображение A ∈ L(X;Y) векторного
пространства X = X1 × . . .× Xn в Y.

Если Y = R, то линейные и полилинейные отображения называют
линейными или соответственно nолилинейными функционалами.

5.6. Определение. Пусть A : X1 × . . . × Xn → Y — полилиней-
ный оператор, действующий из прямого произведения нормированных
пространств X1, . . . ,Xn в нормированное пространство Y. Величина

|A| = sup
u1,...,un
ui 6=0

|A(u1, . . . , un)|Y
|u1|X1

· . . . · |un|Xn
, (5.1.1)

где верхняя грань берется по всевозможным наборам u1, . . . , un, отлич-
ных от нуля векторов пространств X1, . . . ,Xn, называется нормой по-
лилинейного оператора А.

В правой части формулы (5.1.1) вместо знака |·| нормы вектора упо-
треблено обозначение | · |X1

, рядом с которым стоит символ того норми-
рованного пространства, которому вектор принадлежит. В дальнейшем
мы будем придерживаться этого обозначения для нормы вектора и, ес-
ли не возникает недоразумений, будем опускать символ пространства,
подразумевая, что норма (модуль) вектора вычисляется всегда в том
пространстве, которому вектор принадлежит. Мы хотим тем самым по-
ка внести некоторое различие в обозначения нормы вектора и нормы
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линейного или полилинейного оператора, действующего на нормиро-
ванных векторных пространствах.

Рассмотрим некоторые примеры полилинейных отображений и най-
дем их нормы.

5.7. Пример. Обычное произведение (x1, . . . , xn)→ x1 ·. . .·xn n дей-
ствительных чисел является типичным примером n-линейной функции
A ∈ L(R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n раз

;R).

Непосредственно из определения 5.6 в данном случае получаем, |A| =
1.

5.8. Пример. Обобщением предыдущего примера является произ-
ведение

(u1, . . . , un)→ l1(u1) · . . . · ln(un)

n линейных функционалов lk : Xk → R. Нетрудно видеть, что этот
полилинейный оператор является элементом пространства L(X1× . . .×
Xn;R).

5.9. Пример. В пространстве X фиксируем базис e1, . . . , em. Опре-

делим линейную функцию l : X → R полагая l(u) =
m∑
j=1

uj для вектора

u =
m∑
j=1

ujej . Аналогично предыдущему примеру определим n-линейную

функцию
l(u1, . . . , un) = l(u1) · . . . · l(un), (5.1.2)

где ui ∈ X, i = 1, . . . , n.
Полагая в (5.1.2) u = u1 = . . . = un, получаем

l(u, . . . , u) = l(u)n =

( m∑
j=1

uj

)n
=

m∑
j1=1,...,jn=1

uj1 · . . . · ujn . (5.1.3)

В правой сумме формулы (5.1.3) есть повторяющиеся слагаемые. За-
метим, что в случае m = 2 эта сумма является известным биномом
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Ньютона, записываемый в виде

l(u)n = (u1 + u2)n =

2∑
j1=1,...,jn=1

uj1 · . . . · ujn

=

n∑
k=1

n!

k!(n− k)!
uk1u

n−k
2 =

∑
k1+k2=n

n!

k1! · k2!
uk11 u

k2
2 . (5.1.4)

Возникает естественное желание обобщить формулу (5.1.4) на произ-
вольное число слагаемых. База индукции — это как раз формула (5.1.4).
Пусть для m слагаемых, m ≥ 2, правая сумма в (5.1.3) записывается в
виде

(u1 + u2 + . . .+ um)n

=
∑

k1+k2+...+km=n

n!

k1! · k2! · . . . · km!
uk11 u

k2
2 · . . . · ukmm . (5.1.5)

Рассмотрим теперь m + 1 слагаемoe u1 + u2 + . . . + um + um+1 =
v + um+1, где v = u1 + u2 + . . .+ um. Тогда применяя базу индукции, а
затем индукционное предположение, получаем

(u1+u2+. . .+um+um+1)n = (v+um+1)n =
∑

j+km+1=n

n!

j! · km+1!
vj ·ukm+1

m+1

=
∑

j+km+1=n

n!

j! · km+1!

∑
k1+k2+...+km=j

j!

k1! · k2! · . . . · km!
uk11 u

k2
2 ·. . .·ukmm ·u

km+1

m+1

=
∑

k1+k2+...+km+km+1=n

n!

k1! · k2! · . . . · km! · km+1!
uk11 u

k2
2 · . . . ·ukmm ·u

km+1

m+1 .

Следовательно, формула (5.1.5) доказана.

5.10. Пример. Скалярное произведение в евклидовом векторном
пространстве E над полем R является билинейной функцией

E 3 (u, v) 7→ 〈u, v〉.

В силу неравенства Коши — Буняковского

|〈u, v〉| ≤ |u| · |v|,

причем это неравенство переходит в равенство, если и только если u = v.
Следовательно, |A| = 1.
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5.11. Пример. Векторное произведение (u, v) 7→ [u, v] векторов трех-
мерного евклидова пространства E3 является билинейным оператором,
т. е. A ∈ L(E3,E3;E3).

Мы знаем, что
|[u, v]| = |u| · |v| sinϕ,

где ϕ — угол между векторами u и v, поэтому A ≤ 1. В то же время,
если векторы u, v ортогональны, то sinϕ = 1. Таким образом, |A| = 1.

5.12. Пример. Если X — конечномерное векторное пространство

над полем R, {e1, . . . , en} — базис в X, vi =
n∑
j=1

vji ej — координатное

представление вектора vi ∈ X, i = 1, . . . , n, то, полагая

A(v1, . . . , vn) = det

 v1
1 . . . vn1
. . . . . . . . .
v1
n . . . vnn

 ,

получаем n-линейную функцию A : X× . . .× X︸ ︷︷ ︸
n

→ R.

Если считать, что векторы принадлежат евклидову пространству
Rn, то можно заметить, что A(v1, . . . , vn) = det(v1, . . . , vn) есть объем
параллелепипеда, натянутого на векторы v1, . . . , vn, и этот объем мак-
симален, если векторы v1, . . . , vn, сохранив их длины, сделать взаимно
ортогональными. Таким образом,

|det(v1, . . . , vn)| ≤ |v1| · . . . · |vn|,

причем для ортогональных векторов имеет место равенство. Значит, в
рассматриваемом случае |A| = 1.

Пользуясь свойствами нормы вектора и свойствами полилинейного
оператора, формулу (5.1.1) можно переписать следующим образом:

|A| = sup
u1,...,un
ui 6=0

∣∣∣A( u1

|u1|
, . . . ,

un
|un|

)∣∣∣ = sup
ω1,...,ωn

|A(ω1, . . . , ωn)|, (5.1.6)

где последняя верхняя грань берется по всевозможным наборам ω1,. . .,
ωn единичных векторов пространств X1, . . . ,Xn соответственно (т. е.
|ωi| = 1, i = 1, . . . , n).

В частности, для линейного оператора A : X→ Y из (5.1.1) и (5.1.6)
получаем

|A| = sup
u6=0

|Au|
|u|

= sup
|ω|=1

|Aω|. (5.1.7)
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Из определения 5.6 нормы полилинейного оператора A следует, что
если |A| <∞, то при любых векторах ui ∈ Xi, i = 1, . . . , n, справедливо
неравенство

|A(u1, . . . , un)| ≤ |A| · |u1| · . . . · |un|. (5.1.8)

В частности, для линейного оператора получаем

|Au| ≤ |A| · |u|. (5.1.9)

Кроме того, из определения 5.6 следует, что если норма полилиней-
ного оператора конечна, то она есть нижняя грань тех чисел M , для
которых неравенство

|A(u1, . . . , un)| ≤M · |u1| · . . . · |un| (5.1.10)

выполнено при любых значениях ui ∈ Xi, i = 1, . . . , n.

5.13. Определение. Полилинейный оператор A : X1× . . .×Xn → Y
называется ограниченным, если существует такое числоM ∈ R, что при
любых значениях u1, . . . , un из пространств X1, . . . ,Xn соответственно
справедливо неравенство (5.1.10).

Таким образом, ограниченными являются те и только те операторы,
которые имеют конечную норму.

На основании соотношения (5.1.7) легко понять геометрический смысл
нормы линейного оператора в знакомом случае A : Rm → Rn. В этом
случае единичная сфера пространства Rm переходит под действием пре-
образования A в некоторый эллипсоид в Rn, центр которого совпадает
с нулем в Rn. Значит, норма A в данном случае просто наибольшая из
полуосей этого эллипсоида.

С другой стороны, норму линейного оператора можно трактовать
также как верхнюю грань коэффициентов растяжения векторов при
данном отображении, что видно из первого равенства в (5.1.7).

5.2. Пространства непрерывных операторов

Полилинейные операторы в конечномерных пространствах обладают
следующим свойством.

5.14. Свойство. Полилинейный оператор A : X1 × . . . × Xn →
Y, действующий из произведения конечномерных нормированных про-
странств X1, . . . ,Xn в нормированное пространство Y, обладает следу-
ющими свойствами:
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a) A — ограниченный оператор,
b) A — непрерывный.

Доказательство. Для доказательства a) в каждом из пространств
Xi фиксируем базис e(i)

1 , . . . , e
(i)
li
. Тогда вектор u(i) ∈ Xi можно предста-

вить в этом базисе как

u(i) =

li∑
ji=1

uji(i)e
(i)
ji
.

Ввиду полилинейности оператора A имеем

A(u(1), . . . , u(n)) = A

( l1∑
j1=1

uj1(1)e
(1)
j1
, . . . ,

ln∑
jn=1

ujn(n)e
(n)
jn

)

=

l1∑
j1=1

. . .

ln∑
jn=1

uj1(1) · . . . · u
jn
(n)A

(
e

(1)
j1
, . . . , e

(n)
jn

)
.

Отсюда

|A(u(1), . . . , u(n))| ≤M ·
l1∑

j1=1

. . .

ln∑
jn=1

∣∣uj1(1)

∣∣ · . . . · ∣∣ujn(n)

∣∣, (5.2.11)

где M = max
j1,...,jn

∣∣A(e
(1)
j1
, . . . , e

(n)
jn

)
∣∣. В пространстве Xk рассмотрим норму

|v|k,∞ = sup
jk=1,...,lk

|vjk |. Поскольку в конечномерном пространстве все

нормы эквивалентны, то |v|k,∞ ≤ ck|v|Xk для некоторой постоянной ck.
Следовательно, имеем

∣∣ujk(k)

∣∣ ≤ ck|u(k)|Xk . Поэтому каждое слагаемое в
сумме (5.2.11) не превосходит c1·. . .·cn·|u(1)|X1 ·. . .·|u(n)|Xn . Окончательно
получаем следующую оценку для нормы полилинейного отображения:

|A| ≤M · l1 · . . . · ln · c1 · . . . · cn = T. (5.2.12)

Из ограниченности оператора A вытекает его непрерывность. В са-
мом деле,

A(u1 + h1, u2 + h2, . . . , un + hn)−A(u1, u2, . . . , un)

= A(h1, u2, . . . , un) + . . .+A(u1, u2, . . . , un−1, hn)

+A(h1, h2, u3, . . . , un) + . . .+A(u1, . . . , un−2, hn−1, hn)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+A(h1, . . . , hn).
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Теперь в силу (5.2.12) получаем оценку

|A(u1 + h1, u2 + h2, . . . , un + hn)−A(u1, u2, . . . , un)| =
≤ T · (|h1||u2| · . . . · |un|+ . . .+ |u1| · |u2| · . . . · |un−1||hn|
+ |h1||h2||u3| · . . . · |un|+ . . .+ |u1||u2| · . . . · |hn−1||hn|+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ |h1| · . . . · |hn|),

из которой, очевидно, следует непрерывность полилинейного отображе-
ния A в любой точке (u1, . . . , un) ∈ X1 × . . .× Xn. �

Начиная с этого места, символом L(X1, . . . ,Xn;Y) будет обозначать
совокупность всех полилинейных операторов, действующих из прямого
произведения конечномерных нормированных пространств X1, . . . ,Xn
в нормированное пространство Y. В частности, L(X;Y) есть множество
всех линейных операторов из X в Y.

В множестве L(X1, . . . ,Xn;Y) вводится естественная структура ли-
нейного пространства:

(αA+ βB)(u1, . . . , un) = αA(u1, . . . , un) + βB(u1, . . . , un)

для скаляров α, β ∈ R.
Очевидно, если A,B ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y), то αA + βB — также поли-

линейное отображение.

5.15. Задача. Проверить, что множество L(X1, . . . ,Xn;Y) c введен-
ными операциями сложения и умножения на скаляр является вектор-
ным пространством.

Доказать, что оно конечномерное, если Y конечномерное, и найти
его размерность, при условии если известны размерности всех участву-
ющих пространств.

5.16. Свойство. С нормой (5.1.1) векторное пространство

L(X1, . . . ,Xn;Y)

полилинейных операторов является нормированным.

Доказательство. Прежде всего отметим, что в силу свойства 5.14
норма |A| любого оператора A ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y) — неотрицательное
действительное число.
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Неравенство (5.1.8) показывает, что

|A| = 0⇐⇒ A = 0.

Далее, по определению нормы полилинейного оператора

|λA| = sup
u1,...,un
ui 6=0

(λA)(u1, . . . , un)

|u1| · . . . · |un|
=

= sup
u1,...,un
ui 6=0

|λ||A(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

= |λ||A|.

Наконец, если A,B ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y), то

|A+B| = sup
u1,...,un
ui 6=0

|(A+B)(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

=

sup
u1,...,un
ui 6=0

|A(u1, . . . , un) +B(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

≤

≤ sup
u1,...,un
ui 6=0

|A(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

+ sup
u1,...,un
ui 6=0

|B(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

= |A|+ |B|.

�
Теперь символ L(X1, . . . ,Xn;Y) обозначает пространство n-линей-

ных операторов, нормированное указанной операторной нормой. В част-
ности, L(X;Y) — нормированное пространство линейных операторов,
действующих из X в Y. Пространство L(X1, . . . ,Xn;Y) банахово, если Y
банахово. В частности, оно всегда полное, когда Y конечномерное.

Сделаем к доказанному свойству следующее полезное дополнение:
если X,Y,Z и A ∈ L(X;Y), а B ∈ L(Y;Z), то

|B ◦A| ≤ |B| · |A|.

В заключение остановимся на одном специальном замечании, отно-
сящемся к пространству полилинейных операторов, которое нам потре-
буется при рассмотрении дифференциалов высшего порядка.

5.17. Свойство. Между пространствами

L(X1, . . . ,Xm;L(Xm+1, . . . ,Xn;Y)) и L(X1, . . . ,Xn;Y)

при любом m ∈ {1, . . . , n} существует биекция, сохраняющая линейную
структуру и норму.
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Доказательство. ПустьB ∈ L(X1, . . . ,Xm;L(Xm+1, . . . ,Xn;Y)), т. е.
B(u1, . . . , um) ∈ L(Xm+1, . . . ,Xn;Y).

Желаемый изоморфизм определяется формулой:

A(u1, . . . , un) = B(u1, . . . , um)(um+1, . . . , um). (5.2.13)

Тогда

|B| = sup
u1,...,um
ui 6=0

|B(u1, . . . , um)|
|u1| · . . . · |um|

=

sup
u1,...,um
ui 6=0

sup
um+1,...,un

uj 6=0

|B(u1,...,um)(um+1,...,un)|
|um+1|·...·|un|

|u1| · . . . · |um|
=

sup
u1,...,un
ui 6=0

|A(u1, . . . , un)|
|u1| · . . . · |un|

= |A|.

Проверить, что соотношение 5.2.13 задает изоморфизм рассмат-
риваемых векторных пространств. Применяя n раз свойство (5.17), в
частности, получаем, что пространство

L(X1;L(X2; . . . ,L(Xn;Y )) . . .) изоморфно пространству L(X1, . . . ,Xn;Y)

n-линейных операторов. �

5.18. Задача. Докажите, что если A : X → Y — линейный опера-
тор, действующий из конечномерного нормированного пространства X
в нормированное пространство Y (не обязательно конечномерное), то A
— непрерывный оператор.

5.19. Задача. Докажите для полилинейного оператора утвержде-
ние, аналогичное сформулированному в предыдущей задаче.

5.20. Задача. Если A ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y), а B ∈ L(Y;Z), то B ◦A ∈
L(X1, . . . ,Xn;Z).

5.21. Определение. Два линейных нормированных пространства
называются изоморфными, если существует такой изоморфизм между
ними, как линейными векторными пространствами, который вместе с
ему обратным является непрерывным линейным oпepaтopoм.
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5.22. Задача. Покажите, что линейные нормированные простран-
ства одинаковой конечной размерности изоморфны.

5.23. Задача. Покажите, что в бесконечномерном случае предыду-
щее утверждение перестает быть верным.

5.24. Задача. Пусть A : En → En — линейное преобразование
евклидова n-мерного пространства, A∗ : En → En — сопряженное к
нему преобразование. Покажите, что:

a) все собственные значения оператора A ◦ A∗ : En → En неотрица-
тельны;

b) если λ1 ≤ . . . ≤ λn — собственные значения оператора A ◦A∗, то
|A| =

√
λn;

c) если оператор A имеет обратный A−1 : En → En, то |A−1| = 1√
λ1
;

d) если (aij) — матрица преобразования A : En → En в некотором
базисе, то справедливы оценки

max
1≤i≤n

√√√√ n∑
j=1

(aij)
2 ≤ |A| ≤

√√√√ n∑
i,j=1

(aji )
2 ≤
√
n · |A|.

5.25. Задача. Пусть P[x] — векторное пространство многочленов от
переменной x с вещественными коэффициентами. Норму вектора P ∈
P[x] определим формулой

|P | =

√∫ 1

0

P 2 dx.

a) Ограничен ли в полученном пространстве оператор D : P[x] →
P[x] дифференцирования D(P (x)) = P ′(x)?

b) Найдите норму оператора F : P[x] → P[x] умножения на x:
(F (P (x)) = (x · P (x)).

5.26. Задача. На примере оператора проектирования в R2 покажи-
те, что неравенство |B ◦A| ≤ |B| · |A| может быть строгим.

6 Дифференциал и его свойства

Все рассматриваемые в этом и последующих разделах нормирован-
ные пространства предполагаются конечномерными.
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6.1. Производная вдоль вектора и ее свойства.
Частные производные

6.1. Определение. Если X и Y — нормированные пространства
над полем R, а f : U → Y — отображение окрестности точки a ∈ U .
Производной отображения f в точке a ∈ U вдоль вектора h ∈ X назовем
предел

Dhf(a) = lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
,

если этот предел в Y существует.

Непосредственно проверяется, что

Dλhf(a) = λDhf(a) для λ ∈ R. (6.1.1)

Из определения 6.1 видно также, что значение Dhf(a) производной
отображения f : U → Y по вектору есть элемент нормированного про-
странства Y, и что если L — линейное непрерывное отображение Y в
некоторое нормированное пространство Z, то (проверить!)

Dh(L ◦ f)(a) = D(L ◦ f)(a)〈h〉 = L ◦Df(a)〈h〉 = L ◦Dhf(a). (6.1.2)

Если {ei}, i = 1, . . . , n, — базис в X, то, как известно, частная произ-
водная Deif(a) = ∂f

∂xi
(a) в точке a равна пределу частного отношения

lim
t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
, если он существует.

Этому пределу соответствует дифференциал отображения t 7→ f(a+tei)
(как функции одной переменной), определенного в некоторой окрестно-
сти нуля, поскольку

f(a+ tei)− f(a) =
∂f

∂xi
(a) · t+ o(t) при t→ 0. (6.1.3)

6.2. Определение дифференцируемости

6.2. Определение. Пусть X и Y — нормированные пространства,
U ⊂ X — некоторое подмножество, a ∈ U — внутренняя точка. Отобра-
жение f : U → Y называется дифференцируемым в точке a ∈ U , если
существует линейное отображение L : X→ Y, для которого

f(a+ h)− f(a) = L(h) + o(h) при h→ 0, (6.2.4)
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символ o(h) означает, что для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что
|o(h)| < ε|h| для любого h ∈ B(0, δ).

Линейное отображение L : X→ Y называется дифференциалом отоб-
ражения f в точке a и обозначается одним из следующих символов:

Df(a), df(a), f ′(a). (6.2.5)

6.3. Задача. Показать, что величина α(h) = o(h) при h→ 0 может
записана в эквивалентной форме: α(h) = o(1)|h|, где o(1)→ 0 при h→ 0.

6.4. Свойство. Если отображение f : U → Y дифференцируемо во
внутренней точке a множества U ⊂ X, то его дифференциал L в этой
точке единствен.

Доказательство. Итак, проверим единственность дифференциа-
ла. Пусть L1 и L2 — линейные отображения, удовлетворяющие соотно-
шению (6.2.4), т. е.

f(x+ h)− f(x)− L1〈h〉 = α1(h), (6.2.6)
f(x+ h)− f(x)− L2〈h〉 = α2(h), (6.2.7)

где αi(h) = o(h) при h→ 0, (x+h) ∈ A, i = 1, 2. Тогда, полагая L = L2−
L1 и α(h) = α2(h)− α1(h), после вычитания (6.2.6) из (6.2.7) получим

L〈h〉 = α(h).

Здесь L — линейное относительно h отображение, а α(h) = o(h) при
h → 0, x + h ∈ U . Взяв вспомогательный числовой параметр λ, можно
теперь записать, что

|L〈h〉| = L(x)〈λh〉
|λ|

=
α(x;λh)

|λh|
|h| → 0 при λ→ 0.

Таким образом, L(x)〈h〉 = 0 при любом h 6= 0 (напомним, что x –
внутренняя точка U). Поскольку L〈0〉 = 0, то мы показали, что при
любом значении h имеет место равенство L1〈h〉 = L2〈h〉. �

Дифференциал отображения f : U → Y в точке a обозначается сим-
волами Df(a) (другие обозначения: df(a) и f ′(a)). Таким образом, диф-
ференциал — это элемент пространства L(X;Y). Значение дифферен-
циала Df(a) на векторе v ∈ X обозначается одним из символов

Df(a)〈v〉, df(a)〈v〉 и f ′(a)〈v〉.
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6.5. Задача. Доказать, что условие (6.2.4) дифференцируемости
эквивалентно условию

lim
x→a

|f(x)− f(a)− L(x− a)|
|x− a|

= 0. (6.2.8)

6.6. Задача. Если отображение f : A → Y дифференцируемо в
точке a ∈ A, то

1) lim
x→a

|f(x)−f(a)|
|x−a| = sup

|v|=1

|Df(a)〈v〉| = |Df(a)|;

2) lim
x→a

|f(x)−f(a)|
|x−a| = inf

|v|=1
|Df(a)〈v〉|;

3) lim
x→a

|f(x)−f(a)|
|x−a| = inf

|v|=1
|Df(a)〈v〉| = |Df(a)−1|−1, если линейное

отображение Df(a) обратимо.

Если X = R, то дифференцируемость отображения f в точке a эк-
вивалентна существованию производной

f ′(a) = lim
t→0

f(a+ t)− f(a)

t
∈ Y. (6.2.9)

В этом случае Df(a)〈v〉 = v · f ′(a).
На приводимом ниже примере числовой функции мы видим, что

наличие частных производных не гарантирует не только дифференци-
руемость функции, но даже ее непрерывность.

6.7. Пример. Показать, что функция

R 3 (x, y) 7→ f(x, y) =

{
x5

(y−x2)2+x8 для (x, y) 6= (0, 0),

0 для (x, y) = (0, 0).

разрывна в точке (0, 0) и имеет производную в (0, 0) вдоль любого век-
тора h ∈ R2.

6.3. Достаточные условия дифференцируемости функции в точке

6.3.1. Лемма об оценке приращения

Множество H ⊂ Rn называется n-мерным интервалом, если оно допус-
кает представление

H = (a1, b1)× (a2, b2)× · · · × (an, bn),

где (ai, bi) — конечные открытые промежутки в R. Это означает, что H
есть совокупность всех точек x = (x1, x2, . . . , xn) таких, что a1 < x1 <
b1, a2 < x2 < b2, . . . , an < xn < bn.
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6.8. Лемма. Пусть H есть n-мерный интервал. Предположим, что
функция f : H → Rm имеет частные производные ∂f

∂xi
(x) в каждой точ-

ке x ∈ H для любого i = 1, 2, . . . , n и существует конечная постоянная
M такая, что ∣∣∣∣ ∂f∂xi (x)

∣∣∣∣ ≤M
для всех x ∈ H. Тогда для любых точек p, q ∈ H выполняется неравен-
ство

|f(q)− f(p)| ≤M
√
n|q − p|.

Доказательство. Пусть H = (a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (an, bn), где
ai < bi при каждом i = 1, 2, . . . , n. Пусть p = (p1, p2, . . . , pn) и q =
(q1, q2, . . . , qn) две произвольные точкиH. Тогда ai < pi < bi, ai < qi < bi
при каждом i = 1, 2, . . . , n. От точки p к точке q можно перейти в конеч-
ное число шагов, меняя на каждом шаге только одну координату точки,
сначала первую координату, затем вторую и т.д. В результате получим
некоторую конечную последовательность точек p(0), p(1), . . . , p(n), где
p(0) = p, p(1) = (q1, p2, . . . , pn) и, вообще, p(k) = (q1, . . . , qk, pk+1 . . . , pn)
при 1 ≤ k ≤ n. В частности, p(n) = q. Точки p(i), очевидно, все принад-
лежат n-мерному интервалу H. Имеем

f(q)− f(p) = f(p(n))− f(p(0)) =

[f(p(1))− f(p(0))] + [f(p(2))− f(p(1))] + · · ·+ [f(p(n))− f(p(n−1))]

=

n∑
i=1

[f(p(i))− f(p(i−1))].

Отсюда выводим

|f(q)− f(p)| ≤
n∑
i=1

|f(p(i))− f(p(i−1))|. (6.3.10)

Докажем, что при каждом i = 1, 2, . . . , n имеем неравенство

|f(p(i))− f(p(i−1))| ≤M |qi − pi|. (6.3.11)

Для t ∈ (ai, bi) положим gi(t) = f(q1, . . . , qi−1, t, pi+1 . . . , pn). Тогда gi(pi) =
f(p(i−1)), gi(qi) = f(p(i)) и, значит,

gi(qi)− gi(pi) = f(p(i))− f(p(i−1)).
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Функция gi(t) дифференцируема в каждой точке отрезка (ai, bi). При
этом

gi
′(t) =

∂f

∂xi
(q1, . . . , qi−1, t, pi+1 . . . , pn).

Из условий леммы следует, что для всех t ∈ (ai, bi) имеет место неравен-
ство |g′i(t)| ≤M . Применяя теорему Лагранжа о конечных приращениях
заключаем

|gi(qi)− gi(pi)| ≤M |qi − pi|,
т. е. |f(p(i))−f(p(i−1))| ≤M |qi−pi| для любого i = 1, 2, . . . , n и неравен-
ство (6.3.11) тем самым доказано. Подставляя оценку (6.3.11) в правую
часть неравенства (6.3.10) получаем

|f(q)− f(p)| ≤M
n∑
i=1

|qi − pi|.

Применяя неравенство Коши — Буняковского к векторам

u = (1, 1, . . . , 1), v = (|q1 − p1|, |q2 − p2|, . . . , |qn − pn|)

находим
n∑
i=1

|qi − pi| = 〈u, v〉 ≤ |u||v| =
√
n|q − p|,

и, значит,
|f(q)− f(p)| ≤M

√
n|q − p|,

что и требовалось доказать.

6.3.2. Лемма об интегрировании асимптотических соотношений

Пусть даны точка a = (a1, a2, . . . , an) пространства Rn, и число r > 0.
Положим

Q(a, r) = (a1 − r, a1 + r)× (a2 − r, a2 + r)× · · · × (an − r, an + r).

Множество Q(a, r) есть n-мерный интервал, который мы будем назы-
вать кубом с центром a и длиной ребра 2r. (Очевидно Q(a, r) — шар
радиуса r с центром в точке a в метрике | · |∞.)

Докажем предварительно следующее простое утверждение.

6.9. Лемма. Для всякой точки a ∈ Rn и любого числа r > 0 имеют
место включения

Q
(
a,

r√
n

)
⊂ B(a, r) ⊂ Q(a, r). (6.3.12)
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Доказательство. Возьмем произвольно точку x ∈ B(a, r). Имеем
очевидно |xi − ai| ≤ |x − a| < r при каждом 1 = 1, 2, . . . , n и, значит,
xi ∈ (ai−r, ai+r) для всех i = 1, 2, . . . , n, т. е. x ∈ Q(a, r). Этим доказано
правое включение в (6.3.12).

Пусть x ∈ Q
(
a, r√

n

)
. Тогда имеем |xi − ai| < r√

n
при каждом i =

1, 2, . . . , n, откуда следует, что

|x− a| =

√√√√ n∑
i=1

(xi − ai)2 <

√
n
r2

n
= r,

т. е. точка x принадлежит шару B(a, r). Тем самым установлена спра-
ведливость второго включения и лемма доказана.

Пусть U — открытое множество в Rn. Предположим, что даны функ-
ции f : U → Rm и h : U → R. Напомним, что согласно определению,
данному ранее, выражение

f(x) = o(h(x)) при x→ a,

где a ∈ U , означает, что для всякого ε существует δ > 0 такое, что если
0 < |x − a| < δ, то |f(x)| ≤ ε|h(x)|. Предположим, что даны функции
F : U → Rm и Φ : U → Rm. Запись

F (x) = Φ(x) + o(h(x)) при x→ a

означает, что F (x)− Φ(x) = o(h(x)) при x→ a.
Отметим здесь один простой факт, касающийся частных производ-

ных.

6.10. Лемма. Пусть даны открытое множество U в пространстве
Rn и функция u : U → Rm. Предположим, что u имеет в U частную
производную ∂u

∂xi
. Тогда, если для точки a ∈ U существует предел

lim
x→a

∂u

∂xi
(x) = p,

то p = ∂u
∂xi

(a).

Доказательство. Рассмотрим случай, когда u есть вещественная
функция. Общий случай очевидным образом сводится к этому рассмот-
рением компонент вектор функции.

Пусть δ0 > 0 таково, что шар B(a, δ0) содержится в U . Положим
ψ(t) = (a + tei). Для t ∈ (−δ0, δ0) точка a + tei принадлежит шару
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B(a, δ0). Функция ψ дифференцируема в каждой точке t ∈ (−δ0, δ0).
При этом ψ′(t) = ∂u

∂xi
(a+ tei). Отсюда следует, что ψ непрерывна в про-

межутке (−δ0, δ0). В силу условия леммы существует предел

lim
t→0

ψ′(t) = lim
x→a

∂u

∂xi
(x).

Рассмотрим дробь
ψ(t)− ψ(0)

t
.

Числитель и знаменатель этой дроби стремятся к нулю при t→ 0. Про-
изводная числителя есть ψ′(t), производная знаменателя тождественно
равна единице. При t → 0 отношение этих производных стремится к
пределу, равному p. Отсюда, в силу теоремы Лопиталя вытекает, что

p = lim
t→0

ψ(t)− ψ(0)

t
.

Предел, стоящий здесь справа, есть не что иное как частная производ-
ная ∂u

∂xi
(a) и тем самым лемма доказана.

Следующее утверждение называется леммой об интегрировании асимп-
тотических соотношений.

6.11. Лемма. Пусть даны открытое множество U в пространстве
Rn, и функция v : U → Rm такая, что в точке a ∈ U имеем v(a) = 0.
Предположим, что функция v имеет в U частные производные ∂v

∂xi
для

всех i = 1, 2, . . . , n и существует λ ≥ 0 такое, что

∂v

∂xi
(x) = o(|x− a|λ) при x→ a

при каждом i = 1, 2, . . . , n. Тогда v(x) = o(|x− a|λ+1) при x→ a.

6.12. Замечание. Если λ = 0, то условие леммы означает, что
производные ∂v

∂xi
(x) стремятся к нулю при x→ a. В этом случае утвер-

ждается, что v(x) = o(|x− a|) при x→ a.

Доказательство. Пусть δ0 таково, что шар B(a, δ0) содержится
в U . Из условий леммы следует, что частные производные ∂v

∂xi
(x) стре-

мятся к нулю при x → a. Значит, согласно лемме 6.10, все эти произ-
водные в точке a обращаются в нуль. Зададим произвольно числа ε > 0
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и ε1 > 0. В силу условия леммы при каждом i = 1, 2, . . . , n найдется
δi > 0 такое, что если |x− a| < δi, то∣∣∣ ∂v

∂xi
(x)
∣∣∣ ≤ ε1|x− a|λ. (6.3.13)

Пусть γ > 0 — наименьшее из чисел δ1, δ2, . . . , δn. Тогда, если точка
x ∈ Rn такова, что |x− a| < γ, то x ∈ U и для для любого i = 1, 2, . . . , n
в выбранной точке x выполняется неравенство (6.3.13).

Положим δ = γ/2
√
n. Возьмем произвольно точку x ∈ U такую,

что 0 < |x − a| < δ. Положим l = |x − a|. Пусть H есть n-мерный
интервал Q(a, 2l). Согласно лемме 6.9 имеем Q(a, 2l) ⊃ B(a, 2l). Так
как |x − a| < 2l, то x ∈ B(a, 2l) и, значит, x ∈ Q(a, 2l) = H. Второе
включение в (6.3.12) позволяет заключить, что

H ⊂ B(a, 2l
√
n) ⊂ B(a, 2δ

√
n) = B(a, γ).

Таким образом, H ⊂ B(a, γ) и, значит, для всякого y ∈ H выполняется
неравенство ∣∣∣ ∂v

∂xi
(y)
∣∣∣ ≤ ε1|y − a|λ.

Так как H ⊂ B(a, 2l
√
n), то |y− a| < 2l

√
n для всякого y ∈ H и, значит,∣∣∣∣ ∂v∂xi (y)

∣∣∣∣ ≤ 2λnλ/2lλε1

для любого y ∈ H. Применяя лемму 6.8, получаем, что для всякого
y ∈ H имеет место неравенство

|v(y)| = |v(y)− v(a)| ≤ 2λnλ/2lλε1

√
n|y − a|.

Полагая здесь y = x и принимая во внимание, что |x− a| = l, приходим
к неравенству

|v(x)| ≤ 2λn(λ+1)/2ε1|x− a|λ+1. (6.3.14)
Точка x ∈ B(a, δ) была взята произвольно. Из доказанного поэтому

следует, что для всякого x ∈ B(a, δ), x 6= a, выполняется неравенство
(6.3.14). Оно выполняется также и для x = a. Число ε1 до сих пор
было совершенно произвольно. Теперь выберем конкретное значение ε1,
полагая

ε1 =
ε

2λn(λ+1)/2
.

Тогда для всех x ∈ B(a, δ) будем иметь

|v(x)| ≤ ε|x− a|λ+1.

Ввиду произвольности ε > 0 лемма доказана.
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6.13. Замечание. Пусть U есть открытое множество в Rn. Пред-
положим, что функция f : U → Rm непрерывна в точке a ∈ U . Тогда
условие f(x) = o(|x − a|λ) при x → a, где λ ≥ 0, равносильно следу-
ющему: функция f допускает представление f(x) = σ(x)|x − a|λ, где
σ(a) = 0 и σ(x)→ 0 при x→ a.

Доказательство. Действительно, пусть f(x) = o(|x−a|λ) при x→
a. Положим σ(x) = f(x)|x−a|−λ при x 6= a и σ(a) = 0. Так как функция
f непрерывна в точке a, то f(a) = 0, откуда ясно, что равенство f(x) =
σ(x)|x − a|λ выполняется для всех x ∈ U . Зададим произвольно ε > 0
и найдем по нему δ > 0 такое, что если 0 < |x − a| < δ, то |f(x)| ≤
(ε/2)|x − a|λ. Для всякого x ∈ U такого, что 0 < |x − a| < δ будем
иметь |σ(x)| ≤ ε/2 < ε. В силу произвольности ε > 0 этим доказано, что
σ(x)→ 0 при x→ a.

Обратно, пусть верно равенство f(x) = σ(x)|x − a|λ, где σ(x) → 0
при x → a и σ(a) = 0. Зададим произвольно ε > 0. По нему найдется
δ > 0 такое, что если 0 < |x − a| < δ, то |σ(x)| < ε. Для всякого такого
x, очевидно будем иметь |f(x)| ≤ ε|x−a|λ. В силу произвольности ε > 0
это, согласно определению, означает, что f(x) = o(|x− a|λ при x→ a.

6.3.3. Достаточное условие дифференцируемости функции в точке

Как было показано ранее, существование частных производных во всех
точках области определения функции не гарантирует даже её непрерыв-
ность и тем более дифференцируемость во всех точках её области опре-
деления. Здесь мы докажем, что если к производным функции предъ-
явить некоторые дополнительные требования, то дифференцируемость
функции в точке будет иметь место.

6.14. Теорема. Пусть U есть открытое множество в пространстве
Rn. Предположим, что функция f : U → Rm имеет в U все частные
производные ∂f

∂xi
. Тогда, если эти производные непрерывны в точке a ∈

U , то функция f дифференцируема в этой точке.

Доказательство. Пусть a = (a1, a2, . . . an). Для x = (x1, x2, . . . xn)
положим

v(x) = f(x)− f(a)−
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)(x− xi).

Имеем v(a) = 0 и
∂v

∂xi
(x) =

∂f

∂xi
(x)− ∂f

∂xi
(a)
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в каждой точке x ∈ U . В частности, ∂v
∂xi

(a) = 0 при каждом i =

1, 2, . . . , n. Так как по условию функция ∂f
∂xi

непрерывна в точке a, то
также и функция ∂v

∂xi
непрерывна в этой точке, откуда следует, что

∂v
∂xi

(x) = o(1) при x→ a.
Функция v удовлетворяет всем условиям леммы 2.3 для случая λ = 0

и, значит, согласно этой лемме, v(x) = o(|x−a|) при x→ a. Это означает,
что v(x) = σ(x)|x− a|, где σ(a) = 0 и σ(x)→ 0 при x→ a. Пусть L есть
линейное отображение

h = (h1, h2, . . . , hn) 7→
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)hi.

Тогда получаем

f(x) = f(a) + L(x− a) + v(x) = f(a) + L(x− a) + σ(x)|x− a|.

При этом σ(a) = 0 и σ(x)→ 0 при x→ a. По определению это и означает,
что функция f дифференцируема в точке a. Теорема доказана.

6.4. Свойства дифференциала

Сформулируем в этом разделе основные свойства дифференциала.

6.15. Свойство. Дифференцирование является линейной операци-
ей: eсли f и g — отображения из U ⊂ X в Y, дифференцируемые в точке
a ∈ U , то линейная комбинация αf + βg : U → Y дифференцируема в
точке a и ее дифференциал равен линейной комбинации дифференциа-
лов:

D(αf + βg)(a) = αDf(a) + βDg(a). (6.4.15)

Если λ — постоянный скаляр, то функция λf : U → Y дифференци-
руема в точке a, и ее дифференциал равен λDf(a).

Доказательство очевидно.

6.16. Свойство. Пусть X, Y, Z — нормированные пространства,
U — открытое множество в X, V — открытое множество в Y. Пусть
отображение f : U → V дифференцируемо в точке a ∈ U , а отображе-
ние g : V → Z дифференцируемо в точке b = f(a) ∈ V . Тогда компо-
зиция отображений h = g ◦ f : U → Z дифференцируема в точке a и
дифференциал композиции равен композиции дифференциалов:

Dh(a) = Dg(b) ◦Df(a) = Dg(f(a)) ◦Df(a). (6.4.16)
54



Доказательство. Из условия дифференцируемости имеем:

g(y)− g(b) = Dg(b)〈y − b〉+ o(y − b) при y → b,
f(x)− f(a) = Df(a)〈x− a〉+ o(x− a) при x→ a.

Произведем замену y = f(x), b = f(a) и подставим второе разложение
в первое:

g(y)− g(b) = g(f(x))− g(f(a)) = (g ◦ f)(x)− (g ◦ f)(a)

= Dg(f(a))〈f(x)− f(a)〉+ o(f(x)− f(a)) = Dg(f(a))〈Df(a)〈x− a〉〉
+ [Dg(f(a))〈o(x− a)〉+ o(Df(a)〈x− a〉+ o(x− a))]

= (Dg(f(a)) ◦Df(a))〈x− a〉+ o(x− a).

Для доказательства последнего равенства требуется доказать, что вы-
ражение в квадратных скобках равно o(x−a). Действительно, с учетом
свойств o(x− a) = o(1) · (x− a) и Dg(b)〈x− a〉 = O(1) · (x− a) имеем

Dg(f(a))〈o(x− a)〉 = O(1) · (o(x− a)) = O(1) · o(1) · (x− a) = o(x− a),

так как Dg(f(a)) — ограниченный линейный оператор. Далее

o(Df(a)〈x− a〉+ o(x− a))

= o(1) · (Df(a)(x− a) + o(x− a))

= o(1) · (O(1) · (x− a) + o(1) · (x− a))

= (o(1) ·O(1) + o(1) · o(1)) · (x− a)

= o(1) · (x− a) = o(x− a),

так как Df(a) — ограниченный линейный оператор. �

6.17. Свойство. Пусть f отображает какую-нибудь окрестность V
точки a ∈ X гомеоморфно на окрестность W точки f(a) ∈ Y. Если f
дифференцируемо в точке a и detDf(a) 6= 0, то обратное отображение
f−1 дифференцируемо в точке f(a) и Df−1(f(a)) = [Df(a)]−1.

Таким образом, дифференциал обратного отображения есть линей-
ное отображение, обратное к дифференциалу исходного отображения в
соответствующей точке.

Доказательство. В силу дифференцируемости функции f в точке
a имеем

f(x)− f(a) = Df(a)〈x− a〉+ o(1)|x− a| при x→ a. (6.4.17)
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Отсюда немедленно выводим, что

lim
x→a

|f(x)− f(a)|
|x− a|

= lim
x→a

|Df(a)〈x− a〉|
|x− a|

= α > 0 (6.4.18)

(в противном случае дифференциал Df(a) вырожден.)
Введем обозначение L = Df(a) и подействуем на левую и правую

части равенства (6.4.17) линейным отображением L−1. Полагая y =
f(x), b = f(a), x = f−1(y), a = f−1(b), запишем

L−1〈y − b〉 = f−1(y)− f−1(b) + |f−1(y)− f−1(b)|L−1〈o(1)〉 при y → b.

Отсюда выводим

f−1(y)− f−1(b) = L−1〈y − b〉 − |f−1(y)− f−1(b)|L−1〈o(1)〉 при y → b.
(6.4.19)

Для доказательства дифференцируемости отображения f−1 в точке b
остается проверить, что

−|f−1(y)− f−1(b)|L−1〈o(1)〉 = o(1)|y − b| при y → b.

Последнее получаем из ограниченности оператора L−1: |L−1〈o(1)〉| ≤
|L−1||o(1)| = o(1); и соотношений (6.4.18):

lim
y→b

|f−1(y)− f−1(b)|
|y − b|

= lim
x→a

|x− a|
|f(x)− f(a)|

=
1

lim
x→a

|f(x)−f(a)|
|x−a|

=
2

α
<∞.

Вопрос: где и каким образом применяется в доказатель-
стве условие гомеоморфности отображения f? �

6.18. Пример. Если f : U → Y — постоянное отображение окрест-
ности U ∈ N (x) точки x ∈ X, т. е. f(U) = y0 ∈ Y, тоDf(x) = 0 ∈ L(X;Y).

Доказательство. Действительно, в этом случае, очевидно,

f(x+ h)− f(x)− 0〈h〉 = y0 − y0 = 0 = o(h).

�

6.19. Пример. Если отображение f : X → Y есть линейное отобра-
жение нормированного пространства X в нормированное пространство
Y, то Df(x) = f ∈ L(X;Y) в любой точке x ∈ X.
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Доказательство. Действительно,

f〈x+ h〉 − f〈x〉 − f〈h〉 = f〈x〉+ f〈h〉 − f〈x〉 − f〈h〉 = 0.

�

6.20. Пример. Из правила дифференцирования композиции отоб-
ражений и результата примера (6.19) можно заключить, что если f :
U → Y — отображение окрестности U ⊂ X точки x ∈ X, дифференци-
руемое в x, а A ∈ L(Y;Z), то

D(A ◦ f)(x) = A ◦Df(x).

Для числовых функций, когда X = Z = R, это не что иное, как зна-
комая возможность вынесения постоянного множителя за знак диффе-
ренцирования.

6.21. Пример. Пусть снова U = U(x) — окрестность точки x нор-
мированного пространства X, и пусть

f : U → Y = Y1 × . . .× Yn —

отображение U в прямое произведение нормированных пространств Y1,
. . . ,Yn.

Задание такого отображения равносильно заданию n координатных
отображений fi : U → Yi, i = 1, . . . , n, связанных с f соотношением

x 7→ f(x) = y = (y1, . . . , yn) = (f1(x), . . . , fn(x)),

справедливым в любой точке U .
Если теперь в формуле (6.2.4) учесть, что

f(x+ h)− f(x) =(f1(x+ h)− f1(x), . . . , fn(x+ h)− fn(x)),

L〈h〉 =(L1(x)〈h〉, . . . , Ln(x)〈h〉),
α(h) =(α1(h), . . . , αn(h)),

то со ссылкой на результаты примеров можно заключить, что рассмат-
риваемое отображение f дифференцируемо в точке x тогда и толь-
ко тогда, когда дифференцируемы все его компоненты fi : U → Yi,
i = 1, . . . , n, причем в случае дифференцируемости отображения f име-
ет место равенство

Df(x) = (Df1(x), . . . , Dfn(x)).
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6.22. Пример. Пусть теперь A ∈ L(X1, . . . ,Xn;Y), т. е. A — непре-
рывный n-линейный оператор, действующий из произведения X1, . . . ,Xn
линейных нормированных пространств в линейное нормированное про-
странство Y.

Докажем дифференцируемость отображения

A : X1 × . . .× Xn = X→ Y

и найдем его дифференциал.

Доказательство. Рассмотрим xi, hi ∈ Xi и положим

x = (x1, x2, . . . , xn), h = (h1, h2, . . . , hn) ∈ X1 × . . .× Xn = X.

Используя полилинейность A, находим, что

A(x+ h)−A(x) = A(x1 + h1, . . . , xn + hn)−A(x1, . . . , xn) =

= A(x1, . . . , xn) +A(h1, x2, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , xn−1, hn)+

+A(h1, h2, x3, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , xn−2, hn−1, hn)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+A(h1, . . . , hn)−A(x1, . . . , xn)

Поскольку норма в X = X1 × . . .× Xn удовлетворяет неравенствам

|xi|Xi ≤ |x|X ≤
n∑
i=1

|xi|Xi

а норма |A| оператора A конечна и

|A(ξ1, . . . , ξn)| ≤ |A| · |ξ1| · . . . · |ξn|,

можно заключить, что

A(x+ h)−A(x) = A(x1 + h1, . . . , xn + hn)−A(x1, . . . , xn) =

= A(h1, x2, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , xn−1, hn) + α(h),

где α(h) = o(h) при h→ 0.
Но отображение

L〈h〉 = A(h1, x2, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , xn−1, hn)

есть линейный по h = (h1, . . . , hn) оператор.
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Таким образом, установлено, что

DA(x)〈h1, . . . , hn〉 = A′(x1, . . . , xn)〈h1, . . . , hn〉
= A(h1, x2, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , xn−1, hn)

или, короче,

dA(x1, . . . , xn) = A(dx1, . . . , xn) + . . .+A(x1, . . . , dxn),

где dxi — дифференциал линейного отображения

X1 × . . .× Xn 3 (x1, . . . , xn) 7→ xi ∈ Xi.

В частности, если:

6.23. Свойство. x1·. . .·xn — произведение n-числовых переменных,
то

d(x1 · . . . · xn) = dx1 · . . . · xn + . . .+ x1 · . . . · dxn;

6.24. Свойство. (x1, x2) — скалярное произведение в En, то

d(x1, x2) = (dx1, x2) + (x1, dx2);

6.25. Свойство. [x1, x2] — векторное произведение в E3, то

d[x1, x2] = [dx1, x2] + [x1, dx2];

6.26. Свойство. (x1, x2, x3) — смешанное произведение в E3, то

d(x1, x2, x3) = (dx1, x2, x3) + (x1, dx2, x3) + (x1, x2, dx3);

6.27. Свойство. det(x1, . . . , xn) — определитель матрицы, состав-
ленной из координат n векторов x1, . . . , xn n-мерного линейного про-
странства X с фиксированным в X базисом, то

d(det(x1, . . . , xn)) = det(dx1, . . . , xn) + . . .+ det(x1, . . . , dxn).
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6.28. Пример. Пусть U — подмножество L(X;Y), состоящее из тех
линейных непрерывных операторов A : X → Y, которые имеют непре-
рывные обратные операторы A−1 : Y → X (принадлежащие, L(Y;X)).
Рассмотрим отображение

U 3 A 7−→ A−1 ∈ L(Y;X),

состоящее в том, что каждому оператору a ∈ U ставится в соответствие
обратный к нему оператор A−1 ∈ L(Y;X).

Доказываемое ниже утверждение позволяет ответить на вопрос о
дифференцируемости этого отображения.

6.29. Свойство. Если X — нормированное пространство и A ∈ U ,
то при любом h ∈ L(X,Y) таком, что |h| < |A−1|−1 оператор A+h также
принадлежит U и справедливо соотношение

(A+ h)−1 = A−1 −A−1hA−1 + o(h) (6.4.20)

при h→ 0.

Доказательство. Поскольку

(A+ h)−1 = (A(E +A−1h))−1 = (E +A−1h)−1A−1 (6.4.21)

то достаточно найти оператор (E+A−1h)−1, обратный к оператору (E+
A−1h) ∈ L(Y;X), где E — тождественное отображение пространства X
на себя.

Пусть ∆ = −A−1h. Заметим, что |∆| ≤ |A−1| · |h|. Поэтому в силу
сделанных относительно оператора h предположений можно считать,
что |∆| ≤ q < 1. Проверим теперь, что

(E −∆)−1 = E + ∆ + ∆2 + . . .+ ∆n + . . . , (6.4.22)

где ряд, стоящий справа, есть ряд, составленный из линейных операто-
ров ∆n = (∆ ◦ . . . ◦∆) ∈ L(X;X).

Ввиду полноты X линейное нормированное пространство L(X;X) яв-
ляется полным. Тогда сходимость указанного ряда, составленного из
векторов этого пространства, немедленно вытекает из того, что |∆n| ≤
|∆|n ≤ qn, и того, что ряд

∞∑
i=1

qn
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сходится, если |q| < 1 (см. задачу 1.2.3). Непосредственная проверка

(E + ∆ + ∆2 + . . .)(E −∆) =

= (E + ∆ + ∆2 + . . .)− (∆ + ∆2 + ∆3 + . . .) = E

и

(E −∆)(E + ∆ + ∆2 + . . .) =

= (E + ∆ + ∆2 + . . .)− (∆ + ∆2 + ∆3 + . . .) = E

показывает, что мы действительно нашли (E −∆)−1. Стоит отметить,
что свобода выполнения арифметических операций над рядами (пере-
становки членов!) в данном случае гарантируется абсолютной сходимо-
стью (сходимостью по норме) рассматриваемых рядов.

Сопоставляя соотношения (6.4.21) и (6.4.22), заключаем, что при
|h| ≤ |A−1|−1

(A+ h)−1 = A−1 −A−1hA−1 + (A−1h)2A−1 − . . .
. . .+ (−1)n(A−1h)nA−1 + . . . . (6.4.23)

Поскольку∣∣∣∣ ∞∑
n=2

(−A−1h)nA−1

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=2

| −A−1h|n|A−1| ≤

≤ |A−1|3|h|2
∞∑
m=0

qm =
|A−1|3

1− q
|h|2,

то из (6.4.23), в частности, следует равенство (6.4.20).
Возвращаясь теперь к примеру (6.28), можно сказать, что в слу-

чае полного пространства Y рассматриваемое отображение A f7−→ A−1

заведомо дифференцируемо, причем

df(A)〈h〉 = d(A−1)〈h〉 = −A−1hA−1.

В частности, это означает, что если A — квадратная невырожденная
матрица и A−1 — обратная к ней, то при возмущении матрицы A с
помощью матрицы h с близкими к нулю элементами матрицу (A+h)−1,
обратную к возмущенной матрице A+h, можно в первом приближении
находить по следующей формуле:

(A+ h)−1 ≈ A−1 −A−1hA−1.
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Более точные формулы, очевидно, можно получить, исходя из равен-
ства (6.4.23).

6.30. Пример. Пусть X — нормированное пространство. Важное
отображение

exp : L(X;X)→ L(X;X)

определяется следующим образом:

expA = E +
1

1!
A+

1

2!
A2 + . . .+

1

n!
An + . . . , (6.4.24)

если A ∈ L(X;X). Стоящий в (6.4.24) ряд сходится, так как L(X;X) —
полное пространство и | 1

n!A
n| ≤ |A|

n

n! , а числовой ряд

∞∑
n=0

|A|n

n!

сходится.
Нетрудно проверить, что

exp(A+ h) = expA+ L(A)〈h〉+ o(h) (6.4.25)

при h→ 0, где

L(A)〈h〉 = h+
1

2!
(Ah+ hA) +

1

3!
(A2h+AhA+ hA2) + . . .

. . .+
1

n!
(An−1h+An−2hA+ . . .+AhAn−2 + hAn−1) + . . .

и |L(A)| ≤ exp |A| = exp|A|, т. е. L(A) ∈ (L(X;X);L(X;X)).
Таким образом, отображение L(X;X) 3 A 7→ expA ∈ L(X;X) диффе-

ренцируемо при любом значении A.
Заметим, что если операторы A и h коммутируют, т. е. Ah = hA, то,

как видно из выражения для L(A)〈h〉, в этом случае L(A)〈h〉 = (expA)h.
В частности, для X = R или X = C вместо (6.4.25) вновь получаем

exp(A+ h) = expA+ (expA)h+ o(h). (6.4.26)

6.5. Теорема о конечных о приращениях

Следующее утверждение называют формулой конечных приращений.
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6.31. Теорема. Пусть f : U → R — непрерывная вещественная
функция, заданная на открытом множестве U нормированного про-
странства X. Если отрезок [x, x + h] целиком содержится в U и если
отображение f дифференцируемо в каждой точке открытого интерва-
ла (x, x+ h), то

f(x+ h)− f(x) = f ′(x+ ϑh)〈h〉 ∈ R, где 0 < ϑ < 1. (6.5.27)

Доказательство. Рассмотрим отображение ϕ : t 7→ f(x + th) веще-
ственного интервала [0, 1] в R. Это отображение является композицией
отображения t 7→ x + th отрезка [0, 1] в множество U и отображения f
множеcтва U в R. Согласно теоремам о сложных функциях, ϕ непре-
рывна на отрезке [0, 1] и дифференцируема на интервале (0, 1), и еe
производная вычисляется по формуле

ϕ′(t) = f ′(x+ th)〈h〉 ∈ R.

Поскольку ϕ(1) − ϕ(0) = f(x + h) − f(x), для получения необходимого
результата достаточно к функции ϕ на отрезке [0, 1] применить класси-
ческую теорему Лагранжа.

Заметим, что формула вида (6.5.27) не может быть обобщена на
отображения f : U → Y, если размерность образа больше 1. Она не
верна уже для комплексной функции вещественной переменной. Рас-
смотрим, например, комплексную функцию x 7→ e2iπx, определенную
на отрезке [0, 1] ⊂ R. Значения этой функции совпадают в точках x = 0
и x = 1. Если бы формула конечных приращений была верна в виде
(6.5.27), то должна была бы существовать точка ϑ интервала (0, 1), в
которой производная рассматриваемой комплексной функции обраща-
лась бы в нуль. Однако ее производная — функция x 7→ 2iπe2iπx— нигде
в нуль не обращается. �

Приведем формулу конечных приращений для общего случая в фор-
ме, несколько отличной от предыдущей.

6.32. Теорема. Пусть f : U → Y — непрерывное отображение от-
крытого множества U нормированного пространства X в нормирован-
ное пространство Y. Если отрезок [x, x+ h] целиком содержится в U и
если отображение f дифференцируемо в каждой точке открытого ин-
тервала (x, x+ h) и его норма не nревосходит M , то справедливо нера-
венство

|f(x+ h)− f(x)| ≤M |h|. (6.5.28)

Доказательство. Предварительно докажем одну лемму.
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6.33. Лемма. Пусть f : [0, 1] → Y — отображение со значениями
в нормированном пространстве Y, g : [0, 1] → R — вещественная функ-
ция на отрезке [0, 1]. Предположим, что функции f и g непрерывны на
замкнутом отрезке [0, 1] и дифференцируемы на открытом интервале
(0, 1). Если при этих условиях имеет место неравенство

|Df(x)| ≤ g′(x) для 0 < x < 1, (6.5.29)

то справедливо также неравенство

|f(1)− f(0)| ≤ g(1)− g(0). (6.5.30)

Докажем эту лемму. Пусть задано ε > 0. Обозначим через Aε мно-
жество точек x интервала [0, 1], для которых неравенство

|f(t)− f(0)| ≤ g(t)− g(0) + εt+ ε

справедливо для всех t ∈ [0, x]. Функция

x 7→ |f(x)− f(0)| − g(x) + g(0)− εx− ε (6.5.31)

непрерывна. Множество Aε ⊂ [0, 1] точек, в которых эта функция не
положительна, замкнуто. В частности, Aε содержит свою точную верх-
нюю грань β, которая тем самым является максимумом. Заметим, что
β не может быть равной 0. В самом деле, точка x = 0 принадлежит
множеству Aε, так как функция (6.5.31) при x = 0 принимает значение
−ε < 0. Из непрерывности f и g следует, что Aε содержит некоторую
окрестность нуля. Однако, неравенство 0 < β < 1 также невозмож-
но. Действительно, по определению производной, если 0 < β < 1, тo
существует число δ0 > 0 такое, что при всех δ ∈ (0, δ0) справедливы
неравенства:

|f(β + δ)− f(β)| ≤ |Df(β)|δ +
ε

2
δ ≤ g′(β)δ +

ε

2
δ,

g(β + δ)− g(β) ≥ g′(β)δ − ε

2
δ.

Из этих неравенств имеем

|f(β + δ)− f(β)| ≤ g(β + δ)− g(β) + εδ.

Однако, поскольку β ∈ Aε, то

|f(β)− f(0)| ≤ g(β)− g(0) + εβ + ε, (6.5.32)
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и, следовательно, после сложения,

|f(β + δ)− f(0)| ≤ g(β + δ)− g(0) + ε(β + δ) + ε.

Отсюда следует, что β + δ ∈ Aε для любого δ ∈ [0, δ0). Последнее невоз-
можно что невозможно, поскольку β является максимумом для множе-
ства Aε. Таким образом, β = 1. При этом (6.5.32) запишется в виде

|f(1)− f(0)| ≤ g(1)− g(0) + 2ε.

Так как это неравенство справедливо при любом ε, отсюда следует спра-
ведливость неравенства (6.5.30), и лемма полностью доказана.

Вернемся теперь к доказательству теоремы. Рассмотрим отображе-
ние ϕ : t 7→ f(x + th) отрезка [0, 1] в Y, введенное при доказательстве
теоремы 6.31. Его производная записывается в виде

ϕ′(t) = Df(x+ th)〈h〉.

Отсюда вытекает, что в условиях теоремы норма этой производной не
превосходит M |h|. Если теперь применить лемму, выбирая в качестве g
линейную функцию t 7→M |h|t, то получим неравенство (6.5.28).

Теорема о конечных приращениях допускает следующее интересное
дополнение.

6.34. Следствие. Пусть L : X → Y — линейный ограниченный
оператор. Тогда в условиях теоремы 6.32 справедливо неравенство

|f(x+ h)− f(x)− Lh| ≤ ω|h|, (6.5.33)

где ω — точная верxняя грань величины |Df(ξ) − L| при ξ, изменяю-
щемся в интервале (x, x+ h). Часто предполагают, что отображение f
дифференцируемо по x, и тогда полагают L = Df(x).

Доказательство. Достаточно применить теорему 6.32 к функции
ξ 7→ f(ξ)− L〈ξx〉, производная которой в точке ξ равна Df(ξ)− L. �

6.35. Следствие. Если U ⊂ X является открытым выпуклым мно-
жеством нормированного пространства X и если f — дифференцируе-
мое отображение U в Y, дифференциал которого в каждой точке U по
норме не nревосходит некоторой постоянной M , то функция f удовле-
творяет условию Липшица и, следовательно, равномерно непрерывна.
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Доказательство. Из выпуклости множества U следует, что если
u и v — любые две точки U , то весь отрезок [u, v] принадлежит U . Сле-
довательно, к нему можно применить формулу конечных приращений,
и мы получим неравенство |f(u) − f(v)| ≤ M |u − v|, что и доказывает
следствие 6.35. �

6.36. Следствие. Пусть f : X → Y — дифференцируемое отобра-
жение нормированного пространства X в нормированное пространство
Y. Предположим, кроме того, что его дифференциал Df является рав-
номерно непрерывным отображением пространства X в пространство
L(X;Y). При этих условиях функция

u 7→ f(u+ h)− f(u)−Df(u)〈h〉
|h|

равномерно сходится к 0 при h 6= 0, стремящемся к 0.

Доказательство. В силу предположения о равномерной непрерыв-
ности дифференциала Df(u), по заданному ε > 0 можно указать такое
η > 0, что из неравенства |u − v| ≤ η будет следовать неравенство
|Df(u) −Df(v)| ≤ ε. Но тогда, как только |h| ≤ η, величина ω, входя-
щая в формулу (6.5.33), соответствующую L = Df(x), будет по норме
не больше ε, что и доказывает высказанное утверждение. �

6.6. Координатная запись 1-го дифференциала

При конкретизации абстрактного определения дифференциала может
быть удачно использовано понятие производной вдоль вектора.

Пусть X и Y — нормированные пространства над полем R, а f : U →
Y — отображение окрестности точки a ∈ U . Определение производной
отображения f в точке a ∈ U вдоль вектора h ∈ X приведено в 6.1.

Непосредственно проверяется, что если отображение дифференци-
руемо в точке a ∈ U , то оно имеет в этой точке производную по любому
вектору, причем

Dhf(a) = f ′(a)〈h〉. (6.6.34)

В силу линейности дифференциала Df(a) отображения f имеем

Dλ1h1+λ2h2f(a) = f ′(a)〈λ1h1 + λ2h2〉
= λ1f

′(a)〈h1〉+ λ2f
′(a)〈h2〉 = λ1Dh1f(a) + λ2Dh2f(a). (6.6.35)
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Из определения 6.1 видно также, что значение Dhf(a) производной
отображении f : U → Y по вектору есть элемент нормированного про-
странства Y, и что если L — линейное непрерывное отображение Y в
некоторое нормированное пространство Z, то

Dh(L ◦ f)(a) = D(L ◦ f)(a)〈h〉 = L ◦Df(a)〈h〉 = L ◦Dhf(a) (6.6.36)

что совпадает с (6.1.2) (эти равенства можно вывести из теоремы о
композиции дифференцируемых отображений). Если, частности, {ei},
i = 1, . . . , n, — базис в X, то в точке a определены частные производные
функции f :

Deif(a) =
∂f

∂xi
(a) = Df(a)〈ei〉 = lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
.

Если отображение f дифференцируемо в точке a ∈ U , то оно имеет

в этой точке производную вдоль любого вектора h =
n∑
i=1

hiei: причем

Dhf(a) = Df(a)〈h〉 = Df(a)
〈 n∑
i=1

hiei

〉
=

n∑
i=1

hiDf(a)〈ei〉 =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a). (6.6.37)

Заметим, что hi = dxi〈h〉, где xi : X → R — линейное отображение,
определенное по правилу X 3 h 7→ xi(h) = hi. Таким образом, dxi ∈
L(X;R).

Таким образом, из (6.6.37) вытекает

Df(a)〈h〉 =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi〈h〉. (6.6.38)

Равенство (6.6.38) можно записать в виде

Df(a) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a)dxi. (6.6.39)

Формула (6.6.39) выражает 1-ый дифференциал в координатах как ли-
нейную комбинацию линейных функций dxi, i = 1, . . . , n, с коэффици-
ентами из частных производных ∂f

∂xi
(a). Формула (6.6.39) называется

координатной записью 1-го дифференциала.
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6.37. Задача. Доказать, что линейные функции dxi, i = 1, . . . , n,
линейно независимы в пространстве L(X;R), где n — размерность про-
странства X.

6.7. Частные производные отображения

Пусть U ∈ N (a) — окрестность точки a ∈ X = X1 × . . . × Xm в пря-
мом произведении нормированных пространств X1,X2, . . .Xm и пусть
f : U → Y отображение U в нормированное пространство Y. В этом
случае

y = f(x) = f(x1, . . . , xm), (6.7.40)

и значит, фиксировав в (6.7.40) все переменные, кроме одной перемен-
ной xi ∈ Xi, положив xk = ak, k ∈ {1, . . . ,m}\{i}, мы получим функцию

f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , am) = fi(xi) = ϕi(xi) (6.7.41)

в некоторой окрестности Ui точки ai пространства Xi

6.38. Определение. Отображение ϕi : Ui → Y по отношению к
исходному отображению (6.7.40) называют частным отображением по
переменной xi в точке a ∈ X

6.39. Определение. Если отображение (6.7.41) дифференцируемо
в точке xi = ai, то его производная в этой точке называется частной
производной или частным дифференциалом отображения f в точке a
по переменной xi.

Эту частную производную обозначают обычно одним из символов

∂if(a), Dif(a),
∂f

∂xi
(a), f ′xi(a).

В соответствии с этими определениями Dif(a) ∈ L(Xi;Y).
Дифференциал df(a) отображения (6.7.40) в точке a (если f диффе-

ренцируемо в точке a) в рассматриваемой ситуации называется полным
дифференциалом, чтобы отличить его от частных дифференциалов по
отдельным переменным.

6.40. Замечание. Приведенное выше понятие частной производ-
ной (по отношению к выделенному подпространству) следует рассмат-
ривать как расширение данного в предыдущем разделе понятия частной
производной вдоль выделенного направления.
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Отметим, что, повторив известные рассуждения, легко доказать, что
и в общем случае справедливо следующее

6.41. Предложение. Если отображение (6.7.40) дифференцируемо
в точке a = (a1, . . . , am) ∈ X1× . . .×Xm = X, то оно имеет в этой точке
частные дифференциалы по каждой из переменных, причем полный
дифференциал и частные дифференциалы связаны соотношением

df(a)〈h〉 = ∂1f(a)〈h1〉+ . . .+ ∂mf(a)〈hm〉 (6.7.42)

где h = (h1, . . . , hm) ∈ TX1(a1)× . . .× TXm(am) = TX(a).

6.42. Задача. Пусть A ∈ L(X,Y) — нильпотентный оператор, т. е.
существует такое k ∈ N, что Ak = 0. Покажите, что оператор (E−A)−1

в этом случае имеет обратный, причем (E −A)−1 = E +A+ . . .+Ak−1.

6.43. Задача. Пусть D : P[x] → P[x] — оператор дифференци-
рования на линейном пространстве P[x] полиномов. Заметив, что D —
нильпотентный оператор, запишите оператор exp(aD), где a ∈ R, и по-
кажите, что exp(aD)(P (x)) = P (x+ a) = Ta(P (x)).

6.44. Задача. Запишите матрицы операторов D : P[x] → P[x] и
Ta : P[x] → P[x] (из задачи (6.43)) в базисе ei = xn−i

(n−i)! , 1 ≤ i ≤ n,
пространства P[x] вещественных полиномов степени n от одной пере-
менной.

6.45. Задача. а) Если A,B ∈ L(X;X) и существует B−1 ∈ L(X;X),
то exp(B−1AB) = B−1(expA)B.

b) Если AB = BA, то exp(A+B) = expA · expB.
с) Проверьте, что exp 0 = E и что expA всегда имеет обратный опе-

ратор, причем (expA)−1 = exp(−A).

6.46. Задача. Пусть A ∈ L(X;X). Рассмотрим отображение ϕA :
R → L(X;X), определяемое соответствием R 3 t 7→ exp(tA) ∈ L(X;X).
Покажите, что:

а) Отображение ϕA непрерывно;
b) ϕA есть гомоморфизм R как аддитивной группы в мультиплика-

тивную группу обратимых операторов L(X;X);

6.47. Задача. Проверьте, что:
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а) Если λ1, . . . , λn — собственные значения оператора A ∈ L(Cn,Cn),
то expλ1, . . . , expλn суть собственные значения оператора expA.

b) det(expA) = exp(trA), где trA — след оператора A ∈ L(Cn,Cn).
c) Если A ∈ L(Rn,Rn), то det(expA) > 0.
d) Если A∗ — транспонированная по отношению к матрице A ∈

L(Cn,Cn) матрица, а A — матрица из комплексно сопряженных (по
отношению к элементам A) элементов, то (expA)∗ = expA∗ и expA =
expA.

е) Матрица (
−1 0
1 −1

)
не является матрицей вида expA, какова бы ни была квадратная мат-
рица A второго порядка.

6.48. Задача. Напомним, что множество, наделенное одновременно
структурой группы и структурой топологического пространства, назы-
вается топологической или непрерывной группой, если групповая опе-
рация непрерывна в указанной топологии; если же групповая операция
дифференцируема, то топологическая группа называется группой Ли
(группа Ли — это группа G, наделенная структурой дифференциру-
емого многообразия так, что отображение (g1, g2) 7→ g1 · g2 является
дифференцируемым отображением G×G в G).

Алгебра Ли — это линейное пространство X с антикоммутативной
билинейной операцией [·, ·] : X × X → X, удовлетворяющей тождеству
Якоби: [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 для любых векторов a, b, c ∈ X.
Группы и алгебры Ли тесно связаны между собой и важную роль в
осуществлении этой связи играет отображение exp (см. задачу (6.42)).

Примером алгебры Ли может служить ориентированное евклидово
пространство E3 с операцией векторного произведения его векторов.
Обозначим пока эту алгебру Ли через LA1.

Покажите, что вещественные кососимметрические матрицы поряд-
ка 3 образуют алгебру Ли (обозначим ее LA2), если произведение мат-
риц A и B определить соотношением [A,B] = AB −BA.

6.8. Теорема Эйлера об однородной функции

Пусть U — открытое множество в пространстве Rn. Множество U назы-
вается коническим, если оно удовлетворяет следующему условию: для
всякой точки x ∈ U и любого t > 0 точка tx принадлежит U . Пусть U
— открытое коническое множество. Функция f : U → R называется од-
нородной степени r, где r — вещественное число, если для всякой точки
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x ∈ U и любого t > 0 выполняется равенство

f(tx) = trf(x).

Следующая теорема доказана Эйлером.

6.49. Теорема. Пусть U ⊂ Rn \ {0} — открытое коническое мно-
жество в Rn и f : U → R — функция, имеющая непрерывные частные
производные первого порядка. Тогда для того, чтобы функция f была
однородной степени r необходимо и достаточно, чтобы для всех x ∈ U
выполнялось равенство:

rf(x) =

n∑
k=1

xk
∂f

∂xk
(x). (6.8.43)

Доказательство. Предположим, f — однородная степени r функ-
ция с непрерывными частными производными. Возьмем произвольно
точку x ∈ U . Тогда для любого t ∈ (0,∞) имеем:

f(tx) = trf(x).

Дифференцируя обе части этого равенства по t получим:

rtr−1f(x) =

n∑
k=1

xk
∂f

∂xk
(tx).

Полагая здесь t = 1 приходим к равенству

rf(x) =

n∑
k=1

xk
∂f

∂xk
(x).

Необходимость условия теоремы тем самым доказана.
Достаточность. Предположим, что функция f : U → R с непре-

рывными частными производными такова, что для всех x ∈ U выпол-
няется равенство

rf(x) =

n∑
k=1

xk
∂f

∂xk
(x).

Возьмем произвольно точку x ∈ U и для t > 0 положим ϕ(t) = f(tx).
Тогда для всех t > 0 имеем

ϕ′(t) =

n∑
k=1

xk
∂f

∂xk
(tx) =

1

t

n∑
k=1

txk
∂f

∂xk
(tx)

= r
1

t
f(tx) = rϕ(t). (6.8.44)
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В случае, если r = 0, отсюда следует, что ϕ′(t) = 0 для всех t > 0
и, значит, функция ϕ постоянна на промежутке (0,∞). В частности,
получаем, что

f(tx) = ϕ(t) = ϕ(1) = f(x),

то есть f — однородная функция степени 0.
Пусть r 6= 0. Тогда из равенства (6.8.44) следует, что tϕ′(t) = rϕ(t).

Отсюда получаем

0 =
ϕ′(t)

tr
− rϕ(t)

tr+1
=

d

dt

(ϕ(t)

tr

)
.

Это позволяет заключить, что функция

t 7→ ϕ(t)

tr

постоянная в промежутке (0,∞). В частности, получаем, что

ϕ(t)

tr
= ϕ(1)

для всех t > 0, то есть ϕ(t) = f(tx) = trf(x) для всех t > 0. Теорема,
тем самым, доказана. �

7 Второй дифференциал и его свойства

7.1. Определение второго дифференциала

Пусть f : U → Y — отображение открытого множества U ⊂ X норми-
рованного пространства X в нормированное пространство Y. Если это
отображение дифференцируемо во всех точках U , то в каждой точке
x ∈ U определен дифференциал Df(x). Таким образом, Df является
отображением, определенным на U со значениями в векторном норми-
рованном пространстве L(X;Y): Df : U → L(X;Y). Естественно изу-
чить, будет ли в свою очередь дифференцируемым это отображение.
Если это так, то его дифференциал в точке a ∈ U , обозначаемый симво-
лом D2f(a), будет элементом пространства L(X;L(X;Y)). Если второй
дифференциал существует во всех точках U , то определено отображе-
ние D2f : U → L(X;L(X;Y)): каждой точке x ∈ U сопоставлен второй
дифференциал D2f(x) ∈ L(X;L(X;Y)).

Пусть теперь u — некоторый вектор из X. По определению второго
дифференциала D2f(a)〈u〉 является элементом L(X;Y), т. е. линейным
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отображением X в Y. Если взять другой вектор v ∈ X, то можно гово-
рить о значении (D2f(a)〈u〉)〈v〉, которое будет вектором Y. Таким обра-
зом, паре векторов (u, v) ∈ X×X сопоставлен элемент (D2f(a)〈u〉)〈v〉 ∈
Y. Заметим, что соответствие

X× X 3 (u, v) 7→ D2f(a)〈u, v〉 = (D2f(a)〈u〉)〈v〉 (7.1.1)

является линейным по каждому из аргументов, т. е. является билиней-
ной формой.

Заметим, что

D2f(a)〈u〉 = D(Df(x))|x=a〈u〉 = Du(Df(x))|x=a. (7.1.2)

Поэтому из (7.1.1) и (7.1.2) имеем

D2f(a)〈u, v〉 = (D2f(a)〈u〉)〈v〉 = Du(Df(x))|x=a〈v〉
= Du(Df(x))〈v〉|x=a = Du(Df(x)〈v〉)|x=a. (7.1.3)

С другой стороны, Df(x)〈v〉 — это Dvf(x), поэтому правая часть (7.1.3)
существует и равна (Du(Dvf))(a).

Окончательно, если существует D2f(a), то существует (Du(Dvf)(a)
и

D2f(a)〈u, v〉 = (D2f(a)〈u〉)〈v〉 = (Du(Dvf))(a). (7.1.4)

Правую часть называют также частной производной второго порядка
DuDvf(a) (конечно, при частном дифференцировании DuDv сначала
вычисляют частную производную Dv, а затем частную производную
Du).

В вышеприведенных рассмотрениях применяется следующее отож-
дествление: линейному отображению X в L(X;Y) соответствует били-
нейное отображение X×X в Y. Согласно определению этого отождеств-
ления, линейному отображению A пространства X в L(X;Y) ставится в
соответствие билинейное отображение Q пространства X×X в Y, опре-
деленное равенством

Q(u, v) = (A〈u〉)〈v〉. (7.1.5)

Второй дифференциал рассматривается именно в форме (7.1.5). Имен-
но по этой причине выражение (D2f(a)〈u〉)〈v〉 может быть записано в
видеD2f(a)〈u, v〉, иD2f(a) становится элементом пространства L(X,X;Y)
или L(X2;Y) билинейных отображений X× X = X2 в Y.

Учитывая вышесказанное, мы приходим к следующему утвержде-
нию.
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7.1. Предложение. Если D2f(x) существует для всех x ∈ U , то
D2f : x → D2f(x) является функцией, определенной на U ⊂ X, со
значениями в L(X2;Y). При этом (7.1.4) принимает вид

D2f(a)〈u, v〉 = DuDvf(a), (7.1.6)

где правая часть существует, если только существует левая, т. е. суще-
ствует D2f(a).

7.2. Симметричность второго дифференциала

7.2. Определение. Билинейное отображение Q произведения X×X
в векторное пространство Z называется симметричным, если мы имеем
равенство

Q(u, v) = Q(v, u)

для любых u, v ∈ X,

7.3. Теорема. Пусть f : U → Y — отображение открытого множе-
ства U нормированного пространства X в нормированное пространство
Y. Предположим, что оно имеет второй дифференциал D2f(a) в точке
a ∈ U . Тогда D2f(a) является билинейным симметричным отображени-
ем X× X в Y:

D2f(a)〈u, v〉 = D2f(a)〈v, u〉. (7.2.7)

Если X = Rn, то, выбирая в качестве u и v векторы стандартного
базиса, получаем соотношение

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a). (7.2.8)

Доказательство. Разобьем доказательство на три этапа.
1-ый шаг. Здесь мы докажем, что если отображение f дважды

дифференцируемо в точке a, то

lim
u,v→0

|f(a+ u+ v)− f(a+ u)− f(a+ v) + f(a)−D2f(a)〈v, u〉|
(|u|+ |v|)2

= 0.

(7.2.9)
Без ограничения общности можно полагать a = 0. По заданному ε > 0
найдем δ > 0 так, чтобы

|Df(x)−Df(0)−D2f(0)〈x〉| < ε|x| для x ∈ B(0, 2δ).
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Для u, v ∈ B(0, δ) положим

gv(u) = f(u+ v)− f(u)− f(v) + f(0)− (D2f(0)〈v〉)〈u〉,

и, фиксируя значение параметра v, найдем дифференциал отображения
gv по переменной u:

Dgv(u) = Df(u+ v)−Df(u)−D2f(0)〈v〉
= [Df(u+ v)−Df(0)−D2f(0)〈u+ v〉]

− [Df(u)−Df(0)−D2f(0)〈u〉].

Заметим, что при данном выборе u, v имеем u+ v ∈ B(0, 2δ) и поэтому

|Dgv〈u〉| ≤ ε|u+ v|+ ε|u| ≤ 2ε(|u|+ |v|). (7.2.10)

По теореме о конечных приращениях с учетом того, что шар B(0, 2δ) —
выпуклое множество и gv(0) = 0, из (7.2.10) выводим

|gv(u)| ≤ 2ε(|u|+ |v|)|u| ≤ 2ε(|u|+ |v|)2.

2-ой шаг. Из доказанного на предыдущем шаге получаем, как след-
ствие, что D2f(a) является симметрической билинейной формой. Дей-
ствительно, из доказанного выше равенства (7.2.9) получаем, что

D2f(a)〈v, u〉
(|u|+ |v|)2

= lim
t→0

D2f(a)〈tv, tu〉
(|tu|+ |tv|)2

= lim
t→0

D2f(a)〈tu, tv〉
(|tv|+ |tu|)2

=
D2f(a)〈u, v〉
(|v|+ |u|)2

для |u|+ |v| 6= 0.
3-ий шаг. Равенство (7.2.8) — прямое следствие (7.1.6) и (7.2.7). �

8 Дифференциалы произвольного порядка

8.1. Определение высших дифференциалов и их свойства

Теперь мы по индукции обобщим понятие первого дифференциала и
рассмотрим дифференциалы произвольных порядков. Для этого обо-
значим

D0f = f, D1f = Df,
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вместо «дифференцируемое» будем говорить «один раз дифференциру-
емое», и нормируем векторное пространство всех m-линейных отобра-
жений из Xm = X× . . .× X︸ ︷︷ ︸

m раз

в Y, полагая для L ∈ L(Xm;Y)

|L| = sup{L(v1, . . . , vm) : vi ∈ X, и |vi| ≤ 1 для i = 1, . . . ,m}.

8.1. Определение. В случае k > 2 будем говорить, что отображе-
ние f : U → Y, где U ⊂ X — открытое множество, является k раз диффе-
ренцируемым в точке a, если f дифференцируемо k − 1 раз в каждой
точке некоторой окрестности точки a и функция Dk−1f со значения-
ми в пространстве L(Xk−1;Y) (k − 1)-линейных отображений из Xk−1

в Y дифференцируема в точке a. В этом случае k-ый дифференциал в
точке a — это k-линейное отображение Dkf(a) : Xk → Y, задаваемое
формулой

Dkf(a)〈v1, . . . , vk〉 = (D(Dk−1f)(a)〈v1〉)〈v2, . . . , vk〉 (8.1.1)

для любых v1, . . . , vk ∈ X.

8.2. Задача. С помощью индукции по q проверить (предложение
(7.1)— база индукции), что

Dq+p(a)〈v1, . . . , vq+p〉 = (Dq(Dpf)(a)〈v1, . . . , vq〉)〈vq+1, . . . , vq+p〉

для любых v1, . . . , vq+p ∈ X.

По индукции доказывается также

8.3. Свойство. Если для отображения f : U → Y, U ⊂ X, суще-
ствует Dkf(a), то существует Dv1Dv2 . . . Dvkf(a) ∈ Y и

Dkf(a)〈v1, v2, . . . , vk〉 = Dv1Dv2 . . . Dvkf(a) ∈ Y. (8.1.2)

8.4. Определение. k-Линейное отображение L пространства X ×
X × . . . × X = Xk в пространство Y называется симметричным, если
для любой системы векторов v1, v2, . . . , vk ∈ X справедливо равенство

L(vσ1 , vσ2 , . . . , vσk) = L(v1, v2, . . . , vk) (8.1.3)

при любой перестановке σ : m→ σm множества {1, 2, . . . , k}.

Теорема 7.3 теперь может быть обобщена на производные произ-
вольных порядков:
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8.5. Теорема. Пусть f : U → Y — отображение открытого множе-
ства U нормированного пространства X в нормированное пространство
Y имеет k-ый дифференциал Dkf(a) в точке a ∈ U . Тогда Dkf(a) явля-
ется симметричным отображением Xk в Y, т. e. для любой перестановки
σ множества {1, 2, . . . , k} и любой системы векторов (v1, v2, . . . , vk) ∈ Xk
имеют место равенства

Dkf(a)(v1, v2, . . . , vk) = Dkf(a)(vσ1 , vσ2 , . . . , vσk), (8.1.4)
Dv1Dv2 . . . Dvkf(a) = Dvσ1

Dvσ2
. . . Dvσk

f(a). (8.1.5)

Доказательство. Эта теорема была доказана для производных
второго порядка. Предположим, что она справедлива для производ-
ных порядка ≤ k − 1, и докажем ее для производных порядка k ≥ 3.
Предположим вначале, что σ1 = 1 и что σ переставляет только числа
2, 3, . . . , k. Тогда функции Dv2 . . . Dvkf и Dvσ2

. . . Dvσk
f , определенные

в U , со значениями в Y по предположению индукции совпадают. Сле-
довательно, и их производные в точке a вдоль вектора v1 = vσ1 оди-
наковы и мы имеем равенства (8.1.4) и (8.1.5). Предположим теперь,
что σ1 = 2, σ2 = 1, и что σ сохраняет каждое из чисел 3, 4, . . . , k. То-
гда Dv3 . . . Dvkf = Dvσ3

. . . Dvσk
f является функцией, определенной в U

и имеющей первую производную всюду и вторую производную в точ-
ке a. Следовательно, к ней можно применить теорему 7.3 относительно
производных вдоль v1 и v2 и вновь получить (8.1.4) и (8.1.5).

Так как каждая перестановка чисел {1, 2, . . . , k} является компози-
цией перестановок этих двух типов (это очевидно, если σ1 = 1; в лю-
бой перестановке можно от 1, 2, . . . , k перейти к 1, σ1, . . . , k, затем от
1, σ1, . . . , k к σ1, 1, . . . , k и, наконец, от σ1, 1, . . . , k к σ1, σ2, . . . , σk), то
теорема будет справедливой и в общем случае. �

8.6. Пример. В примере (6.22) показано, что непрерывныйm-линейный
операторA ∈ L(X1, . . . ,Xm;Y), действующий из произведения X1, . . . ,Xm
линейных нормированных пространств в линейное нормированное про-
странство Y, дифференцируем и его дифференциал равен

DA(x)〈h1, . . . , hm〉 = A′(x1, . . . , xm)〈h1, . . . , hm〉
= A(h1, x2, . . . , xm) + . . .+A(x1, . . . , xm−1, hm) (8.1.6)

(здесь x = (x1, x2, . . . , xm), (h1, h2, . . . , hm) ∈ X1 × . . .× Xm).
В случае X1 = X2 = . . . = Xm = X и симметрического оператора A
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из (8.1.6) при x̄ = ( x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m аргументов

) ∈ Xm и h ∈ X получаем, что

DA(x̄)〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉 = mA〈x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m−1 аргументов

, h〉.

Значит, функция F : X→ Y, определяемая условием

X 3 x 7→ F (x) = A( x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m аргументов

),

дифференцируема и

F ′(x)〈h〉 = mA〈x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m−1 раз

, h〉.

Следовательно, дифференциал F ′(x) можно записать в виде

F ′(x) = mA〈x, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
m−1 раз

, ·〉 ∈ L(X,Y).

В частности, если отображение f : U → Y имеет во внутренней точке
a ∈ U дифференциал порядка m, то функция

F (h) = Dmf(a)〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉

дифференцируема по h и

F ′(h) = mDmf(a)〈h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m−1 раз

, ·〉. (8.1.7)

8.2. Координатное представление дифференциалов.
Мультииндексные обозначения

Вектор α = (α1, . . . , αn) с неотрицательными целочисленными коорди-
натами называется n-мерным мультииндексом. Далее мы будем исполь-
зовать следующие обозначения:
|α| = α1 + . . .+ αn для нормы мультииндекса;
α! = α1! · . . . · αn!, 0! = 1;
для вектора h ∈ X с координатами h1, . . . , hn в фиксированном ба-

зисе e1, . . . , en ∈ X полагаем hα = hα1
1 · . . . · hαnn .
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8.7. Задача. Показать, что в мультииндексных обозначениях фор-
мула (5.1.5) может быть записана как (с n вместо m и m вместо n)

(u1 + u2 + . . .+ un)m

=
∑

α1+α2+...+αn=m

m!

α1! · α2! · . . . · αn!
uα1

1 uα2
2 · . . . · uαnn =

∑
|α|=m

m!

α!
uα.

(8.2.8)

Для отображения, имеющего дифференциал порядка m в точке a,
выражение Dαf(a) обозначает его частную производную порядка |α|:

Dαf(a) = Den . . . Den︸ ︷︷ ︸
αn раз

. . . De1 . . . De1︸ ︷︷ ︸
α1 раз

f(a) =
∂|α|f

∂hαnn . . . ∂hα1
1

(a).

8.8. Теорема. Пусть в конечномерном нормированном простран-
стве X выбрана система координат e1, . . . , en, и вектор h ∈ X имеет
координаты h1, . . . , hn. Пусть еще f : U → Y — отображение откры-
того множества U нормированного пространства X в нормированное
пространство Y имеет m-ый дифференциал Dmf(a) в точке a ∈ U .

Тогда значение дифференциала Dmf(a) наm векторах h, . . . , h мож-
но записать в виде

Dmf(a)〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉 =
∑
|α|=m

m!

α!
Dαf(a)hα. (8.2.9)

Доказательство. В соответствии со свойством (8.3) значение диф-
ференциала Dmf(a) на m векторах h, . . . , h равно

Dmf(a)〈h, h, . . . , h〉 = DhDh . . . Dh︸ ︷︷ ︸
m раз

f(a) ∈ Y. (8.2.10)

Из равенства (6.6.37) имеем

Dhf(a) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a). (8.2.11)

С учетом (8.2.10) и (8.2.11) значение дифференциала Dmf(a) на m век-
торах h, . . . , h можно записать в виде

Dmf(a)〈h, h, . . . , h〉 =
∑

j1,...,jm

∂mf

∂xjm∂xjm−1
. . . ∂xj1

(a)hj1hj2 . . . hjm ∈ Y.

(8.2.12)
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В этой формуле индекcы j1, j2, . . . , jm принимают независимо друг от
друга всевозможные значения из множества {1, 2, ..., n}. Объединим меж-
ду собой все наборы индексов j1, j2, . . . , jm, у которых α1 индексов рав-
ны 1, α2 индексов равны 2, . . . , αn индексов равны n. В сумме (8.2.12)
они дадут слагаемые, которые в силу равенства смешанных производ-
ных равны между собой: их общее значение можно записать в виде
элемента( ∂

∂x1

)α1
( ∂

∂x2

)α2

. . .
( ∂

∂xn

)αn
f(a)hα1

1 hα2
2 . . . hαnn ∈ Y. (8.2.13)

Слагаемых этого вида имеется столько, сколько существует отображе-
ний j множества {1, 2, . . . ,m} в множество {1, 2, . . . , n}, где {1} имеет
прообраз, состоящий из α1 элементов, {2} — из α2 элементов, . . . , {n}
— из αn элементов, причем |α| = α1 + α2 + . . . + αn = m. Это чис-
ло γα называется числом «перестановок c повторениями» n объектов
{1, 2, . . . , n}, где объект 1 берется α1 раз, объект 2 берется α2 раз, . . .,
объект n берется αn раз. Существуют разные способы вычисления этого
числа. Нетрудно видеть, что γα равно коэффициенту при hα в разло-
жении (h1 + h2 + · · ·+ hn)m (см. (8.2.8) с h вместо u):

γα =
m!

α1! · α2! · . . . · αn!
=
m!

α!
. (8.2.14)

С учетом (8.2.12), (8.2.13) и (8.2.14) формула (8.2.9) доказана. �

8.9. Замечание. Из формулы (8.2.12) видно, что между соседними
дифференциалами есть простое ключевое соотношение:

Dmf(a)〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉

=
∑

j1,...,jm

∂mf

∂xjm∂xjm−1
. . . ∂xj1

(a)hj1hj2 . . . hjm

=

n∑
j1,...,jm−1=1

[ n∑
jm=1

∂f

∂xjm

( ∂m−1f

∂xjm−1
. . . ∂xj1

)
(a)hjm

]
hj1 . . . hjm−1

=

n∑
j1,...,jm−1=1

[
D
( ∂m−1f

∂xjm−1 . . . ∂xj1

)
(a)〈h〉

]
hj1 . . . hjm−1. (8.2.15)

Приm = 1 первый дифференциал может быть записан в виде (6.6.39).
Чтобы в аналогичном виде записать дифференциал порядкаm рассмот-
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рим следующую систему базисных m-однородных функций: для муль-
тииндекса α порядка m определим m-однородные функции:

dxα(h) = hα. (8.2.16)

В этих обозначениях дифференциал (8.2.9) порядка m можно записать
в виде:

Dmf(a) =
∑
|α|=m

m!

α!
Dαf(a) dxα. (8.2.17)

Отсюда и формул (8.2.15) и (6.6.39) получаем следующее реккурентное
правило вычисления дифференциала:

Dmf(a) =
∑
|α|=m

m!

α!
Dαf(a) dxα =

∑
|α|=m−1

(m− 1)!

α!
D(Dαf)(a) dxα.

(8.2.18)

9 Формула Тейлора и ее применения

9.1. Формула Тейлора для отображений

9.1. Теорема. Если отображение f : U → Y окрестности U = U(x)
точки x нормированного пространства X в нормированное пространство
Y таково, что f имеет в U дифференциал до порядка m − 1 включи-
тельно, а в самой точке x имеет дифференциал Dmf(x), то

f(x+ h) = f(x) +
Df(x)

1!
〈h〉+ . . .+

Dmf(x)

m!
〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉+ o(|h|m)

=

m∑
k=0

Dkf(x)

k!
〈h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k аргументов

〉+ o(1)|h|m (9.1.1)

при h→ 0.

Равенство (9.1.1) есть одна из разновидностей формулы Тейлора,
написанной на сей раз уже для достаточно общих классов отображений.

Доказательство. Докажем формулу Тейлора (9.1.1) по индукции.
При m = 1 она верна в силу определения Df(x). Пусть формула

(9.1.1) верна для любого отображения дифференцируемого в точке x
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m− 1 ∈ N раз. Тогда на основании теоремы 6.32 о конечных прираще-
ниях, формулы (8.1.7) и сделанного предположения индукции получаем

∣∣∣f(x+ h)− (f(x) +Df(x)〈h〉+ . . .+
Dmf(x)

m!
〈 h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
m аргументов

〉)
∣∣∣

≤ sup
0<θ<1

∣∣∣Df(x+ θh)−
(
Df(x) +D2f(x)〈θh, ·〉+ . . .

+
Dmf(x)

(m− 1)!
〈θh, θh, . . . , θh,︸ ︷︷ ︸
m−1 аргумент

·〉
)∣∣∣|h| = o(|θh|m−1)|h| = o(|h|m) (9.1.2)

при h→ 0. �
Мы не останавливаемся здесь на других, иногда весьма полезных,

вариантах формулы Тейлора.

9.2. Формула Тейлора в координатах

Фиксируем в конечномерном нормированном пространстве X базис e1, e2,
. . . , en. Из теоремы 9.1 и 8.8 непосредственно выводим следующее утвер-
ждение.

9.2. Теорема. Пусть f : U → Y — отображение открытого множе-
ства U нормированного пространства X в нормированное пространство
Y имеет m-ый дифференциал Dmf(a) в точке a ∈ U , а вектор h ∈ X
имеет координаты h1, . . . , hn.

Тогда полиномиальную часть степени не выше m, входящую в пра-
вую часть формулы (9.1.1), можно записать в виде,

m∑
k=0

Dkf(x)

k!
〈h, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k аргументов

〉 =
∑
|α|≤m

Dαf(a)

α!
hα.

Таким образом, формула Тейлора принимает следующий вид:

f(x+ h) =
∑
|α|≤m

Dαf(x)

α!
hα + o(|h|n). (9.2.3)

9.3. Асимптотическая характеристика полинома Тейлора

Фиксируем в конечномерном нормированном пространстве X базис e1, e2,
. . . , en.
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9.3. Теорема. Если f : U → Y — отображение открытого множе-
ства U нормированного пространства X в нормированное пространство
Y имеет m-ый дифференциал Dmf(a) в точке a ∈ U и найдены такие
элементы cα ∈ Y, что

f(a+ h) =
∑
|α|≤m

cα
α!
hα + o(|h|n) при X 3 h→ 0,

то имеют место равенства

cα = Dαf(a) для всех |α| ≤ m.

Доказательство. Положим bα = Dαf(a) − cα для всех |α| ≤ m.
Тогда, составляя разность, можно убедиться, что норма полинома

Q(h) =
∑
|α|≤m

bαh
α

(с векторными коэффициентами) относительно h1, h2, . . . , hn является
бесконечно малой более высокого порядка, чем |h|, при h, стремящемся
к 0. Полагая h = tX, получаем полином P (t) = Q(tX) степени не выше
m, который при t→ 0 является величиной o(tm). С помощью индукции
можно убедиться в том, что P ≡ 0. В частности, P (1) = Q(X) = 0, а
так как X ∈ X — произвольный вектор, то Q ≡ 0. Но у тождественно
равного нулю полинома все коэффициенты равны нулю, чем и закан-
чивается доказательство теоремы. �

9.4. Применение Формулы Тейлора к изучению максимумов и ми-
нимумов

9.4. Определение. Пусть f — вещественнозначная функция, опре-
деленная на множестве U нормированного пространства X. Говорят, что
f имеет в точке a ∈ U локальный максимум, если существует некото-
рая окрестность V точки a ∈ U такая, что сужение f на U ∩ V имеет
в точке a максимум, т. е. если для любой точки x ∈ U ∩ V имеет место
неравенство f(x) ≤ f(a). Локальный максимум называют строгим, ес-
ли можно выбрать V таким образом, чтобы для x 6= a из U ∩ V имело
место строгое неравенство f(x) < f(a).

Аналогичное определение дается для локального минимума и стро-
гого локального минимума.
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Конечно, максимум функции f , т. е. ее абсолютный максимум, явля-
ется одновременно и относительным максимумом, в то время как про-
тивоположное утверждение, вообще говоря, не верно.

Говорят, что функция f имеет в точке a экстремум, если она имеет
в этой точке локальный максимум или локальный минимум.

Используя формулу Тейлора, укажем необходимые, а также доста-
точные дифференциальные условия внутреннего локального экстрему-
ма вещественнозначной функции, определенной на некотором открытом
множестве нормированного пространства. Как мы увидим, эти условия
аналогичны уже известным нам дифференциальным условиям экстре-
мума вещественнозначной функции вещественного переменного.

9.5. Теорема. Пусть f : U → R — вещественнозначная функция,
определенная на открытом множестве U нормированного пространства
X и имеющая в окрестности некоторой точки x ∈ U дифференциалы
до порядка k − 1 ≥ 1 включительно, а также дифференциал Dkf(x)
порядка k в самой точке x. Если

Df(x) = 0, . . . , Dk−1f(x) = 0, Dkf(x) 6= 0,

то для того, чтобы x была точкой экстремума функции f
необходимо, чтобы k было четно, а форма Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k

〉 была по-

луопределенной (т. e. не может принимать значения разных знаков);
достаточно, чтобы форма Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k

〉 на единичной сфере |h| =

1 не обращалась в нуль; при этом, если на этой сфере

Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 > 0,

то x — точка локального минимума, а если

Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 < 0,

то x — точка локального максимума.

9.6. Замечание. ФормаDkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 полуопределена, когда она

не может принимать значения разных знаков, хотя при некоторых зна-
чениях h 6= 0 она может обращаться в нуль.
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Равенство Dkf(x) = 0, как обычно, понимается в том смысле, что
Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k

〉 = 0 для любого вектора h.

9.7. Замечание. Если форма Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 знакопостоянна, то

она отграничена от нуля в том смысле, что

Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 ≥ δ или Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 ≤ −δ

для всех h, |h| = 1. Оптимальной постоянной δ 6= 0 в первом (втором)
случае является минимальное (максимальное) значение функции X 3
h 7→ Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k

〉 на компактном множестве S = {x ∈ X : |x| = 1}.

Доказательство. Для доказательства рассмотрим тейлоровское
разложение (9.1.1) функции f в окрестности точки x. Сделанные пред-
положения позволяют записать, что

f(x+ h)− f(x) =
1

k!
Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

k

〉+ α(h)|h|k,

где α(h) — вещественнозначная функция, причем α(h)→ 0 при h→ 0.
Докажем сначала необходимые условия. ПосколькуDkf(x) 6= 0, най-

дется вектор h0 6= 0, на котором Dkf(x)〈h0, . . . , h0︸ ︷︷ ︸
k

〉 6= 0. Тогда при зна-

чениях вещественного параметра t, достаточно близких к нулю, имеем

f(x+ th0)− f(x) =
1

k!
Dkf(x)〈th0, . . . , th0︸ ︷︷ ︸

k

〉+ α(th0)|th0|k

=
( 1

k!
Dkf(x)〈h0, . . . , h0︸ ︷︷ ︸

k

〉+ α(th0)|h0|k
)
tk.

Заключенное в круглые скобки выражение имеет тот же знак, что и
Dkf(x)〈h0, . . . , h0︸ ︷︷ ︸

k

〉 при достаточно малом t. Для того чтобы x была точ-

кой экстремума, необходимо, чтобы левая (а значит, и правая) часть
последнего равенства не меняла знака при изменении знака t. Но это
возможно лишь в случае четного k.
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Проведенное рассуждение показывает, что если x — точка экстрему-
ма, то знак разности f(x+ th0)− f(x) при достаточно малых значениях
t совпадает со знаком Dkf(x)〈h0, . . . , h0︸ ︷︷ ︸

k

〉, и, следовательно, в этом слу-

чае не может быть двух векторов h0, h1, на которых бы форма Dkf(x)
принимала значения разных знаков.

Перейдем к доказательству достаточных условий экстремума. Для
определенности рассмотрим случай, когда

Dkf(x)〈h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
k

〉 > 0

при |h| = 1. Тогда на основании замечания (9.7) имеем

f(x+ h)− f(x) =
1

k!
Dkf(x)〈th, . . . , th︸ ︷︷ ︸

k

〉+ α(h)|h|k

=
( 1

k!
Dkf(x)

〈 h
|h|
, . . . ,

h

|h|︸ ︷︷ ︸
k

〉
+ α(h)

)
|h|k ≥

( 1

k!
δ + α(h)

)
|h|k.

Поскольку α(h)→ 0 при h→ 0, последний член неравенства положите-
лен для всех достаточно близких к нулю векторов h 6= 0. Таким образом,
для всех таких векторов h

f(x+ h)− f(x) > 0,

т. е. x — точка строгого локального минимума. Аналогично проверяется
достаточное условие строгого локального максимума. �

9.5. Частный случай вещественной функции f двух вещественных
переменных x, y

При исследовании такой функции на экстремум надо прежде всего най-
ти точки, в которых частные производные p = ∂f

∂x и q = ∂f
∂y равны нулю.

Пусть (a, b) — такая точка. Рассмотрим теперь разложение функции f
по формуле Тейлора по степеням x− a = u и y− b = v. Это разложение
начинается с

1

2
(ru2 + 2suv + tv2) (9.5.4)

где r = ∂2f
∂x2 , s = ∂2f

∂y∂x и q = ∂2f
∂y2 .
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1-й случай: rt − s2 > 0, r (и t) < 0. Квадратичная форма (9.5.4)
в этом случае отрицательно определенная, а, значит, f имеет в точке
(a, b) строгий относительный максимум.

2-й случай: rt− s2 > 0, r (и t) > 0. Функция f имеет в точке (a, b)
строгий относительный минимум.

3-й случай: rt − s2 < 0. Квадратичная форма (9.5.4) принимает
значения разных знаков, и, следовательно, мы имеем дело с седлом.
Уравнение ru2 + 2suv + tv2 = 0 задает две прямые D и D′ на плос-
кости R2, определяющие 4 попарно вертикальных угла. Обозначим их
по порядку обхода через (1), (2), (3), (4). Предположим, например, что
рассматриваемая квадратичная форма > 0 в углах (1) и (3) и < 0 в
углах (2) и (4).

Пусть угол (1) определен в полярных координатах неравенствами
ρ ≥ 0 и α ≤ ϕ ≤ β. Тогда каждый угол α′ ≤ ϕ ≤ β′, где α′ > α
и β′ > β, пересекает «единичную сферу» из R2, т. е. окружность, по
компактной дуге, на которой квадратичная форма имеет минимум δ >
0. Следовательно, существует такое число ε > 0, что если положить
x = a+ ρ cosϕ, y = b+ ρ sinϕ, ρ > 0, α′ ≤ ϕ ≤ β′, то для 0 < ρ ≤ ε имеет
место неравенство f(x, y) > f(a, b).

Однако это число ε зависит от α′ и β′. Поэтому невозможно, не при-
влекая к изучению дифференциалы функции f порядков > 2 в точке
(a, b), делать какие-либо выводы при ρ, стремящемся к 0, если одно-
временно с этим ϕ стремится к α или β. Тот же результат имеет место
в угле (3). В углах (2) и (4) имеет место аналогичный результат, но с
заменой неравенства f(x, y) > f(a, b) на f(x, y) < f(a, b).

Области плоскости R2, у которых f(x, y) > f(a, b) и f(x, y) < f(a, b),
разделены кривой f(x, y) = f(a, b). Эта кривая в точке (a, b) имеет две
ветви, касательные соответственно к D и D′. Однако, не привлекая к
рассмотрению дифференциалы функции f порядков >2 в точке (a, b),
невозможно сказать, в каком из углов находятся эти кривые.

4-й случай: rt − s2 = 0, r или t < 0. Квадратичная форма равна
квадрату некоторой линейной формы 6= 0, взятому с противоположным
знаком. Она < 0, но обращается в нуль на некоторой прямой D. Пусть
ϕ = ϕ0 + kπ — полярный угол этой прямой. Если x = a + ρ cosϕ, y =
b + ρ sinϕ, ρ ≤ 0, α′ ≤ ϕ ≤ β′, где α′ и β′ фиксированы, α′ > ϕ0 и
β′ < ϕ0 + π, то существует такое число ε > 0, что для 0 < ρ ≤ ε имеет
место неравенство f(x, y) < f(a, b). Аналогичный результат справедлив
для α′ > ϕ0 + π, β < ϕ0 + 2π.

К сказанному ничего добавить нельзя. В частности, без привлечения
дифференциалов порядков > 2 нельзя сказать, имеет или нет функция
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f в точке (a, b) относительный максимум.
5-й случай: rt − s2 = 0, r или t > 0. Результат аналогичен преды-

дущему, надо только заменить f(x, y) < f(a, b) на f(x, y) > f(a, b).
6-й случай: r = s = t = 0. Без привлечения дифференциалов функ-

ции f в точке (a, b) порядка > 2 никакого вывода о поведении функции
f в точке (a, b) сделать невозможно.

9.8. Замечание. Проведенные исследования показывают, что раз-
личных вариантов поведения функции более одной переменной значи-
тельно больше, чем это имеет место для функции одной переменной.

9.6. Применение формулы Тейлора к изучению расположения ги-
перповерхности по отношению к касательной гиперплоскости

9.9. Определение. Пусть f — дифференцируемая вещественная
функция, определенная на U ⊂ X. Тогда y = f(x) является уравнени-
ем дифференцируемого многообразия пространства X × R. Такое мно-
гообразие называют дифференцируемой гиперповерхностью. Ее каса-
тельная гиперплоскость в точке A = (a, f(a)) определяется уравнением
y − b = Df(a)(x− a). Расположение гиперповерхности по отношению к
касательной гиперплоскости в окрестности точки A определяется зна-
ком разности

f(x)− f(a)−Df(a)(x− a) (9.6.5)

для x, близких к a.

Заметим, что отображение x→ f(x)−Df(a)(x−a) является диффе-
ренцируемой вещественной функцией, дифференциал которой в точке a
равен нулю. Все сводится к тому, чтобы выяснить, имеет ли эта функция
в точке a экстремум какого-нибудь типа или седло. Тем самым мы воз-
вращаемся к теореме 9.5. В силу приведенного выше заключения, нали-
чие седла является обстоятельством частым, а не исключительным и,
следовательно, кроме случая одномерного X, гиперповерхность обычно
пересекает свою касательную гиперплоскость, даже если D2f(a) 6= 0.
В частном случае функции f двух переменных x, y поверхность ло-
кально расположена с одной стороны от касательной плоскости, если
rt− s2 > 0, и пересекает ее, если rt− s2 ≤ 0.

10 Поточечная и равномерная сходимости

В этой главе термин «функция» употребляется для обозначения
отображения вида f : X → E, где X ⊂ Rs, а E — банахово пространство
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с нормой | · | над полем Λ ∈ {R,C}. Для первого чтения можно предпо-
лагать, что s = 1, а E = R, или E = C, т. е. функция f : X → R (C), где
X ⊂ R — это простейшая модельная ситуация.

В этом разделе мы рассмотрим один из ключевых вопросов матема-
тического анализа: если последовательность функций fn(x) поточечно
сходится к функции f(x) на множестве S:

fn(x) →
n→∞

f(x) для всех x ∈ S,

то при каких условиях справедливы следующие три утверждения:
1) lim

x→p|S
fn(x) →

n→∞
lim
x→p|S

f(x);

2) f ′n(x) →
n→∞

f ′(x);

3)
∫
S

fn(x) dx →
n→∞

∫
S

f(x) dx.

Как показывают следующие примеры, потребуется специальное вни-
мание, чтобы ответить на эти вопросы.

10.1. Примеры. 1. Пусть fn(x) = arctannx. Тогда

fn(x)→ π

2
signx|n→∞.

Здесь нарушены формулы 1 и 2. Все функции fn дифференцируемы, в
то время как их поточечный предел f даже не является непрерывной
функцией.
2. Пусть fn(x) = 1

n arctannx. Тогда fn(x) →
n→∞

0 при любом x ∈ R.
Однако f ′n(0) = 1 при любом n > 0. Здесь нарушена формула 2.
3. «Набегающая волна». Пусть fn(x) = n sinnx при x ∈ [0, π/n] и fn(x) =
0 при x /∈ [0, π/n]. В этом случае fn(x)→ 0 в каждой точке x ∈ R. В то

же время
2π∫
0

fn(x) dx = 2 при любом n ∈ N — не выполнена формула 3.

10.1. Определение и признаки равномерной сходимости

Согласно метрическому определению сходимости, последовательность
функций fn(x) поточечно сходится на множестве S к функции f(x) при
n → ∞, если для любого ε > 0 и любого x ∈ S найдется число m ∈ N
такое, что

для всех n ≥ m верно неравенство |f(x)− fn(x)| ≤ ε.
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10.2. Определение. Говорят, что последовательность функций fn(x)
сходится к функции f(x) равномерно по x из S (на множестве S) при
n→∞, если для любого ε > 0 найдется m ∈ N такое, что

для всех n ≥ m и всех x ∈ S верно неравенство |f(x)− fn(x)| ≤ ε.

В этом случае функцию f будем называть равномерным пределом по-
следовательности функций fn и будем писать

fn(x) ⇒
n→∞|x∈S

f(x),

опуская приписки вида n → ∞ или x ∈ S или переменную x в тех
случаях, когда это не вредит пониманию текста.

Равномерная сходимость влечёт поточечную, но не наоборот (см.
примеры 1 и 3).

10.3. Определение. Говорят, что ряд функций
∞∑
n=1

gn(x) равномер-

но сходится на множестве S, если последовательность частичных сумм

Pk =

k∑
n=1

gn(x)

этого ряда равномерно на S сходится к некоторой функции g : S →
E. В этом случае функцию g(x) называют равномерной суммой ряда
∞∑
n=1

gn(x).

10.4. Критерий Коши равномерной сходимости. Последова-
тельность функций fn равномерно сходится на множестве S к некото-
рой функции тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующе-
му условию Коши равномерной сходимости: для любого ε > 0 найдется
число m ∈ N такое, что

для всех k, l ≥ m и всех x ∈ S верно неравенство |fk(x)− fl(x)| ≤ ε.

Доказательство. Пусть fn ⇒ f и ε > 0 — произвольное число. По
определению имеется такой номерm, что |f(x)−fn(x)| < ε

2 для каждого
x ∈ S при любом n ≥ m. Для всех таких x ∈ S и номеров k, l ≥ m имеем
|fk(x)− fl(x)| ≤ |fk(x)− f(x)|+ |f(x)− fl(x)| < ε

2 + ε
2 .
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Пусть выполнено условие Коши. Тогда для всякого x ∈ S последо-
вательность точек fn(x) ∈ E фундаментальная. Так как пространство
E полное, то она сходится к некоторой точке f(x) ∈ E. Покажем, что
fn(x) ⇒

n→∞|x∈S
f(x). Пусть ε > 0 и m — такой номер, что для всех

k, l ≥ m и для всех x ∈ S выполняется |fk(x) − fl(x)| < ε. Перейдя к
пределу при l→∞, будем иметь

|fk(x)− f(x)| ≤ ε для всех k ≥ m и всех x ∈ S.

Обозначим символом F(X,E) совокупность всевозможных E-значных
функций, определенных на множестве X, и имеющих конечную вели-
чину

‖f‖ = sup{|f(x)| : x ∈ X}.

Число ‖f‖ называют супремум-нормой функции f , а число ‖f − g‖ —
равномерным отклонением f от g.

Векторное пространство функций F(X,E) будем считать снабжен-
ным супремум-нормой. Это пространство является нормированным век-
торным пространством.

10.5. Задачи. Здесь все функции суть элементы пространства F =
F(X,E).

1. Свойства супремум-нормы:
1) ‖f‖ ∈ [0,∞) и ‖f‖ = 0 тогда и только тогда, когда f(x) = 0 ∈

F(X,E);
2) ‖λf‖ = |λ|‖f‖;
3) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.
2. fn ⇒ f тогда и только тогда, когда ‖f − fn‖ → 0.

3. Условие Коши равномерной сходимости 10.4 равносильно утвер-
ждению: для любого ε > 0 найдется число m ∈ N такое, что

для всех k, l ≥ m выполняется неравенство ‖fk − fl‖ < ε.

10.6. Следствие. Пространство F(X,E) полное (относительно суп-
ремум-нормы).

10.7. Критерий Коши равномерной сходимости ряда. Ряд
функций

∞∑
k=1

fk
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сходится равномерно тогда и только тогда, когда для любого ε > 0
найдется число m ∈ N такое, что

для всех k, l ≥ m верно неравенство
∥∥∥ l∑
n=k

fn

∥∥∥ ≤ ε.
10.8. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости ря-

да. Ряд функций, мажорируемый суммируемым числовым рядом, рав-

номерно суммируем: если для ряда
∞∑
k=1

fk функций fk ∈ F(X,E) найдeт-

ся сходящийся числовой ряд
∞∑
k=1

ak такой, что при любом k ∈ N верно
неравенство

‖fk‖ ≤ ak, (10.1.1)

то ряд
∞∑
k=1

fk равномерно сходится на X. Стало быть, если
∞∑
k=1

‖fk‖ <∞,

то ряд
∞∑
k=1

fk сходится равномерно.

10.9. Замечание. Неравенство (10.1.1) равносильно следующему:
|fk(x)| ≤ ak для всех x ∈ X и всех k ∈ N.

10.10. Признак Дирихле равномерной сходимости ряда. Ес-
ли на множестве X
D1) последовательность вещественных функций {un(x) ∈ F(X,R)},

n ∈ N, убывая, равномерно стремится к нулю, а

D2) частичные суммы ряда
∞∑
n=1

vn(x) функций vn ∈ F(X,E) равно-
мерно ограничены,

то ряд
∞∑
n=1

un(x)vn(x) равномерно сходится на множестве X.

Доказательство. Из условия теоремы имеем bk(x) − bk−1(x) ≥ 0

для всех k ≥ 1, и
∣∣∣ k∑
j=0

vj(x)
∣∣∣ ≤ L <∞ для всех k ∈ N и всех x ∈ X.

Покажем, что для ряда

∞∑
n=1

un(x)vn(x)
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выполняется критерий Коши 10.7 равномерной сходимости. Для оценки

суммы
q∑

k=p

un(x)vn(x), где 0 ≤ p ≤ q, применим метод суммирования

Абеля. Полагая Ak(x) =
k∑
j=0

vj(x), имеем

∣∣∣∣ q∑
k=p

un(x)vn(x)

∣∣∣∣
≤

q−1∑
k=p

|Ak(x)| · |uk(x)− uk+1(x)|+ |Aq(x)| · |uq(x)|+ |Ap−1(x)| · |up(x)|

≤ L
(q−1∑
k=p

(uk(x)− uk+1(x)) + uq(x) + up(x)

)
= 2Lup(x). (10.1.2)

Так как up ⇒
p→∞|x∈X

0 при p → ∞, то для любого ε > 0, существует n0

такое, что верно неравенство |up(x)| ≤ ε
2L для всех p ≥ n0 и всех x ∈ X.

Тогда для всех q ≥ p ≥ n0 из (10.1.2) выводим∣∣∣∣ q∑
k=p

vkuk

∣∣∣∣ < ε.

Таким образом, для ряда
∞∑
n=1

un(x)vn(x) выполняется критерий Коши

10.7 равномерной сходимости.
В качестве следствия мы получаем

10.11. Признак Лейбница равномерной сходимости. Знако-
переменный ряд

∞∑
k=0

(−1)kuk(x), (10.1.3)

в котором последовательность {uk(x)} монотонно убывая стремится к
нулю при k →∞, сходится равномерно.

Доказательство. Действительно, полагаем vk = (−1)k в признаке
Дирихле 10.10. Тогда очевидно выполняются условияD1 и D2 признака
Дирихле 10.10 и поэтому ряд (10.1.3) сходится равномерно.
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10.12. Признак Абеля равномерной сходимости ряда. Если
на множестве X
A1) последовательность вещественных функций {un(x)}, n ∈ N, рав-

номерно ограничена и монотонна для каждого x ∈ X, а

A2) ряд
∞∑
n=1

vn(x) сходится равномерно,
то ряд

∞∑
n=1

un(x)vn(x)

равномерно сходится на множестве X.

Доказательство. Доказательство. Для определенности будем
предполагать, что uk(x) монотонно убывает и |uk(x)| ≤ K для любого
k ∈ N. Тогда uk(x)− uk+1(x) ≥ 0 для всех k ≥ 1.

Покажем, что для ряда
∞∑
n=1

un(x)vn(x) выполняется критерий Ко-

ши 10.7 равномерной сходимости. Фиксируем произвольное ε > 0. Для

оценки суммы
q∑

k=p

uk(x)vk(x), где 0 < p ≤ q, применим метод сум-

мирования Абеля. Так как ряд
∞∑
k=0

vk(x) сходится равномерно, суще-

ствует l такое, что для любого k ≥ l будем иметь |Ak(x)| < ε
4K , где

Ak(x) =
k∑
j=l

vj(x). Отсюда для l ≤ p ≤ q выводим

∣∣∣∣ q∑
k=p

vk(x)uk(x)

∣∣∣∣
≤

q−1∑
k=p

|Ak(x)| · |uk(x)− uk+1(x)|+ |Aq(x)| · |uq(x)|+ |Ap−1(x)| · |up(x)|

<
ε

4K
·
∣∣∣∣q−1∑
k=p

(uk(x)− uk+1(x)) + |uq(x)|+ |up(x)|
∣∣∣∣

=
ε

4K
· 4up(x) ≤ ε. (10.1.4)

Тaким образом, для всех q ≥ p ≥ l из (10.1.4) получаем∣∣∣∣ q∑
k=p

uk(x)vk(x)

∣∣∣∣ < ε.
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Следовательно, для ряда
∞∑
n=1

un(x)vn(x) выполняется критерий Коши

10.7 равномерной сходимости.

10.13. Теорема Дини. Если последовательность непрерывных ве-
щественных функций на компактном пространстве K, возрастая, пото-
чечно сходится к непрерывной функции, то сходится она равномерно
на K.

Доказательство. Пусть ε > 0, gn = f − fn и Un = {x ∈ K :
gn(x) < ε}. Так как каждая функция gn непрерывна, то каждое множе-
ство Un открыто в пространстве K. (Почему?) Так как последователь-
ность функций gn, убывая, стремится к нулю, то последовательность
множеств Un, возрастая, покрывает компакт K. Значит, в силу принци-
па Бореля — Лебега имеется конечная подпоследовательность множеств
Un1 , . . . , Unj , покрывающая K. Следовательно, Unj покрывает всe K,
т. е. ε > gnj (x) ≥ gn(x) = f(x) − fn(x) ≥ 0 для всех n ≥ nj и всех
x ∈ K.

Существенность условий теоремы выявляет пример «набегающей
волны».

10.2. Предельный переход и основные операции анализа

10.14. Теорема о пределе пределов.
Пусть последовательность функций fn ∈ F(S,E), n ∈ N, такова, что
1) fn(x) ⇒

n→∞|x∈S
g(x);

2) для всех n ∈ N имеет место сходимость fn(x) →
x→p|S

zn (p — пре-

дельная точка множества S).
Тогда в пространстве значений E имеется такой элемент z, что lim

n→∞
zn =

z = lim
x→p

g(x). Тем самым

z = lim
x→p

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→p

fn(x).

Доказательство. Пусть ε > 0. Согласно условию 1 и критерию
Коши, имеется такой номер m, что для каждого x ∈ S для любых
k, l ≥ m верно |fk(x) − fl(x)| < ε. Переход к пределу при x → p|S
даст неравенство |zk − zl| ≤ ε. Значит, последовательность zn ∈ E удо-
влетворяет условию Коши и потому в банаховом пространстве E есть
точка z = lim

n→∞
zn.
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Поскольку fn ⇒ g, а zn → z, то имеется такой номер i, что |zi− z| <
ε
3 , а |g(x)− fi(x)| < ε

3 для всех x ∈ S.
Так как fi(x) →

x→p|S
zi, то у точки p есть такая окрестность U , что

|fi(x) − zi| < ε
3 для любой точки x ∈ U ∩ S \ {p}. Следовательно, для

каждой такой точки имеем

|g(x)− z| ≤ |g(x)− fi(x)|+ |fi(x)− zi|+ |zi − z| < ε.

Значит, g(x) →
x→p|S

z.

10.15. Следствие. Равномерный предел непрерывных функций непре-
рывен: если последовательность функций fn : X → E, непрерывных в
точке p ∈ X равномерно сходится к функции f , то функция f непре-
рывна в точке p ∈ X.

10.16. Следствие. Сумма равномерно сходящегося ряда непрерыв-
ных функций непрерывна.

10.17. Следствие. Пространство C(X,E) непрерывных E-значных
функций на пространстве X, снабжeнное супремум-нормой, полное.

10.18. Теорема об интегрировании равномерного предела.
Если на ограниченном отрезке [a, b] последовательность интегрируемых
по Риману функций fn : [a, b] → E равномерно сходится к функции
f : [a, b]→ E, то функция f : [a, b]→ E интегрируема, и

lim
n→∞

x∫
a

fn(t) dt =

x∫
a

f(t) dt

для всех x ∈ [a, b].

Доказательство. Прежде всего, заметим, что предельная функ-
ция f : [a, b] → E интегрируема по Риману. Заметим, что функция f
ограничена:

|f(x)| ≤ |f(x)− fi(x)|+ |fi(x)| ≤ 1 + sup
x∈[a,b]

|fi(x)| <∞,

где i — такой индекс, что sup
x∈[a,b]

|f(x) − fi(x)| ≤ 1. Пусть Σ =
⋃
i

Σi, где

Σi — множество нулевой меры, вне которого функция fi непрерывна. В
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точках множества X = [a, b] \Σ функция fi непрерывна, i ∈ N, поэтому
равномерный предел f последовательности fn непрерывен на X. Так
как множество Σ имеет меру нуль, функция f : [a, b]→ E интегрируема
по Риману по признаку интегрируемости Лебега.

Пусть ε > 0 и m — такой номер, что

|f(t)− fn(t)| ≤ ε

|b− a|
для всех n ≥ m и всех t ∈ [a, b].

Отсюда в силу свойства ограниченности интеграла имеем∣∣∣∣
x∫
a

f(t) dt−
x∫
a

fn(t) dt

∣∣∣∣ =

x∫
a

|f(t) dt− fn(t)| dt ≤
x∫
a

ε

|b− a|
≤ ε

для всех n ≥ m и всех x ∈ [a, b].
Для неограниченной области интегрирования такая теорема невер-

на.

10.19. Пример. «Расползающаяся куча». Последовательность функ-
ций fn(x) =

(
arctan x

n

)′
= n

n2+x2 сходится к нулю равномерно на R, в то

время как
∞∫
∞
fn(t) dt = π при любом n ∈ N.

10.20. Теорема о пределе производных.Пусть функции f0, . . . , fn, . . .
дифференцируемы на ограниченном выпуклом открытом множестве
X ⊂ Rs, причем

1) последовательность Dfn равномерно на X сходится к некоторой
функции g;

2) имеется такая точка p ∈ X, что последовательность fn(p) имеет
предел в E.

Тогда последовательность fn равномерно сходится на X к некоторой
дифференцируемой функции f , причем Df(x) = g(x) для всех x ∈ X.

Доказательство. Предположим сначала, чтоX есть интервал чис-
ловой прямой. Для каждой пары номеров k, l ∈ N положим fk,l = fk−fl,
sk,l = ‖Dfk −Dfl‖ = ‖Dfk,l‖, и пусть δ = 1 + diamX.

1ый шаг. Согласно лагранжевой оценке приращения, для любых
x, y ∈ X справедливо неравенство |fk,l(x)− fk,l(y)| ≤ sk,l|x− y|.

2ой шаг. Исходя из первого и второго условий теоремы, для каждого
ε > 0 отметим такой номер mε, что для любых номеров k, l > mε имеют
место неравенства sk,l ≤ ε

2δ и |fk,l(p)| ≤ ε
2 .
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3ий шаг. Для любых k, l > mε и любой точки x ∈ X из 1го и 2го

шагов получаем неравенство

|fk,l(x)| = |fk,l(x)− fk,l(p) + fk,l(p)| ≤ sk,l|x− p|+
ε

2
≤ sk,lδ+

ε

2
≤ ε

2
+
ε

2
.

Значит, последовательность функций fn удовлетворяет равномерному
условию Коши на X и потому равномерно сходится к некоторой функ-
ции f .

4ый шаг. Пусть q — произвольная точка области X. Поскольку каж-
дая функция fn дифференцируема в точке q, то

fn(x) = fn(q) +Dfn(q) · (x− q) + αn(x)|x− q|,

где αn — функция, непрерывная в точке q и равная нулю в этой точке.
Пусть α — функция, определяемая следующими условиями

α(x) =

{
f(x)−f(q)−g(q)·(x−q)

|x−q| , если x 6= q,

0, иначе.

Так как fn(x) → f(x), а Dfn(q) → g(q), то αn(x) → α(x). Покажем,
что последовательность функций αn удовлетворяет равномерному усло-
вию Коши. Пусть ε > 0. Используя оценки 1го и 2го шагов, для любых
k, l > m и любой точки x ∈ X получаем

|αk(x)− αl(x)| = |fk,l(x)− fk,l(q)−Dfk,l(q) · (x− q)|
|x− q|

≤ (sk,l + sk,l)|x− q|
|x− q|

=
ε

δ
. (10.2.5)

Следовательно, последовательность αn сходится к функции α равно-
мерно и потому эта функция непрерывна в точке q. Поскольку

f(x) = f(q) + g(q) · (x− q) + α(x)|x− q|

и α(q) = 0, то функция f дифференцируема в точке q, причем Df(q) =
g(q).

Доказательство справедливо и в общем случае, если считать, что

|x−y| = |x−y|1 =
s∑
i=1

|xi−yi|; |Dfn(x)| = max(|D1fn(x)|E, . . . , |Dsfn(x)|E.

10.21. Теорема о сумме ряда производных. Пусть функции
g0, . . . , gn, . . . дифференцируемы на ограниченном выпуклом открытом
множестве X ⊂ Rs, причем
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1) ряд
∞∑
n=0

Dgn(x) равномерно сходится на X;

2) множество X содержит точку p такую, что ряд
∞∑
n=0

gn(p) сходится.

Тогда ряд
∞∑
n=0

gn(x) равномерно сходится на X, причем его сумма на

X дифференцируема, и справедлива формула

∞∑
n=0

Dgn(x) =

∞∑
n=0

Dgn(x).

10.3. Применения

В этом разделе E — банахово пространство над полем R или C.

10.3.1. Степенные ряды

10.22. Теорема Абеля. Если ряд

∞∑
n=0

cn, где cn ∈ E,

сходится, то степенной ряд
∞∑
n=0

cnt
n

переменной t равномерно сходится на отрезке [0, 1] и, стало быть, его
сумма непрерывна на этом отрезке.

Доказательство. Пусть ε > 0 и m — номер такой, что для любых

номеров k, l > m верно
∣∣∣ l∑
n=k

cn

∣∣∣ ≤ ε. Поскольку t ∈ [0, 1], t0 ≥ . . . ≥ tn ≥

. . ., то для ряда (10.22) выполнены условия теоремы 10.12 (в которой
X = [0, 1], un(x) = tn, vn(x) ≡ cn).

Пусть
∞∑
n=0

anz
n (10.3.6)

— произвольный степенной ряд, где an ∈ E, z = x+ iy, x, y — стандарт-
ные координаты в R2 = C. Число

ρ = sup
{
r ∈ R+ : последовательность |an|rn ограничена

}
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будем называть радиусом круга сходимости ряда
∞∑
n=0

anz
n, а множество

Oρ = {z : |z| < ρ} — кругом сходимости этого ряда. Объяснение такой
терминологии дает следующий фундаментальный факт.

10.23. Теорема о сходимости степенного ряда. Степенной
ряд (10.3.6) сходится абсолютно при любом z ∈ Oρ. Более того, ряд
(10.3.6) равномерно сходится на любом круге Or, r < ρ. Если же |z| > ρ,
то ряд (10.3.6) расходящийся.

Доказательство. Если |z| > ρ, то последовательность |an||zn| не
ограничена и, значит, последовательность anzn не стремится к нулю.

Пусть r ∈ (0, ρ), а s ∈ (r, ρ). По определению числа ρ найдется число
h <∞ такое, что |an|sn ≤ h для всех n ∈ N. Отсюда для каждого z ∈ Or
получаем

|anzn| = |an|sn
|zn|
sn
≤ |an|sn

(r
s

)n
≤ h

(r
s

)n
.

Так как геометрическая прогрессия
(
r
s

)n сходится, то, согласно призна-
ку Вейерштрасса, ряд (10.3.6) равномерно сходится в круге Or.

Из этой же оценки следует, что
∞∑
n=0
|anzn| < ∞. Остается заметить,

что каждая точка z ∈ Oρ лежит в некотором круге Or, где r < ρ.

10.24. Теорема о сумме степенного ряда. Функция

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

дифференцируема внутри круга сходимости Oρ и для каждой точки
z = x+ iy этого круга справедливы формулы

df(z) =

( ∞∑
n=1

nanz
n−1

)
dz,

∂f

∂x
(z) =

∞∑
n=1

nanz
n−1 = −i∂f

∂y
(z).

Доказательство. 1. Частные производные функции αn(z) = an(x+
iy)n таковы:

∂αn(z)

∂x
= nanz

n−1,
∂αn(z)

∂y
. = inanz

n−1.

2. Радиус ρ1 круга сходимости ряда
∞∑
n=1

nanz
n−1 равен радиусу ρ

круга сходимости ряда
∞∑
n=0

nanz
n. Действительно, пусть r ∈ (0, ρ), s ∈
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(r, ρ) и h ∈ R+ таково, что |an|sn ≤ h для всех n ∈ N. Тогда для z ∈ Or
имеем

|annzn−1| ≤ |an|sn
n

s

(r
s

)n
≤ hn

s

(r
s

)n−1

→
n→∞

0.

Следовательно, ρ1 ≥ ρ. Обратное неравенство очевидно.
3. Согласно пп. 1, 2 доказательства, и теореме о круге сходимости

ряды производных,
∞∑
n=1

∂αn(z)
∂x и

∞∑
n=1

∂αn(z)
∂y равномерно сходятся в любом

круге Or, r < ρ. По теореме о сумме ряда производных функция f
дифференцируема в каждом таком круге и

∂f

∂x
(z) =

∞∑
n=1

nanz
n−1 =

1

i

∂f

∂y
(z).

Отсюда

df(z) =
∂f

∂x
(z)dx+

∂f

∂y
(z)dy =

∞∑
n=1

nanz
n−1(dx+ idy) =

∞∑
n=1

nanz
n−1dz.

10.25. Следствие. Сумма степенного ряда бесконечно дифферен-
цируема внутри круга сходимости этого ряда.

Формулу ∂f
∂y = i∂f∂y называют уравнением Коши — Римана.

11 Теорема о локальном диффеоморфизме

Предположим, что функция f : [a, b] → R, [a, b] ⊂ R, непрерыв-
но дифференцируема на открытом множестве, содержащем точку x0 ∈
[a, b], и f ′(x0) 6= 0. Если f ′(x0) 6= 0, то существует такой открытый ин-
тервал V , содержащий x0, что f ′(x) > 0 для всех x ∈ V . Таким образом,
f возрастает на V , а потому взаимно однозначна и имеет непрерывную
обратную функцию f−1, определенную на некотором открытом интер-
вале W , содержащем f(x0). Кроме того, нетрудно показать, что f−1

дифференцируема и

(f−1)′(y) =
1

f ′(f−1(y))
(11.0.1)

для всех y ∈W . Аналогичные рассмотрения для высших размерностей
значительно сложнее, но результат, формулируемый ниже в теореме об
обратной функции, весьма важен для приложений анализа.
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11.1. Теорема. Предположим, что на открытом множестве U ⊂ Rn
определено непрерывно дифференцируемое отображение f : U → Rn,
и detDf(a) 6= 0 в некоторой точке a ∈ U . Тогда существуют открытое
множество V , содержащее a, и открытое множество W , содержащее
f(a), такие, что отображение f : V → W имеет непрерывное обратное
отображение f−1 : W → V , которое непрерывно дифференцируемо и
для всех y ∈W удовлетворяет соотношению

Df−1(y) = [Df(f−1(y))]−1. (11.0.2)

Доказательство. Следующее утверждение представляет незави-
симый интерес и мы сформулируем его как отдельное свойство.

11.2. Лемма. Если f ∈ C1(U) и detDf(a) 6= 0 в некоторой точке
a ∈ U , то f отображает некоторую окрестность точки a гомеоморфно
на окрестность точки f(a).

Чтобы доказать это, заметим, что Df(a) — изоморфизм простран-
ства X на Y. Далее можно заменить f на Df(a)−1 ◦f и поэтому принять
X = Y, Df(a) = IX, а также a = f(a) = 0. Тогда отображение

g = f − IX (11.0.3)

принадлежит классу C1(U) и для любого 0 < ε < 1 существует такое
δ > 0, что

|Dg(x)| = |Df(x)− x| ≤ ε для x ∈ B(0, δ).

Отсюда следует (см. следствие 6.35), что для любых u, v ∈ B(0, δ) вы-
полняются неравенства

|g(u)− g(v)| ≤ ε|u− v| (11.0.4)
и
|f(u)− f(v)| ≥ |u− v + g(u)− g(v)|
≥ |u− v| − |g(u)− g(v)|
≥ |u− v| − ε|u− v| = (1− ε)|u− v|. (11.0.5)

Фиксируем произвольную точку y ∈ B(0, δ(1 − ε)) и докажем, что
существует единственная точка u ∈ B(0, δ) такая, что

f(x) = y. (11.0.6)
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Заметим, что ввиду (11.0.3) уравнение (11.0.6) можно записать в виде

x+ g(x) = y или x = y − g(x). (11.0.7)

Последнее уравнение по произвольной точке u0 ∈ B(0, δ) позволяет по
индукции определить последовательность

um = y − g(um−1), m ∈ N.

Из этого определения имеем

|u1| = |y − g(u0)| ≤ |y|+ |g(u0)| ≤ |y|+ ε|u0| < δ(1− ε)) + εδ = δ,

|u2| = |y − g(u1)| ≤ |y|+ |g(u1)| ≤ |y|+ ε|u1| < δ(1− ε)) + εδ = δ,

. . . . . . . . . . . . ,

|um| = |y − g(um−1)| ≤ |y|+ |g(um−1)| ≤ |y|+ ε|um−1| < δ. (11.0.8)

Поскольку um+1−um = g(um)−g(um−1), то применим условие Лип-
шица (11.0.4) для проверки того, что

|um+1 − um| ≤ ε|um − um−1| ≤ . . . ≤ εm|u1 − u0| ≤ 2δεm. (11.0.9)

Из условия (11.0.9) немедленно получаем, что последовательность {um}
фундаментальная. Действительно, для произвольных чисел m > l > 1
с помощью (11.0.9) и неравенства треугольника выводим оценку

|um+1 − ul| ≤ |(um+1 − um) + (um − um−1) + . . .+ (ul+1 − ul)|
≤ |um+1 − um|+ |um − um−1|+ . . .+ |ul+1 − ul|

≤ 2δ(εm + εm−1 + . . .+ εl) ≤ 2δεl

1− ε
. (11.0.10)

Так как правая часть (11.0.10) может быть сделана сколь угодно малой
при подходящем выборе l ∈ N, то таким образом продемонстрирова-
но, что {um} — последовательность Коши. Следовательно, существует
предел

lim
m→∞

um = x.

Покажем, что x ∈ B(0, δ). Переходя в (11.0.8) к пределу приm→∞,
из строгого неравенства |um| < δ получаем нестрогое: |x| ≤ δ. Далее,
переходя в неравенствах |um| ≤ |y|+ε|um−1| < δ к пределу при m→∞,
приходим к соотношениям:

|x| ≤ |y|+ ε|x| < δ(1− ε) + εδ = δ.
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Следовательно, |x| < δ. Более того, выполняется равенство x = y− g(x)
и, следовательно, (11.0.6).

Полагая W = B(0, δ(1 − ε)), получаем, что V = f−1(W ) ⊂ B(0, δ)
— открытое множество, а отображение f : V → W биективно. Кроме
того, из неравенства (11.0.5) получаем, что обратное отображение f−1 :
W → V непрерывно. Лемма доказана.

Для доказательства теоремы 11.1 остается показать, что f−1 ∈ C1(W ).
По построению открытого множества V имеем Df(x) = IX − Dg(x),
где |Dg(x)| ≤ ε < 1. Поэтому оператор Df(x) обратим (см. свойство
6.29) и, следовательно, отображение f−1 дифференцируемо в точке
y = f(x), причем его дифференциал Df−1(y) равен [Df(f−1(y))]−1

(см. свойство 6.17). Из последней формулы становится очевидным, что
Df−1 ∈ C(W ). �

11.3. Пример. Пусть

R2 3 (x, y)
g7→
(
x+ (x2 + y2) sin

1

x2 + y2
, y + (x2 + y2) sin

1

x2 + y2

)
,

g(0) = 0. Отображение g : R2 → R2 дифференцируемо, Dg(0) = E. Од-
нако его сужение g : U → g(U) на любую окрестность нуля необратимо.
Какое условие теоремы не выполнено?

11.4. Определение. Отображение f : U → V двух открытых мно-
жеств называется Cr-диффеоморфизмом, r = 0, 1, . . . ,∞, если

1) f : U → V — биективное отображение;
2) f : U → V и f−1 : V → U — Cr-гладкие отображения.
C0-диффеоморфизмы называются гомеоморфизмами. (Здесь C0-глад-

кое отображение — просто непрерывное отображение.)

В новой терминологии теореме 11.1 формулируется короче: Если
на открытом множестве U ⊂ Rn определено непрерывно дифференци-
руемое отображение f : U → Rn и detDf(a) 6= 0 в некоторой точке
a ∈ U , существуют открытое множество V , содержащее a и от-
крытое множество W , содержащее f(a), такие, что отображение
f : V →W будет C1-диффеоморфизмом и для всех y ∈W имеем

Df−1(y) = [Df(f−1(y))]−1.

Следующее утверждение иногда называют теоремой о гладком вло-
жении области.
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11.5. Теорема. Если g : U → Rn — инъективное r-гладкое отобра-
жение открытого в Rn множества U и если его дифференциал Dg(x)
в каждой точке x ∈ U обратим, то множество g(U) открыто в Rn, а
отображение g : U → g(U) является Cr-диффеоморфизмом.

11.6. Пример. Функции exp z и ln z комплексной переменной.
Отображение exp : C → C бесконечно гладкое, его дифференциал в
каждой точке z = x+ iy ∈ C вычисляется по формуле

d exp z = ez dz = ez(dx+ idy)

и, стало быть, обратим. Однако, это отображение 2πi-периодично и по-
тому необратимо. Оно лишь локально обратимо.

Каковы exp-образы вертикальных и горизонтальных прямых?
Пусть U = R×]− π, π[⊂ R2 = C — горизонтальная открытая полоса,

V = exp(U).
a) V = C \ {z = x+ iy : x ≤ 0, y = 0} — плоскость с разрезом.
b) Отображение exp : U → V является C∞-изоморфизмом. Обратное

к нему отображение будем называется главной ветвью логарифма и
обозначается привычным символом ln. Если z = reiϑ, −π < 0 < π, то
ln z = ln |z|+ iϑ.

c) Не существует непрерывного продолжения функции ln : V → C
на множество C.

12 Неявные функции

Пусть f — отображение множества E в множество F . Тогда, если
b — некоторая точка F , можно поставить задачу отыскания множества
тех x из E , для которых f(x) = b, т. е. задачу отыскания прообраза
f−1({b}). Поставленная задача называется задачей о решении уравне-
ния f(x) = b. Пусть теперь f — отображение произведения множеств
E × F в множество C, и пусть c — некоторая точка множества C. Рас-
смотрим уравнение

f(x, y) = c. (12.0.1)

Может случиться, что для заданного x уравнение f(x, y) = c относи-
тельно y имеет решение, и притом единственное, при любом заданном
значении x. В таком случае это уравнение определяет y как некоторую
функцию g(x) переменной x. Эта функция называется неявной функ-
цией, определенной предыдущим уравнением. Она характеризуется сле-
дующим свойством:

f(x, g(x)) = c. (12.0.2)
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Рис. 1: Бирюзовая часть плоскости Oxy — область определения функ-
ции z = f(x, y), фиолетовая поверхность — график функции f , красная
линия на плоскости Oxy — график неявной функции y = g(x).

Можно еще сказать, что для (x, y) ∈ E × F соотношение (12.0.2)
равносильно соотношению y = g(x). Естественно, что такие счастливые
совпадения случаются редко. Чаще всего для некоторых значений x
решения относительно y не существует, для других же значений x име-
ется несколько решений, а то и бесконечное множество их. Мы изучим
следующий частный случай: X, Y, Z — нормированные пространства.
Имеется частное решение рассматриваемого уравнения: x = a, y = b.
Предлагается выяснить, существует ли и притом единственно ли ре-
шение данного уравнения относительно y для x, достаточно близких
к a, при условии, что это решение достаточно близко к b. Если это
так, то можно будет определить неявную функцию y = g(x), исходя
из данного уравнения, по крайней мере в некоторой окрестности точки
(a, b). Геометрический смысл рассматриваемой задачи станет особенно
понятным, если X = Y = Z = R. В этом случае, уравнение f(x, y) = 0
определяет некоторую кривую в R2, и мы хотим выразить эту кривую
в обычной форме, представив y как функцию от x, по крайней мере, в
некоторой окрестности точки (a, b)

Рассмотрим функцию f : R2 → R, определенную равенством f(x, y) =
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x2 + y2 − 1. Если точка (a, b) выбрана так, что f(a, b) = 0, причем
a 6= 1, −1, то существуют такие открытые интервалы V и W , содер-
жащие соответственно a и b, что для всякого x ∈ V существует един-
ственное y ∈W , для которого f(x, y) = 0.

Поэтому можно определить функцию g : V → R условиями g(x) ∈W
и f(x, g(x)) = 0 (если b > 0, то g(x) =

√
1− x2). Для рассматриваемой

нами функции f имеется еще одно число: −b, при котором f(a,−b) = 0.
Так же, как и в предыдущем случае, существует такой интервал W1,
содержащий −b, что если x ∈ V , то f(x, g1(x)) = 0 для однозначно опре-
деленного g1(x) ∈ W1 (здесь g1(x) = −g(x) =

√
1− x2). Обе функции

g и g1 дифференцируемы. Их называют неявными функциями, опреде-
ленными уравнением f(x, y) = 0. При a = 1 или −1 невозможно найти
ни одной такой функции g, определенной в открытом интервале, содер-
жащем a.

Было бы желательно иметь простые условия, позволяющие решать,
когда вообще можно найти такую функцию. В более общей постановке
вопрос можно поставить так: пусть U ⊂ Rn × R и f : U → R, причем
f(a1, . . . , an, b) = 0; когда для каждого (x1, . . . , xn) вблизи (a1, . . . , an)
можно найти единственное y = y(x1, . . . , xn) вблизи b, для которого бы

f(x1, . . . , xn, y(x1, . . . , xn)) = 0?

Еще более общим образом можно задаться вопросом об условиях
разрешимости системы уравнений, зависящих от переменных x1, . . . , xn,
относительно m неизвестных функций: пусть

fi : Rn × Rm → R, i = 1, . . . ,m,

причем
fi(a1, . . . , an; b1, . . . , bm) = 0, i = 1, . . . ,m.

Когда для каждого (x1, . . . , xn) вблизи (a1, . . . , an) можно найти един-
ственное

(y1, . . . , ym) = (y1(x1, . . . , xn), . . . , ym(x1, . . . , xn))

вблизи (b1, . . . , bm), удовлетворяющее уравнениям

fi(x1, . . . , xn; y1(x1, . . . , xn), . . . , ym(x1, . . . , xn)) = 0, i = 1, . . . ,m?

Ответ дает следующая теорема о неявной функции.
12.1. Теорема. Предположим, что на открытом множестве U ⊂

Rn × Rm определено непрерывно дифференцируемое отображение f :
U → Rm,

U 3 (x; y) = (x1, . . . , xn; y1, . . . , ym) 7→ f(x; y) ∈ Rm, x ∈ Rn, y ∈ Rm,
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и f(a; b) = 0, где (a; b) ∈ U — некоторая точка, a ∈ Rn, b ∈ Rm. Пусть
(m×m)-матрица определяется выражением

M =
( ∂fi
∂yj

(a; b)
)
, 1 ≤ i, j ≤ m. (12.0.3)

Тогда если detM 6= 0, то существуют открытое множество V ⊂ Rn,
содержащее a, и открытое множество W ⊂ Rm, содержащее b, со сле-
дующим свойством: для всякого x ∈ V имеется единственное g(x) ∈W ,
для которого f(x; g(x)) = 0. При этом функция g : V → W дифферен-
цируема.

Доказательство. Определим отображение F : U → Rn × Rm ра-
венством F (x; y) = (x; f(x, y)). Тогда

detDF (a; b) = det

(
In×n

∗

0 ∂fi
∂yj

(a; b)

)
= detM 6= 0,

где In×n — единичная (n×n)-матрица. В силу теоремы (11.1), существу-
ют открытое множество T ⊂ Rn×Rm, содержащее точку F (a; b) = (a; 0),
и содержащее точку (a; b) открытое множество в Rn×Rm, которое мож-
но считать имеющим вид V ×W ⊂ U , такие, что функция F : V ×W → T
имеет дифференцируемую обратную h : T → V ×W .

Таким образом, h имеет вид h(x; z) = (k0(x, z); k(x, z)), где k0, k —
некоторые дифференцируемые функции (поскольку F — дифференци-
руемая функция), а (x; z) ∈ T ⊂ Rn × Rm, x ∈ Rn, z ∈ Rm.

Ввиду (h ◦ F )(x; y) = (x; y), выводим

(h ◦ F )(x; y) = h(x; f(x, y)) = (k0(x, f(x, y)); k(x, f(x, y))) = (x; y).

Следовательно, имеем совпадения k0(x, f(x, y)) = x и k(x, f(x, y)) = y,
где x ∈ V , y ∈ W . Отcюда, полагая f(x, y) = z, выводим, что h имеет
вид

h(x; z) = (x; k(x, z)),

где (x; z) ∈ T ⊂ Rn × Rm.
Пусть π : Rn×Rm — отображение, определенное равенством π(x; z) =

z. Тогда π ◦ F = f . Поэтому в точках (x; z) ∈ T имеем

f(x; k(x; z)) = f ◦ h(x; z) = (π ◦ F ) ◦ h(x; z)

= π ◦ (F ◦ h)(x; z) = π ◦ (Id)(x; z) = π(x; z) = z. (12.0.4)
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Таким образом, f(x; k(x, 0)) = 0, т. е. можно положить

V 3 x 7→ g(x) = k(x; 0) ∈W.

�
Зная, что функция g дифференцируема, легко найти ее производ-

ную. Действительно, так как f i(x; g(x)) = 0, то, дифференцируя обе
части этого равенства по переменной xj , j = 1, . . . , n, получаем

0 =
∂fi
∂xj

(x; g(x)) +

m∑
l=1

∂fi
∂yl

(x; g(x)) · ∂gl
∂xj

(x), i = 1, . . . ,m.

Поскольку detM 6= 0, эта система уравнений относительно ∂gl

∂xj
(x), l =

1, . . . ,m, j фиксировано, разрешима. Ответ будет зависеть от значений
∂fi

∂yj
(x; g(x)), а поэтому и от g(x). Но это неизбежно, так как уравнение

f(x; y) может иметь несколько решений.
При рассмотрении функции f : R2 → R, определенной равенством

f(x; y) = x2+y2−1, было замечено, что уравнению f(x; g(x)) = 0 удовле-
творяют две функции: g(x) =

√
1− x2 и g(x) = −

√
1− x2. Дифферен-

цирование уравнения f(x; g(x)) = 0 дает здесь ∂f
∂x (x; g(x)) + ∂f

∂y (x; g(x)) ·
g′(x) = 0, или 2x+ 2g(x) · g′(x) = 0, т. е. g′(x) = − x

g(x) , а этому условию
удовлетворяет и g(x) =

√
1− x2 и g(x) = −

√
1− x2.

12.1. Криволинейные системы координат и теоремы о выпрямле-
нии

12.2. Определение. Системой координат (картой) класса Cr на
открытом множестве A ⊂ Rk называется Cr-диффеоморфизм вида ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕk) : A→ U ⊂ Rk. При этом числа ϕ1(x), . . . , ϕk(x) называются
координатами точки x ∈ A относительно координатной системы ϕ.

Сюръективные Cr-отображения вида ψ : U → A ⊂ Rn, где U ⊂ Rk
называются nараметризациями множества A, а координаты точки u =
(u1, . . . , uk) ∈ U — параметрами точки ψ(u).

Несколько обобщив метод доказательства теоремы 12.1, мы получим
результат, который будет иметь важное значение в приложениях.

12.3. Первая теорема о выпрямлении. Предположим, что на от-
крытом множестве U ⊂ Rn определено непрерывно дифференцируемое
отображение f : U → Rp, p ≤ n, и a ∈ U . Если f(a) = 0 и n× p-матрица
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Df(a) =
(∂fj
∂xi

(a)
)
имеет ранг p, то существуют открытое множество

A ⊂ Rn и C1-дuффеоморфизм h : A→ h(A) ⊂ U , a ∈ h(A), такие, что

f ◦ h(x1, . . . , xn) = (xn−p+1, . . . , xn).

Другими словами, в условиях теоремы найдется такая система ко-
ординат (A,ϕ) в открытой окрестности точки a, в которой отображение
f является проектированием Rn на Rp (здесь h = ϕ−1).

Доказательство. Мы можем рассматривать f как функцию из
U ⊂ Rn−p × Rp в Rp. Пусть M есть (p × p)-матрица ∂fj

∂xn−p+i
(a), 1 ≤

i, j ≤ p. Если detM 6= 0, то мы находимся в ситуации, рассмотренной
при доказательстве теоремы 12.1. В ней было доказано, что существует
такой C1-диффеоморфизм h, что (см. (12.0.4))

f ◦ h(x1, . . . , xn) = (xn−p+1, . . . , xn).

В общем же случае, поскольку матрица ∂fj
∂xi

имеет ранг p, найдутся та-
кие индексы l1 < . . . < lp, что матрица ∂fj

∂xi
, 1 ≤ j ≤ p, i = l1, . . . , lp,

имеет ненулевой определитель. Пусть g : Rn → Rn — функция, пере-
ставляющая переменные xi так, что

g(x1, . . . , xn) = (. . . , xl1 , . . . , xlp).

Тогда f ◦ g будет функцией уже рассмотренного типа. Тогда

((f ◦ g) ◦ k)(x1, . . . , xn) = (xn−p+1, . . . , xn)

для некоторого диффеоморфизма k. Искомой функцией будет h = g ◦k.
�

Введем обозначения. Пусть n ≥ 1 и m — натуральные числа, причем
n < m. Положим m − n = k. Произвольной точке z = (z1, z2, . . . , zm) ∈
Rm сопоставим точки

πh(z) = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn и πv(z) = (zn+1, . . . , zm) ∈ Rk.

Пространство Rm будем рассматривать как прямое произведение Rn ×
Rk, отождествляя произвольную точку z ∈ Rn с парой (x, y), где x =
πh(z), y = πv(z). Таким образом, x = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn, а y =
(zn+1, . . . , zm) ∈ Rk.

Для произвольной функции f : A → Rn, где A ⊂ Rm, её значение в
точке z = (x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rk мы будем обозначать символом f(x, y).
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12.4. Вторая теорема о выпрямлении.Пусть U — открытое мно-
жество в пространстве Rn и f : U → Rm отображение класса Cr. Пред-
положим, что в точке a ∈ U ранг отображения f равен n. Тогда m ≥ n,
существуют окрестность V точки b = f(a) ∈ Rm и Cr-диффеоморфизм
F : V → F (V ) ⊂ Rm и число δ > 0 такие, что если |x − a| < δ, то
f(x) ∈ V и {

F [f(x)] = x в случае m = n,
F [f(x)] = (x, 0) в случае m > n.

Другими словами, в условиях теоремы найдется такая система ко-
ординат (A,F ) в открытой окрестности точки b = f(a), в которой отоб-
ражение F ◦ f является каноническим вложением Rn в Rm.

�

12.5. Определение. Каноническим вложением Rn в Rm при n ≤ m
называется линейное отображение, которое точке x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn сопоставляет точку x = (x1, x2, . . . , xn, 0 . . . , 0) ∈ Rm

Доказательство. Предположим, что отображение f удовлетворя-
ет условиям теоремы. Неравенство m ≥ n следует из того, что ранг
отображения f в некоторой точке равен n. В случае m = n утвержде-
ние теоремы вытекает из теоремы 11.1 о локальном диффеоморфизме.

Будем далее считать, что m > n. Положим m− n = k и представим
Rm как декартово произведение:

Rm = Rn × Rk.

Определим как указано выше проекцию

π1 : Rm → Rn,

сопоставляя точке (a1, . . . , an, an+1, . . . , am) ∈ Rm точку (a1, . . . , an) ∈
Rn. Очевидно, π1 принадлежит классу Cp при любом p ≥ 1. Пусть W =
π−1
h (U). Множество W является открытым в Rm.
Пусть a = (a1, a2, . . . , an) и пусть c = (a, 0) есть точка пространства

Rm такая, что ci = ai при i = 1, 2, . . . , n и ci = 0 при i > n (другими
словами π1(c) = a).

Для i = 1, 2, . . . , n положим

∂f

∂xi
(a) = ui.
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В силу условия теоремы векторы ui, i = 1, 2, . . . , n, линейно независи-
мы. Согласно свойствам линейно независимых систем векторов, к век-
торам u1, u2, . . . , un можно добавить векторы un+1, . . . , um так, чтобы
набор векторов

u1, . . . , un, un+1, . . . , um

был линейно независим в пространстве Rm.
Определим вспомогательное отображение Φ : W → Rm. Пусть (x, y),

x ∈ Rn, y ∈ Rk, — произвольная точка множества W . Полагаем

Φ(x, y) = f(x) +

k∑
i=1

yiun+i.

Отображение Φ, очевидно, принадлежит классу Cr. Имеем:

∂Φ

∂xi
(x, y) =

∂f

∂xi
(x) при i = 1, 2, . . . , n,

∂Φ

∂yj
(x, y) = un+j при j = 1, 2, . . . , k.

В частности, мы получаем, что

∂Φ

∂xi
(a, 0) = ui, i = 1, 2, . . . , n,

∂Φ

∂yj
(a, 0) = un+j , j = 1, 2, . . . , k.

Так как векторы ui, i = 1, 2, . . . ,m, линейно независимы, то якобиан
отображения Φ в точке c = (a, 0) отличен от нуля. По теореме о ло-
кальном диффеоморфизме существует δ > 0 такое, что шар B(c, δ) про-
странства Rm содержится в множествеW и ограничение отображения Φ
на B(c, δ) представляет собой Cr-диффеоморфизм. Пусть V = Φ[B(c, δ)]
и F : V → Rm отображение, обратное к ограничению Φ на шаре B(c, δ).

Легко проверить, что π1(B(c, δ)) = B(a, δ) ⊂ U . Действительено,
пусть x ∈ Rn таково, что |x−a| < δ. Тогда точка z = (x, 0) принадлежит
шару B(c, δ) в Rm и, значит, z ∈ W . Отсюда следует, что x = π1(z) ∈
U . Мы получаем, следовательно, что образ π1(B(c, δ)) содержит шар
B(a, δ) ⊂ U .

С другой стороны, не может быть такого, чтобы |πh(z)− a| ≥ δ для
точки z ∈ B(c, δ), так как очевидно норма |z − c| в пространстве Rm
не меньше нормы |πh(z)− a| в пространстве Rn (здесь рассматривается
евклидова норма).

Для всякой точки (x, y) ∈ B(c, δ) выполняется равенство

F [Φ(x, y)] = (x, y).
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По определению имеем Φ(x, 0) = f(x). Отсюда получаем, что

F [f(x)] = F [Φ(x, 0)] = (x, 0)

для всех x ∈ B(a, δ). Отображение F удовлетворяет, таким образом,
всем требуемым условиям. �

12.2. Техника замены переменных и замены функций

В этом разделе мы даем общий к решению задач в следующей общей
формулировке.

12.6. Задача. Предположим, что задано уравнение в частных про-
изводных второго порядка относительно скалярной функции z двух ска-
лярных переменных x и y:

F (x, y, z, p, q, r, s, t) = 0. (12.2.5)

Необходимо выполнить в нем одновременно замену переменных и заме-
ну функции по формулам

X = X(x, y, z), Y = Y (x, y, z), Z = Z(x, y, z). (12.2.6)

Мы хотим узнать, как преобразуется рассматриваемое уравнение в част-
ных производных при такой замене переменных.

Сформулированная задача законна лишь в том случае, когда (12.2.6)
определяет C2-диффеоморфизм некоторого открытого множества из R3

на открытое множество в R3 и поверхность z = z(x, y), определяемая
уравнением (12.2.5), преобразуется в поверхность Z = Z(X,Y ) так, что
обе написанные функции принадлежат классу C2. Следуя обычному ме-
тоду, надо выразить

p =
∂z

∂x
, q =

∂z

∂y
, r =

∂2z

∂x2
, s =

∂2z

∂x∂y
, t =

∂2z

∂y2
.

как функции новых частных производных

P =
∂Z

∂X
, Q =

∂Z

∂Y
, R =

∂2Z

∂X2
, S =

∂2Z

∂X∂Y
, T =

∂2Z

∂Y 2
.

1 шаг. Можно начать с производных первого порядка и затем пе-
рейти к вычислению производных второго порядка. Для производных
первого порядка начинаем с соотношения

dZ = PdX +QdY,
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заменяя dX, dY , dZ их дифференциальными выражениями, найден-
ными из (12.2.6), и получая таким путем соотношение между dx, dy,
dz. Это соотношение, представленное в виде dz = pdx + qdy, позволит
выразить p и q через x, y, z, P , Q.

2 шаг. Дифференцируя полученное соотношение, затем находим dp
как функцию от dx, dy, dz, dP , dQ. Заменяя dz, dP , dQ на pdx + qdy,
RdX + SdY , SdX + TdY , затем p и q — их значениями, найденными
на 1ом шаге, dX и dY — их значениями, полученными из (12.2.6) (где
dz должно быть заменено на pdx + qdy с уже найденными p и q), мы
выражаем dp как комбинацию dx и dy, которая, будучи представленной
в виде dp = rdx+ sdy, дает r и s как функции от x, y, z, P , Q, R, S, T .
Точно так же вычисляется t. Полученные результаты подставляются в
(12.2.5).

Полученное уравнение относительно P , Q, R, S, T содержит в дей-
ствительности величины x, y, z, а не X, Y , Z. Поэтому, если эти пере-
менные входят в уравнение, следует еще выразить (x, y, z) через (X,Y, Z),
решая систему уравнений (12.2.6).

12.7. Пример. В уравнении

x2 ∂
2u

∂x2
+ y2 ∂

2u

∂y2
+ z2 ∂

2u

∂z2
=

(
x
∂u

∂x

)2

+

(
y
∂u

∂y

)2

+

(
z
∂u

∂z

)2

(12.2.7)

положить

x = eξ, y = eη, z = eζ , u = ew, rде w = w(ξ, η, ζ). (12.2.8)

1 шаг. Начинаем с соотношения

dw =
∂w

∂ξ
dξ +

∂w

∂η
dη +

∂w

∂ζ
dζ, (12.2.9)

и находим соотношения между дифференциалами функций в (12.2.9):

dx = eξdξ,

dy = eηdη,

dz = eζdζ,

du = ewdw,

отсюда имеем

dξ = e−ξdx,

dη = e−ηdy,

dζ = e−ζdz

dw = e−wdu.

Подставляем полученные выражения для dξ, dη, dζ и dw в (12.2.9):

du =
∂w

∂ξ
ew−ξdx+

∂w

∂η
ew−ηdy +

∂w

∂ζ
ew−ζdz. (12.2.10)
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Следовательно, из (12.2.10) выводим

∂u

∂x
=
∂w

∂ξ
ew−ξ, (12.2.11)

∂u

∂y
=
∂w

∂η
ew−η, (12.2.12)

∂u

∂z
=
∂w

∂ζ
ew−ζ . (12.2.13)

Далее из (12.2.11)

d
(∂u
∂x

)
=
∂2u

∂x2
dx+

∂2u

∂x∂y
dy +

∂2u

∂x∂z
dz (12.2.14)

= ew−ξd
(∂w
∂ξ

)
+
∂w

∂ξ
dew−ξ

= ew−ξ
(∂2w

∂ξ2
dξ +

∂2w

∂ξ∂η
dη +

∂2w

∂ξ∂ζ
dζ
)

+
∂w

∂ξ
ew−ξ(dw − dξ)

= ew−ξ
(∂2w

∂ξ2
e−ξdx+

∂2w

∂ξ∂η
e−ηdy +

∂2w

∂ξ∂ζ
e−ζdz

)
(12.2.15)

+
∂w

∂ξ
ew−ξ

((∂w
∂ξ

e−ξdx+
∂w

∂η
e−ηdy +

∂w

∂ζ
e−ζdz

)
− e−ξdx

)
. (12.2.16)

Приравнивая выражения при dx, стоящие слева в (12.2.14) и справа в
(12.2.15)–(12.2.16), получаем

∂2u

∂x2
= ew−ξ

∂2w

∂ξ2
e−ξ +

∂w

∂ξ
ew−ξ

∂w

∂ξ
e−ξ − ∂w

∂ξ
ew−ξe−ξ

= ew−2ξ
(∂2w

∂ξ2
+
(∂w
∂ξ

)2

− ∂w

∂ξ

)
. (12.2.17)

Аналогично находим

∂2u

∂y2
= ew−2η

(∂2w

∂η2
+
(∂w
∂η

)2

− ∂w

∂η

)
, (12.2.18)

∂2u

∂z2
= ew−2ζ

(∂2w

∂ζ2
+
(∂w
∂ζ

)2

− ∂w

∂ζ

)
. (12.2.19)

Подставляя в (12.2.7) полученные выражения (12.2.17)–(12.2.19) для
вторых производных, выражения (12.2.11)–(12.2.13) для первых произ-
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водных, и (12.7) приходим к соотношению

ew
(∂2w

∂ξ2
+
(∂w
∂ξ

)2

− ∂w

∂ξ
+
∂2w

∂η2
+
(∂w
∂η

)2

− ∂w

∂η
+
∂2w

∂ζ2
+
(∂w
∂ζ

)2

− ∂w

∂ζ

)
=

(
ew
∂w

∂ξ

)2

+

(
ew
∂u

∂η

)2

+

(
ew
∂u

∂ζ

)2

,

из которого выводим окончательный результат:

∂2w

∂ξ2
+
∂2w

∂η2
+
∂2w

∂ζ2

=
∂w

∂ξ
+
∂w

∂η
+
∂w

∂ζ
+ (ew − 1)

((
∂w

∂ξ

)2

+

(
∂u

∂η

)2

+

(
∂u

∂ζ

)2
)
.

13 Теорема о ранге

13.1. Определение. n-Мерный открытый промежуток в Rn — это
множество вида {x ∈ Rn : |xj − aj | < rj}, rj ∈ (0,∞), j = 1, . . . , n.

13.2. Теорема. Пусть Ω — открытое множество в Rn и f ∈ Ck(Ω;Rm),
k ≥ 1, т. е. f : Ω → Rm — отображение класса Ck. Предположим, что
ранг Df(x) есть целое число r, не зависящее от точки x ∈ Ω. Тогда
существуют открытые окрестности U 3 a и V 3 b = f(a), n-мерный
открытый промежуток Q в Rn, m-мерный открытый промежуток Q′

в Rm соответственно и Ck-диффеоморфuзмы u : Q → U , u′ : V → Q′

такие, что отображение ϕ = u′ ◦ f ◦ u имеет вид

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xr, 0, . . . , 0).

Доказательство. После выполнения подходящих сдвигов и пере-
становок координат в Rn и Rm мы можем предполагать, что a = 0, b = 0
и что det

(
∂fi
∂xj

)
6= 0, i, j = 1, . . . , r.

1 шаг. Рассмотрим отображение w : Ω → Rn, определяемое равен-
ством

w(z) = (f1(z), . . . , fr(z), zr+1, . . . , zn),

где
f(z) = (f1(z), . . . , fr(z), . . . , fn(z)).
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Тогда Dw(0) — невырожденное линейное отображение; следовательно,
по теореме 11.1 об обратной функции, существуют окрестность U 3 0
и n-мерный открытый промежуток Q в Rn такие, что w : U → Q есть
Ck-диффеоморфизм. Пусть u = (w|U )−1. Очевидно,

f ◦ u(x) = (x1, . . . , xr, ϕr+1(x), . . . , ϕm(x)),

где ϕj ∈ Ck(Q), j = r + 1, . . . ,m. Если теперь ψ = f ◦ u, то

rankDψ(x) = r для x ∈ Q,

и потому
∂ϕj
∂xk

(x) = 0 в точках x ∈ Q, если j, k > r.

Таким образом, ϕj не зависят от xr+1, . . . , xm.
2 шаг. Пусть теперь Q = Qr × Qm−r, где Qr, Qm−r — открытые

промежутки соответственно в Rr, Rm−r. Пусть отображение

v : Qr × Rm−r → Qr × Rm−r

определяется равенством

v(x1, . . . , xr, . . . , xm)

= (x1, . . . , xr, xr+1 − ϕr+1(x1, . . . , xr), . . . , xm − ϕm(x1, . . . , xr)).
(13.0.1)

Очевидно, что v есть Ck-диффеоморфизм. Пусть Q′ — m-мерный от-
крытый промежуток в Rm, такой, что

v ◦ ψ(Q) ⊂ Q′ ⊂ Qr × Rm−r,

и пусть V = v−1(Q′). Если мы положим u′ = v|V , то получим, что

u′ ◦ f ◦ u(x1, . . . , xn) = u′ ◦ ψ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).
(13.0.2)

�

13.3. Замечание. Если в любой точке исходной окрестности Ω ⊂
Rn ранг отображения f : Ω→ Rm равен m, то точка b = f(a), где a ∈ Ω,
является внутренней точкой множества f(Ω), т. е. содержится в f(Ω)
вместе с некоторой своей окрестностью.
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Доказательство. Действительно, по доказанному отображение ϕ =
u′ ◦ f ◦ u : V → U в этом случае имеет вид

ϕ(x1, x2, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, x2, . . . , xm),

поэтому образ окрестности точки u0 = u−1(a) содержит некоторую
окрестность точки v0 = u′ ◦ f ◦ u(u0).

Но отображения u : Q→ U , u′ : V → Q′ — диффеоморфизмы, поэто-
му они переводят внутренние точки во внутренние. Записывая теперь
исходное отображение f в виде f = u′−1 ◦ (u′ ◦f ◦u)◦u−1, можем заклю-
чить,что точка b = f(a) является внутренней точкой образа окрестности
точки a. �

13.4. Замечание. Если ранг отображения f : Ω → Rm в любой
точке Ω равен k и k < m, то в некоторой окрестности точки a ∈ Ω ⊂ Rn
из (13.0.1) и (13.0.2) вытекает справедливость m− k соотношений

fi(x1, . . . , xn) = gi(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn))

(i = k + 1, . . . ,m). (13.0.3)

Указанные соотношения выписаны в принятом нами предположении
о том, что главный минор порядка k матрицы Df(a) отличен от нуля
т. е., что ранг k реализуется уже на наборе функций f1, . . . , fk. В про-
тивном случае можно было бы изменить нумерацию функций f1, . . . , fm
и снова иметь указанную ситуацию.

13.1. Зависимость функций

13.5. Определение. Говорят,что система непрерывных функций
f i(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m) является функционально независимой в
окрестности точки x0 = (x1

0, . . . , x
n
0 ), если для любой непрерывной функ-

ции F (y1, . . . , ym), определенной в окрестности точки y0 = (y1
0 , . . . , y

m
0 ) =

(f1(x0), . . . , fm(x0)) = f(x0), соотношение

F (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ≡ 0

в окрестности точки x0 возможно только в случае, когда F (y1, . . . , ym) ≡
0 в окрестности точки y0.

Линейная независимость, рассматривавшаяся в алгебре, есть неза-
висимость по отношению к линейным соотношениям

F (y1, . . . , ym) = λ1y
1 + . . .+ λmy

m.
118



Если система не является функционально независимой, то её назы-
вают функционально зависимой.

В случае линейной зависимости векторов один из них, очевидно, яв-
ляется линейной комбинацией остальных. Аналогичная ситуация имеет
место и в отношении функциональной зависимости системы гладких
функций.

13.6. Предложение. Если система f i(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m)
гладких функций, определенных в окрестности U(x0) точки x0 ∈ Rn,
такова, что ранг матрицы ∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xn

. . . . . . . . .
∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xn

 (x)

в любой точке x ∈ U один и тот же и равен k, то
1) при k = m система функционально независима в окрестности x0;
2) при k < m найдутся окрестность точки x0 и такие k функций си-

стемы, пусть f1, . . . , fk, что остальные m−k функций этой окрестности
представляются в виде

f i(x1, . . . , xn) = gi(f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn)),

где gi(y1, . . . , yk) — гладкие функции, определенные в окрестности точ-
ки y0 = (f1(x0), . . . , fm(x0)) и зависящие только от k координат текущей
точки y = (y1, . . . , ym).

Доказательство. В самом деле, если k = m, то в силу замечания
13.3 к теореме о ранге при отображении

y1 = f1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13.1.4)

ym = fm(x1, . . . , xn)

образ окрестности рассматриваемой точки x0 содержит целую окрест-
ность точки y0 = f(x0). Но тогда соотношение

F (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ≡ 0

в окрестности точки x0 возможно только при условии, что

F (f1, . . . , fm) ≡ 0
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в окрестности точки y0. Этим первое утверждение доказано.
Если же k < m и ранг k отображения реализуется уже на функ-

циях f1, . . . , fk, то в силу замечания 13.4 к теореме о ранге найдутся
такие окрестность точки y0 = f(x0) и m− k определённых в ней функ-
ций gi(y) = gi(y1, . . . , yk) того же порядка гладкости, как и функции
системы, что в некоторой окрестности точки x0 будут выполнены соот-
ношения (13.0.3). Этим доказано и второе утверждение.

Мы показали, что если k < m, то найдется m−k специальных функ-
ций F i(y) = yi − gi(y1, . . . , yk) (i = k + 1, . . . ,m) (см. (13.0.2)), устанав-
ливающих соотношения

F i(f1(x), . . . , fk(x), f i(x)) ≡ 0 (i = k + 1, . . . ,m) (см. (13.0.3))

между функциями системы f1, . . . , fk, . . . , fm в окрестности точки x0.
�
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