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Предисловие

Интуитивное представление о площади фигур на плоскости подска-
зывает правдоподобность следующих свойств.

1) Монотонность: если фигура A содержится в фигуре B, то
S(A) ≤ S(B).

2) Аддитивность: для непересекающихся фигур A и B имеем
S(A ∪B) = S(A) + S(B).

Предположим, что на отрезке [a, b] ⊂ R задана непрерывная функ-
ция f : [a, b] → R. Для точки x ∈ [a, b] обозначим символом S(x) пло-
щадь криволинейной трапеции, заключенной между графиком функ-
ции, прямолинейным отрезком [a, x] на оси абсцисс и прямолинейными
отрезками {a} × [0, f(a)] и {x} × [0, f(x)], параллельными оси ординат.
Если эта площадь удовлетворяет свойствам 1) и 2), то нетрудно найти
производную функции S(x):

S′(x) = lim
∆x→0

S(x+ ∆x)− S(x)

∆x
= f(x),

где S(x+ ∆x)− S(x) = (f(x) + o(1))∆x — площадь криволинейной тра-
пеции при ∆x → 0, заключенной между графиком функции и прямо-
линейным отрезком [x, x + ∆x], ∆x > 0, ([x + ∆x, x], ∆x < 0) на оси
абсцисс, а величина o(1) удовлетворяет условию:

|o(1)| ≤ osc(f ; [x, x+ ∆x]) = max
y∈[x,x+∆x]

f(y)− min
y∈[x,x+∆x]

f(y).

Приведенное здесь вычисление служит мотивировкой для определе-
ния интеграла Ньютона: если производная функции F : [a, b] → R су-
ществует во всех точках x ∈ [a, b] и совпадает с функцией f : [a, b]→ R,
то полагают

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Правая часть не зависит от выбора функции F и поэтому интеграл опре-
делен корректно. В случае неотрицательной функции f значения инте-
грала совпадает с площадью криволинейной трапеции. При таком под-
ходе к интегралу требуется дополнительная работа, связанная с опре-
делением площади и доказательством ее основных свойств.
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1 От интеграла Римана к интегрированию по
конечно-аддитивной мере

1.1 Определение интеграла Римана

Рассмотрим ограниченную функцию f : [a, b] → R. Фиксируем на от-
резке [a, b] набор точек P = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}. Классический
подход к определению интеграла Римана состоит в том, чтобы функции
f : [a, b]→ R и набору точек P сопоставить интегральную сумму

S(f,P) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1), (1.1.1)

где точка ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n, выбирается произвольным образом.
Понятно, что значение суммы (1.1.1) зависит от функции f , выбора то-
чек ξi и «мелкости» разбиения P. Мелкость разбиения P характеризует-
ся числом diamP = max

i=1,...,n
xi−xi−1. Может случиться так, что значения

суммы (1.1.1) будут мало отличаться одно от другого для всех доста-
точно мелких разбиений и произвольном выборе точек ξi ∈ [xi−1, xi].
Предел интегральных сумм (1.1.1) называется интегралом функции f .
Точное определение формулируется следующим образом.

1.1. Определение. Интегралом Римана ограниченной функции f :
[a, b] → R на отрезке [a, b] называется число I такое, что для любого
ε > 0 существует δ > 0, при котором

|I − S(f,P)| < ε (1.1.2)

для любого разбиения P отрезка [a, b] c diamP < δ, и любого выбо-
ра точек ξi ∈ [xi−1, xi]. Функция f , для которой существует интеграл,
называется интегрируемой, а значение I интеграла обозначается сим-
волом

b∫
a

f(x) dx.

Ниже мы приводим альтернативное определение интеграла Римана:
его эквивалентность приведенному выше будет доказана ниже в разделе
??.

Рассмотрим ограниченную функцию f : [a, b] → R. Фиксируем на
отрезке [a, b] набор точек P = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b}. Функции f
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и набору точек P соответствуют числа

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x),

mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x),

U(P; f) =

n∑
i=1

Mi(xi − xi−1), (1.1.3)

L(P; f) =

n∑
i=1

mi(xi − xi−1). (1.1.4)

Отправляясь от (1.1.3) и (1.1.4) введем верхний интеграл Дарбу

b∫
a

∗
f(x) dx = inf

P
U(P; f), (1.1.5)

и нижний интеграл Дарбу

b∫
a
∗
f(x) dx = sup

P
L(P; f), (1.1.6)

где нижняя и верхняя грани берутся по всем разбиениям P отрезка
[a, b].

1.2. Определение. Если верхний интеграл (1.1.5) равен нижнему
(1.1.6), то мы будем говорить, что функция f интегрируема по Риману
на сегменте [a, b] и писать f ∈ R([a, b]), а общее значение величин (1.1.5)
и (1.1.6) будем обозначать символом

b∫
a

f(x) dx или просто
b∫
a

f dx. (1.1.7)

Внимательный анализ определения 1.1 приводит к следующим на-
блюдениям.

1.2 Критерий Коши существования интеграла

1) Для интегрируемой функции с необходимость выполняется следу-
ющее условие (необходимая часть критерия Коши): для любого ε > 0
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существует δ > 0 такое, что
n∑
i=1

(f(ξ′i)− f(ξ′′i ))(xi − xi−1) < ε (1.2.8)

для любого разбиения P отрезка [a, b] c diamP < δ, и любого выбора
точек ξ′i, ξ′′i ∈ [xi−1, xi] с условием f(ξ′i) ≥ f(ξ′′i ) для всех возможных i.

Доказательство вытекает непосредственно из определения интегри-
руемой функции. Действительно, для произвольно выбранного ε > 0 по
определению 1.1 существует δ > 0, при котором∣∣∣∣I − n∑

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

∣∣∣∣ < ε

2

для любого разбиения P отрезка [a, b] c diamP < δ и любого выбора
точек ξi ∈ [xi−1, xi]. Выберем теперь в качестве ξi ∈ [xi−1, xi] точки
ξ′i ∈ [xi−1, xi] и ξ′′i ∈ [xi−1, xi] так, чтобы f(ξ′i) ≥ f(ξ′′i ), i = 1, . . . , n.
Тогда

n∑
i=1

(f(ξ′i)− f(ξ′′i ))(xi − xi−1)

≤
∣∣∣∣I − n∑

i=1

f(ξ′i)(xi − xi−1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣I − n∑
i=1

f(ξ′′i )(xi − xi−1)

∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε. (1.2.9)

Ниже будет показано, что доказанный признак интегрируемости так-
же и достаточен, т. е. он, на самом деле, — критерий.

Здесь мы только выведем, что функция, интегрируемая в смысле
определения 1.1, интегрируема также и в смысле определения 22.14.
Для этого в левой части соотношений (1.2.9) перейдем к верхней грани
по всем ξ′1 ∈ [x0, x1], а затем к нижней грани по всем ξ′′1 ∈ [x0, x1]. В
результате получим

(M1 −m1)(x1 − x0) +

n∑
i=2

(f(ξ′i)− f(ξ′′i ))(xi − xi−1) ≤ ε.

Далее по индукции предполагаем выполненным соотношение

k∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) +

n∑
i=k+1

(f(ξ′i)− f(ξ′′i ))(xi − xi−1) ≤ ε (1.2.10)
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для k < n. Далее в левой части соотношения (1.2.10) перейдем к верхней
грани по всем ξ′k+1 ∈ [xk+1, xk], а затем к нижней грани по всем ξ′′k+1 ∈
[xk+1, xk]. В результате получим выполнение соотношения (1.2.10) для
k + 1 вместо k, если k + 1 < n, и выполнение соотношения

U(P; f)− L(P; f) =

n∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) ≤ ε, (1.2.11)

если k + 1 = n. Таким образом, соотношение (1.2.11) индукцией по k
доказано. Так как ε — произвольное положительное число, отсюда вы-
водим

inf
P
U(P; f) = sup

P
L(P; f).

Таким образом, функция f интегрируема в смысле определения 22.14.

1.3 Переход к дизьюнктным разбиениям

1.3. Предложение. Фиксируем на отрезке [a, b] набор точек P =
{a = x0 < x1 < . . . < xn = b}. Вместо замкнутых отрезков [xi−1, xi], на
которых выбираются точки ξi при определении суммы (1.1.1), можно
рассматривать дизьюнктные промежутки 〈xi−1, xi〉 такие, что [a, b] =
n⋃
i=1

〈xi−1, xi〉, а точку ξi выбирать на промежутке 〈xi−1, xi〉, а не на от-

резке [xi−1, xi], т. е. можно считать, что ξi ∈ 〈xi−1, xi〉.

Доказательство. Доказательство, индукцией по числу промежут-
ков. Если разбиение состоит только из одного промежутка [a, b], то точ-
ку ξ можно выбрать произвольным образом. Пусть утверждение дока-
зано, что любого разбиения отрезка [a, b] на не более чем n дизьюнктных
промежутков 〈xi−1, xi〉.

Рассмотрим теперь разбиение отрезка [a, b] на n + 1 дизьюнктный

промежуток: [a, b] =
n+1⋃
i=1

〈xi−1, xi〉. Если ξ1 ∈ [x0, x1] не совпадает с x1,

то вместо отрезка [x0, x1] будем рассматривать промежуток [x0, x1), а
вместо отрезка [a, b] — отрезок [x1, b], разбитый на n отрезков. К отрез-
ку [x1, b] применимо индукционное предположение и поэтому [x1, b] =
n+1⋃
i=2

〈xi−1, xi〉. Совокупность из n+ 1 промежутка

[x0, x1), [x1, x2〉, . . . , 〈xi−1, xi〉, i = 3, . . . , n,

— это дизьюнктное разбиение отрезка [a, b].
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Если случилось так, что для двух соседних отрезков [x0, x1] и [x1, x2]
в качестве точек ξ1 и ξ2 выбрана одна и та же точка x1, то в интеграль-
ной сумме (1.1.1) сумма

f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1)

равна f(x1)(x2 − x0). Если n = 2, то ситуация сводится к базе индук-
ции. Иначе мы имеем промежуток [x0, x2) вместо объединения [x0, x1]∪
[x0, x2] и отрезок [x2, b], разбитый на n−1 отрезков. К отрезку [x2, b] при-

менимо индукционное предположение и поэтому [x2, b] =
n+1⋃
i=3

〈xi−1, xi〉.

Совокупность из n промежутка

[x0, x2), [x2, x3〉, . . . , 〈xi−1, xi〉, i = 4, . . . , n,

— это дизьюнктное разбиение отрезка [a, b].
Осталось рассмотреть последний случай ξ1 = x1, а ξ2 6= x1. Если ξ2 6=

x2, то имеем дизьюнктные промежутки [x0, x1], (x1, x2), [x2, b], причем
отрезок [x2, b] разбит на n−1 отрезков. Следовательно, к отрезку [x2, b]
применимо индукционное предположение.

Если же ξ2 = x2, то далее может случиться, что ξi = xi для всех
i = 1, 2, . . . , n+ 1. В этом случае дизьюнктным разбиением отрезка [a, b]
будет [x0, x1], (x1, x2], . . . , (xn+1, b].

Иначе найдется i0 < n+ 1 такое, что ξi = xi для всех i = 1, . . . , i0, а
ξi0+1 6= xi0+1. Имеем дизьюнктные промежутки

[x0, x1], (x1, x2], . . . , (xi0−1, xi0 ], (xi0 , [xi0+1), [xi0+1, b],

причем отрезок [xi0+1, b] разбит на n + 1 − (i0 + 1) = n − i0 отрезков.
Следовательно, к отрезку [xi0+1, b] применимо индукционное предполо-
жение, и утверждение 1.3 доказано.

1.4 Переход к ступенчатым функциям

На основании сказанного в предыдущем разделе совокупность {〈xi−1, xi〉},
i = 1, . . . , n, можно считать состоящей только из попарно непересека-
ющихся промежутков, называемую в дальнейшем дизъюнктной. По-

скольку [a, b] =
n⋃
i=1

〈xi−1, xi〉, то совокупность {〈xi−1, xi〉}, i = 1, . . . , n,

представляет собой дизъюнктное разбиение отрезка [a, b].
Функции f и дизъюнктному разбиению P = {Pi}, где Pi = 〈xi−1, xi〉,

отрезка [a, b] сопоставим интегральную сумму, аналогичную (1.1.1):

S(f,P) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1), (1.4.12)
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где точка ξi ∈ 〈xi−1, xi〉 выбирается произвольным образом. Понятно,
что значение суммы (1.4.12) зависит от функции f , выбора точек ξi и
«мелкости» разбиения P. Мелкость разбиения P характеризуется чис-
лом diamP = max

i=1,...,n
xi − xi−1.

Интегральную сумму S(f,P) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi−xi−1) можно рассматри-

вать как значение интеграла от функции, принимающей лишь конечный
набор значений: полагая

ϕ(y) = f(ξi), если y ∈ 〈xi−1, xi〉,

имеем

S(ϕ,P) =

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) =

b∫
a

ϕ(x) dx.

Функция, для которой найдется дизъюнктное разбиение отрезка [a, b]
на конечный набор промежутков такое, что функция принимает посто-
янное значение на каждом промежутке разбиения, называется ступен-
чатой.

Определение 1.1 интеграла эквивалентно следующему.

1.4. Предложение. Функция f : [a, b] → R интегрируема по Ри-
ману тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существуют две
ступенчатые функции ϕ и ψ такие, что

1) |f(x)− ϕ(x)| ≤ ψ(x) для всех x ∈ [a, b],

2)
b∫
a

ψ(x) dx < ε.

Доказательство. Приведем схему доказательства не вдаваясь в
технические детали. Действительно, если функция f : [a, b] → R инте-
грируема по Риману, для любого ε > 0 по определению 1.1 существует
δ > 0, при котором

∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dx−
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

∣∣∣∣ < ε

4

для любого дизьюнктного разбиения P отрезка [a, b] c diamP < δ и
любого выбора точек ξi ∈ 〈xi−1, xi〉. Полагаем ϕ(x) = f(ξi), если x ∈
〈xi−1, xi〉, а ψ(x) = Mi −mi, если x ∈ 〈xi−1, xi〉.
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Тогда имеем соотношения 1) и
b∫
a

ψ(x) dx ≤ ε
2 < ε (см. (1.2.11)).

Пусть теперь функция f : [a, b] → R такова, что для любого ε > 0
существуют две ступенчатые функции ϕ и ψ такие, что выполняются
условия 1–2 предложения 1.4. Тогда для любого n ∈ N найдутся две
ступенчатые функции ϕn и ψn такие, что

1) |f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x) для всех x ∈ [a, b],

2)
b∫
a

ψn(x) dx < 1
n .

Теперь имеем

∣∣∣∣
b∫
a

ϕn(x) dx−
b∫
a

ϕm(x) dx

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|ϕn(x)− ϕm(x)| dx (1.4.13)

=

b∫
a

∗
|ϕn(x)− ϕm(x)| dx =

b∫
a

∗
|ϕn(x)− f(x) + f(x)− ϕm(x)| dx

(1.4.14)

≤
b∫
a

∗
(|ϕn(x)− f(x)|+ |f(x)− ϕm(x)|) dx (1.4.15)

≤
b∫
a

∗
|ϕn(x)− f(x)| dx+

b∫
a

∗
|f(x)− ϕm(x)| dx (1.4.16)

≤
b∫
a

∗
ψn(x) dx+

b∫
a

∗
ψm(x) dx =

b∫
a

ψn(x) dx+

b∫
a

ψm(x) dx ≤ 1

n
+

1

m
.

(1.4.17)

Отсюда выводим, что последовательность интегралов
b∫
a

ϕn(x) dx фун-

даментальная. Следовательно, существует предел lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dx = I.

Этот предел и будет значением интеграла
b∫
a

f(x) dx.

Заметим, что в преобразованиях формул (1.4.13)–(1.4.17) мы приме-
нили следующие свойства, которые еще предстоит доказать.

1) В неравенстве (1.4.13) использованы свойства линейности опера-
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ции интегрирования на ступенчатых функциях и свойство ограничен-
ности интеграла.

2) В переходе от (1.4.13) к (1.4.14) мы применили свойство, что инте-
грал от модуля ступенчатой функции равен верхнему интегралу Дарбу
от модуля этой функции.

3) В переходе от (1.4.14) к (1.4.15) мы применили свойство монотон-
ности верхнего интеграла от модуля функций.

4) В переходе от (1.4.15) к (1.4.16) мы применили неравенство тре-
угольника для верхнего интеграла от модуля функций.

5) В переходе от (1.4.16) к (1.4.17) мы применили свойство монотон-
ности верхнего интеграла от модуля функций.

Дальнейшая программа состоит в том, чтобы свойства 1–2 предло-
жения 1.4 взять в качестве определения интеграла. При таком подходе
мы расширяем как возможности для области значений интегрируемых
функций, так и возможности для рассмотрения широкого класса конеч-
но аддитивных мер.

2 Множества и их характеристические функции

Пусть X — некоторое множество.
2.1. Определение. Индикатором (или характеристической

функцией) подмножества A ⊂ X называется функция

χA(x) =

{
1, если x ∈ A,
0, если x /∈ A.

Между теоретико-множественными операциями над множествами и
арифметическими операциями над их индикаторами существует опре-
деленная связь, отмеченная в следующих соотношениях.

2.2. χ∅ ≡ 0, χX ≡ 1.

2.3. A ⊂ B тогда и только тогда, когда χA(x) ≤ χB(x) для всех
x ∈ X.

2.4. χA∩B = χA · χB = min{χA, χB}.

2.5. χA∪B = χA + χB − χA∩B = max{χA, χB}.

2.6. χA\B = χA − χA · χB .
13



2.7. Если A ⊂ X, а B ⊂ Y, то χA×B(x, y) = χA(x) · χB(y), x ∈ X,
y ∈ Y.

2.8. χA∆B = |χA−χB |, где A∆B = (A\B)∪(B\A) — симметрическая
разность множеств A и B.

Напомним, что некоторая система подмножеств A ⊂ X называется
дизъюнктной, если два произвольных различных множества этой си-
стемы не пересекаются.

2.9. Задача. Система подмножеств A ⊂ X дизъюнктна тогда и
только тогда, когда χA1 ·χA2 = 0 для любых различных множеств A1 и
A2 данной системы.

3 Разбиения отрезка
Напомним, что промежутком ∆ = 〈c, d〉, c, d ∈ R, называется одно

из множеств

[c, d] = {x ∈ R : c ≤ x ≤ d}, c ≤ d,
(c, d] = {x ∈ R : c < x ≤ d}, c < d,

[c, d) = {x ∈ R : c ≤ x < d}, c < d,

(c, d) = {x ∈ R : c < x < d}, c < d.

Таким образом, промежутки — всегда непустые множества, а первый
из приведенных может вырождаться в точку при c = d. Промежутки
первого типа называются также отрезками (или замкнутыми проме-
жутками), а четвертого типа — интервалами (или открытыми про-
межутками).

3.1. Определение. Пусть 〈a, b〉 ⊂ R — фиксированный промежу-
ток. Конечная система промежутков {∆i ⊂ 〈a, b〉}, i = 1, . . . , n, называ-
ется разбиением промежутка 〈a, b〉, если выполняются следующие усло-
вия:

1) система промежутков {∆i} дизъюнктна, т. е., ∆i ∩ ∆j = ∅ при
всех i 6= j;

2) 〈a, b〉 =
⋃
i

∆i.

3.2. Задача. Конечная система промежутков {∆i ⊂ 〈a, b〉}, i =
1, . . . , n, образует разбиение промежутка 〈a, b〉 тогда и только тогда,
когда

χ〈a,b〉 =

n∑
i=1

χ∆i
.
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Заметим, что промежутки {∆i = 〈xi−1, xi〉}, i = 1, . . . , n, всегда мож-
но перенумеровать так, чтобы концы всех промежутков были упорядо-
чены следующим образом: a = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn = b.

3.3. Задача. Указать необходимые и достаточные условия на рас-
положение точек, при выполнении которых всякая конечная неубыва-
ющая последовательность точек a = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn = b
приводит к разбиению {∆i = 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n} отрезка [a, b].

3.4. Определение. Пусть даны два разбиения {∆i} и {Pj} проме-
жутка 〈a, b〉. Разбиение {Pj} называется подразбиением или измельче-
нием разбиения {∆i}, если всякий промежуток Pj содержится в одном
из промежутков разбиения {∆i}.

3.5. Задача. Разбиение {Pj} промежутка 〈a, b〉 является подразби-
ением разбиения {∆i} промежутка 〈a, b〉 тогда и только тогда, когда
для любого Pj найдется ∆i такое, что χPj ≤ χ∆i , т. е.,

χPj (x) ≤ χ∆i(x) для всех x ∈ 〈a, b〉.

Утверждение эквивалентно тому, что для любого Pj найдется ∆i такое,
что χPj · χ∆i = χPj .

3.6. Задача. Если разбиение {Pj} промежутка 〈a, b〉 является под-
разбиением разбиения {∆i} промежутка 〈a, b〉, то всякий промежуток
∆i равен объединению некоторой совокупности промежутков разбие-
ния {Pj}. (Указание: Проверить, что χ∆i

= χ∆i
·χ〈a,b〉 = χ∆i

·
∑
j

χPj =∑
j

χ∆i · χPj =
∑
j

χ∆i∩Pj . Следовательно, ∆i =
⋃

j, Pj∩∆i 6=∅
Pj .)

3.7. Лемма. Пусть даны два разбиения {∆i} и {Tj} промежутка
〈a, b〉. Тогда существует разбиение {Pk} отрезка [a, b], которое одно-
временно является измельчением как разбиения {∆i}, так и разбиения
{Tj}, и, кроме того,

∆i =
⋃

k,Pk∩∆i 6=∅

Pk и Tj =
⋃

k,Pk∩Tj 6=∅

Pk. (3.0.1)

Доказательство. Заметим, что непустое пересечение двух проме-
жутков всегда является промежутком. В качестве разбиения {Pk} от-
резка [a, b] можно взять всевозможные непустые пересечения ∆i ∩ Tj .
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Во-первых, промежутки Pk попарно не пересекаются (так как каждое
из разбиений {∆i} и {Tj} дизъюнктно), и, во-вторых,⋃

k

Pk =
⋃
i,j

∆i ∩ Tj =
⋃
i

∆i ∩
⋃
j

Tj = 〈a, b〉 ∩ 〈a, b〉 = 〈a, b〉.

Таким образом, новое разбиение удовлетворяет определению 3.1. Непо-
средственно проверяется, что {Pk} является одновременно измельчени-
ем разбиений {∆i} и {Tj}.

3.8. Задача. Привести другое доказательство леммы 3.7, основан-
ное на свойствах характеристических функций: χ〈a,b〉 =

∑
i

χ∆i =
∑
j

χTj .

Тогда χ〈a,b〉 = χ〈a,b〉 · χ〈a,b〉 =
∑
i

χ∆i
·
∑
j

χTj =
∑
i,j

χ∆i
· χTj =

∑
i,j

χ∆i∩Tj .

Напомним, что множество D ⊂ R называется замкнутым, если оно
содержит все свои точки прикосновения, и — открытым, если вместе с
любой точкой x ∈ D в этом множестве содержится некоторый интервал
U = (x − r, x + r), r > 0. Заметим, что всякий интервал — это откры-
тое множество. Замыканием D множества D называется объединение
множества D со всеми его точками прикосновения. Заметим, что замы-
кание промежутка 〈c, b〉 совпадает с [c, b]. Таким образом, отрезки — это
замкнутые множества.

3.9. Лемма о разбиении, подчиненном открытому покры-
тию. 1) Пусть конечная система {Ui} интервалов образует покрытие
отрезка [a, b]. Тогда существует разбиение {Pk} отрезка [a, b] такое, что
замыкание P k каждого промежутка этого разбиения содержится в неко-
тором интервале Uj ∈ {Ui}.

2) Более того, если центры xi ∈ Ui открытых промежутков Ui при-
надлежат отрезку [a, b], то разбиение {Pk} отрезка [a, b] можно выбрать
так, что замыканию P k промежутка Pk, содержащемуся в некотором
открытом промежутке Uj ∈ {Ui}, будет принадлежать также центр
xj ∈ Uj .

Доказательство. 1) Заметим, что если центр интервала {Ui} не
принадлежит отрезку [a, b], то его можно уменьшить так, чтобы его
центр принадлежал отрезку [a, b], а система {Ui} полученных таким
образом интервалов удовлетворяла второму условию леммы.

Поэтому достаточно доказать только второе утверждение.
2) Если [a, b] ⊂ U1, то в качестве разбиения возьмем отрезок [a, b].
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Предположим, что лемма доказана в случае покрытия произволь-
ного отрезка системой из n открытых промежутков, центры которых
принадлежат этому отрезку.

Рассмотрим покрытие отрезка [a, b] системой {Ui(xi)} из (n + 1)-
го открытого промежутка, центры xi которых принадлежат [a, b], i =
1, . . . , n+ 1. Если хотя бы один из интервалов содержится в другом, то
выкинем его, и по предположению индукции лемма доказана.

Если данная система интервалов не избыточна, то упорядочим ин-
тервалы по возрастанию центров. Находим точку α в пересечении ин-
тервалов U1, U2 и (x1, x2). Такая точка найдется из условия неизбыточ-
ности системы. Тогда [a, α] ⊂ U1, а отрезок [α, b] покрывается n интер-
валами {Ui(xi)}, i = 2, . . . , n + 1. По предположению индукции лемма
доказана.

3.10. Лемма. 1) Дополнение к замкнутому множеству A ⊂ R от-
крыто.

2) Дополнение к открытому множеству G ⊂ R замкнуто.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Если, напротив,
для точки x ∈ R \ A не существует окрестности U 3 x такой, что
U ⊂ R\A, то любая окрестность точки x пересекается с множеством A.
Таким образом, x является точкой прикосновения для A, и, в силу за-
мкнутости множества A, должна ему принадлежать, что противоречит
выбору точки x.

Чтобы доказать второе утверждение, заметим, что любая точка от-
крытого множества G не может быть точкой прикосновения для допол-
нения к множеству G. Поэтому дополнение R \ G содержит все свои
точки прикосновения.

Приведем следующее утверждение.

3.11. Лемма. 1) Объединение произвольной совокупности откры-
тых на R множеств открыто.

2) Пересечение конечного числа открытых множеств открыто.
3) Пересечение произвольной совокупности замкнутых на R мно-

жеств замкнуто.
4) Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто.

Доказательство. 1) Пусть {Uξ}ξ∈Ξ — произвольное семейство от-
крытых множеств, U = ∪ξ∈ΞUξ. Покажем, что U открыто. Пусть x ∈ U .
Тогда x ∈ Uξ для некоторого ξ ∈ Ξ. Так как Uξ открыто, то мы можем
взять ε > 0 такое, что (x−ε, x+ε) ⊆ Uξ. В этом случае (x−ε, x+ε) ⊆ U .
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2) Достаточно показать, что если U и V — открытые множества, то
U ∩ V открыто. Действительно, пусть x ∈ U ∩ V . Тогда, так как U и V
открыты, то мы можем взять ε1, ε2 > 0 такие, что (x− ε1, x + ε1) ⊂ U ,
(x−ε2, x+ε2) ⊂ V . Теперь, если ε = min(ε1, ε2), то ε > 0, и (x−ε, x+ε) ⊂
U ∩ V .

Утверждения 3) и 4) получаются из предыдущих утверждений 1) и
2), примененных к дополнениям рассматриваемых множеств (см. лемму
3.10).

3.12. Теорема. 1) Любое непустое открытое множество U на веще-
ственной прямой есть объединение не более чем счетной совокупности
взаимно-непересекающихся интервалов.

2) Если открытое множество U равно объединению конечной сово-
купности промежутков, то оно представимо как объединение конечного
числа взаимно-непересекающихся интервалов.

Доказательство. 1) Назовем две точки x, y ∈ U эквивалентными
при выполнении следующего условия: [x, y] ⊂ U , если x ≤ y, или [y, x] ⊂
U , если y ≤ x. Эквивалентные точки x, y ∈ U обозначаем символом
x ∼ y. Непосредственно проверяется, что введенное отношение является
отношением эквивалентности, т. е., оно

1) рефлексивно: x ∼ x;
2) симметрично: если x ∼ y, то y ∼ x;
3) транзитивно: если x ∼ y и y ∼ z, то x ∼ z.
По известной теореме о разбиении на классы эквивалентности мно-

жество U разбивается на непересекающиеся непустые классы Uξ, при-
чем точки x, y ∈ U входят в один класс тогда и только тогда, когда они
эквивалентны. Заметим, что всякая точка x содержится в U вместе с
некоторой своей окрестностью V (x) = (x − ε, x + ε), ε > 0. Поэтому,
если эта точка принадлежит классу Uξ, то окрестность V (x) также со-
держится в Uξ (применить свойство транзитивности). Таким образом,
каждый класс Uξ — это открытое множество. Поскольку в каждом от-
крытом множестве Uξ найдется рациональная точка и различные клас-
сы не пересекаются, то совокупность множеств Uξ равномощна некото-
рому подмножеству множества рациональных чисел и, следовательно,
она не более чем счетна.

Остается показать, что каждый класс Uξ совпадает с открытым про-
межутком (inf Uξ, supUξ), где inf Uξ, supUξ ∈ R. Очевидно

Uξ ⊂ [inf Uξ, supUξ].
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Заметим, что если inf Uξ ∈ Uξ, то, с одной стороны, inf Uξ 6= −∞, по-
скольку Uξ ⊂ U ⊂ R, а с другой стороны, inf Uξ принадлежит Uξ вместе
с точками некоторой своей окрестности. В последнем случае найдется
точка x ∈ Uξ такая, что x < inf Uξ. Последнее противоречит тому, что
inf Uξ является одной из нижних границ множества Uξ. Следовательно,
inf Uξ /∈ Uξ. Аналогично доказывается, что supUξ /∈ Uξ. Таким образом,
доказано включение Uξ ⊂ (inf Uξ, supUξ).

Покажем теперь, что любая точка x ∈ (inf Uξ, supUξ) принадлежит
также Uξ. Действительно, по определению нижней и верхней граней
числового множества найдутся такие элементы z, y ∈ Uξ, что inf Uξ <
z < x < y < supUξ. Поскольку z ∼ y, то [z, y] ⊂ U и, следователь-
но, [z, x] ⊂ U . Таким образом, z ∼ x и поэтому x ∈ Uξ. Включение
(inf Uξ, supUξ) ⊂ Uξ доказано. Вместе в ним доказано также равенство
Uξ = (inf Uξ, supUξ).

2) Доказательство второго свойства предоставляется читателю.

4 Ступенчатые функции

Напомним, что нормированным пространством называется вектор-
ное пространство V над полем либо действительных, либо комплексных
чисел, на котором задана норма | · | : V→ [0,∞), удовлетворяющая трем
стандартным условиям:

1) |x| ≥ 0 для любого x ∈ V, и |x| = 0 тогда и только тогда, когда
x = 0;

2) |cx| = |c||x| для любых x ∈ V и c ∈ K, где K — поле скаляров
векторного пространства V;

3) |x+ y| ≤ |x|+ |y| для любых x, y ∈ V.
Фиксируем нормированное пространство V.
4.1. Определение. Функция ϕ : [a, b] → V называется ступенча-

той (относительно некоторого разбиения), если существует разбиение
{∆i} отрезка [a, b] такое, что на каждом из промежутков ∆i функция
принимает некоторое значение ci ∈ V, i = 1, . . . , l. Всякую ступенчатую
функцию можно записать в виде

ϕ(x) =

l∑
i=1

ciχ∆i
(x).

Совокупность ступенчатых функций, определенных на [a, b] со зна-
чениями в V, обозначим символом Step([a, b];V). Если V = K (V = R),
то вместо Step([a, b];V) будем писать Step([a, b];K) (Step([a, b];R)).
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4.2. Свойство. Если ϕ1 ∈ Step([a, b];V), а ϕ2 ∈ Step([a, b];V) или
ϕ2 ∈ Step([a, b];K) — различные ступенчатые функции на отрезке [a, b],
то существует разбиение отрезка [a, b] такое, что каждая из функций ϕi,
i = 1, 2, является линейной комбинацией характеристических функций
этого разбиения.

Доказательство. Предположим, что ϕ1, ϕ2 ∈ Step([a, b];V) (слу-
чай ϕ2 ∈ Step([a, b];K) рассматривается аналогично). Тогда

ϕ1(x) =

n∑
i=1

ciχ∆i(x), ci ∈ V, и ϕ2(x) =

m∑
j=1

djχTj (x), dj ∈ V,

где {∆i} и {Tj} — разбиения отрезка [a, b]. В соответствии с леммой
3.7 непустые пересечения Pi,j = ∆i∩Tj образуют подразбиение отрезка
[a, b], которое измельчает данные разбиения. В силу определения 3.1
справедливы равенства

χ∆i
(x) =

∑
j,Tj∩∆i 6=∅

χPi,j (x) и χTj (x) =
∑

i,∆i∩Tj 6=∅

χPi,j (x).

Из приведенных соотношений получаем

ϕ1(x) =

n∑
i=1

ci
∑

j,∆i∩Tj 6=∅

χPi,j (x) =
∑
i,j

ci,jχPi,j (x),

где ci,j = ci, если ∆i ∩ Tj 6= ∅. Аналогично выводим

ϕ2(x) =
∑
i,j

di,jχPi,j (x),

где di,j = dj , если ∆i ∩ Tj 6= ∅.

4.3. Следствие. Если ϕ1 = ϕ2 в свойстве 4.2, т. е., если мы имеем
два различных представления

ϕ(x) =

n∑
i=1

ciχ∆i(x) =

m∑
j=1

djχTj (x)

для одной и той же ступенчатой функции ϕ, то в представлениях

ϕ(x) =
∑
i,j

ci,jχPi,j (x) и ϕ(x) =
∑
i,j

di,jχPi,j (x)

имеет место совпадение ci,j = di,j для всех i и j таких, что Pi,j =
∆i ∩ Tj 6= ∅.
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Доказательство непосредственно вытекает из линейной незави-
симости системы функций χPi,j (x), которая линейно независима из-за
дизъюнктности системы промежутков Pi,j .

4.4. Свойство. Со стандартными операциями поточечного сложе-
ния и умножения функций на числа из поля скаляров K пространства
V совокупность Step([a, b];V) является векторным пространством.

Указание. Для доказательства применить свойство 4.2.

4.5. Задача. Совокупность ступенчатых функций Step([a, b];V) яв-
ляется подпространством пространства B([a, b];V) всех ограниченных
функций, определенных на [a, b] со значениями в V.

4.6. Задача. Если ϕ ∈ Step([a, b];V), то функция [a, b] 3 x 7→ |ϕ(x)|
принадлежит Step([a, b];R).

4.7. Задача. Если ϕ,ψ ∈ Step([a, b];K), то их произведение ϕψ при-
надлежит Step([a, b];K).

4.8. Задача. Если ϕ1 ∈ Step([a, b];K), а ϕ2 ∈ Step([a, b];V), то про-
изведение ϕ1ϕ2 ∈ Step([a, b];V).

4.9. Задача. Если ϕ,ψ ∈ Step([a, b];R), то min(ϕ,ψ) и max(ϕ,ψ)
принадлежат Step([a, b];R).

4.10. Задача. Если ϕ ∈ Step([a, b];V), то для любого промежутка
〈c, d〉 ⊂ [a, b] произведение χ〈c,d〉ϕ — также ступенчатая функция.

5 Мера

5.1. Определение. Пусть задан некоторый непустой промежуток
〈a, b〉 ⊂ R. Вещественнозначная функция µ : P 7→ µ(P ), определенная
на совокупности всех промежутков P ⊂ 〈a, b〉 и принимающая значения
в R, называется конечно-аддитивной мерой, если она обладает следую-
щими свойствами:

1) неотрицательности: µ(P ) ≥ 0 для любого промежутка P ⊂ 〈a, b〉;
2) монотонности: µ(P ) ≤ µ(Q), если P ⊂ Q ⊂ 〈a, b〉;

и
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3) конечной аддитивности: если промежуток ∆ ⊂ 〈a, b〉 равен объ-
единению конечной дизъюнктной совокупности промежутков {Ti}, то
µ(∆) =

∑
i

µ(Ti).

В дальнейшем, если не оговорено специально, мы будем писать «ме-
ра» вместо «конечно-аддитивная мера».

5.2. Задача. Показать, что свойство монотонности вытекает из
свойства конечной аддитивности меры.

(Указание. Показать, что если промежуток P содержится в проме-
жутке Q, то Q может быть представлен как объединение не более чем
трех промежутков, один из которых P .)

Приведем примеры мер.

5.3. Пример. Если I ⊂ R — промежуток с концевыми точками a и b,
a ≤ b, то его мерой Лебега называется величина |I| = b− a, независимо
от того, включены концевые точки в промежуток или не включены.
Мера Лебега называется иногда канонической поскольку она возникла
при измерении длин протяженных объектов в результате длительной
эволюции.

5.4. Свойства меры Лебега. Мера Лебега обладает свойствами
1), 2) и 3) п. 5.1.

Доказательство первого и второго свойств очевидно. Третье свой-
ство доказывается по индукции.

5.5. Определение. Пусть α : R → R — неубывающая функция,
определенная на вещественной оси. Для промежутка ∆ = 〈a, b〉 ⊂ R
положим

µ(∆) = α(b)− α(a).

Отметим, что мера µ любого промежутка неотрицательна, а мера
точки x равна 0. Монотонно возрастающую функцию α, участвующую в
определении меры µ, будем в дальнейшем называть измеряющей функ-
цией.

5.6. Свойства меры. Мера определения 5.5 обладает свойствами
1), 2) и 3) п. 5.1.
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5.7. Задача. Показать, что конечно-аддитивная мера может быть
задана некоторой измеряющей функцией в соответствии с определением
5.5 тогда и только тогда, когда µ(x) = 0 для любой точки x ∈ [a, b].
(Указание. В качестве измеряющей функции следует взять g(x) =
µ([a, x]).)

В следующем примере указан другой способ задания меры на про-
межутках вещественной прямой по заданной измеряющей функции α.

5.8. Определение. Пусть α : R → R — неубывающая функция,
определенная на вещественной оси. Положим

µ([a, b]) = α(b+)− α(a−),

µ([a, b)) = α(b−)− α(a−),

µ((a, b]) = α(b+)− α(a+),

µ((a, b)) = α(b−)− α(a+).

Здесь α(x+) (α(x−)) — предел справа (слева) функции α в точке x.

Отметим, что мера µ любого промежутка неотрицательна, а мера
точки x равна скачку функции α в точке x: µ({x}) = α(x+)− α(x−).

5.9. Задача. Доказать, что мера из определения 5.8 обладает свой-
ствами 1), 2) и 3) п. 5.1.

5.10. Задача. Доказать, что мера из определения 5.8 удовлетво-
ряет условию µ(〈a, b〉) = α(b) − α(a) для любого промежутка 〈a, b〉 ⊂ R
тогда и только тогда, когда функция α непрерывна.

5.11. Задача. Привести пример конечно-аддитивной меры, кото-
рая не может быть определена по некоторой измеряющей функции в
соответствии с определениями 5.5 и 5.8.

5.12. Замечание. Заметим, что измеряющая функция α в опре-
делениях 5.5 и 5.8 задается на всей вещественной прямой R. В даль-
нейшем мы будем говорить о мерах определений 5.5 и 5.8, задаваемых
неубывающей на отрезке [a, b] функцией g : [a, b]→ R. Чтобы учесть по-
ведение меры в концевых точках отрезка [a, b] мы всегда предполагаем,
что функция g продолжается до функции α : R→ R как

α(x) =


g(a) для всех x ∈ (−∞, a],

g(x) для всех x ∈ (a, b),

g(b) для всех x ∈ [b,∞),

(5.0.1)
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и продолжение α задает меру на промежутках отрезка [a, b], поскольку
оно — измеряющая функция на R.

Мера и топология

Существенное отличие мер из определений 5.5 и 5.8 проявляется в
следующем свойстве.

5.13. Определение свойства регулярности. Рассмотрим меру
µ, определенную на промежутках из R, т. е., каждому промежутку Q со-
ответствует неотрицательное число µ(Q). Говорят, что функция µ обла-
дает свойством регулярности, если для любого промежутка Q и любо-
го числа ε > 0 существуют замкнутый промежуток F ⊂ R и открытый
промежуток G ⊂ R такие, что

F ⊂ Q ⊂ G и µ(G)− ε ≤ µ(Q) ≤ µ(F ) + ε.

Напомним, что множество D ⊂ R называется замкнутым, если оно
содержит все свои точки прикосновения, и открытым, если вместе с
любой точкой x ∈ D в этом множестве содержится некоторый интервал
U = (x− r, x+ r), r > 0. Замыканием множества D называется объеди-
нение множества D со всеми его точками прикосновения. Заметим, что
замыкание промежутка 〈a, b〉 совпадает с [a, b].

5.14. Задача. Показать, что мера определения 5.8 обладает свой-
ством регулярности, а мера определения 5.5 таким свойством не обла-
дает.

5.15. Определение. Определим δ-функцию Дирака (или меру Ди-
рака) в точке c ∈ R как меру δc такую, что δc(P ) = 1, если промежуток
P ⊂ R содержит точку c, и δc(P ) = 0 в противном случае. Про та-
кую меру говорят, что она определена единичной массой в точке c ∈ R.
Мерой Дирака (без уточнения точки c) называют меру, относящуюся к
нулю вещественной прямой.

5.16. Задача. Показать, что δc-функция Дирака является регуляр-
ной мерой.

5.17. Определение. Функцией Хевисайда называется веществен-
ная функция Y на R, определяемая по формуле

Y (x) =

{
0 для x ≤ 0,

1 для x > 0.
(5.0.2)
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5.18. Задача. Показать, что δ-функция Дирака задается функцией
Хевисайда в соответствии с определением 5.8, а δc-функция Дирака —
функцией Y (x− c).

5.19. Определение. Пусть {ck ∈ [a, b]}, k ∈ N, — не более чем

счетная совокупность попарно различных точек, а
∞∑
k=1

ak — произволь-

ный сходящийся ряд с положительными членами. Атомической мерой
промежутка P ⊂ [a, b] называют меру

µ(P ) =
∑

k, ck∈P

ak.

5.20. Задача. Показать, что мера определения 5.19 обладает свой-
ствами конечной и счетной аддитивности (см. ниже определение 5.34),
а также свойством регулярности.

5.21. Задача. Показать, что мера определения 5.19 может быть за-
дана некоторой измеряющей функцией в соответствии с определением
5.8. В качестве измеряющей функции можно, например, взять функ-
цию g(x) = µ([a, x]). Указать другие примеры измеряющих функций, с
помощью которых можно задать меру µ.

5.22. Задача. Показать, что конечно-аддитивная мера может быть
задана некоторой измеряющей функцией в соответствии с определени-
ем 5.8 тогда и только тогда, когда она регулярна. (Указание. В этом
случае достаточно показать, что µ({x}) = lim

r→0+
µ((x − r, x + r)), а за-

тем воспользоваться свойством конечной аддитивности: тогда µ([c, d]) =
lim
r→0+

µ((c− r, c+ r)) и т. д.)

Множества нулевой меры

5.23. Определение. Говорят, что множество E ⊂ R имеет µ-меру
нуль, если для любого ε > 0 существует покрытие этого множества не
более чем счетным набором промежутков Pi = 〈ai, bi〉, суммарная мера
которых меньше ε, т. е. ∑

i

µ(Pi) < ε.
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5.24. Задача. Доказать, что если мера µ обладает свойством регу-
лярности, то в определении множества нулевой µ-меры произвольные
промежутки можно заменить открытыми промежутками, т. е., множе-
ство E ⊂ R имеет µ-меру нуль тогда и только тогда, когда для любого
ε > 0 оно может быть покрыто не более чем счетным набором интерва-
лов Ui = (ai, bi) таким образом, что∑

i

µ(Ui) < ε.

Свойства

5.25. Любое подмножество множества µ-меры нуль имеет µ-меру
нуль.

Доказательство предоставляется читателю.

5.26. Объединение не более чем счетной совокупности множеств ну-
левой µ-меры есть множество нулевой µ-меры.

Доказательство. Пусть Ei — множества нулевой µ-меры и ε > 0.
Для произвольного i ∈ N множество Ei можно покрыть не более чем
счетной совокупностью промежутков Pi,j , j ∈ N, сумма µ-мер которых
меньше ε/2i:

∑
j

µ(Pi,j) < ε/2i. Тогда

∞⋃
i=1

Ei ⊂
∞⋃
i=1

∞⋃
j=1

Pi,j и
∞∑

i,j=1

µ(Pi,j) =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

µ(Pi,j) <

∞∑
i=1

ε

2i
= ε.

5.27. Если µ — мера определения 5.5, то конечное (счетное) множе-
ство точек имеет µ-меру нуль.

5.28. Если µ — мера Лебега (или мера определения 5.8 с непре-
рывной измеряющей функцией α), то счетное множество точек имеет
µ-меру нуль независимо от способа определения.

Доказательство. В силу предыдущего свойства достаточно толь-
ко проверить, что точка имеет нулевую µ-меру. Это свойство вытекает
из непрерывности измеряющей функции (см. задачу 5.10):

µ({x}) = α(x+)− α(x−) = 0.
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Некоторые свойства мер и покрытий

Сформулируем здесь одно утверждение, доказываемое с помощью
леммы 3.9.

5.29. Следствие. Пусть отрезок [a, b] покрыт конечным числом
интервалов {Ui}, i = 1, . . . , k. Тогда

|[a, b]| <
k∑
i=1

|Ui|.

Доказательство. По лемме 3.9 существует разбиение {Pl} отрезка
[a, b] такое, что замыкание P l каждого промежутка этого разбиения
содержится в некотором открытом промежутке Ui. Поэтому имеем

|[a, b]| =
∑
l

|Pl| =
k∑
i=1

∑
l, P l⊂Ui

|Pl| <
k∑
i=1

|Ui|.

5.30. Задача. Пусть отрезок [a, b] покрыт конечным числом интер-
валов {Ui}, i = 1, . . . , k. Тогда

µ([a, b]) ≤
k∑
i=1

µ(Ui).

Привести пример измеряющей функции α и покрытия {Ui}, i = 1, . . . , k,
для которых вместо строгого неравенства будет равенство.

5.31. Лемма. Пусть {∆k} — дизъюнктная система промежутков,
содержащихся в открытом промежутке U , k ∈ N. Тогда

∞∑
k=1

µ(∆k) ≤ µ(U)

для любой конечно-аддитивной меры µ.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что для любой
конечной совокупности промежутков {∆k}, k = 1, . . . , l, справедливо
неравенство

l∑
k=1

µ(∆k) ≤ µ(U).

Так как l ∈ N — произвольное натуральное число, то в силу свойств
предела лемма доказана.
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5.32. Лемма. Пусть {∆k}, k ∈ N, — не более чем счетная дизъ-
юнктная система промежутков на отрезке [a, b] такая, что мера Лебега
дополнения [a, b] \

⋃
k

∆k равна нулю. Тогда

|[a, b]| =
∑
k

|∆k|.

Доказательство. Так как совокупность концевых точек системы
промежутков {∆k} не более чем счетная, то в силу свойства b), п. 5.28,
совокупность концевых точек промежутков, входящих в эту систему,
имеет нулевую меру. Поэтому эти промежутки можно считать откры-
тыми: все равно мера дополнения E = [a, b] \

⋃
k

∆k будет равна нулю.

По лемме 5.31 имеем
∑
k

|∆k| ≤ |[a, b]|, поэтому достаточно показать,

что строгого неравенства в приведенном соотношении быть не может.
Пусть, напротив,

∑
k

|∆k| = α < |[a, b]|. Рассмотрим произвольное по-

крытие множества E интервалами Uj такое, что
∑
j

|Uj | < |[a, b]| − α.

Тогда система интервалов {∆k, Uj} образует открытое покрытие отрез-
ка [a, b] и по теореме Бореля — Лебега из нее можно выделить конечное
подпокрытие {∆ki , Ujl}, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m. По следствию 5.29
имеем

|[a, b]| <
n∑
i=1

|∆ki |+
m∑
l=1

|Ujl | < α+ |[a, b]| − α = |[a, b]|.

Полученное противоречие показывает, что наше допущение было непра-
вильным, что и доказывает лемму.

5.33. Задача. Доказать следующее усиление леммы 5.32: пусть
мера µ удовлетворяет условию регулярности, например, µ — мера из
определения 5.8, а {Pk} — дизъюнктная не более чем счетная система
промежутков на промежутке P такая, что µ-мера дополнения P \

⋃
k

Pk

равна нулю. Тогда
µ(P ) =

∑
k

µ(Pk).

5.34. Определение. Пусть µ — конечно-аддитивная мера, опре-
деленная на промежутках из 〈a, b〉 ⊂ R. Мера µ обладает свойством
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счетной аддитивности, если справедливо равенство

µ(P ) =

∞∑
k=1

µ(Pk)

для любого промежутка P ⊂ 〈a, b〉 и любого представления P =
∞⋃
k=1

Pk,

где {Pk} — дизъюнктная счетная система промежутков на 〈a, b〉.

5.35. Задача. Мера Лебега, мера определения 5.8 и мера опреде-
ления 5.19 обладают свойством счетной аддитивности.

Теоремы о разложении меры

В этом разделе мы рассмотрим более детально меру определения
5.8. Пусть g : [a, b] → R — измеряющая функция на отрезке [a, b],
а µ — мера, заданная на промежутках отрезка [a, b] в соответствии с
определением 5.8. В отдельных точках мера µ может иметь ненулевую
«нагрузку». Точнее, это может произойти в тех точках, где функция g
имеет разрыв, поскольку µ({x}) = g(x+)− g(x−) и поэтому µ({x}) = 0
тогда и только тогда, когда g(x+) − g(x−) = 0. Последнее в силу мо-
нотонности функции g эквивалентно непрерывности функции g в точ-
ке x. (Если x = a, то g(a−) = g(a) в силу замечания 5.12 и поэтому
µ({a}) = g(a+)− g(a); аналогично g(b+) = g(b) и µ({b}) = g(b)− g(b−).)

Заметим, что совокупность точек разрыва монотонной функции g
не более чем счетна. Обозначим эту совокупность символом {ck}, где
набор индексов k не более чем счетный. В точке разрыва ck скачок
ak = g(ck+)− g(ck−) равен сумме разрывов слева и справа:

ak = g(ck+)− g(ck−) = g−k + g+
k ,

где
g−k = g(ck)− g(ck−), а g+

k = g(ck+)− g(ck). (5.0.3)

Очевидно, что ряд
∞∑
k=1

ak (5.0.4)

сходится: его сумма не превосходит g(b)− g(a).
Излагаемый ниже способ разложения измеряющей функции и тео-

рема 15.5 представлены С. Петровым на миниконференции студентов
1-го курса 16 апреля 2004 года.
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5.36. Теорема. Всякая неубывающая функция g : [a, b]→ R равна
сумме двух функций:

g = g1 + g2, (5.0.5)

где g1 : [a, b]→ R — неубывающая непрерывная функция, а g2 : [a, b]→
R — функция скачков:

g2(x) =
∑

k, ck<x

g+
k +

∑
k, ck≤x

g−k . (5.0.6)

Доказательство. Докажем, что g1 = g− g2 — непрерывная функ-
ция. Рассмотрим разность g1(x)− g1(y) = (g(x)− g(y))− (g2(x)− g2(y))
при y = ck. (Остальные случаи аналогичны.) При x > ck имеем

g2(x)− g2(ck) =
∑

i, ck≤ci<x

g+
i +

∑
i, ck<ci≤x

g−i

= (g(ck+)− g(ck)) +
∑

i, ck<ci<x

g+
i +

∑
i, ck<ci≤x

g−i .

Следовательно, при x > ck из вышесказанного следует

g1(x)− g1(ck) = (g(x)− g(ck))− (g2(x)− g2(ck))

= (g(x)− g(ck))− (g(ck+)− g(ck))−
∑

i, ck<ci<x

g+
i −

∑
i, ck<ci≤x

g−i

= (g(x)− g(ck+))−
∑

i, ck<ci<x

g+
i −

∑
i, ck<ci≤x

g−i → 0 при x→ ck+

(проверить, что предел равен нулю!). Аналогично при x < ck

g2(x)− g2(ck) = −
∑

i, x≤ci<ck

g+
i −

∑
i, x<ci≤ck

g−i

= −(g(ck)− g(ck−))−
∑

i, x≤ci<ck

g+
i −

∑
i, x<ci<ck

g−i .

Следовательно, при x < ck отсюда имеем

g1(x)− g1(ck) = (g(x)− g(ck))− (g2(x)− g2(ck))

= (g(x)− g(ck)) + (g(ck)− g(ck−)) +
∑

i, x≤ci<ck

g+
i +

∑
i, x<ci<ck

g−i

= (g(x)− g(ck−)) +
∑

i, x≤ci<ck

g+
i +

∑
i, x<ci<ck

g−i → 0 при x→ ck−
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(проверить правильность вычислений).
Таким образом, на отрезке [a, b] установлено разложение g = g1 +g2,

где g1 : [a, b]→ R — монотонная возрастающая непрерывная функция, а
g2 : [a, b]→ R — функция скачков (5.0.6), монотонная и возрастающая.

Из теоремы 5.36 получаем разложение меры на непрерывную и ато-
мическую составляющие.

5.37. Теорема. Мера µ, заданная по измеряющей функции g :
[a, b]→ R в соответствии с определением 5.8, равна сумме двух мер:

µ = µ1 + µ2, (5.0.7)

где меры µ1 и µ2 определяются по измеряющим функциям g1 и g2 из
(5.0.5) в соответствии с определением 5.8:

µ1(〈α, β〉) = g1(β)− g1(α), (5.0.8)

µ2(〈α, β〉) =
∑

ck∈〈α,β〉

ak (5.0.9)

для любого промежутка 〈α, β〉 ⊂ [a, b].

Доказательство. Используем разложение g = g1 + g2 (5.0.5) за-
данной на [a, b] измеряющей функции g. Отсюда получаем (5.0.8). Для
замкнутого промежутка [α, β] ⊂ [a, b] имеем

µ([α, β]) = g(β+)− g(α−)

= g1(β+)− g1(α−) + g2(β+)− g2(α−)

= g1(β)− g1(α) + g2(β+)− g2(α−)

= µ1([α, β]) + µ2([α, β]),

где µ2([α, β]) = g2(α+) − g2(β−) =
∑

ck∈[α,β]

ak в соответствии с форму-

лой (5.0.6). Формула (5.0.9) для промежутков других типов проверяется
аналогично.

5.38. Задача. Показать, что мера µ, заданная по измеряющей функ-
ции g : [a, b]→ R в соответствии с определением 5.5, равна сумме двух
мер:

µ = µ1 + µ2, (5.0.10)

31



где меры µ1 и µ2 определяются по измеряющим функциям g1 и g2 из
(5.0.5) в соответствии с определением 5.5:

µ1(〈α, β〉) = g1(β)− g1(α), (5.0.11)

µ2(〈α, β〉) = g2(β)− g2(α) (5.0.12)

для любого промежутка 〈α, β〉 ⊂ [a, b]. Более того, при α < β имеем

g2(β)− g2(α) = (g(α+)− g(α)) + (g(β)− g(β−)) +
∑

ck∈(α,β)

ak.

5.39. Задача. Пусть на промежутках отрезка [a, b] задана про-
извольная конечно-аддитивная мера. Тогда совокупность {x ∈ [a, b] :
µ({x}) > 0} точек, имеющих ненулевую нагрузку, не более чем счетная.

5.40. Задача. Пусть на промежутках отрезка [a, b] задана произ-
вольная конечно-аддитивная мера, и {ck}, k ∈ N, — совокупность всех
точек, имеющих ненулевую нагрузку. Положим

µ1(P ) =
∑
ck∈P

µ({ck})

для любого промежутка P ⊂ [a, b]. Тогда функция промежутка

µ2(P ) = µ(P )− µ1(P ), P ⊂ [a, b],

является конечно-аддитивной мерой такой, что µ2({x}) = 0 для любой
точки x ∈ [a, b]. В силу задачи 5.7 мера µ2 задается некоторой измеря-
ющей функцией в соответствии с определением 5.5. В силу задачи 5.38
мера µ2 раскладывается на непрерывную и атомическую составляющие:
µ2 = η + ν. В совокупности имеем разложение

µ = η + ν + µ1,

где мера η задается непрерывной измеряющей функцией, ν — измеря-
ющей функцией в соответствии с определением 5.5, а µ1 — некоторой
измеряющей функцией в соответствии с определением 5.8 (см. задачу
5.21).

6 Канторовы множества

6.1. Определение. Множество E ⊂ R называется нигде не плот-
ным в R, если для любого интервала U ⊂ R пересечение A ∩ U , где
A = R \ E, содержит некоторый интервал.
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6.2. Определение. Замкнутое множество в R называется совер-
шенным, если оно не имеет изолированных точек, т. е., все его точки
являются предельными.

Описание конструкции канторовых множеств.

В этом разделе мы докажем следующее утверждение.

6.3. Теорема. Существует совершенное нигде не плотное множе-
ство мощности континуум, имеющее меру Лебега нуль.

Доказательство. Фиксируем отрезок F0 = [0, 1].
1-ый шаг. Отрезок F0 делим на три равные части и выбрасываем

интервал, лежащий посередине. В результате остается замкнутое мно-
жество F1, F0 ⊃ F1, состоящее из 2 отрезков, каждый длины 1

3 .
Пусть на n-ом шаге построено замкнутое множество Fn, Fn−1 ⊃ Fn,

состоящее из 2n отрезков, каждый длины 1
3n .

(n + 1)-ый шаг. Каждый из отрезков, входящих в Fn, делим на
три равные части и выбрасываем интервал, лежащий посередине. В
результате остается замкнутое множество Fn+1, Fn ⊃ Fn+1, состоящее
из 2n+1 отрезков, каждый длины 1

3n+1 .
Продолжая этот процесс мы построим замкнутое множество Fn для

произвольного n ∈ N. В результате получаем последовательность вло-
женных замкнутых множеств F0 ⊃ F1 ⊃ . . . Fn ⊃ . . ..

Канторово множество D равно пересечению
∞⋂
n=0

Fn. По построению

канторово множество замкнуто (см. лемму 3.11). Пусть x ∈ D — про-
извольная точка, а ε > 0 — произвольное число, U = (x− ε, x+ ε). Так
как x ∈ Fm для всех m ∈ N, то найдется такое n, что длина отрезка,
входящего в Fn, будет меньше ε: 1

3n < ε. Тогда один из этих отрезков,
обозначим его Ink, k = 1, 2, . . . , 2n, будет содержаться в интервале U :
Ink ⊂ U . Заметим, что концы отрезка Ink ⊂ U не выбрасываются при
построении, поэтому пересечение D∩U содержит, по крайней мере, две
различные точки. Таким образом, доказано, что точка x ∈ D является
предельной, и поэтому множество D совершенно.

Поскольку на (n + 1)-ом шаге из отрезка Ink ⊂ U выбрасывается
некоторый интервал, который затем не входит в множество D, то пе-
ресечение U ∩ ([0, 1] \D) содержит некоторый интервал. Так как выбор
точки x ∈ D и интервала U произвольны, то множество D нигде не
плотно.
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Так как D ⊂ Fn, а множество Fn состоит из 2n отрезков одинаковой
длины, равной 1

3n , канторово множество покрывается конечным чис-
лом промежутков, сумма длин которых равна 2n · 1

3n =
(

2
3

)n. Так как
n — произвольное число, то канторово множество имеет нулевую меру
Лебега.

Остается доказать утверждение про мощность. Рассмотрим пред-
ставление чисел интервала [0, 1) в виде троичных дробей вида

30, a1a2 . . . ak . . . (6.0.1)

(напомним, что такие дроби не содержат 2 в периоде). Пусть Tn — мно-
жество всех конечных троичных дробей длины n, не содержащих 1 в
своей записи. Обозначим через T множество всех троичных дробей, не
содержащих в разложении (6.0.1) цифру 1. Тогда

Fn =
⊔
x∈Tn

[x, x+ 3−n].

Поэтому T ⊂ Fn, и, значит, T ⊆ F . Множество T имеет мощность кон-
тинуума, так как мы можем каждому элементу x ∈ T сопоставить един-
ственный элемент из [0, 1) по следующему правилу: заменим в троичной
записи числа x цифру 2 на цифру 1 и возьмем число, двоичным пред-
ставлением которого является полученная запись. Поскольку F ⊂ [0, 1],
то по теореме Кантора — Бернштейна1 F также имеет мощность кон-
тинуума.

Канторова лестница

Конструкция канторова множества служит источником различных
обобщений и основой для построения различных экзотических приме-
ров. В этом разделе мы построим непрерывную монотонную функцию,
растущую на множестве нулевой меры Лебега.

Пусть x ∈ F c, где F c = [0, 1] \ F . Используем замкнутые множества
F1 ⊃ . . . ⊃ Fn ⊃ . . . ⊃ F из построения канторова множества. Функция
f̃(x) определяется по индукции на смежных к множеству F интерва-
лах следующим образом: на единственном к дополнению F1 интервале
функция f̃(x) равна 1

2 ; на трех дополнительных к F2 интервалах функ-
ция f̃(x) равна k

22 , где k соответствует номерам этих интервалов, взятых
1Теорема Кантора — Бернштейна утверждает, что если множество A равномощ-

но некоторой части множества B, а множество B равномощно некоторой части мно-
жества A, то множества A и B равномощны. См., например, А. Н. Колмогоров,
С. В. Фомин «Элементы теории функция и функционального анализа» М.: «Нау-
ка», 1968. С. 23.
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слева направо, и принимает значения от 1 до 3 (определение f̃ на этом
шаге совпадает с ее определением на предыдущем шаге); если функция
f̃(x) на 2n−1 − 1 дополнительных к Fn−1, n > 2, интервалах принимает
значения k

2n−1 , где k, k = 1, · · · , 2n−1 − 1, соответствует номерам этих
интервалов, взятых слева направо, то на 2n − 1 дополнительных к Fn,
n > 2, интервалах функция f̃(x) равна k

2n , где k соответствует номе-
рам этих интервалов, взятых слева направо, и принимает значения от
1 до 2n − 1 (определение f̃ на этом шаге совпадает с ее определением
на предыдущем шаге); и т. д.

Из определения вытекает, что 0 ≤ f̃(x) ≤ 1 для любого x ∈ F c. Из
определения следует также, что функция f̃ : F c → [0, 1] возрастает. Это
позволяет доопределить ее на множество F до функции f : [0, 1]→ [0, 1]
следующим образом: f(0) = 0,

f(x) = sup
y∈F c, y≤x

f̃(y), x > 0.

График функции f называют канторовой лестницей. Кроме того, из
определения функции f следует, что она возрастает. Ясно, что функция
f не является постоянной.

6.4. Предложение. (a) Функция f непрерывна.
(b) Производная функции f равна 0 почти всюду на [0, 1].

Доказательство. (a) Из определения функции f̃(x) следует, что
множество значений функции f содержит всюду плотное в [0, 1] мно-
жество двоично-рациональных чисел в промежутке [0, 1). Значит, мо-
нотонная функция f не имеет разрывов первого рода, откуда следует,
что она непрерывна.

(b) По построению f постоянна на каждом смежном к F интервале
и поэтому на дополнении к F ее производная равна нулю. Поэтому f ′
равна нулю почти всюду на [0, 1].

Ниже изложен несколько другой способ задания канторовой лестни-
цы, представленный С. Дятловым на миниконференции студентов 1-го
курса 16 апреля 2004 года.

Пусть x ∈ T c, где T c = [0, 1] \ T . Тогда положим величину P (x)
равной позиции первого вхождения цифры 1 в троичную запись числа x.
При умножении числа x, 0 ≤ x < 1/3, на 3, величина P (x) уменьшается.
Это позволяет индуктивно определить функцию g̃ : T c → [0, 1]:

g̃(x) =


1
2 g̃(3x), если x ∈

[
0, 1

3

]
,

1
2 , если x ∈

(
1
3 ,

2
3

)
,

1
2 (1 + g̃(3x− 2)), если x ∈

[
2
3 , 1
]
.

(6.0.2)
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Рис. 1: Канторова лестница

Далее во всех рассуждениях с формулой (6.0.2), предполагается исполь-
зование индукции по величине P (x). Из (6.0.2) следует, что 0 ≤ g̃(x) ≤ 1
для любого x ∈ T c. Из определения (6.0.2) следует также, что функция
g̃ : T c → [0, 1] возрастает. Это позволяет доопределить ее на множество
T до функции g : [0, 1]→ [0, 1] следующим образом: g(0) = 0,

g(x) = sup
y∈T c, y≤x

g̃(y), x > 0.

Связь функции g из (6.0.2) с функцией f , определенной ранее, уста-
новлена в следующем утверждении.

6.5. Предложение. Если x ∈ T c, P (x) = n, и 30, a1a2 . . . ak . . . —
троичное представление числа x, то двоичное представление числа

g(x) = g̃(x)

имеет вид 20, a′1a
′
2 . . . a

′
n−11, где a′i равно 0 при ai = 0 и 1 при ai = 2, т. е.

значение g̃(x) двоично-рационально на всяком смежном к множеству
Fn интервалу в соответствии с определением функции f̃(x).

Доказательство. Проведем индукцию по n. При n = 1 утвержде-
ние очевидно. Пусть n > 1. Тогда a1 6= 1, т. е. a1 равно 0 или 2. Пусть
a1 = 0 (случай a1 = 2 разбирается аналогично). Тогда 0 ≤ x ≤ 1

3 . Из
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формулы (6.0.2) и индукционного предположения, а также того, что
P (3x) = P (x)− 1, получаем

g̃(x) =
1

2
g̃(3x) =

1

2
g̃(0, a2 . . . ak . . . ) =

1

2
· 20, a′2 . . . a

′
n−11

= 20, 0a′2 . . . a
′
n−11 = 20, a′1a

′
2 . . . a

′
n−11.

6.6. Задача. Если x ∈ T , то двоичное разложение g(x) получается
из троичного разложения x заменой цифры 2 на цифру 1.

6.7. Задача. Функция g предложения 6.4 имеет модуль непрерыв-
ности ω(x) = xlog3 2.

6.8. Задача. Показать, что f(x) = g(x) для всех точек x ∈ [0, 1].

Канторово множество положительной меры

Излагаемый ниже способ построения канторова множество положи-
тельной меры и его свойства представлены А. Авдюшенко и А. Ко-
жевниковым на миниконференции студентов 1-го курса 16 апреля 2004
года.

Конструкцию канторовых множеств можно модернизировать таким
образом, чтобы построенные множества имели те же самые топологи-
ческие свойства, но ненулевую меру.

Отметим здесь, что измерение величин по Лебегу (см. пример 5.3)
можно распространить на произвольные открытые и замкнутые мно-
жества. Если U ⊂ R — открытое множество в области вещественных
чисел, то по теореме 3.12 оно представимо как объединение не более
чем счетной совокупности дизъюнктных интервалов: U =

⋃
k

(αk, βk).

Если хотя бы один из интервалов в этом представлении бесконечный,
то полагаем |U | =∞.

6.9. Определение. Определим меру Лебега открытого множества
U как сумму мер Лебега составляющих его интервалов:

|U | =
∑
k

|(αk, βk)| =
∑
k

(βk − αk),

если ряд сходится, и полагаем |U | =∞, если ряд расходится.
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6.10. Определение. Определим меру Лебега замкнутого множе-
ства A ⊂ [a, b] как разность мер Лебега:

|A| = |[a, b]| − |[a, b] \A|.

6.11. Задача. Проверить корректность определения меры Лебега
замкнутого множества: показать, что его мера Лебега не зависит от
выбора объемлющего отрезка [a, b].

6.12. Задача. Проверить, что мера Лебега открытых множеств об-
ладает свойством монотонности и свойством счетной аддитивности: ме-
ра объединения дизъюнктной совокупности открытых множеств равна
сумме мер Лебега исходных множеств: если U =

⋃
k

Uk, то

|U | =
∑
k

|Uk|.

6.13. Задача. Проверить, что мера Лебега замкнутых множеств
обладает свойством монотонности и свойством счетной аддитивности.

6.14. Теорема. Существует совершенное нигде не плотное множе-
ство мощности континуум, имеющее положительную меру Лебега.

Доказательство. Для построения множества с требуемыми свой-
ствами мы модифицируем схему рассуждений теоремы 6.3. Фиксируем
отрезок F0 = [0, 1] и произвольное число δ ∈ (0, 1).

1-ый шаг. Отрезок F0 делим на три равные части. Из среднего
интервала удаляем интервал длины 1−δ

3 , расположенный симметрично
относительно его центра. В результате остается замкнутое множество
F1, F0 ⊃ F1, состоящее из 2 отрезков, каждый длины 1

2

(
1− 1−δ

3

)
.

Пусть на n-ом шаге построено замкнутое множество Fn, Fn−1 ⊃ Fn,
состоящее из 2n отрезков, каждый длины

1

2n

(
1−

(1− δ
3

+
2(1− δ)

32
+ . . .+

2n−1(1− δ)
3n

))
=

1

3n
+ δ
( 1

2n
− 1

3n

)
.

Сумма мер дизъюнктных интервалов, удаленных на этом шаге из мно-
жества Fn−1, равна 2n−1 · 1−δ

3n .
(n+ 1)-ый шаг. Каждый из 2n отрезков, входящих в Fn, делим на

три равные части и удаляем из среднего интервал, лежащий посередине,
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длины 1−δ
3n+1 . В результате остается замкнутое множество Fn+1, Fn ⊃

Fn+1, состоящее из 2n+1 отрезков равной длины и совокупной меры

|Fn+1| = 1−
(1− δ

3
+. . .+

2n−1(1− δ)
3n

+
2n(1− δ)

3n+1

)
=
(
δ+(1−δ)

(2

3

)n+1)
.

Следовательно, каждый отрезок, входящий в Fn+1, имеет длину, рав-
ную 1

3n+1 + δ
(

1
2n+1 − 1

3n+1

)
.

Продолжая этот процесс, мы построим замкнутое множество Fn для
произвольного n ∈ N. В результате получаем последовательность вло-
женных замкнутых множеств F0 ⊃ F1 ⊃ . . . Fn ⊃ . . ..

Канторово множество F равно пересечению
∞⋂
n=0

Fn. Построенное кан-

торово множество обладает рядом удивительных свойств. По построе-
нию канторово множество замкнуто (см. лемму 3.11). Пусть x ∈ F —
произвольная точка, а ε > 0 — произвольное число, U = (x − ε, x + ε).
Так как x ∈ Fm для всех m ∈ N, то найдется такое n, что длина отрез-
ка, входящего в Fn, будет меньше ε: 1

3n + δ
(

1
2n −

1
3n

)
< ε. Тогда один

из этих отрезков, обозначим его Ink, k = 1, 2, . . . , 2n, будет содержать-
ся в интервале U : Ink ⊂ U . Заметим, что концы отрезка Ink ⊂ U не
выбрасываются при построении, поэтому пересечение F ∩ U содержит,
по крайней мере, две различные точки. Таким образом, доказано, что
точка x ∈ F является предельной, и поэтому множество F совершенно.

Поскольку на (n + 1)-ом шаге из отрезка Ink ⊂ U выбрасывается
некоторый интервал, который затем не входит в множество F , то пе-
ресечение U ∩ ([0, 1] \ F ) содержит некоторый интервал. Так как выбор
точки x ∈ F и интервала U произвольны, то множество F нигде не
плотно.

Чтобы найти меру множества F , достаточно найти сумму мер уда-
ленных из отрезка [0, 1] дизъюнктных интервалов:

|[0, 1] \ F | =
∞∑
k=1

2k−1 · 1− δ
3k

=
1− δ

3

∞∑
k=1

(2

3

)k−1

= 1− δ.

Следовательно, мера множества F равна |F | = 1− |[0, 1] \ F | = δ.
Остается доказать утверждение про мощность. По известной теоре-

ме2 всякое непустое совершенное множество имеет мощность контину-
ума.

2См. например И. П. Натансон «Теория функция вещественной переменной».
М.: Гостехиздат, 1957. С. 58.
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6.15. Предложение. Рассмотрим произвольный отрезок Jn, полу-
ченный на n-ом шаге построения канторова множества положительной
меры. Предел отношения меры удаляемого из Jn на последующих ша-
гах открытого множества к мере Jn равен 0, когда n→∞.

Доказательство. Действительно, длина одного отрезка Jn на n-ом
шаге построения равна 1

3n +δ
(

1
2n −

1
3n

)
. На последующих шагах построе-

ния из него удаляется счетная совокупность дизъюнктных интервалов,
сумма мер которых равна

∞∑
i=1

2i−1 · 1− δ
3i+n

=
1− δ
3n+1

∞∑
i=1

(2

3

)i−1

=
1− δ

3n
.

Следовательно, предел отношения меры удаляемого из Jn на последу-
ющих шагах открытого множества к мере Jn равен

lim
n→∞

1−δ
3n

1
3n + δ

(
1

2n −
1

3n

) = lim
n→∞

1− δ
1 + δ

(
3n

2n − 1
) = 0.

7 Элементарный интеграл

Фиксируем нормированное пространство V, отрезок [a, b] ⊂ R, и про-
извольную конечно-аддитивную меру µ, определенную на промежутках
из [a, b].

7.1. Определение. Пусть ϕ ∈ Step([a, b];V). Элементарным инте-

гралом функции ϕ(x) =
l∑
i=1

ciχ∆i(x) по мере µ называется величина

l∑
i=1

ciµ(∆i) ∈ V,

обозначаемая одним из следующих символов

b∫
a

ϕdµ,

b∫
a

ϕ(x) dµ(x).

Если мера µ определяется одним из возможных способов измеряющей
функцией α(x), то интеграл будем обозначать символом

b∫
a

ϕdα,

b∫
a

ϕ(x) dα(x).
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В случае меры Лебега (α(x) ≡ x) мы применяем любое из классических
обозначений

b∫
a

ϕdx,

b∫
a

ϕ(x) dx.

Свойства элементарного интеграла

7.2. Корректность определения. Элементарный интеграл сту-
пенчатой функции определен корректно, т. е., не зависит от выбора

представления ступенчатой функции в виде ϕ(x) =
l∑
i=1

ciχ∆i(x), ci ∈ V.

Доказательство. Рассмотрим другое представление функции ϕ:

ϕ(x) =
k∑
j=1

djχTj (x), где {Tj} — разбиение отрезка [a, b], а dj ∈ V. По

следствию 4.3 существует измельчение, которое является подразбиени-
ем каждого из этих двух представлений: промежутками измельчения
являются непустые пересечения ∆i∩Tj = Pi,j . Получаем два соотноше-
ния

ϕ(x) =
∑
i,j

ci,jχPi,j (x) =
∑
i,j

di,jχPi,j (x)

для функции ϕ, в которых ci,j = di,j при i и j таких, что ∆i ∩ Tj 6= ∅.
Поскольку

∆i =
⋃
j

∆i ∩ Tj и Tj =
⋃
i

∆i ∩ Tj ,

то
µ(∆i) =

∑
j

µ(∆i ∩ Tj) и µ(Tj) =
∑
i

µ(∆i ∩ Tj).

Отсюда

b∫
a

ϕdµ =

l∑
i=1

ciµ(∆i) =

l∑
i=1

k∑
j=1

cijµ(∆i ∩ Tj)

=

k∑
j=1

l∑
i=1

dijµ(∆i ∩ Tj) =

k∑
j=1

djµ(Tj).
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7.3. Линейность. Если ϕ,ψ ∈ Step([a, b];V), то

b∫
a

(αϕ+ βψ) dµ = α

b∫
a

ϕdµ+ β

b∫
a

ψ dµ

для любых двух чисел α, β ∈ K.

Для доказательства применить свойство 4.2.

7.4. Ограниченность. Если ϕ ∈ Step([a, b];V), то

∣∣∣∣
b∫
a

ϕdµ

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|ϕ| dµ.

Здесь символ | · | обозначает норму в пространстве V.

Доказательство. Пусть ступенчатая функция ϕ ∈ Step([a, b];V)
представима в виде конечной суммы

∑
i

ciχ∆i
, ci ∈ V. Тогда

∣∣∣∣
b∫
a

ϕ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∑
i

ciµ(∆i)
∣∣∣ ≤∑

i

|ci|µ(∆i) =

b∫
a

|ϕ(x)| dµ(x).

7.5. Определение. Говорят, что функции ϕ, ψ : [a, b]→ R связаны
отношением порядка: ϕ ≤ ψ, если ϕ(x) ≤ ψ(x) для всех точек x ∈ [a, b].

7.6. Задача. Доказать свойство монотонности интеграла: если
ϕ,ψ ∈ Step([a, b];R) и ϕ ≤ ψ, то

b∫
a

ϕdµ ≤
b∫
a

ψ dµ.

В частности, если 0 ≤ ϕ, то

0 ≤
b∫
a

ϕdµ.
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7.7. Определение. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная
мера, определенная на промежутках отрезка [a, b]. Рассмотрим произ-
вольный промежуток P = 〈c, d〉 ⊂ [a, b]. Пространство Step(P ;V) сту-
пенчатых функций на P состоит из всех функций ϕ : P → V таких, что
их продолжение ϕ̃ нулем на [a, b] \ P принадлежит Step([a, b];V).

7.8. Определение. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная
мера, определенная на промежутках отрезка [a, b]. Рассмотрим произ-
вольный промежуток P = 〈c, d〉 ⊂ [a, b]. Интегралом функции ϕ ∈
Step(P ;V) по мере µ на промежутке P называется величина

∫
P

ϕ(x) dµ(x) =

b∫
a

ϕ̃(x) dµ(x),

где ϕ̃ — продолжение ϕ нулем на [a, b] \ P .
В частности, если P = {c} ⊂ [a, b] — одноточечный промежуток, то∫

P

ϕ(x) dµ(x) = ϕ(c)µ(c).

7.9. Задача. Сформулировать и доказать аналоги свойств 7.3 и 7.4
для интеграла по произвольному промежутку P .

7.10. Аддитивность элементарного интеграла. Пусть µ— конечно-
аддитивная мера, определенная на промежутках отрезка [a, b]. Для лю-
бых дизъюнктных промежутков P1 и P2 таких, что P = P1∪P2 — также
промежуток, и любой ступенчатой функции ϕ ∈ Step(P ;V) справедливо
равенство ∫

P

ϕ(x) dµ(x) =

∫
P1

ϕ(x) dµ(x) +

∫
P2

ϕ(x) dµ(x).

Доказательство предоставляется читателю.

7.11. Задача. Обобщить свойство 7.10 на произвольную конечную
дизъюнктную совокупность промежутков {Pi} такую, что их объедине-
ние — также промежуток.

Из свойства 7.10 вытекают классические соотношения аддитивно-
сти, формулируемые ниже.
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7.12. Определение. Для ступенчатой функции ϕ ∈ Step([a, b];V)
определим интеграл по ориентированному промежутку: для a < b по-
ложим

a∫
b

ϕ(x) dµ(x) = −
b∫
a

ϕ(x) dµ(x).

7.13. Аддитивность элементарного интеграла в случае спе-
циальных мер.

1) Случай меры Лебега: α(x) ≡ x. Для ступенчатой функции ϕ ∈
Step([a, b];V) и любых чисел ξ, η, ζ ∈ [a, b] справедливо равенство

ζ∫
ξ

ϕ(x) dx =

η∫
ξ

ϕ(x) dx+

ζ∫
η

ϕ(x) dx.

2) Пусть µ — мера определения 5.5. Для ступенчатой функции ϕ ∈
Step([a, b];V) и любых чисел ξ, η, ζ ∈ [a, b] справедливо равенство

ζ∫
ξ

ϕ(x) dµ(x) =

η∫
ξ

ϕ(x) dµ(x) +

ζ∫
η

ϕ(x) dµ(x).

7.14. Неравенство Чебышёва для ступенчатой функции. Ес-
ли ϕ ∈ Step([a, b];R) — ступенчатая функция, подчиненная разбиению
{∆i} отрезка [a, b], и число t > 0, то

∑
i, |ϕ|∆i≥t

µ (∆i) ≤
1

t

b∫
a

|ϕ (x)| dµ (x) .

(Здесь и далее суммирование идет по всем i, для которых |ϕ(x)| ≥ t
для всех x ∈ ∆i.)

Доказательство. Рассмотрим функцию ψ ∈ Step([a, b];R), равную
t, если |ϕ(x)| ≥ t, и нулю в остальных случаях. Тогда ψ(x) ≤ |ϕ(x)| на
отрезке [a, b], так что, используя задачу 22.2.7, имеем

∑
i, |ϕ|∆i≥t

µ (∆i) =
1

t

b∫
a

ψ (x) dµ (x) ≤ 1

t

b∫
a

|ϕ (x)| dµ (x) .
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8 Интегральная норма Дарбу

8.1. Определение. Фиксируем произвольный отрезок [a, b] ⊂ R с
заданной на его промежутках конечно-аддитивной мерой µ. Рассмот-
рим произвольную функцию f ∈ B([a, b];V), где символом B([a, b];V)
обозначается совокупность всех ограниченных функций, определенных
на [a, b] и принимающих значения в нормированном пространстве V.
Интегральной нормой (Дарбу) функции f называется число

‖f‖ = inf

{ b∫
a

ϕ(x) dµ(x) : |f(x)| ≤ ϕ(x) для всех x ∈ [a, b]

}
,

где нижняя грань берется по всем функциям ϕ ∈ Step([a, b];R).

Из определения вытекает, что любая функция f ∈ B([a, b];V) имеет
конечную интегральную норму.

Величина ‖f − g‖ называется интегральным отклонением функции
f от g. Иногда интегральная норма называется также верхним инте-
гралом и обозначается символом

∫ ∗
f dµ.

Свойства интегральной нормы Пусть f, g ∈ B([a, b];V). Тогда

8.2. Неотрицательнoсть: ‖f‖ ≥ 0; ‖f‖ = 0, если f ≡ 0 (обратное
неверно, привести пример).

8.3. Монотонность: если |f(x)| ≤ |g(x)| для всех x ∈ [a, b], то
‖f‖ ≤ ‖g‖.

8.4. Однородность: ‖cf‖ = |c|‖f‖ для любой постоянной c ∈ K.

8.5. Неравенство треугольника: если fi ∈ B([a, b];V), i = 1, . . . , l, —

конечный набор функций, то
∥∥∥ l∑
i=1

fi

∥∥∥ ≤ l∑
i=1

‖fi‖.

8.6. Если ϕ ∈ Step([a, b];V), то

‖ϕ‖ =

b∫
a

|ϕ(x)| dµ(x) и
∣∣∣∣
b∫
a

ϕ(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖.
Доказательство. 8.2. Если f ≡ 0, то в качестве ступенчатой функ-

ции возьмем ϕ ≡ 0 в точках отрезка [a, b].
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8.3. Заметим, что если |g(x)| ≤ ϕ(x) в точках отрезка [a, b], то в тех
же точках |f(x)| ≤ ϕ(x). Поэтому нижняя грань в определении инте-
гральной нормы для функции f берется по более широкому множеству
и, следовательно, может быть только меньше ‖g‖.

8.4. Если c = 0, то это свойство вытекает из свойства 8.2. В случае
c 6= 0 имеем

‖cf‖ = inf

{ b∫
a

ϕ(x) dµ(x) : |cf(x)| ≤ ϕ(x), ϕ ∈ Step([a, b];R)

}

= inf |c|
{ b∫
a

1

|c|
ϕ(x) dµ(x) : |f(x)| ≤ 1

|c|
ϕ(x), ϕ ∈ Step([a, b];R)

}

= |c| inf

{ b∫
a

ψ(x) dµ(x) : |f(x)| ≤ ψ(x), ψ ∈ Step([a, b];R)

}
= |c|‖f‖.

8.5. Достаточно рассмотреть две функции f, g ∈ B([a, b];V) и дока-
зать ‖f + g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖. Фиксируем ε > 0. Существуют ступенчатые
функции ϕ ∈ Step([a, b];R) и ψ ∈ Step([a, b];R) такие, что

|f(x)| ≤ ϕ(x), x ∈ [a, b],

b∫
a

ϕ(x) dµ(x) ≤ ‖f‖+ ε/2,

|g(x)| ≤ ψ(x), x ∈ [a, b],

b∫
a

ψ(x) dµ(x) ≤ ‖g‖+ ε/2.

Отсюда получаем

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ϕ(x) + ψ(x), x ∈ [a, b].

Поскольку сумма ϕ(x) + ψ(x) — ступенчатая функция, то по определе-
нию нормы имеем

‖f + g‖ ≤
b∫
a

(ϕ(x) + ψ(x)) dµ(x) ≤ ‖f‖+ ε/2 + ‖g‖+ ε/2 = ‖f‖+ ‖g‖+ ε.

Так как ε > 0 — произвольное число, требуемое неравенство доказано.
На произвольное конечное количество функций результат распростра-
няется по индукции.
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8.6. По определению 8.1 имеем

‖ϕ‖ = inf

{ b∫
a

ψ(x) dµ(x) : |ϕ(x)| ≤ ψ(x), ψ ∈ Step([a, b];R)

}
.

С одной стороны, функция η(x) = |ϕ(x)| принадлежит Step([a, b];R) и
поэтому

‖ϕ‖ ≤
b∫
a

η(x) dµ(x),

а с другой стороны,

b∫
a

η(x) dµ(x) ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x)

для любой функции ψ ∈ Step([a, b];R) такой, что η(x) = |ϕ(x)| ≤ ψ(x).
Следовательно,

b∫
a

η(x) dµ(x) ≤ ‖ϕ‖.

Таким образом, первое утверждение из свойства 8.6 доказано. Второе
свойство п. 8.6 доказано в п. 7.4

8.7. Задача. Завершить доказательство свойства 8.5: распростра-
нить по индукции свойство 8.5 интегральной нормы на произвольное
конечное число слагаемых.

8.8. Задача. Доказать, что функции f и |f | имеют одинаковые
интегральные нормы.

8.9. Задача. Доказать, используя определение интегральной нор-
мы, что интегральная норма характеристической функции ограничен-
ного промежутка 〈c, d〉 ⊂ [a, b] равна мере µ(〈c, d〉) этого промежутка:
‖χ〈c,d〉‖ = µ(〈c, d〉).

8.10. Задача. Чем интегральная норма в пространстве B([a, b];V)
отличается от нормы в нормированном пространстве?
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8.11. Замечание. Свойство 8.5 нельзя распространить на счет-
ную совокупность слагаемых. Действительно, рассмотрим отрезок [0, 1]
с мерой Лебега на его промежутках и последовательность xn ∈ [0, 1],
n ∈ N, рациональных точек этого отрезка. Пусть fn — характеристиче-
ская функция множества {x1, . . . , xn}. С одной стороны, ‖fn‖ = 0, а с
другой стороны, lim

n→∞
fn(x) = χ[0,1]∩Q(x) = χ(x) — известная функция

Дирихле, интегральная норма которой ‖χ‖ = 1. (Проверить!)

9 Пространство интегрируемых по конечно
аддитивной мере функций. Интеграл Римана

Пусть E — банахово пространство, т. е., полное нормированное про-
странство. Это означает, что всякая фундаментальная последователь-
ность {xm} элементов этого пространства сходится к некоторому эле-
менту x ∈ E. Напомним, что последовательность xm ∈ E, m ∈ N, на-
зывается фундаментальной, если для любого ε > 0 существует число
n0 ∈ N такое, что для всех номеров n,m ≥ n0 справедливо неравенство
|xn − xm| ≤ ε. Последовательность xm ∈ E сходится к элементу x ∈ E,
если для любого ε > 0 существует число n0 ∈ N такое, что для всех
номеров n ≥ n0 справедливо неравенство |x− xn| ≤ ε.

9.1. Определение 1. Фиксируем отрезок [a, b] и конечно-аддитив-
ную меру µ, определенную на промежутках этого отрезка. Функция
f : [a, b] → E называется интегрируемой по мере µ, если существует
такая последовательность ϕn ∈ Step([a, b];E), n ∈ N, что ‖f − ϕn‖ → 0
при n→∞. В силу оценок∣∣∣∣

b∫
a

ϕn dµ−
b∫
a

ϕm dµ

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|ϕn − ϕm| dµ

= ‖ϕn − ϕm‖ ≤ ‖f − ϕn‖+ ‖f − ϕm‖,

последовательность интегралов
b∫
a

ϕn dµ, n ∈ N, фундаментальна в ба-

наховом пространстве E. Поэтому существует предел

lim
n→∞

b∫
a

ϕn dµ ∈ E,

который называется интегралом функции f по мере µ и обозначается

символом
b∫
a

f(x) dµ(x) или
b∫
a

f dµ.
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Для корректности приведенного понятия требуется проверить сле-
дующие свойства.

9.2. Свойство 1. Значение интеграла
b∫
a

f dµ не зависит от выбора

аппроксимирующей последовательности ϕn ступенчатых функций.

Доказательство. Действительно, пусть мы имеем две последо-
вательности {ϕn} и {ψn} такие, что одновременно ‖f − ϕn‖ → 0 и
‖f − ψn‖ → 0 при n→∞. В силу оценок

∣∣∣∣
b∫
a

ϕn dµ−
b∫
a

ψn dµ

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|ϕn − ψn| dµ

= ‖ϕn − ψn‖ ≤ ‖f − ϕn‖+ ‖f − ψn‖

последовательности интегралов
b∫
a

ϕn dµ и
b∫
a

ψn dµ сходятся к одному и
тому же пределу.

9.3. Свойство 2. Для функций класса Step([a, b];E) «новый» инте-
грал совпадает с элементарным интегралом.

Доказательство. Действительно, если f ∈ Step([a, b];E), то в ка-
честве аппроксимирующей последовательности ступенчатых функций
достаточно рассмотреть ϕn = f для всех n ∈ N.

Совокупность интегрируемых по конечно-аддитивной мере µ функ-
ций обозначается символом Rµ([a, b];E).

9.4. Определение 2. Если α(x) ≡ x, то получаемый интеграл на-

зывается интегралом Римана и обозначается символом
b∫
a

f(x) dx, а со-

вокупность интегрируемых по Риману функций обозначается символом
R([a, b];E).

Из определения вытекает, что всякая интегрируемая по мере µфунк-
ция ограничена. Таким образом, справедливо

9.5. Свойство 3 (Необходимое условие интегрируемости).
Всякое интегрируемая функция ограничена: Rµ([a, b];E) ⊂ B([a, b];E).
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9.6. Лемма. Определение интегрируемой по мере µ функции эк-
вивалентно следующему: функция f : [a, b] → E интегрируема по мере
µ тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 существуют функции
ϕ ∈ Step([a, b];E) и ψ ∈ Step([a, b];R) такие, что

|f(x)− ϕ(x)| ≤ ψ(x) и
b∫
a

ψ(x) dµ(x) < ε.

Доказательство. Докажем достаточность. Выберем для каждого
εn = 1

n функции ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R), удовлетворя-
ющие приведенным неравенствам с εn вместо ε. Получаем последова-
тельность ϕn ∈ Step([a, b];E), n ∈ N, такую, что ‖f − ϕn‖ < εn. Таким
образом, lim

n→∞
‖f − ϕn‖ = 0 и поэтому f ∈ Rµ([a, b];E).

Предлагается проверить, что верно и обратное утверждение.

Введем понятие срезки в банаховом пространстве E. Если h ∈ E, то
положим

signh =

{
0 ∈ E, если |h| = 0,
h
|h| , если |h| 6= 0.

Пусть M ∈ R, 0 ≤M , и g : [a, b]→ E. Определим срезку по формуле

cut(M, g)(x) = min(M, |g(x)|) sign g(x).

Непосредственно проверяется, что | cut(M, g)(x)| ≤M для всех x ∈ [a, b].
Если g — ступенчатая функция, то ее срезка — также ступенчатая функ-
ция.

9.7. Замечание. Последовательность ступенчатых функций ϕn ∈
Step([a, b];E), n ∈ N, сходящуюся к функции f в интегральной норме,
можно выбрать равномерно ограниченной, т. е., такой, что |ϕn(x)| ≤ C
для всех x ∈ [a, b] и n ∈ N, где C —некоторая постоянная.

Доказательство. Так как функция f(x) ограничена, то |f(x)| ≤
M , x ∈ [a, b], для некоторой постоянной M . Пусть в некоторой точке
x ∈ [a, b] одновременно выполняются два неравенства |f(x)| ≤ M и
2M ≤ |ϕn(x)|. Тогда в этой же точке

M = 2M −M ≤
∣∣|ϕn(x)| − |f(x)|

∣∣ ≤ |ϕn(x)− f(x)| и
| cut(2M,ϕn)(x)− f(x)| ≤ | cut(2M,ϕn)(x)|+ |f(x)| ≤ 3M.
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Отсюда вытекает оценка

| cut(2M,ϕn)(x)− f(x)| ≤ 3|ϕn(x)− f(x)|

для всех точек x ∈ [a, b]. Таким образом, последовательность ступенча-
тых функций ψn(x) = cut(2M,ϕn)(x) обладает следующими свойства-
ми: ψn(x) ≤ 2M для всех x ∈ [a, b] и ‖f − ψn‖ → 0 при n→∞.

Свойства интеграла

Формулируемые ниже свойства интегрируемых функций можно до-
казать предельным переходом из соответствующих свойств для ступен-
чатых функций.

9.8. Линейность. Если f =
n∑
k=1

αkfk, где f1, . . . , fn ∈ Rµ([a, b];E) —

конечная совокупность интегрируемых функций, а α1, . . . , αn ∈ K —
конечная совокупность постоянных, то функция f интегрируема, т. е.,
f ∈ Rµ([a, b];E), и

b∫
a

f dµ =

n∑
k=1

αk

b∫
a

fk dµ.

Доказательство. Для каждой функции fk существует последова-
тельность ступенчатых функций ϕk,m, m ∈ N, такая, что ‖fk−ϕk,m‖ →

0 при m → ∞. Положим ψm =
n∑
k=1

αkϕk,m. Тогда ψm — ступенчатая

функция и

‖f − ψm‖ ≤
n∑
k=1

|αk|‖fk − ϕk,m‖.

Отсюда вытекает, что ‖f − ψm‖ → 0 при m→∞. Кроме того,

b∫
a

f dµ = lim
m→∞

b∫
a

ψm dµ =

n∑
k=1

αk lim
m→∞

b∫
a

ϕk,m dµ =

n∑
k=1

αk

b∫
a

fk dµ.

9.9. Ограниченность. Если f ∈ Rµ([a, b];E), то |f | ∈ Rµ([a, b];R)
и ∣∣∣∣

b∫
a

f dµ

∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f | dµ = ‖f‖.
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Доказательство. Для функции f существует последовательность
ступенчатых функций ϕm, m ∈ N, такая, что ‖f−ϕm‖ → 0 при m→∞.
Поскольку, в силу неравенства треугольника,

∣∣|f(x)|−|ϕm(x)|
∣∣ ≤ |f(x)−

ϕm(x)|, то
∥∥|f | − |ϕm|∥∥ → 0 при m → ∞. Так как |ϕm| ∈ Step([a, b];R),

то |f | ∈ Rµ([a, b];R) и

∣∣∣∣
b∫
a

f dµ

∣∣∣∣ = lim
m→∞

∣∣∣∣
b∫
a

ϕm dµ

∣∣∣∣ ≤ lim
m→∞

b∫
a

|ϕm| dµ =

b∫
a

|f | dµ.

Далее, ‖f−ϕm‖ → 0 при m→∞, поэтому из неравенства треугольника

имеем ‖f‖ = lim
m→∞

‖ϕm‖ = lim
m→∞

b∫
a

|ϕm| dµ =
b∫
a

|f | dµ.

9.10. Задача. Найти пример функции f : [a, b] → R, для которой
|f | ∈ R([a, b];R), а f /∈ R([a, b];R).

9.11. Задача. Если f, g ∈ Rµ([a, b];R) и f ≤ g, то
b∫
a

f dµ ≤
b∫
a

g dµ.

9.12. Оценки для интеграла.

Формулируемые ниже оценки вытекают из свойств 9.9 и 9.11.
(1) Если f ∈ Rµ([a, b];E) и |f(x)| ≤ M для всех точек отрезка [a, b],

то ∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤Mµ([a, b]).

(2) Если f ∈ Rµ([a, b];R), m ≤ f(x) ≤ M для всех точек отрезка
[a, b], и g ∈ Rµ([a, b];R), причем g(x) ≥ 0 на [a, b], то

m

b∫
a

g(x) dµ(x) ≤
b∫
a

f(x)g(x) dµ(x) ≤M
b∫
a

g(x) dµ(x).

В частности, если g ≡ 1, то

mµ([a, b]) ≤
b∫
a

f(x) dµ(x) ≤Mµ([a, b]).
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9.13. Задача. Если функция f : [a, b] → E принимает постоянное
значение h ∈ E на промежутке 〈c, d〉 ⊂ [a, b] и равна нулю на [a, b]\〈c, d〉,

то она интегрируема на [a, b] и
b∫
a

f(x) dµ(x) = µ(〈c, d〉) · h.

9.14. Задача. Если f ∈ Rµ([a, b];E) и отрезок [c, d] ⊂ [a, b], то f ∈
Rµ([c, d];E). (Применить задачу 4.10.)

Свойства аддитивности интеграла

9.15. Определение. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная
мера, определенная на промежутках отрезка [a, b]. Пусть P = 〈c, d〉 —
произвольный промежуток. Функция f : P → E называется интегри-
руемой по мере µ на промежутке P (f ∈ Rµ(P ;E)), если функция

[a, b] 3 x 7→ f̃(x) =

{
f(x), если x ∈ P ,
0, если x ∈ [a, b] \ P ,

интегрируема по мере µ на отрезке [a, b]. Интеграл функции f по про-
межутку P определяется следующим образом:

∫
P

f(x) dµ(x) =

b∫
a

f̃(x) dµ(x).

9.16. Задача. Доказать, что значение интеграла
∫
P

f(x) dµ(x) не за-

висит от выбора объемлющего промежутка [a, b] ⊃ P .

9.17. Свойство аддитивности. Пусть µ — конечно-аддитивная
мера, определенная на промежутках отрезка [a, b]. Пусть промежуток P
совпадает с объединением дизъюнктных промежутков P1 и P2. Если f ∈
Rµ(P1;E) и f ∈ Rµ(P2;E), то f ∈ Rµ(P ;E) и справедливо соотношение∫

P

f(x) dµ(x) =

∫
P1

f(x) dµ(x) +

∫
P2

f(x) dµ(x). (9.0.1)

Обратно, если существует интеграл в левой части, то существуют также
интегралы и в правой части, и справедливо равенство (9.0.1).
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Доказательство. Пусть существуют интегралы в правой части.
Так как f ∈ Rµ(P1;E) (f ∈ Rµ(P2;E)), то по лемме 9.6 существуют
две последовательности ступенчатых функций: ϕ1,n ∈ Step([a, b];E) и
ψ1,n ∈ Step([a, b];R) (ϕ2,n ∈ Step([a, b];E) и ψ2,n ∈ Step([a, b];R)), n ∈ N,
такие, что

|f̃(x)− ϕ1,n(x)| ≤ ψ1,n(x), x ∈ [a, b], и lim
n→∞

b∫
a

ψ1,n(x) dµ(x) = 0

(
|f̃(x)− ϕ2,n(x)| ≤ ψ2,n(x), x ∈ [a, b], и lim

n→∞

b∫
a

ψ2,n(x) dµ(x) = 0

)
и

lim
n→∞

b∫
a

ϕi,n(x) dµ(x) =

∫
Pi

f(x) dµ(x), i = 1, 2.

Очевидно, что можно полагать ϕ1,n(x) = 0 и ψ1,n(x) = 0 для всех
точек x /∈ P1 (ϕ2,n(x) = 0 и ψ2,n(x) = 0 для всех точек x /∈ P2), n ∈ N.
Определим теперь на отрезке [a, b] две последовательности ступенчатых
функций

ϕn(x) =


ϕ1,n(x), если x ∈ P1,
ϕ2,n(x), если x ∈ P2,
0, если x /∈ P ,

и ψn(x) =


ψ1,n(x), если x ∈ P1,
ψ2,n(x), если x ∈ P2,

0, если x /∈ P .

При таком определении имеем

|f̃(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x), x ∈ [a, b], и, в силу п. 7.10,∫
P

ψn(x) dµ(x) =

∫
P1

ψ1,n(x) dµ(x) +

∫
P2

ψ2,n(x) dµ(x)→ 0 при n→∞.

Таким образом, f ∈ Rµ(P ;E) и

lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dµ(x) =

∫
P

f(x) dµ(x).

Следовательно, переходя в равенстве∫
P

ϕn(x) dµ(x) =

∫
P1

ϕ1,n(x) dµ(x) +

∫
P2

ϕ2,n(x) dµ(x)
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к пределу при n→∞, получаем (9.0.1).
Предлагается обратить вышеприведенные рассуждения: из существо-

вания интеграла в левой части (9.0.1) получить существование интегра-
лов справа и доказать равенство.

9.18. Задача. Обобщить свойство 9.17 на конечное число проме-
жутков: если µ — конечно-аддитивная мера на отрезке [a, b], дизъюнкт-
ная система промежутков P1, P2, . . . , Pk ⊂ [a, b] такова, что их объеди-

нение Q =
k⋃
i=1

Pi — промежуток, а f ∈ Rµ(Pi;E), то f ∈ Rµ(Q;E) для

любого i и ∫
Q

f(x) dµ(x) =

k∑
i=1

∫
Pi

f(x) dµ(x).

Верно также и обратное: из существования интеграла в левой части ра-
венства вытекает существование интегралов в правой части и обе части
совпадают.

9.19. Задача. Сформулировать и доказать аналоги свойства 9.17
и задачи 9.18 для функций класса R(P ;E).

Заметим, что для функций, интегрируемых по Риману, свойство ад-
дитивности п. 9.17 может быть записано в несколько ином виде.

9.20. Определение. Для a < b и f ∈ R([a, b];E) положим

a∫
b

f(x) dµ(x) = −
b∫
a

f(x) dµ(x).

9.21. Свойство аддитивности для интеграла Римана. Пусть
µ — мера Лебега (измеряющая функция α(x) ≡ x). Пусть даны три
числа ξ, η, ζ ∈ [a, b]. Если f ∈ R([a, b];E), то справедливо соотношение

ζ∫
ξ

f(x) dx =

η∫
ξ

f(x) dx+

ζ∫
η

f(x) dx. (9.0.2)

9.22. Задача. Сформулировать и доказать аналог свойства 9.21
для функций класса Rµ([a, b];E) при условии, что µ(x) = 0 для любой
точки x ∈ [a, b].
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9.23. Задача. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная мера,
заданная на промежутках отрезка [a, b]. Получить из свойства 9.17, что
если f ∈ Rµ([a, b];E), то f ∈ Rµ([a, b);E) и

b∫
a

f(x) dµ(x) =

∫
P

f(x) dµ(x) +

b∫
b

f(x) dµ(x),

где P = [a, b). Проверить, что

b∫
b

f(x) dµ(x) = f(b)µ(b).

9.24. Задача. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная мера,
заданная на промежутках отрезка [a, b]. Получить из свойства 9.17, что
для трех действительных числа a < c ≤ b справедливо соотношение

b∫
a

f(x) dµ(x) =

∫
P

f(x) dµ(x) +

b∫
c

f(x) dµ(x), P = [a, c), (9.0.3)

при условии, что f ∈ Rµ([a, c);E) и f ∈ Rµ([c, b];E). Верно также и об-
ратное: из существования интеграла в левой части равенства вытекает
существование интегралов в правой части и обе части совпадают.

В каких случаях справедливо равенство

b∫
a

f(x) dµ(x) =

c∫
a

f(x) dµ(x) +

b∫
c

f(x) dµ(x)?

9.25. Задача. Если f ∈ Rµ([a, b];E), а g ∈ Rµ([a, b];K), то произ-
ведение g · f ∈ Rµ([a, b];E) (здесь K — поле скаляров пространства E).
Обратное неверно.

Схема решения. Пусть ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];K),
n ∈ N, — две последовательности функций такие, что ‖f − ϕn‖ → 0 и
‖g − ψn‖ → 0 при n → ∞. В силу замечания 9.7, эти последователь-
ности можно считать равномерно ограниченными, т. е., |ϕn(x)| ≤ M и
|ψn(x)| ≤ M для всех x ∈ [a, b], n ∈ N, и |f(x)| ≤ M и |g(x)| ≤ M , M —
постоянная. Поэтому

‖gf − ψnϕn‖ ≤ ‖gf − gϕn‖+ ‖gϕn − ψnϕn‖ ≤M‖f − ϕn‖+M‖g − ψn‖,
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откуда вытекает, что gf ∈ Rµ([a, b];E).

Функции, интегральная норма которых равна нулю

9.26. Определение. Будем говорить, что функция равна нулю по-
чти всюду относительно меры µ (µ-почти всюду), если множество то-
чек на [a, b], где она отлична от нуля, имеет нулевую µ-меру.

Заметим, что всякая ограниченная на отрезке [a, b] функция, инте-
гральная норма которой равна нулю, интегрируема и ее интеграл равен
нулю. (Проверить!)

9.27. Теорема. Если f ∈ Rµ([a, b];E) и ‖f‖ =
b∫
a

|f(x)| dµ(x) = 0, то

f(x) = 0 почти всюду относительно меры µ.

Доказательство. Очевидно {x ∈ [a, b] : |f(x)| > 0} ⊂
∞⋃
n=1

An, где

An = {x ∈ [a, b] : |f(x)| > n−1}. Поэтому достаточно доказать, что
µ(An) = 0 для всех n ∈ N.

Фиксируем номер n ∈ N. Возьмем произвольное ε > 0. Так как
‖f‖ = 0, то существует последовательность ϕl ∈ Step([a, b];R), l ∈ N,
ступенчатых функций такая, что |f(x)| ≤ ϕl(x) для всех x ∈ [a, b] и
‖ϕl‖ → 0 при l → ∞. Следовательно, существует такое m ∈ N, что
n‖ϕm‖ < ε. Пусть {∆i} — разбиение отрезка [a, b] (зависящее от m),
которому подчинена ступенчатая функция ϕm. Заметим, что, с одной
стороны,

An ⊂
⋃

i, |ϕm|∆i≥n−1

∆i.

С другой стороны, в силу неравенства Чебышёва для ступенчатых
функций, имеем

∑
i, |ϕm|∆i≥n−1

µ(∆i) ≤ n
b∫
a

ϕm(x) dµ(x) < ε.

Поэтому µ(An) = 0, так как ε > 0 может быть выбрано сколь угодно
малым.

9.28. Задача. Привести контрпример к утверждению, обратному к
9.27: функция может быть ограниченной и равной нулю почти всюду и
не быть интегрируемой.
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Свойство замкнутости пространства интегрируемых
функций

Цель настоящего раздела — установить замкнутость пространства
Rµ([a, b];E) интегрируемых функций относительно сходимости по ин-
тегральной норме.

9.29. Определение. Будем говорить, что последовательность fn ∈
Rµ([a, b];E) сходится к функции f : [a, b] → E в интегральной норме,
если

‖f − fn‖ → 0 при n→∞.

Заметим, что если последовательность функций fn ∈ Rµ([a, b];E)
сходится к функции f : [a, b] → E в интегральной норме, то имеем
‖fm − fn‖ ≤ ‖f − fm‖ + ‖f − fn‖ → 0 при m,n → ∞. Отсюда и из
свойства ограниченности интеграла, см. п. 9.9,∣∣∣∣∣

b∫
a

fm(x) dµ(x)−
b∫
a

fn(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖fm − fn‖
имеем сходимость последовательности интегралов в E: существует пре-
дел

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) ∈ E. (9.0.4)

Мы докажем, что f ∈ Rµ([a, b];E) и значение интеграла функции f по
мере µ равно пределу (9.0.4).

9.30. Теорема. Пусть последовательность fn ∈ Rµ([a, b];E) сходит-
ся к функции f : [a, b]→ E в интегральной норме. Тогда

1) f ∈ Rµ([a, b];E);

2) lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =
b∫
a

f(x) dµ(x).

Доказательство. Фиксируем произвольное число ε > 0. По опре-
делению интегральной нормы существует последовательность

ψn ∈ Step([a, b];R)
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такая, что

|f(x)− fn(x)| ≤ ψn(x), x ∈ [a, b], n ∈ N, и
b∫
a

ψn dµ→ 0 при n→∞.

Отсюда вытекает, что f ограничена: |f(x)| ≤ |fn(x)|+ψn(x) для любого
x ∈ [a, b] при фиксированном n ∈ N. Из условия теоремы вытекает
также, что для любого n ∈ N существуют ступенчатые функции ϕn ∈
Step([a, b];E) и ηn ∈ Step([a, b];R) такие, что

|fn(x)− ϕn(x)| ≤ ηn(x), x ∈ [a, b], n ∈ N, и
b∫
a

ηn dµ→ 0 при n→∞.

Из вышесказанного следует, что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x) + ηn(x)

при всех x ∈ [a, b] и n ∈ N, и, кроме того,

b∫
a

(ψn(x) + ηn(x)) dµ(x)→ 0 при n→∞.

Таким образом, функция f интегрируема по мере µ на отрезке [a, b].
Следовательно, по свойству ограниченности интеграла п. 9.9 имеем∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dµ(x)−
b∫
a

fn(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖f − fn‖ → 0 при n→∞,

что и доказывает второе утверждение теоремы.
Докажем следующий признак сходимости по интегральной норме.

9.31. Теорема. Пусть µ — произвольная конечно-аддитивная мера,
заданная на промежутках отрезка [a, b], a функция f : [a, b] → E опре-
делена на отрезке [a, b]. Если существуют последовательности функций
fn ∈ Rµ([a, b];E) и un ∈ Rµ([a, b];R) такие, что

|f(x)− fn(x)| ≤ un(x) при всех x ∈ [a, b] и lim
n→∞

b∫
a

un(x) dµ(x) = 0,
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то
1) f ∈ Rµ([a, b];E);

2) lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =
b∫
a

f(x) dµ(x).

Доказательство. Мы докажем, что из условий теоремы можно
получить условия теоремы 9.30. Для функции un, интегрируемой по
Риману, существуют функции ηn ∈ Step([a, b];R) и θn ∈ Step([a, b];R)
такие, что

|un(x)− ηn(x)| ≤ θn(x), x ∈ [a, b], и
b∫
a

θn(x) dµ(x) ≤ 1

n
, n ∈ N.

Отсюда получаем un(x) ≤ |un(x) − ηn(x)| + ηn(x) ≤ θn(x) + ηn(x) для
всех x ∈ [a, b] и

b∫
a

|ηn(x)| dµ(x) ≤
b∫
a

un(x) dµ(x) +

b∫
a

|un(x)− ηn(x)| dµ(x)

b∫
a

un(x) dµ(x) +

b∫
a

θn(x) dµ(x)→ 0 при n→∞.

Окончательно имеем

|f(x)− fn(x)| ≤ un(x) ≤ θn(x) + ηn(x)

для всех x ∈ [a, b] и n ∈ N и
b∫
a

(ηn(x) + θn(x)) dµ(x)→ 0 при n→∞. По-

скольку ηn(x) + θn(x) ∈ Step([a, b];R), то по определению интегральной
нормы ‖f − fn‖ → 0 при n → ∞. Поэтому по теореме 9.30 функция f
интегрируема по мере µ и

b∫
a

f(x) dµ(x) = lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x).

Теорема доказана.

Принцип субординации
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Среди всех конечно-аддитивных мер, определенных на промежутках
P отрезка [a, b] существует естественный частичный порядок.

9.32. Определение. Будем говорить, что конечно-аддитивная мера
µ не превосходит конечно-аддитивной меры ν на отрезке [a, b] и писать
µ ≤ ν, если µ(P ) ≤ ν(P ) для любого промежутка P на отрезке [a, b].

9.33. Задача. Показать, что данное в определении отношение по-
рядка между конечно-аддитивными мерами обладает всеми свойствами
частичного порядка.

Следующий результат говорит о том, что функция наследует свой-
ство интегрируемости относительно установленного порядка.

9.34. Теорема. Пусть конечно-аддитивная мера µ не превосходит
конечно-аддитивной меры ν на отрезке [a, b], а f ∈ Rν([a, b];E). Тогда
f ∈ Rµ([a, b];E) и

b∫
a

|f(x)| dµ(x) ≤
b∫
a

|f(x)| dν(x). (9.0.5)

Доказательство. В соответствии с определением интегрируемо-
сти существуют две последовательности ступенчатых функций ϕn ∈
Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R) такие, что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x) для x ∈ [a, b] и n ∈ N, lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dν(x) = 0.

Непосредственно проверяется, что отношение порядка между мерами
приводит к неравенству между интегралами:

b∫
a

ψn(x) dµ(x) ≤
b∫
a

ψn(x) dν(x), n ∈ N.

Из вышесказанного вытекает lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dµ(x) = 0. Следовательно, по

определению интегрируемости f ∈ Rµ([a, b];E) и

b∫
a

f(x) dµ(x) = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dµ(x).
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Поскольку
b∫
a

ϕn(x) dµ(x) =
b∫
a

ϕn(x) dν(x) для всех n ∈ N, то

b∫
a

|f(x)| dµ(x) = lim
n→∞

b∫
a

|ϕn(x)| dµ(x)

≤ lim
n→∞

b∫
a

|ϕn(x)| dν(x) =

b∫
a

|f(x)| dν(x).

10 Классические критерии интегрируемости

10.1. Определение. Пусть f : M → R — произвольная функция,
заданная на произвольном множестве M . Колебанием функции f на
множестве M называется величина

osc(f ;M) = sup
x∈M

f(x)− inf
x∈M

f(x).

10.2. Свойство. Нетрудно проверить, что колебание можно найти
несколько другим способом:

osc(f ;M) = sup
x,y∈M

|f(x)− f(y)|.

Доказательство. Действительно, достаточно рассмотреть случай
osc(f ;M) > 0. Если f(x) > f(y), то 0 < f(x)−f(y) ≤ sup

z∈M
f(z)− inf

z∈M
f(z),

откуда

sup
x,y∈M

|f(x)− f(y)| ≤ sup
z∈M

f(z)− inf
z∈M

f(z) = osc(f ;M).

С другой стороны, для фиксированного 0 < ε < osc(f ;M) существуют
x, y ∈ M такие, что f(x) > sup

z∈M
f(z) − ε/2 и f(y) < inf

z∈M
f(z) + ε/2.

Отсюда
sup
z∈M

f(z)− inf
z∈M

f(z)− ε < |f(x)− f(y)|

и поэтому

osc(f ;M) = sup
z∈M

f(z)− inf
z∈M

f(z) < sup
x,y∈M

|f(x)− f(y)|+ ε.

Так как ε — произвольное число, то утверждение 10.2 доказано.
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Преимущество определения 10.2 колебания состоит в том, что оно
применимо для функций со значениями в банаховом пространстве E:
для функции f : M → E полагаем колебание на M равным

osc(f ;M) = sup
x,y∈M

|f(x)− f(y)|.

10.3. Свойство. Если M1 ⊂ M2 ⊂ M , функция f : M → E задана
на M , то

osc(f ;M1) ≤ osc(f ;M2).

Доказательство предоставляется читателю.

10.4. Определение. Рассмотрим функцию f : A → E, определен-
ную на числовом множестве A ⊂ R. Колебанием функции f в точке
x ∈ A называется величина

osc(f ;x) = lim
r→0+

osc(f ;A ∩ (x− r, x+ r)).

Правым колебанием функции f в точке x ∈ A называется величина

osc+(f ;x) = lim
r→0+

osc(f ;A ∩ (x, x+ r)).

Левым колебанием функции f в точке x ∈ A называется величина

osc−(f ;x) = lim
r→0+

osc(f ;A ∩ (x− r, x)).

10.5. Замечание 1. Колебание osc(f ;x) функции f в точке x не
следует путать с колебанием osc(f ; {x}) функции f на одноточечном
множестве M = {x}. Последнее, в силу определения 10.1, всегда равно
нулю.

10.6. Замечание 2. Пусть функция f : [a, b] → E определена на
отрезке [a, b], P = 〈α, β〉 ⊂ [a, b] — произвольный промежуток. Тогда

1) если x— внутренняя точка промежутка P , то osc(f ;x) ≤ osc(f ;P );
2) если x = α— левый конец промежутка P , то osc+(f ;α) ≤ osc(f ;P );
3) если x = β — правый конец промежутка P , то osc−(f ;β) ≤

osc(f ;P ).

Доказательство. Докажем первое утверждение, второе и третье
доказываются по аналогии. Действительно, по определению 10.4 коле-
бания функции в точке x и свойству 10.3, для любого интервала U(x)
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имеем osc(f ;x) ≤ osc(f ;U(x)). Поскольку x — внутренняя точка проме-
жутка P , то существует интервал V (x) ⊂ P . Для такого интервала по
свойству 10.3 получаем osc(f ;x) ≤ osc(f ;V (x)) ≤ osc(f ;P ).

Если x — граничная точка промежутка P , то существуют функции,
для которых osc(f ;x) > osc(f ;P ). Привести примеры!

10.7. Свойство. 1) Функция f : A → E непрерывна в точке x ∈ A
тогда и только тогда, когда osc(f ;x) = 0.

2) Функция f : A → E имеет предел справа в точке x ∈ A тогда и
только тогда, когда osc+(f ;x) = 0.

3) Функция f : A → E имеет предел слева в точке x ∈ A тогда и
только тогда, когда osc−(f ;x) = 0.

Доказательство. Докажем первое утверждение; второе и третье
доказываются с помощью критерия Коши. Пусть f : A → E — непре-
рывная функция. Очевидно, в изолированной точке x функция f непре-
рывна и osc(f ;x) = 0.

Если x ∈ A — предельная точка, то

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y ∈ A (|x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε).

Если 0 < r < δ, то из определения колебания функции в точке osc(f ;A∩
(x− r, x+ r)) ≤ 2ε. Так как ε — произвольное положительное число, то
osc(f ;x) = 0.

С другой стороны, если колебание функции f в точке x равно нулю,
то

∀ε > 0 ∃r0 > 0 ∀r ∈ (0, r0) (osc(f ;A ∩ (x− r, x+ r)) < ε).

Поскольку |f(x) − f(y)| ≤ osc(f ;A ∩ (x − r, x + r)) < ε для всех y ∈ A
таких, что |x− y| < r, то f непрерывна в точке x.

10.8. I критерий интегрируемости в терминах колебаний.
Ограниченная функция f принадлежит Rµ([a, b];E) тогда и только то-
гда, когда для любого ε > 0 существует разбиение {∆i} отрезка [a, b]
такое, что ∑

i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) < ε. (10.0.1)

Доказательство. Необходимость. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E). Необ-
ходимость ограниченности доказана в п. 9.5. Тогда для любого ε > 0
по лемме 9.6 существуют ступенчатые функции ϕ ∈ Step([a, b];E) и
ψ ∈ Step([a, b];R) такие, что |f(x) − ϕ(x)| ≤ ψ(x) для всех x ∈ [a, b] и
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b∫
a

ψ dµ < ε/2. Возьмем теперь измельченное разбиение {∆i} отрезка [a, b]

так, чтобы обе ступенчатые функции ϕ и ψ были подчинены этому раз-
биению (свойство 4.2). Тогда для точек x, y ∈ ∆i с учетом ϕ(x) = ϕ(y)
имеем

|f(x)− f(y)| = |f(x)− ϕ(x) + ϕ(y)− f(y)|
≤ |f(x)− ϕ(x)|+ |f(y)− ϕ(y)| ≤ ψ(x) + ψ(y).

Отсюда получаем оценку для колебания функции f на промежутке ∆i:

osc(f ; ∆i) ≤ 2ci, где ci — значение ψ на ∆i.

Следовательно,

∑
i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) ≤ 2
∑
i

ciµ(∆i) = 2

b∫
a

ψ dµ < ε.

Достаточность. Фиксируем число ε > 0, по которому найдем раз-
биение {∆i} отрезка [a, b] такое, что выполняется (10.0.1). Определим
ступенчатую функцию ϕ ∈ Step([a, b];E) следующим образом: на проме-
жутке ∆i полагаем ϕ = f(xi), где xi — произвольная точка промежутка
∆i. Из определения колебания вытекает |f(x) − f(xi)| ≤ osc(f ; ∆i) для
произвольной точки xi ∈ ∆i. Отсюда получаем |f(x)−ϕ(x)| ≤ ψ(x), где
ступенчатая функция ψ ∈ Step([a, b];R) равна osc(f ; ∆i) на промежут-

ке ∆i. В силу указанного выбора имеем
b∫
a

ψ dµ < ε. Так как выбор ε

произволен, то f ∈ Rµ([a, b];E) по лемме 9.6.

10.9. Задача. Доказать первый критерий интегрируемости для f ∈
Rµ(P ;E), где P ⊂ [a, b] — некоторый промежуток (см. определение
9.15): функция f ∈ Rµ(P ;E) тогда и только тогда, когда f ограничена
и для любого ε > 0 существует разбиение {∆i} промежутка P ⊂ [a, b]
такое, что ∑

i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) < ε. (10.0.2)

В дополнение к необходимому признаку интегрируемости 9.5, спра-
ведливому для любой меры, мы получаем новые необходимые признаки
для специально выбранной меры.
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10.10. Следствие. (Необходимый признак интегрируемости
по мере из определения 5.5.) Пусть мера µ из определения 5.5 зада-
на по измеряющей функции α : [a, b]→ R. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E). Тогда
следующие условия необходимы:

1) если функция α разрывна справа (слева) в точке x ∈ [a, b) (x ∈
(a, b]), то osc+(f ;x) = 0 (osc−(f ;x) = 0);

2) если osc+(f ;x) > 0 (osc−(f ;x) > 0) в точке x ∈ [a, b) (x ∈ (a, b]),
то функция α непрерывна справа (слева) в точке x.

Доказательство. Действительно, пусть для определенности x <
b. Если f ∈ Rµ([a, b];E), то по свойству 9.17 аддитивности интеграла
f ∈ Rµ([x, b];E). В силу первого критерия интегрируемости по ε > 0
найдется разбиение {∆i} отрезка [x, b] такое, что∑

i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) < ε.

Пусть ∆k — неодноточечный промежуток, левый конец которого — точ-
ка x. Тогда из предыдущего соотношения имеем

osc+(f ;x)(α(x+)− α(x)) ≤ osc(f ; ∆k)µ(∆k) < ε.

Отсюда osc+(f ;x)(α(x+) − α(x)) = 0. Следовательно, множители в ле-
вой части не могут одновременно быть ненулевыми. Остальные случаи
рассматриваются аналогично.

Следствие 10.10 можно обобщить на случай произвольных мер. Вве-
дем для этого новое определение.

10.11. Определение. Рассмотрим конечно-аддитивную меру µ, оп-
ределенную на промежутках отрезка [a, b]. Будем говорить, что правое
колебание меры µ в точке x ∈ [a, b) равно нулю, если

osc+(µ;x)
def
= lim

y→x, y>x
µ((x, y)) = 0.

По аналогии левое колебание меры µ в точке x ∈ (a, b] равно нулю, если

osc−(µ;x)
def
= lim

y→x, y<x
µ((y, x)) = 0.

10.12. Задача. Доказать, что для меры µ определения 5.8 ее правое
(левое) колебание в произвольной точке x ∈ [a, b) (x ∈ (a, b]) равно нулю.
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10.13. Задача. Доказать, что для конечно-аддитивной меры µ,
определенной на промежутках отрезка [a, b], множество точек x ∈ [a, b],
в которых osc+(µ;x) > 0 (или osc−(µ;x) > 0), не более чем счетно.

Указание: показать, что для любого n ∈ N совокупность точек
x ∈ [a, b], в которых osc+(µ;x) > n−1 (или osc−(µ;x) > n−1), конечно.

10.14. Следствие. (Необходимый признак интегрируемости
по конечно-аддитивной мере.) Пусть конечно-аддитивная мера µ
определена на промежутках отрезка [a, b] → R. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E).
Тогда

1) если правое (левое) колебание osc+(µ;x) (osc−(µ;x)) меры µ в
точке x ∈ [a, b) (x ∈ (a, b]) положительно, то osc+(f ;x) = 0 (osc−(f ;x) =
0);

2) если osc+(f ;x) > 0 (osc−(f ;x) > 0) в точке x ∈ [a, b) (x ∈ (a, b]), то
правое (левое) колебание osc+(µ;x) (osc−(µ;x)) меры µ в точке x равно
нулю.

Доказательство. Действительно, пусть для определенности a ≤
x < b. Если f ∈ Rµ([a, b];E), то по свойству 9.17 аддитивности интегра-
ла f ∈ Rµ((x, b];E). В силу первого критерия интегрируемости по ε > 0
найдется разбиение {∆i} промежутка (x, b] такое, что∑

i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) < ε.

Пусть ∆k — неодноточечный промежуток, левый конец которого — точ-
ка x. Тогда из предыдущего соотношения имеем

osc+(f ;x) osc+(µ;x) ≤ osc(f ; ∆k)µ(∆k) < ε.

Отсюда osc+(f ;x) osc+(µ;x) = 0. Следовательно, множители в левой
части не могут одновременно быть ненулевыми. Остальные случаи рас-
сматриваются аналогично.

10.15. II критерий интегрируемости в терминах колебаний.
Функция f ∈ Rµ([a, b];E) тогда и только тогда, когда f ограничена
и для любых положительных чисел ε и δ существует разбиение {∆i}
отрезка [a, b] такое, что сумма µ-мер промежутков этого разбиения, на
которых колебание функции f не меньше ε, меньше δ.

Доказательство. Необходимость. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E). Необ-
ходимость ограниченности доказана в п. 9.5. Дальнейшие рассуждения
могут быть продолжены двумя способами.
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1) Фиксируем ε > 0 и δ > 0. В соответствии с I критерием инте-
грируемости 10.8, для ε′ = εδ существует разбиение {∆i} отрезка [a, b]
такое, что ∑

i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) < ε′.

Тогда

∑
i, osc(f ;∆i)≥ε

µ(∆i) ≤
1

ε

∑
i, osc(f ;∆i)≥ε

osc(f ; ∆i)µ(∆i)

≤ 1

ε

∑
i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) <
ε′

ε
= δ.

2) Фиксируем ε > 0 и δ > 0. В соответствии с леммой 9.6, для
ε′ = εδ/2 > 0 существуют ступенчатые функции ϕ ∈ Step([a, b];E) и
ψ ∈ Step([a, b];R) такие, что |f(x) − ϕ(x)| ≤ ψ(x) для всех x ∈ [a, b]

и
b∫
a

ψ dµ < ε′. Возьмем теперь измельченное разбиение {∆i} отрезка

[a, b] так, чтобы обе ступенчатые функции ϕ и ψ были подчинены этому
разбиению (свойство 4.2). Тогда для точек x, y ∈ ∆i имеем

|f(x)− f(y)| = |f(x)− ϕ(x) + ϕ(y)− f(y)|
≤ |f(x)− ϕ(x)|+ |f(y)− ϕ(y)| ≤ ψ(x) + ψ(y).

Отсюда получаем оценку для колебания функции f на промежутке ∆i:

osc(f ; ∆i) ≤ 2ci, где ci — значение ψ на ∆i.

Следовательно, если osc(f ; ∆i) ≥ ε на промежутке ∆i, то на этом про-
межутке значение функции ψ ≥ ε/2. Применяя неравенство Чебышёва,
п. 7.14, получаем

∑
j, osc(f ;∆j)≥ε

µ(∆j) ≤
∑

k, ψ|∆k≥ε/2

µ(∆k) ≤ 2

ε

b∫
a

ψ(x) dµ(x) < δ.

Достаточность. Покажем, что для функции, удовлетворяющей
условию теоремы, выполняется I критерий интегрируемости в терми-
нах колебаний. Фиксируем для этого ε > 0 и положим ε′ = ε

2µ([a,b]) и
δ = ε

4M , где M такая постоянная, что |f(x)| ≤M . По условию теоремы
существует разбиение {∆j} отрезка [a, b] такое, что суммы µ-мер тех
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промежутков, на которых колебание больше ε′, меньше δ. Для этого
разбиения имеем∑

j

osc(f ; ∆j)µ(∆j) < ε′
∑
j

µ(∆j) + 2M
∑
i

′µ(∆i),

где символ
∑
i

′ обозначает, что в сумме остаются лишь те индексы i,

для которых колебание osc(f ; ∆i) ≥ ε′. Окончательно получаем∑
j

osc(f ; ∆j)µ(∆j) <
ε

2µ[a, b]
· µ[a, b] + 2M · ε

4M
=
ε

2
+
ε

2
= ε.

10.16. Задача. Доказать второй критерий интегрируемости для
функции f ∈ Rµ(P ;E), где P ⊂ [a, b] — некоторый промежуток (см.
определение 9.15): функция f ∈ Rµ(P ;E) тогда и только тогда, когда
f ограничена и для любых положительных чисел ε и δ существует раз-
биение {∆i} отрезка [a, b] такое, что сумма µ-мер промежутков этого
разбиения, на которых колебание функции f не меньше ε, меньше δ.

10.17. Критерий Дарбу. Ограниченная функция f : [a, b] → R
интегрируема по мере µ тогда и только тогда, когда

sup

{ b∫
a

ϕ(x) dµ(x) : ϕ ∈ Step([a, b];R), ϕ(x) ≤ f(x), x ∈ [a, b]

}

= inf

{ b∫
a

ψ(x) dµ(x) : ψ ∈ Step([a, b];R), f(x) ≤ ψ(x), x ∈ [a, b]

}
.

Величина в верхней строчке называется нижним интегралом Дарбу, а
в нижней — верхним интегралом Дарбу.

Доказательство. Необходимость. Пусть f ∈ Rµ([a, b];R). Фик-
сируем произвольное ε > 0. По лемме 9.6 существуют ступенчатые
функции h ∈ Step([a, b];R) и s ∈ Step([a, b];R) такие, что |f(x)− h(x)| ≤

s(x), и
b∫
a

s(x) dµ(x) < ε/2. Отсюда имеем неравенства h(x) − s(x) ≤

f(x) ≤ h(x) + s(x). Полагая ϕ(x) = h(x) − s(x) и ψ(x) = h(x) + s(x),
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получаем соотношения ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x) и ψ(x) − ϕ(x) = 2s(x). Сле-

довательно, 0 ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x)−
b∫
a

ϕ(x) dµ(x) ≤ 2
b∫
a

s(x) dµ(x) < ε. Так как

ε — произвольное число, необходимость доказана.
Достаточность. По фиксированному ε > 0 подберем ступенчатые

функции ϕ и ψ класса Step([a, b];R) так, чтобы ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x) и

b∫
a

ψ(x) dµ(x)−
b∫
a

ϕ(x) dµ(x) < ε.

Полагая ψ(x)−ϕ(x) = s(x) ∈ Step([a, b];R), имеем |f(x)−ϕ(x)| ≤ s(x) и
b∫
a

s(x) dµ(x) < ε. Отсюда по лемме 9.6 вытекает интегрируемость функ-

ции f .

11 Критерий интегрируемости Лебега

Повторим приведенное в п. 5.23 определение множества нулевой µ-
меры.

11.1. Определение множества µ-меры нуль. Говорят, что множе-
ство A ⊂ R имеет µ-меру нуль, если для любого ε > 0 существует
покрытие этого множества не более чем счетным набором промежут-
ков Pi = 〈ai, bi〉, суммарная µ-мера которых меньше ε, т. е.,∑

i

µ(Pi) < ε.

11.2. Свойства множеств нулевой µ-меры приведены в
пп. 5.25 — 5.27, 6.3. Здесь нам понадобится следующее свойство: объ-
единение не более чем счетной совокупности множеств нулевой µ-меры
есть множество µ-меры нуль.

11.3. Термин «почти всюду». Говорят, что некоторое свойство,
зависящее от точек вещественной прямой, выполняется µ-почти всю-
ду, если множество тех точек, где это свойство не выполняется, имеет
нулевую µ-меру.

Докажем вначале классический критерий Лебега для интегрируе-
мых по Риману функций, а затем — его обобщение на случай произ-
вольных конечно-аддитивных мер.
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11.4. Теорема Лебега интегрируемости по Риману. Функция
f : [a, b]→ E интегрируема по Риману тогда и только тогда, когда

1) f ограничена на [a, b];
и

2) множество точек разрыва функции f на отрезке [a, b] имеет меру
Лебега нуль (f непрерывна почти всюду относительно меры Лебега).

Доказательство. Необходимость. Пусть f ∈ R([a, b];E). Оче-
видно, что множество точек разрыва функции f содержится в объеди-
нении множеств Ak = {x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ k−1}, где k ∈ N. В силу
свойства 11.2 достаточно доказать, что |Ak| = 0.

Фиксируем произвольное число δ > 0. По второму критерию инте-
грируемости в терминах колебаний существует разбиение {Pi} отрезка
[a, b] такое, что сумма мер промежутков разбиения {Pi}, на которых
колебание функции f не меньше k−1, меньше δ

2 :∑
i, osc(f ;Pi)≥k−1

|Pi| < δ/2. (11.0.1)

Обозначим символом Tk совокупность промежутков разбиения {Pi}, на
которых колебание функции f не меньше k−1.

Если точка x /∈
⋃

Pi∈Tk
P i, то точка x

1) либо является внутренней для одного из промежутков Pj /∈ Tk;
2) либо является граничной для одного из промежутков Pj /∈ Tk.

В первом случае osc(f ;x) ≤ osc(f ;Pj) < k−1. Далее, существует лишь
конечный набор точек, удовлетворяющих второму условию, следова-
тельно, их мера равна нулю. Таким образом, эти точки мы исключаем из
дальнейшего рассмотрения, покрывая их конечным набором замкнутых
промежутков, сумма длин которых меньше δ/2. Включаем этот набор
замкнутых промежутков в совокупность Tk.

Следовательно, если в точке x ∈ [a, b] колебание osc(f ;x) < k−1, то
x /∈

⋃
Pi∈Tk

P i. Поэтому справедливо включение

{x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ k−1} ⊂
⋃

Pi∈Tk

P i.

Отсюда имеем, что множество Ak = {x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ k−1} по-
крывается совокупностью промежутков, сумма мер Лебега которых в
силу (11.0.1) меньше δ. Так как δ > 0 может быть выбрано произвольно
малым, то Ak имеет нулевую меру Лебега: |Ak| = 0.
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Достаточность. Пусть множество точек разрыва ограниченной
функции f : [a, b] → E имеет меру Лебега нуль. Фиксируем произволь-
ные положительные числа ε и δ. Пусть Aε = {x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ ε}.
По условию теоремы мера Лебега множества Aε равна нулю. Поэтому
существует не более чем счетная совокупность интервалов Vj , покрыва-
ющая множество Aε, сумма мер Лебега которых меньше δ:

∑
j

|Vj | < δ.

Для любой точки x ∈ [a, b] \
⋃
j

Vj имеем osc(f ;x) < ε. Поэтому суще-

ствует интервал U(x) с центром в точке x такой, что osc(f ;U(x)) < ε.
Совокупность интервалов

{
Vj : j ∈ N} ∪

{
U(x) : x ∈ [a, b] \

⋃
j

Vj
}
, об-

разует открытое покрытие отрезка [a, b]. По лемме Бореля — Лебега из
этой совокупности интервалов можно выбрать конечную совокупность,
образующую покрытие отрезка [a, b]. По лемме 3.9 для данной конеч-
ной совокупности интервалов существует разбиение {∆i} отрезка [a, b]
такое, что замыкание каждого из промежутков разбиения содержится
либо в Vj для некоторого j, либо в U(xl) для некоторого xl. Кроме того,
если ∆i ⊂ U(xl), то osc(f ; ∆i) ≤ osc(f ;U(xl)) < ε. Поэтому сумма мер
Лебега промежутков этого разбиения, на которых колебание функции
f не меньше ε, очевидно, не превосходит суммы

∑
j

|Vj | < δ. Таким обра-

зом, выполнены все условия II критерия интегрируемости в терминах
колебаний и поэтому f ∈ R([a, b];E).

11.5. Критерий Лебега интегрируемости по произвольной
конечно-аддитивной мере. Пусть µ — конечно-аддитивная мера,
определенная на промежутках отрезка [a, b]. Функция f : [a, b] → E
интегрируема по мере µ тогда и только тогда, когда

1) f ограничена на [a, b];
2) для f выполнено необходимое условие интегрируемости 10.14:

osc−(f ;x) osc−(µ;x) = 0 и osc+(f ;x) osc+(µ;x) = 0

для произвольной точки x ∈ [a, b];
и

3) множество точек разрыва функции f на отрезке [a, b] без учета
точек ненулевой µ-меры имеет µ-меру нуль.

Доказательство. Необходимость. Необходимость 1) и 2) дока-
зана в пп. 9.5 и 10.14. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E). Очевидно, что множество
точек разрыва функции f без учета точек ненулевой µ-меры содержит-
ся в объединении множеств Ak = {x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ k−1 и µ(x) = 0},
где k ∈ N. В силу свойства 11.2 достаточно доказать, что µ(Ak) = 0.
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Фиксируем произвольное число δ > 0. По второму критерию инте-
грируемости в терминах колебаний существует разбиение {Pi} отрезка
[a, b] такое, что сумма µ-мер совокупности Tk промежутков, на которых
колебание функции f не меньше k−1, меньше δ:∑

i, Pi∈Tk

µ(Pi) < δ. (11.0.2)

Поэтому, если в точке x ∈ [a, b] колебание osc(f ;x) ≥ k−1, то в силу
замечания 2 (п. 10.6) точка x — либо внутренняя для одного из про-
межутков совокупности Tk, либо граничная для одного из промежут-
ков разбиения {Pi} отрезка [a, b] (таких точек лишь конечное число).
Заметим, что если мера µ граничной точки равна нулю, то ее можно
выделить в отдельный элемент разбиения и считать включенной в со-
вокупность Tk; если же мера µ этой граничной точки положительна, то
она не входит в множество Ak. Отсюда вытекает включение

{x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ k−1 и µ(x) = 0} ⊂
⋃

i, Pi∈Tk

Pi

и на основании 11.0.2 вывод: сумма мер промежутков разбиения {Pi},
на которых колебание функции f не меньше k−1, меньше δ. Так как
δ > 0 может быть выбрано произвольно малым, то Ak имеет нулевую
µ-меру: µ(Ak) = 0.

Достаточность. Пусть множество точек разрыва ограниченной
функции f : [a, b] → E без учета точек ненулевой µ-меры имеет µ-
меру нуль и для f выполнено необходимое условие интегрируемости
10.14. Фиксируем произвольные положительные числа ε и δ. Пусть
Aε = {x ∈ [a, b] : osc(f ;x) ≥ ε, µ(x) = 0}. По условию теоремы µ-мера
множества Aε равна нулю. Поэтому существует не более чем счетная со-
вокупность промежутков {Vk = 〈ck, dk〉}, 〈ck, dk〉 ⊂ [a, b], покрывающая
множество Aε, сумма µ-мер которых меньше δ:∑

k

µ(Vk) < δ. (11.0.3)

Разделим совокупность всех промежутков {Vk = 〈ck, dk〉} на две —
Tlc и Tld: в первую войдут промежутки, открытые слева, а также про-
межутки вида [ck, dk〉 такие, что osc−(µ; ck) = 0. Во вторую совокуп-
ность войдут все оставшиеся промежутки — это будут промежутки вида
[ck, dk〉 такие, что osc−(f ; ck) = 0 (эквивалентно, osc−(µ; ck) > 0).
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С промежутками совокупности Tlc поступим следующим образом:
если промежуток 〈ci, di〉 ∈ Tlc открыт слева, то переобозначим его сим-
волом (c′i, di〉, c′i = ci; если же промежуток 〈ci, di〉 ∈ Tlc замкнут слева,
то включим его в больший промежуток (c′i, di〉 ⊃ [ci, di〉 так, чтобы на-
ряду с (11.0.3) выполнялось неравенство∑

i

µ((c′i, di〉) +
∑
k

µ([ck, dk〉) < δ. (11.0.4)

Это можно сделать, поскольку lim
c′i→ci,c′i<ci

µ((c′i, ci)) = 0 и µ((c′i, di〉) =

µ((c′i, ci))+µ([ci, di〉) Систему переобозначенных или расширенных влево
промежутков вида (c′i, di〉 обозначим символом Tlo.

Полученную систему промежутков Tlo разобьем, в свою очередь, на
два класса:

Tlo = Tlorc ∪ Tlord.
В первый класс войдут все промежутки вида (c′i, di〉 ∈ Tlo открытые
справа, а также замкнутые справа и такие, что osc+(µ; di) = 0. Во вто-
рой класс войдут все оставшиеся в Tlo промежутки — это будут про-
межутки вида (c′i, di] ∈ Tlo такие, что osc+(f ; di) = 0 (эквивалентно,
osc+(µ; di) > 0).

С промежутками совокупности Tlorc поступим следующим образом:
если промежуток (c′j , dj〉 открыт справа, то переобозначим его символом
(c′j , d

′
j), d′j = dj ; если же промежуток (c′j , dj〉 ∈ Tlorc замкнут справа, то

включим его в больший промежуток (c′j , d
′
j) ⊃ (c′j , dj ] так, чтобы вместе

с (11.0.4) выполнялось неравенство∑
j

µ((c′j , d
′
j)) +

∑
i

µ((c′i, di]) +
∑
k

µ([ck, dk〉) < δ. (11.0.5)

Систему переобозначенных или расширенных вправо промежутков ви-
да (c′j , d

′
j) обозначим символом Tloro.

Cистему промежутков Tld разобьем, в свою очередь, на два класса:

Tld = Tldrc ∪ Tldrd.

В первый класс войдут все промежутки вида [ck, dk〉 ∈ Tld такие, что
либо они открыты справа, либо замкнутые справа и osc+(µ; dk) = 0.
Во второй класс войдут все оставшиеся в Tld промежутки — это будут
промежутки вида [ck, dk] ∈ Tld такие, что osc−(f ; ck) = 0 и osc+(f ; dk) =
0 (эквивалентно, osc−(µ; ck) > 0 и osc+(µ; dk) > 0).

С промежутками совокупности Tldrc поступим следующим образом:
если промежуток [cl, dl〉 открыт справа, то переобозначим его символом
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[cl, d
′
l), d

′
l = dl; если же промежуток [cl, dl〉 ∈ Tldrc замкнут справа, то

включим его в больший промежуток [cl, d
′
l) ⊃ [cl, dl] так, чтобы вместе

с (11.0.5) выполнялось также неравенство∑
j

µ((c′j , d
′
j))+

∑
i

µ((c′i, di])+
∑
l

µ([cl, d
′
l))+

∑
k

µ([ck, dk]) < δ. (11.0.6)

Систему переобозначенных или расширенных вправо промежутков ви-
да [cl, d

′
l) обозначим символом Tldro.

Следовательно, мы имеем 4 системы промежутков: Tloro, Tlord, Tldro
и Tldrd, суммы µ-мер которых удовлетворяют (11.0.6).

Пусть (c′i, di] ∈ Tlord. Тогда к промежутку (c′i, di] можно присты-
ковать интервал (di, d

′
i) такой, что osc(f ; (di, d

′
i)) < ε. Будем считать,

что каждый промежуток (c′i, di] преобразуется в промежуток (c′i, d
′
i) =

(c′i, di] ∪ (di, d
′
i) и все новые промежутки (c′i, d

′
i) входят в Tlord вместо

промежутков (c′i, di].
Если [cl, d

′
l) ∈ Tldro, то к промежутку [cl, d

′
l) можно пристыковать ин-

тервал (c′l, cl) такой, что osc(f ; (c′l, cl)) < ε. Аналогично предыдущему,
будем считать, что каждый промежуток [cl, d

′
l) преобразуется в проме-

жуток (c′l, d
′
l) = (c′l, cl)∪ [cl, d

′
l) и все новые промежутки (c′l, d

′
l) входят в

Tldro вместо промежутков [cl, d
′
l).

Если [ck, dk] ∈ Tldrd, то к промежутку [ck, dk] можно пристыковать
интервалы (c′k, ck) и (dk, d

′
k) такие, что

osc(f ; (c′k, ck)) < ε и osc(f ; (dk, d
′
k)) < ε.

В этом случае будем считать, что каждый промежуток [ck, dk] преоб-
разуется в промежуток (c′k, d

′
k) = (c′k, ck) ∪ [ck, dk] ∪ (dk, d

′
k) и все новые

промежутки (c′k, d
′
k) входят в Tldrd вместо промежутков [ck, dk].

Для любой точки

x ∈ [a, b] \
⋃

m,Pm∈Tloro∪Tlord∪Tldro∪Tldrd

Pm

нулевой µ-меры имеем osc(f ;x) < ε. Поэтому существует интервал U(x)
с центром в точке x такой, что osc(f ;U(x)) < ε.

Если же точка

xs ∈ [a, b] \
⋃

m,Pm∈Tloro∪Tlord∪Tldro∪Tldrd

Pm

имеет ненулевую µ-меру (таких точек не более чем счетное множество),
то типичной является следующая ситуация (остальные три рассматри-
ваются аналогично): osc−(µ;xs) = 0, тогда может быть osc−(f ;xs) ≥ ε,
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а osc+(µ;xs) > 0, тогда osc+(f ;xs) = 0. Поэтому существует интервал
V (xs) = (αs, βs) с центром в точке xs такой, что

µ((αs, xs)) < δ/2s+1, а osc(f ; (xs, βs)) < ε. (11.0.7)

Совокупность интервалов {Pm, U(x), V (xs)}, s ∈ N, где

Pm ∈ Tloro∪Tlord∪Tldro∪Tldrd, x ∈ [a, b]\
⋃

m,Pm∈Tloro∪Tlord∪Tldro∪Tldrd

Pm

и x 6= xs ни для какого s ∈ N, образует открытое покрытие отрез-
ка [a, b]. По лемме Бореля — Лебега из этой совокупности интервалов
можно выбрать конечную совокупность, образующую покрытие отрез-
ка [a, b]. По лемме 3.9 для данной конечной совокупности интервалов
существует разбиение {∆n} отрезка [a, b] такое, что замыкание каж-
дого из промежутков разбиения содержится либо в некотором Pm ∈
Tloro ∪Tlord ∪Tldro ∪Tldrd, либо в U(xp) для некоторого xp, либо в V (xs)
для некоторого xs.

Если ∆n ⊂ Pj , где Pj ∈ Tloro, то, возможно, osc(f ; ∆n) ≥ ε. Кроме
того,

µ(∆n) ≤ µ(Pj), Pj ∈ Tloro. (11.0.8)

Если же ∆n ⊂ Pi, где Pi = (c′i, d
′
i) ∈ Tlord, то разобьем промежуток

∆n на два: ∆n ∩ (di, d
′
i) и ∆n ∩ (c′i, di]. На первом из них колебание

функции f меньше ε, а на втором, возможно, osc(f ; ∆n ∩ (c′i, di]) ≥ ε.
При этом

µ(∆n ∩ (c′i, di]) ≤ µ(Pi), Pi ∈ Tlord. (11.0.9)

Аналогично, если ∆n ⊂ Pl, где Pl = (c′l, d
′
l) ∈ Tldro, то разобьем

промежуток ∆n на два: ∆n ∩ (c′l, cl) и ∆n ∩ [cl, d
′
l). На первом из них

колебание функции f меньше ε, а на втором, возможно, osc(f ; ∆n ∩
[cl, d

′
l)) ≥ ε. Более того,

µ(∆n ∩ [cl, d
′
l)) ≤ µ(Pl), Pl ∈ Tldro. (11.0.10)

И, наконец, если ∆n ⊂ Pk, где Pk = (c′k, d
′
k) ∈ Tldrd, то разобьем

промежуток ∆n на три: ∆n ∩ (c′k, ck), ∆n ∩ (dk, d
′
k) и ∆n ∩ [ck, dk]. На

первых двух колебание функции f меньше ε, а на третьем, возможно,
osc(f ; ∆n ∩ [ck, dk]) ≥ ε. Для µ-меры промежутка ∆n имеем

µ(∆n ∩ [ck, dk]) ≤ µ(Pk), Pk ∈ Tldrd. (11.0.11)

Если же ∆n ⊂ Vxs , то разобьем промежуток ∆n на пересечения
∆n ∩ (αs, xs) и ∆n ∩ (xs, βs). Сумма µ-мер тех пересечений, на которых

76



колебание функции f может быть не меньше ε, меньше δ/2s (здесь s —
фиксированное число).

Следовательно, из (11.0.6), (11.0.7), (11.0.8), (11.0.9), (11.0.10) и (11.0.11)
вытекает, что сумма µ-мер промежутков полученного разбиения, на ко-
торых колебание функции f не меньше ε, меньше δ+

∑
s

δ
2s = 2δ. Таким

образом, выполнены все условия II критерия интегрируемости по мере
µ и поэтому f ∈ Rµ([a, b];E).

11.6. Задача. Пусть конечно-аддитивная мера µ определена на про-
межутках отрезка [a, b]. Пусть f ∈ Rµ([a, b];R) иm ≤ f(x) ≤M для всех
точек отрезка [a, b]. Если h : [m,M ] → E — непрерывная функция, то
суперпозиция h ◦ f принадлежит классу Rµ([a, b];E).

11.7. Задача. Вывести из п. 11.5 критерии интегрируемости Лебега
для

1) интегрируемой по мере µ функции: Функция f : [a, b] → E ин-
тегрируема по мере µ в случае непрерывной измеряющей функции α :
[a, b]→ R тогда и только тогда, когда f ограничена на [a, b] и множество
точек разрыва функции f на отрезке [a, b] имеет α-меру нуль;

2) интегрируемой по мере µ функции в случае регулярной меры:
функция f : [a, b] → E интегрируема по регулярной мере µ тогда и
только тогда, когда f ограничена на [a, b] и множество точек разрыва
функции f на отрезке [a, b] без учета точек ненулевой µ-меры имеет
µ-меру нуль.

12 Классы интегрируемых функций

Пусть P = {Pi} — произвольное разбиение отрезка [a, b]. Величина
max
i
|Pi| обозначается в дальнейшем символом δ(P ) либо δ({Pi}). Она

характеризует, насколько разбиение {Pi} является мелким относитель-
но евклидова расстояния.

12.1. Разбиение для непрерывной функции. Если f : [a, b] →
E — непрерывная функция, то по теореме Кантора f равномерно непре-
рывна: для любого ε > 0 существует τ > 0 такое, что |f(x) − f(y)| < ε
для всех точек x, y ∈ [a, b] таких, что |x − y| < τ . Отсюда немед-
ленно вытекает следующий вывод: для любой непрерывной функции
f : [a, b]→ E по заданному ε найдется разбиение {Pi} отрезка [a, b] та-
кое, что osc(f ;Pi) < ε для всех i. Действительно, сформулированный
вывод справедлив для любого разбиения, у которого δ({Pi}) < τ . Более
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того, если ω — модуль непрерывности функции f , то osc(f ;Pi) < ω(τ)
для всех i.

12.2. Теорема. Непрерывная функция f : [a, b] → E интегрируема
по произвольной конечно-аддитивной мере, определенной на промежут-
ках отрезка [a, b]. Более того, справедлива оценка

∣∣∣∣∑
i

f(ξi)µ(Pi)−
b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ ω(τ)µ([a, b])

для любого разбиения {Pi} такого, что δ({Pi}) < τ , и при любом выборе
точек ξi ∈ Pi. (Здесь ω — модуль непрерывности функции f .)

Доказательство. Интегрируемость функции f по конечно-адди-
тивной мере µ вытекает из теоремы Лебега п. 11.5.

Ниже мы приведем независимое доказательство, в котором будет
установлена также оценка сходимости.

Пусть ω — модуль непрерывности функции f . Зададим τ > 0. Тогда
для произвольного разбиения {Pi} с условием δ({Pi}) < τ справедлив
сформулированный в п. 12.1 вывод: osc(f ;Pi) ≤ ω(τ) для всех i. Фикси-
руем разбиение {Pi} с таким свойством. Выберем произвольные точки
ξi ∈ Pi и рассмотрим ступенчатые функции

ϕ(x) =
∑
i

f(ξi)χPi(x) и ψ(x) =
∑
i

osc(f ;Pi)χPi(x).

Очевидно имеем |f(x) − ϕ(x)| ≤ osc(f ;Pi) = ψ(x) для любой точки
x ∈ Pi. Отсюда вытекают оценки

‖f − ϕ‖ ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x) =
∑
i

osc(f ;Pi)µ(Pi)

≤ ω(τ)
∑
i

µ(Pi) = ω(τ)µ([a, b]).

Следовательно, f ∈ Rµ([a, b];E) по определению п. 9.1, так как ω(τ)→ 0
при τ → 0.
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С другой стороны,

∣∣∣∣∑
i

f(ξi)µ(Pi)−
b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
b∫
a

(ϕ(x)− f(x)) dµ(x)

∣∣∣∣
≤

b∫
a

|f(x)− ϕ(x)| dµ(x) = ‖f − ϕ‖ ≤ ω(τ)µ([a, b]).

12.3. Свойство. Ограниченная функция, имеющая конечное число
точек разрыва, интегрируема по Риману.

Указание. Это свойство можно доказать, используя либо II крите-
рий в терминах колебаний, см. п. 10.15, либо критерий интегрируемости
Лебега (см. теорему 11.4).

12.4. Задача. В каких случаях ограниченная функция, имеющая
конечное число точек разрыва, интегрируема по мере µ? (Рассмотреть
меры с различными свойствами.)

12.5. Теорема. Если функция f : [a, b] → R монотонна, а измеря-
ющая функция α непрерывна, то f ∈ Rµ([a, b];R).

Доказательство. Зададим ε > 0. Для любого положительного n
выберем разбиение ∆i так, чтобы

µ(∆i) =
α(b)− α(a)

n
, i = 1, . . . , n.

Это можно сделать, так как функция α непрерывна (см. п. 5.10). Пред-
положим для определенности, что функция f не убывает. Тогда оче-
видно колебание osc(f ; ∆i) функции f на промежутке ∆i = 〈xi−1, xi〉 не
превосходит f(xi)− f(xi−1). Отсюда получаем

∑
i

osc(f ; ∆i)µ(∆i) ≤
α(b)− α(a)

n

∑
i

(f(xi)− f(xi−1))

=
α(b)− α(a)

n
(f(b)− f(a)) < ε,

если n достаточно велико:

n >
(f(b)− f(a))(α(b)− α(a))

ε
.

79



12.6. Задача. Обобщить теорему 12.5 на случай произвольных из-
меряющих функций.
Указание: Использовать критерий интегрируемости Лебега 11.5.

13 Описание первообразных. Формула Ньютона —
Лейбница. Формула интегрирования по частям

Напомним, что производной в точке x ∈ (a, b) функции g : (a, b)→ E
называется такой элемент L ∈ E, что g(x + h) − g(x) = hL + o(h), где

x+h ∈ (a, b) и lim
h→0

|o(h)|
h

= 0. Производная обозначается либо символом

g′(x), либо символом
dg

dx
(x).

Пусть f ∈ R([a, b];E). Для любого x ∈ [a, b] определим функцию

[a, b] 3 x 7→ F (x) =

x∫
a

f(t) dt ∈ E

и исследуем ее свойства.
13.1. Свойство 1. Если функция f непрерывна в точке x ∈ (a, b),

то функция F дифференцируема в точке x и F ′(x) = f(x).

Доказательство. Оценим разностное отношение из определения
производной (полагаем h > 0):

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

x+h∫
x

{[f(t)− f(x)] + f(x)} dt = f(x) + α(h),

где α(h) = 1
h

x+h∫
x

[f(t)−f(x)] dt. Заметим, что |α(h)| ≤ osc(f ; [x, x+h]). В

силу непрерывности функции f в точке x, имеем: osc(f ; [x, x + h]) → 0
при h→ 0. (Рассмотреть случай h < 0.) По этой причине

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= f(x).

13.2. Свойство 2. Если |f(x)| ≤M для всех x, y ∈ [a, b], то |F (x)−
F (y)| ≤M |x− y|.
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Доказательство. Для всех x, y ∈ [a, b], x < y, имеем

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣
y∫
x

f(t) dt

∣∣∣∣ ≤
y∫
x

|f(t)| dt ≤M |x− y|.

13.3. Определение. Говорят, что функция F : [a, b]→ E принадле-
жит классу Липшица на отрезке [a, b] (обозначение F ∈ Lip([a, b];E)),
если для некоторой постоянной M выполняется неравенство

|F (x)− F (y)| ≤M |x− y|

для всех точек x, y ∈ [a, b] (наименьшая постоянная M , удовлетворяю-
щая этому неравенству, называется постоянной Липшица).

Таким образом, получен следующий результат.

13.4. Теорема. Если f ∈ R([a, b];E), то функция F (x) =
x∫
a

f(t) dt

обладает следующими свойствами:
(1) F ∈ Lip([a, b];E);
(2) функция F (x) дифференцируема почти всюду на [a, b] относи-

тельно меры Лебега и F ′(x) = f(x) почти всюду на [a, b].

Доказательство. (1) Принадлежность функции F классу Липши-
ца доказана в свойстве 13.2.

(2) По критерию Лебега функция f(x) непрерывна почти во всех
точках отрезка [a, b] относительно меры Лебега. По доказанному в свой-
стве 13.1, в точках непрерывности функции f(x) имеем F ′(x) = f(x).

13.5. Теорема. Пусть ϕ ∈ Lip([a, b];R), а E ⊂ [a, b] — множество
нулевой меры Лебега. Тогда образ ϕ(E) также имеет нулевую меру Ле-
бега.

Доказательство. По условию теоремы существует постоянная M
такая, что |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ M |x − y| для любых точек x, y ∈ [a, b]. Фик-
сируем ε > 0. Пусть {Pi} — набор промежутков такой, что E ⊂

⋃
i

Pi и∑
i

|Pi| < ε/M . Тогда образ ϕ(Pi) является промежутком, и

ϕ(E) ⊂
⋃
i

ϕ(Pi).
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Заметим, что длина промежутка ϕ(Pi) равна

osc(ϕ;Pi) = sup
x,y∈Pi

|ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ sup
x,y∈Pi

M |x− y| ≤M |Pi|.

Отсюда ∑
i

|ϕ(Pi)| =
∑
i

osc(ϕ;Pi) ≤M
∑
i

|Pi| < ε.

Следовательно, множество ϕ(E) имеет нулевую меру Лебега.

13.6. Лемма о постоянных функциях.Пусть функция F : [a, b]→
E обладает следующими свойствами:

(1) F ∈ Lip([a, b];E) c постоянной Липшица M ;
(2) функция F (x) дифференцируема почти всюду на [a, b] и произ-

водная F ′(x) равна 0 почти всюду относительно меры Лебега.
Тогда F — тождественно постоянная функция.

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно устано-
вить, что мера образа F ([a, b]) равна нулю. Действительно, так как F —
непрерывная функция, то образ F ([a, b]) — это замкнутый промежуток.
Если его мера равна нулю, то F ([a, b]) состоит из одной точки. Следо-
вательно, F = const. Фиксируем ε > 0.

Приведем два доказательства сформулированного свойства. Первое
базируется на лемме 3.9.

1) Для доказательства теоремы достаточно установить, что |F (x)−
F (a)| < ε для любой точки x ∈ [a, b]. Множество точек E, где произ-
водная F ′(x) или не определена, или не равна нулю, имеет меру Лебега
нуль. Тогда существует совокупность интервалов Vj , j ∈ N, покрываю-
щая E, сумма длин которых

∑
j

|Vj | < ε/2M .

Для любой точки x ∈ [a, b] \ E производная F ′(x) = 0 и поэтому
существует окрестность U(x) такая, что

|F (y)− F (x)| < ε

4(b− a)
|y − x|

для любой точки y ∈ U(x). Набор интервалов {Vj : j ∈ N} ∪ {U(x) : x ∈
[a, b] \ E} — открытое покрытие отрезка [a, b]. Выберем из него конеч-
ное подпокрытие V1, . . . , Vs, U(x1), . . . , U(xr). Заметим, что центры этих
интервалов можно выбрать такими, чтобы они принадлежали [a, b]. По
лемме 3.9 существует разбиение {Pi} отрезка [a, b] такое, что замыкание
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P i любого промежутка Pi содержится в некотором открытом промежут-
ке Vl или U(xn), причем центр этого открытого промежутка принадле-
жит P i.

Упорядочим концевые точки разбиения {Pi} отрезка [a, b] (одното-
чечные промежутки, если таковые имеются, можно исключить из рас-
смотрения): a = y0 < y1 < . . . < ym = b. Пусть точка x ∈ [yk−1, yk].
Тогда по неравенству треугольника имеем

|F (x)− F (a)| ≤
k−1∑
q=1

|F (yq)− F (yq−1)|+ |F (x)− F (yk−1)|

≤
∑

i, P i⊂U(xn)

osc(F ;P i) +
∑

i, P i⊂Vl

osc(F ;P i)

<
ε

2(b− a)
· (b− a) +

ε

2M
·M = ε.

Здесь для оценки osc(F ;P i), P i ⊂ U(xn), мы воспользовались соотно-
шениями

|F (y)− F (z)| ≤ |F (y)− F (xn)|+ |F (xn)− F (z)|

≤ ε

4(b− a)
|y − xn|+

ε

4(b− a)
|z − xn| ≤

ε

2(b− a)
· |Pi|

для любых точек y, z ∈ P i, так как xn ∈ P i, а для оценки osc(F ;P i),
P i ⊂ Vl, — соотношениями

|F (y)− F (z)| ≤M |y − z| ≤M |Pi|, y, z ∈ P i.

Лемма доказана.
2) Второе доказательство леммы базируется на теореме 21.2. Мно-

жество точек S, где производная F ′(x) или не определена, или не равна
нулю, имеет меру Лебега нуль. Включим еще в S две точки: {a, b} — его
мера при этом не изменится.

Во всех точках дополнения D = [a, b] \ S производная F ′(x) = 0 и
поэтому существует окрестность Urx(x) = (x− rx, x+ rx) ⊂ [a, b] такая,
что

|F (y)− F (x)| < ε

4(b− a)
r

для любой точки y ∈ Ur(x) = [x − r, x + r], r ∈ (0, rx). Совокупность
интервалов Ur(x), r ∈ (0, rx), образует покрытие Витали множества D
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(см. раздел 21). По теореме 21.2 существует совокупность дизьюнкт-
ных интервалов Vrj (xj), j ∈ N, покрывающая D, за исключением неко-
торого множества Σ = D \

⋃
j

Vrj (xj) нулевой меры. Заметим, что образ

F (Vrj (xj)) содержится в промежутке Tj , длина которого оценивается
сверху величиной osc(F ;Vrj (xj). Последняя оценивается сверху:

osc(F ;Vrj (xj) ≤ 2 sup
y∈Vrj (xj)

|F (y)− F (x)| ≤ ε

2(b− a)
rj .

Таким образом, имеем

F
(⋃
j

(
Vrj (xj)

))
⊂
⋃
j

Tj и
∑
j

|Tj | ≤
∑
j

ε

2(b− a)
rj ≤

ε

2
.

С другой стороны, множество E = S∪Σ имеет нулевую меру. По тео-
реме 13.5 его образ F (S∪Σ) имеет нулевую меру. Следовательно, образ
F ([a, b]) покрывается не более чем счетной совокупностью промежут-
ков, сумма длин которых не превосходит ε. Так как ε — произвольное
положительное число, то мера образа F ([a, b]) равна нулю.

13.7. Определение. Первообразной Лебега функции f ∈ B([a, b];E)
называется функция G : [a, b] → E, удовлетворяющая условию Лип-
шица, дифференцируемая почти всюду на [a, b] и производная которой
совпадает с функцией f почти всюду на [a, b] относительно меры Лебега.

Из теоремы 13.4 получаем, что любая интегрируемая по Риману
функция имеет первообразную Лебега. Из леммы 13.6 вытекает, что
две первообразные Лебега функции f ∈ B([a, b];E) отличаются на по-
стоянную.

В частности, две первообразные интегрируемой по Риману функции
отличаются на постоянную.

13.8. Формула Ньютона — Лейбница. Если G : [a, b] → E есть
первообразная Лебега функции f ∈ R([a, b];E), то справедлива формула

b∫
a

f(t) dt = G(b)−G(a).

Доказательство. По теореме 13.4 функция

[a, b] 3 x 7→ F (x) =

x∫
a

f(t) dt
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является первообразной Лебега для f . Кроме того, F (b)−F (a) =
b∫
a

f(t) dt.

Так как разность F (x)−G(x) двух первообразных удовлетворяет усло-
виям леммы 13.6, то F (x) = G(x)+const для всех точек x ∈ [a, b]. Сле-
довательно, G(b) − G(a) = F (b) − F (a), поэтому формула Ньютона —
Лейбница доказана.

Описание интегрируемых по Риману функций, интегральная
норма которых равна нулю

13.9. Теорема. Функция f ∈ R([a, b];E) имеет интегральную норму

нуль: ‖f‖ =
b∫
a

|f(x)| dx = 0 тогда и только тогда, когда f ограничена,

f(x) = 0 почти всюду и f непрерывна почти всюду на [a, b] относительно
меры Лебега.

Доказательство. Необходимость вытекает из пп. 9.27 и 11.4. Дос-
таточность — из формулы Ньютона — Лейбница.

Формула интегрирования по частям

Из формулы Ньютона — Лейбница вытекает

13.10. Формула интегрирования по частям. Если F принадле-
жит Lip([a, b];E) (G принадлежит Lip([a, b];K) является первообразной
Лебега функции f ∈ R([a, b];E) (g ∈ R([a, b];K)), то

b∫
a

g(x)F (x) dx = [G(b)F (b)−G(a)F (a)]−
b∫
a

G(x)f(x) dx.

Доказательство. Заметим, что функция G(x)F (x) удовлетворя-
ет условию Липшица на отрезке [a, b]: GF ∈ Lip([a, b];E). Кроме того,
G(x)F (x) дифференцируема почти всюду и (G(x)F (x))′ = g(x)F (x) +
G(x)f(x) почти всюду на [a, b] относительно меры Лебега. Функция
g(x)F (x) +G(x)f(x) ограничена на [a, b] и непрерывна почти всюду от-
носительно меры Лебега, поэтому g(x)F (x) + G(x)f(x) ∈ R([a, b];E).
Определим на отрезке [a, b] функцию

[a, b] 3 x 7→ H(x) =

x∫
a

(g(t)F (t) +G(t)f(t)) dt.
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Функция H ∈ Lip([a, b];E) по теореме 13.4 и дифференцируема почти
всюду на [a, b], причемH ′(x) = g(x)F (x)+G(x)f(x) почти всюду относи-
тельно меры Лебега. Следовательно, по лемме 13.6, H(x) = G(x)F (x)+
const для всех x ∈ [a, b], и поэтому [G(b)F (b)−G(a)F (a)] = H(b), что и
требовалось доказать.

14 Расширение понятия интегрируемой по
Риману функции

В предыдущем разделе доказано, что первообразная F : [a, b] →
R интегрируемой по Риману функции f ∈ R([a, b];R) удовлетворяет
условию Липшица:

|F (x)− F (y)| ≤M |x− y| для всех x, y ∈ [a, b],

где M = sup{|f(z)| : z ∈ [a, b]}, дифференцируема для почти всех по
Лебегу точек x ∈ [a, b] и в точках дифференцируемости F ′(x) = f(x).

Широкий пример липшицевых функций приведен в следующих за-
дачах.

14.1. Задача. Если функция f : [a, b] → R непрерывна на [a, b] и
дифференцируема на интервале (a, b), причем ее производная ограни-
чена: |f ′(x)| ≤ M , то функция f удовлетворяет условию Липшица с
постоянной Липшица M : |f(x)− f(y)| ≤M |x− y|.

Таким образом, непрерывно дифференцируемые функции удовле-
творяют условию Липшица.

14.2. Задача. Пусть E ⊂ R — произвольное множество. Тогда
функция

R 3 x 7→ dist(x,E) = inf
y∈E
|x− y|

удовлетворяет условию Липшица с постоянной Липшица 1:

|dist(x1, E)− dist(x2, E))| ≤ |x1 − y2|.

Интересно отметить, что произвольная функция, удовлетворяющая
условию Липшица, дифференцируема почти всюду: известна3

14.3. Теорема. Всякая функция G : [a, b] → R, удовлетворяющая
условию Липшица на [a, b], дифференцируема почти всюду на [a, b] от-
носительно меры Лебега.

3См., например, А. Н. Колмогоров, С. В. Фомин «Элементы теории функций и
функционального анализа» М.: «Наука», 1968. С. 330.
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Таким образом, производная липшицевой функции G′(x) = g(x) яв-
ляется функцией, определенной всюду на отрезке [a, b] кроме, быть мо-
жет, множества нулевой меры Лебега.

Возникает вопрос, в каких случаях липшицева функция G : [a, b]→
R может быть восстановлена по своей производной?

Следующий пример показывает, что это не всегда возможно. Изла-
гаемый ниже пример В. Вольтерра (1860–1940) по материалам книги
Гелбаум Б., Олмстед Дж. Контрпримеры в анализе. М.: Мир, 1967.
C. 139–141, представлен А. Волошиным на миниконференции студентов
1-го курса 16 апреля 2004 года.

14.4. Пример. Существует функция f : [0, 1] → R, удовлетворяю-
щая условию Липшица на [0, 1], и производная которой разрывна на
множестве положительной лебеговой меры. Таким образом, производ-
ная f ′(x) не удовлетворяет критерию Лебега 11.4 интегрируемости по
Риману и поэтому функция f(x) не может быть восстановлена по своей
производной с помощью интеграла Римана.

Построение такой функции базируется на свойствах канторова мно-
жества D ⊂ [0, 1] положительной меры (см. теорему 6.14). Для по-
ложительных x определим функцию g формулой g(x) = x2 sin 1

x . Для
любого положительного d обозначим символом xd число sup{x : g′(x) =
0, x ≤ d}. На промежутке (0, d], где d — положительное число, опреде-
лим функцию

gd(x) =

{
g(x), если x ∈ (0, xd],
g(xd), если x ∈ [xd, d].

Определим функцию f : [0, 1]→ R следующим образом: если x ∈ D, то
положим f(x) = 0; если же x принадлежит какому-либо интервалу (γ, δ)
длины 2d = δ − γ, удаленному из [0, 1] при построении D, то положим

f(x) =

{
gd(x− γ), если x ∈ (γ, γ + d],

gd(δ − x), если x ∈ [δ − d, δ).

Непосредственно проверяется, что f(δ) = 0 и 0 ≤ f(x) ≤ d2

4 и функция
f симметрична относительно середины отрезка (γ, δ).

Если x ∈ D, а y ∈ [0, 1] — какая-либо другая точка, то либо f(y) = 0,
либо y принадлежит некоторому удаленному интервалу (γ, δ). В первом
случае f(y)−f(x) = 0 = o(y−x). Во втором же случае, обозначив через
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b ближайший к точке y конец интервала (γ, δ), имеем

|f(y)− f(x)|
|y − x|

=
∣∣∣ f(y)

y − x

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ f(y)

y − b

∣∣∣ =
∣∣∣gd(|y − b|)

y − b

∣∣∣
≤
∣∣∣ |y − b|2
y − b

∣∣∣ = |y − b| ≤ |y − x|.

Следовательно, в обоих случаях f(y)−f(x) = o(y−x), откуда f ′(x) = 0
для любого x ∈ D.

С другой стороны, если x ∈ [0, 1] \D, то

|f ′(x| ≤
∣∣∣2z sin

1

z
− cos

1

z

∣∣∣ ≤ 3,

где z — некоторое число между 0 и 1. Таким образом, f ∈ D([0, 1]) и
производная f ′(x) ограничена на [0, 1].

Учитывая, что lim
y→0+

g′(y) = 1, заключаем, что для всякой точки

x ∈ D справедливо равенство

lim
y→x

f ′(y) = 1,

поскольку множество D нигде не плотно.

Приведенный пример помогает выявить трудности возникающие при
ответе на сформулированный перед этим примером вопрос. Во-первых,
производная G′(x) = g(x) может быть определена не во всех точках от-
резка [a, b]. Следовательно, необходимо иметь продолжение g̃ : [a, b]→ R
производной g, интегрируемое по Риману на отрезке [a, b]. Если такое
продолжение существует, то оно необходимо должно быть ограничен-
ным и непрерывным почти всюду на [a, b] относительно меры Лебега.

Во-вторых, для корректности восстановления функции G(x) =
x∫
a

g̃(t) dt

интеграл в правой части не должен зависеть от способа продолжения.
Из сказанного выше вытекает, что для положительного решения

сформулированного вопроса необходимо, чтобы производная липшице-
вой функции, существующая по теореме 14.3 почти всюду, была непре-
рывна почти всюду относительно меры Лебега на множестве, где она
существует. Оказывается, что это условие является также и достаточ-
ным для существования продолжения с нужными свойствами.

Из следующей теоремы вытекает, что производная G′ липшицевой
функции, существующая лишь почти всюду на [a, b] и непрерывная по-
чти всюду на области определения относительно меры Лебега, продол-
жается до функции g̃ : [a, b]→ R, интегрируемой по Риману на [a, b].
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14.5. Теорема. Пусть D ⊂ [a, b] и |[a, b] \ D| = 0, а ограниченная
функция θ : D → R непрерывна почти всюду на D относительно меры
Лебега. Тогда существует продолжение θ̃ : [a, b] → R, θ̃|D = θ, ограни-
ченное на [a, b] и непрерывное почти всюду на отрезке [a, b] относитель-
но меры Лебега. Таким образом, θ̃ ∈ R([a, b];R) и значение интеграла
b∫
a

θ̃(x) dx не зависит от способа продолжения.

Доказательство. ПустьD ⊂ [a, b] — область определения функции
θ. По условию мера Лебега дополнения [a, b] \ D равна нулю. По этой
причине каждая точка x ∈ [a, b] \ D является точкой прикосновения
для D (в противном случае дополнение [a, b] \ D содержит некоторую
непустую окрестность точки x и поэтому мера Лебега множества [a, b] \
D не может быть равной нулю). Определим функцию θ̃ : [a, b] → R,
полагая θ̃(x) = θ(x) в точках x ∈ D, а если x ∈ [a, b] \D, то пусть

θ̃(x) = lim
y→x,y∈D

θ(y) = inf
ε>0

sup{θ(y) : y ∈ D ∩ (x− ε, x+ ε)}.

Ограниченность функции θ̃ очевидна. Пусть x — точка непрерывности
функции θ : D → R. Докажем, что функция θ̃ : [a, b]→ R также непре-
рывна в точке x. Для этого достаточно показать, что колебание функ-
ции θ̃ на любом интервале U ∈ N (x) не превосходит колебания функции
θ на пересечении U ∩D. Фиксируем δ > 0 и обозначим символом Uδ(x)
интервал (x− δ, x+ δ). Мы покажем, что справедливы следующие соот-
ношения:

sup
y∈Uδ(x)

θ̃(y) ≤ sup
y∈Uδ(x)∩D

θ(y), (14.0.1)

inf
y∈Uδ(x)

θ̃(y) ≥ inf
y∈Uδ(x)∩D

θ(y), (14.0.2)

откуда и вытекает искомая оценка на колебание. Если z ∈ Uδ \ D, то
при достаточно малом δ′ имеем Uδ′(z) ⊂ Uδ(x) и поэтому

θ̃(z) ≤ sup
t∈Uδ′ (z)∩D

θ(t) ≤ sup
y∈Uδ(x)∩D

θ(y).

Отсюда получаем (14.0.1). Справедливость соотношения (14.0.2) дока-
зывается аналогично.

Если нашлось другое продолжение функции θ, удовлетворяющее то-
му же условию, то разность двух функций будет равна нулю почти
всюду и будет непрерывной почти всюду на отрезке [a, b] относительно
меры Лебега. По теореме 13.9 интеграл разности этих функций равен
нулю, следовательно, интегралы различных продолжений совпадают.
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14.6. Следствие. Липшицева функция G : [a, b] → R, производ-
ная G′(x) = g(x) которой непрерывна почти всюду относительно меры
Лебега на множестве, где она существует, однозначно с точностью до
постоянной восстанавливается по своей производной.

Доказательство вытекает из теорем 14.3 и 14.5. Кроме того, F (x) =
x∫
a

g̃(t) dt не зависит от способа продолжения функции g(x). Остается за-

метить, что G(x) = F (x) +C для всех точек x ∈ [a, b], где C — постоян-
ная.

Результаты этого раздела мотивируют следующее расширение поня-
тия интегрируемой по Риману функции.

14.7. Определение. Пусть D ⊂ [a, b] — множество полной меры на
[a, b], т. е., |[a, b]\D| = 0. Функция f : D → R называется интегрируемой
по Риману на отрезке [a, b], если она ограничена и непрерывна почти
всюду на D относительно меры Лебега.

Интегралом Римана функции f на отрезке [a, b] называется величина

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f̃(x) dx,

где f̃ : [a, b] → R — произвольное продолжение функции f на отре-
зок [a, b] такое, что f̃ ограничена и непрерывна почти всюду на [a, b]
относительно меры Лебега.

Корректность определения 14.7 вытекает из теоремы 14.5.

14.8. Определение. Пусть D ⊂ [a, b] — множество полной меры на
[a, b], т. е., |[a, b] \D| = 0. Пусть еще функция f : D → R интегрируема
по Риману на отрезке [a, b] в смысле определения 14.7. Первообразной
функции f : D → R называется функция F : [a, b] → R, удовлетво-
ряющая условию Липшица, дифференцируемая почти всюду на [a, b] и
производная которой совпадает с функцией f почти всюду на D отно-
сительно меры Лебега.

По следствию 14.6 первообразная определена корректно.
Отметим следующий свойства первообразных.

14.9. Теорема. Пусть D1 ⊂ [a, b] и D2 ⊂ [a, b] — множествa полной
меры на [a, b], т. е., |[a, b] \ Di| = 0, i = 1, 2. Пусть еще функция F :
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[a, b] → R и G : [a, b] → R — первообразные функций f : D1 → R и
g : D2 → R соответственно. Тогда

1) для любых чисел α, β ∈ R линейная комбинация αF+βG : [a, b]→
R является первообразной функции αf + βg : D1 ∩D2 → R;

2) F+(x) = max(0, F (x)) : [a, b]→ R — первообразная функции

D1 3 x 7→ fF+(x) =

{
f(x), если F (x) > 0,
0, если F (x) ≤ 0;

3) F−(x) = −min(0, F (x)) : [a, b]→ R — первообразная функции

D1 3 x 7→ fF−(x) =

{
0, если F (x) ≥ 0,
−f(x), если F (x) < 0;

4) |F |(x) : [a, b]→ R — первообразная функции

D1 3 x 7→ f|F |(x) =

{
f(x), если F (x) ≥ 0,
−f(x), если F (x) < 0;

5) max(F,G)(x) = max(F (x), G(x)) : [a, b] → R — первообразная
функции

D1 ∩D2 3 x 7→ fmax(F,G)(x) =

{
f(x), если F (x) > G(x),
g(x), если F (x) ≤ G(x);

6) min(F,G)(x) = min(F (x), G(x)) : [a, b] → R — первообразная
функции

D1 ∩D2 3 x 7→ fmin(F,G)(x) =

{
g(x), если F (x) > G(x),
f(x), если F (x) ≤ G(x).

Доказательство. 1) Первое утверждение вытекает из определе-
ния 14.8. Действительно, множество D = D1 ∩D2 имеет полную меру.
Функция αf + βg : D → R интегрируема по Риману на отрезке [a, b]
в смысле определения 14.7, т. е., она ограничена и непрерывна почти
всюду на D относительно меры Лебега. Функция αF + βG : [a, b] → R
удовлетворяет условию Липшица, дифференцируема почти всюду на
[a, b] и ее производная совпадает с функцией αf +βg почти всюду на D
относительно меры Лебега.

2) Докажем второе утверждение. Удаляя из D1 множество нулевой
меры Лебега, можно считать, что функция f непрерывна во всех точках
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множества D1. Тогда функция fF+ также непрерывна во всех точках
множества D1.

Далее, совокупность точек U = {x ∈ [a, b] : F (x) < 0} — откры-
тое множество на отрезке [a, b]. Функция F+(x) = max(0, F (x)) равна
тождественно нулю на открытом множестве U , поэтому (F+)′(x) = 0
для всех x ∈ U . Аналогично, множество V = {x ∈ [a, b] : F (x) > 0}
открыто и поэтому производная (F+)′(x) = f(x) во всех точках мно-
жества D1 ∩ V . Пусть теперь x — предельная точка для пересечения
{x ∈ [a, b] : F (x) = 0} ∩ D1 (заметим, что совокупность изолирован-
ных точек не более чем счетная). Очевидно F ′(x) = f(x) = 0. Поэтому
F (y) = o(y − x). Отсюда тем более имеем F+(y) = o(y − x). Следова-
тельно, (F+)′(x) = f(x) = 0. Таким образом, производная функции F+

существует в почти всех точках отрезка [a, b], непрерывна почти всюду
на области определения и производная (F+)′(x) совпадает с функцией
fF+ почти всюду.

3) Третье утверждение формально получается из второго заменой
F на −F , а f на −f .

4) Четвертое утверждение получается из предыдущих, поскольку
|F | = F+ + F−.

5) Пятое (шестое) утверждение получается из предыдущих, посколь-
ку max(F,G) = (F −G)+ +G (min(F,G) = G− (G− F )+).

14.10. Теорема. Пусть D ⊂ [a, b] — множество полной меры на
[a, b], т. е., |[a, b]\D| = 0. Пусть еще функция f : [a, b]→ R удовлетворяет
условию Липшица, дифференцируема на множестве D ⊂ [a, b] полной
меры, и ее производная D 3 x 7→ f ′(x) непрерывна почти всюду на D
относительно меры Лебега. Тогда совокупность точек {x ∈ D : f ′(x) >
0} содержится в открытом множестве U ⊂ [a, b] таком, что |U \D| = 0.
Если U =

⋃
k

Uk — представление U в виде объединения дизъюнктной

совокупности интервалов, то на каждом из них функция f : Uk → R
монотонно возрастает.

Аналогично, совокупность точек {x ∈ D : f ′(x) < 0} содержится
в открытом множестве V ⊂ [a, b] таком, что |V \ D| = 0. Если V =⋃
l

Vl — представление V в виде объединения дизъюнктной совокупности

интервалов, то на каждом из них первообразная f : Vl → R монотонно
убывает.

Доказательство. Рассмотрим случай положительной производ-
ной. Можно предполагать, что множество D содержит лишь те точки,
в которых производная f ′ непрерывна. Тогда каждая точка множества

92



{x ∈ D : f ′(x) > 0} имеем окрестность U(x) ⊂ [a, b], в любой точки y
которой f ′(y) > 0. Множество U =

⋃
x∈D, f ′(x)>0

U(x) ⊂ [a, b] открыто и

представимо как объединение дизъюнктной совокупности интервалов:
U =

⋃
k

Uk, где Uk = (αk, βk). Очевидно, что |U \ D| = 0 и по формуле

Ньютона — Лейбница

f(x) = f(y) +

x∫
y

f ′(z) dz ≥ f(y) для любых точек αk ≤ y < x ≤ βk,

поскольку подынтегральная функция неотрицательна.
Случай отрицательной производной рассматривается аналогично.
Мы применим метод доказательства леммы 13.6 о постоянных функ-

циях для доказательства утверждения об оценке приращения функции
α : [a, b]→ R, удовлетворяющей условию Липшица, дифференцируемой
почти всюду на [a, b] и производная которой непрерывна почти всюду
на области определения относительно меры Лебега.

14.11. Лемма об оценке приращения липшицевой функции.
Пусть функция β : [a, b]→ E обладает следующими свойствами:

(1) β ∈ Lip([a, b];E) c постоянной Липшица M ;
(2) функция β(x) дифференцируема почти всюду на [a, b] и произ-

водная β′(x) непрерывна почти всюду на области определения относи-
тельно меры Лебега.
Тогда |β(b) − β(a)| ≤ M

(∑
k

|Uk| +
∑
l

|Vl|
)
, где множества Uk и Vl опре-

делены в теореме 14.10.

Доказательство. Обозначим объединение
⋃
k

Uk ∪
⋃
l

Vl дизьюнкт-

ных интервалов из теоремы 14.10 символом A. Фиксируем ε > 0. Мно-
жество точек E, где производная β′(x) или не определена, или разрыв-
на, имеет меру Лебега нуль. Тогда существует не более чем счетная
совокупность интервалов Wj , j ∈ N, покрывающая E, сумма длин ко-
торых

∑
j

|Wj | < ε/2M . Для любой точки x ∈ [a, b]\ (E∪A) производная

β′(x) = 0 и поэтому существует окрестность O(x) такая, что

|β(y)− β(x)| < ε

4(b− a)
|y − x|

для любой точки y ∈ O(x). Набор интервалов {Uk, Vl,Wj ,O(x) : k, l, j ∈
N, x ∈ [a, b] \ (E ∪A)} — открытое покрытие отрезка [a, b]. Выберем из
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него конечное подпокрытие

U1, . . . , UK , V1, . . . , VL,W1, . . . ,WJ ,O(x1), . . . ,O(xr).

Заметим, что центры этих интервалов можно выбрать такими, чтобы
они принадлежали [a, b]. По лемме 3.9 существует разбиение {Pi} от-
резка [a, b] такое, что замыкание P i любого промежутка Pi содержится
в некотором открытом промежутке Uk, k = 1, . . . ,K, Vl, l = 1, . . . , L,
Wj , j = 1, . . . , J , или O(xn), n = 1, . . . , r, причем центр этого открытого
промежутка принадлежит P i.

Упорядочим концевые точки разбиения {Pi} отрезка [a, b] (одното-
чечные промежутки, если таковые имеются, можно исключить из рас-
смотрения): a = y0 < y1 < . . . < ym = b. Тогда по неравенству треуголь-
ника имеем

|β(b)− β(a)| ≤
m∑
q=1

|β(yq)− β(yq−1)| ≤
∑

i, P i⊂Uk

osc(β;P i)

+
∑

i, P i⊂Vl

osc(β;P i) +
∑

i, P i⊂Wj

osc(β;P i) +
∑

i, P i⊂O(xn)

osc(β;P i)

≤M
K∑
k=1

|Uk|+M

L∑
l=1

|Vl|+
J∑
j=1

|Wj |+
r∑

n=1

|O(xn)|

≤M
( K∑
k=1

|Uk|+
L∑
l=1

|Vl|
)

+
ε

2M
·M +

ε

2(b− a)
· (b− a).

Сумма двух последних слагаемых равна ε, где ε выбирается произволь-
ным положительным числом. Здесь для оценки osc(β;P i), P i ⊂ O(xn),
мы воспользовались соотношениями

|β(y)− β(z)| ≤ |β(y)− β(xn)|+ |β(xn)− β(z)|

≤ ε

4(b− a)
|y − xn|+

ε

4(b− a)
|z − xn| ≤

ε

2(b− a)
· |Pi|

для любых точек y, z ∈ P i, так как xn ∈ P i, а для оценки osc(β;P i)
(P i ⊂ Uk, P i ⊂ Vl или P i ⊂Wj) — соотношениями

|β(y)− β(z)| ≤M |y − z| ≤M |Pi|, y, z ∈ P i.

Лемма доказана.
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15 Сведение интеграла по мере µ к интегралу
Римана

Покажем, что полученное в предыдущем разделе описание первооб-
разных может быть полезным и при нахождении интеграла по мере µ.
Поскольку мера может быть представлена в виде суммы непрерывной и
атомической компонент, см. теоремы 5.37 и 5.38, то вычисления инте-
грала по произвольной мере, задаваемой некоторой измеряющей функ-
цией, сводится к вычислению интеграла по мере, задаваемой функцией
скачков, и интеграла по мере, задаваемой непрерывной измеряющей
функцией. В первой части раздела мы находим разложение интегра-
ла в том случае, когда мера представлена в виде суммы двух мер. Во
второй части раздела вычисляется интеграл по атомическим мерам, а
во второй — исследуется случай специальных измеряющих функций,
когда они удовлетворяют условию Липшица. В этом случае при неко-
торых дополнительных условиях интеграл по такой мере сводится к
интегралу Римана.

1. Интуитивно понятно, что две конечно-аддитивные меры можно
складывать. Приведем формальное определение.

15.1. Определение. Будем говорить, что конечно-аддитивная мера
ν равна сумме двух конечно-аддитивных мер µ1 и µ2 на отрезке [a, b] и
писать ν = µ1 + µ2, если ν(P ) = µ1(P ) + µ2(P ) для любого промежутка
P ⊂ [a, b].

15.2. Задача. Показать, что сумма двух конечно-аддитивных мер
на отрезке [a, b] является конечно-аддитивной мерой.

15.3. Задача. Показать, что если ν = µ1 + µ2 на промежутках
отрезка [a, b], то µ1 ≤ ν и µ2 ≤ ν.

15.4. Теорема. Пусть ν = µ1 + µ2 на промежутках отрезка [a, b], а
f ∈ Rν([a, b];E). Тогда f ∈ Rµi([a, b];E), i = 1, 2, и

b∫
a

f(x) dν(x) =

b∫
a

f(x) dµ1(x) +

b∫
a

f(x) dµ2(x). (15.0.1)

Обратно, если f ∈ Rµi([a, b];E), i = 1, 2, то f ∈ Rν([a, b];E), где ν =
µ1 + µ2, и справедливо равенство (15.0.1).
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Доказательство. Пусть f ∈ Rν([a, b];E). Имеем ν = µ1 + µ2. Сле-
довательно, из задачи 15.3 и теоремы 9.34 вытекает, что f принадлежит
Rµi([a, b];E), i = 1, 2. Если последовательности ступенчатых функций
ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R) таковы, что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x) для x ∈ [a, b] и n ∈ N, lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dν(x) = 0,

то имеем также

lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dµi(x) = 0, i = 1, 2.

Отсюда вытекает, что

b∫
a

f(x) dµi(x) = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dµi(x), i = 1, 2.

Поскольку
b∫
a

f(x) dν(x) = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dν(x), то (15.0.1) получается из

просто проверяемого равенства для ступенчатых функций

b∫
a

ϕn(x) dν(x) =

b∫
a

ϕn(x) dµ1(x) +

b∫
a

ϕn(x) dµ2(x) (15.0.2)

как предел при n→∞.
Обратно, пусть теперь f ∈ Rµi([a, b];E), i = 1, 2. По первому крите-

рию в терминах колебаний f ∈ Rµi([a, b];E) тогда и только тогда, когда
f ограничена и для любого ε > 0 существует разбиение {∆i

j} отрезка
[a, b] такое, что ∑

j

osc(f ; ∆i
j)µi(∆j) < ε/2, i = 1, 2. (15.0.3)

Фиксируем ε > 0 и соответствующие разбиения {∆i
j}, i = 1, 2. Возьмем

теперь произвольное измельчение {Pk} разбиений {∆i
j}, i = 1, 2 (см.

лемму 3.7). Тогда для разбиения {Pk} будет выполняться соотношение
(15.0.3): ∑

k

osc(f ;Pk)µi(Pk) < ε/2, i = 1, 2. (15.0.4)
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Из (15.0.4) получаем∑
k

osc(f ;Pk)µ1(Pk) +
∑
k

osc(f ;Pk)µ2(Pk) =
∑
k

osc(f ;Pk)ν(Pk) < ε.

Так как ε > 0 — произвольное число, то по первому критерию в терми-
нах колебаний f ∈ Rν([a, b];E). Равенство (15.0.1) установлено в первой
части доказательства.

2. Фиксируем сходящийся ряд

∞∑
k=1

ak (15.0.5)

с положительными членами. Пусть {ck}, k ∈ N, — набор попарно-
различных точек на отрезке [a, b]. Определим меру промежутка P ⊂
[a, b] как

µ(P ) =
∑
ck∈P

ak (15.0.6)

(см. определение 5.19). Отметим, что µ({cj}) = aj для всех j ∈ N.

15.5. Теорема. Пусть f : [a, b] → E — ограниченная функция, а
µ — мера (15.0.6), определенная на промежутках отрезка [a, b]. Тогда

b∫
a

f(x) dµ(x) =
∑
k

akf(ck). (15.0.7)

Доказательство. Пусть M — верхняя оценка для |f(x)|: |f(x)| ≤
M для всех x ∈ [a, b]. Определим функции ϕn ∈ Step([a, b];E):

ϕn(x) =

{
f(ci), если x = ci для i = 1, . . . , n,

0, в остальных случаях,

и ψn ∈ Step([a, b];R), n ∈ N,

ψn(x) =

{
0, если x = ci для i = 1, . . . , n,

M, в остальных случаях

(здесь разбиение отрезка [a, b] для этих функций составляют одното-
чечные промежутки {c1}, . . . , {cn} и дополнительные к ним на отрезке
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[a, b] промежутки P1, . . . , Pjn). Очевидно, |f(x)−ϕn(x)| ≤ ψn(x) для всех
x ∈ [a, b], и

b∫
a

ψn dµ = M

jn∑
l=1

µ(Pl) = M

(
µ([a, b])−

n∑
i=1

µ(ci)

)
= M

∞∑
i=n+1

ai → 0

при n→∞. Следовательно,

b∫
a

f dµ = lim
n→∞

b∫
a

ϕn dµ = lim
n→∞

n∑
i=1

f(ci)µ(ci) =

∞∑
i=1

aif(ci).

15.6. Теорема. Пусть мера µ, задана по измеряющей функции g :
[a, b]→ R в соответствии с определением 5.8, а функция f ∈ Rµ([a, b];E).
Тогда

b∫
a

f(x) dµ(x) =

b∫
a

f(x) dµ1(x) +

b∫
a

f(x) dµ2(x), (15.0.8)

где меры µ1 и µ2 определяются по измеряющим функциям g1 и g2 из
(5.0.5) в соответствии с определением 5.8.

Доказательство. Имеем µ = µ1 + µ2 по теореме 5.37. Отсюда вы-
текает, что f ∈ Rµi([a, b];E), i = 1, 2 (множество нулевой µ-меры будет
также множеством нулевой µi-меры, i = 1, 2, а затем надо применить
критерий интегрируемости 11.5). Более того, для последовательностей
ступенчатых функций ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R) таких,
что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x) для x ∈ [a, b] и n ∈ N, lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dµ(x) = 0,

имеем также

lim
n→∞

b∫
a

ψn(x) dµi(x) = 0, i = 1, 2.

Отсюда вытекает, что

b∫
a

f(x) dµi(x) = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dµi(x), i = 1, 2.
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Поскольку
b∫
a

f(x) dµ(x) = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dµ(x), то (15.0.8) получается из

просто проверяемого равенства для ступенчатых функций

b∫
a

ϕn(x) dµ(x) =

b∫
a

ϕn(x) dµ1(x) +

b∫
a

ϕn(x) dµ2(x)

как предел при n→∞.

15.7. Замечание. По теореме 15.4 получаем следующий метод на-
хождения интеграла по мере µ:

1) необходимо разложить меру по теореме 5.37: µ = µ1 + µ2;
2) интеграл по мере µ2 (второй интеграл справа в разложении (15.0.1))

сводится к нахождению суммы ряда в 15.0.7;
3) в тех случаях, когда мера µ1 задается липшицевой функцией спе-

циального вида, интеграл по мере µ1 (первый интеграл справа в разло-
жении (15.0.8)) можно свести к вычислению интеграла Римана (см. п. 2
настоящего раздела).

15.8. Задача. Найти аналог теоремы 15.6 для меры µ, заданной
по измеряющей функции g : [a, b] → R в соответствии с определением
5.5, и функции f ∈ Rµ([a, b];E). (Указание: применить задачу 5.38).
Сформулировать метод нахождения интеграла по мере µ по аналогии с
замечанием 15.7.

15.9. Задача. Найти аналог теоремы 15.6 для произвольной конеч-
но-аддитивной меры µ. (Указание: применить задачу 5.40). Сформу-
лировать метод нахождения интеграла по мере µ по аналогии с замеча-
нием 15.7.

3. Следующее утверждение является классическим результатом.

15.10. Теорема. Пусть f ∈ Rµ([a, b];E), а производная измеряющей
функции α ∈ Lip([a, b];R) непрерывна почти всюду относительно меры
Лебега на множестве определения. Тогда интеграл функции f по мере
µ сводится к интегралу Римана:

b∫
a

f(x) dα(x) =

b∫
a

f(x)α′(x) dx. (15.0.9)
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Доказательство. По определению интегрируемости существуют
последовательности функций ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R)
такие, что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x), x ∈ [a, b], n ∈ N, и
b∫
a

ψn dα→ 0 при n→∞.

Заметим, что по формуле 13.8 имеем

d∫
c

dα = α(〈c, d〉) = α(d)− α(c) =

d∫
c

α′(x) dx

для любого промежутка 〈c, d〉 ⊂ [a, b]. Поэтому интегралы от ступенча-
тых функций ϕn и ψn можно записать как интегралы Римана:

b∫
a

ϕn dα =

b∫
a

ϕnα
′ dx,

b∫
a

ψn dα =

b∫
a

ψnα
′ dx.

Следовательно, имеем |f(x)α′(x) − ϕn(x)α′(x)| ≤ ψn(x)α′(x), x ∈ [a, b],
n ∈ N, и

b∫
a

ψn(x)α′(x) dx→ 0 при n→∞.

Так как произведения ϕnα′ и ψnα′ интегрируемы по Риману, то по тео-
реме 9.31 функция fα′ также интегрируема по Риману и

b∫
a

f(x)α′(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x)α′(x) dx

= lim
n→∞

b∫
a

ϕn(x) dα =

b∫
a

f(x) dα.

Теорема доказана.

В следующей теореме предлагаются другие условия сведения инте-
грала по мере µ к интегралу Римана.
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15.11. Теорема. Пусть f ∈ R([a, b];E), а производная измеряющей
функции α ∈ Lip([a, b];R) непрерывна почти всюду относительно ме-
ры Лебега на множестве, где она определена. Тогда f ∈ Rµ([a, b];E) и
интеграл по мере µ сводится к интегралу Римана:

b∫
a

f(x) dα(x) =

b∫
a

f(x)α′(x) dx. (15.0.10)

Доказательство. Так как f ∈ R([a, b];E), то существуют последо-
вательности ϕn ∈ Step([a, b];E) и ψn ∈ Step([a, b];R) такие, что

|f(x)− ϕn(x)| ≤ ψn(x), x ∈ [a, b], n ∈ N, и
b∫
a

ψn dx→ 0 при n→∞.

Заметим, что одновременно имеем |f(x) − ϕn(x)| ≤ ψn(x), x ∈ [a, b],
n ∈ N, и

b∫
a

ψn dα =

b∫
a

ψnα
′ dx ≤ sup

x∈[a,b]

α′(x)

b∫
a

ψn dx→ 0 при n→∞.

Таким образом, f ∈ Rµ([a, b];E) и

b∫
a

f dα = lim
n→∞

b∫
a

ϕn dα = lim
n→∞

b∫
a

ϕnα
′ dx. (15.0.11)

С другой стороны, fα′ ∈ R([a, b];E) по критерию интегрируемости Ле-
бега и, полагая M = sup

x∈[a,b]

α′(x), получаем

∣∣∣∣∣
b∫
a

fα′ dx−
b∫
a

ϕnα
′ dx

∣∣∣∣∣ ≤M
b∫
a

|f − ϕn| dx ≤M
b∫
a

ψn dx→ 0

при n→∞. Сопоставляя этот результат с формулой (15.0.11), получаем
(15.0.10).

4. В последнем пункте этого раздела мы приведем два утверждения,
которые могут быть полезными при работе с интегралом по произволь-
ной мере.
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15.12. Предложение. Пусть α : [a, b] → R — непрерывно диф-
ференцируемая на отрезке [a, b] измеряющая функция, а E ⊂ [a, b] —
множество нулевой α-меры. Если Z = {z ∈ [a, b] : α′(z) = 0}, то

|E \ Z| = 0.

Доказательство. Фиксируем ε > 0 и покрытие множества E про-
межутками Pi = {〈δi, γi〉}, i ∈ N, такие, что

∑
i

α(γi) − α(δi) < ε. Оче-
видно,

α(E) ⊂
⋃
i

α(Pi).

Образ α(Pi) содержится в промежутке Qi = {〈α(δi), α(γi)〉}, i ∈ N. Та-
ким образом, имеем

α(E) ⊂
⋃
i

Qi и
∑
i

|Qi| =
∑
i

α(γi)− α(δi) < ε.

Следовательно, множество α(E) имеет меру Лебега нуль. По следствию
16.6 множество α−1(α(E)) \Z имеет меру Лебега нуль. Отсюда множе-
ство E \ Z ⊂ α−1(α(E)) \ Z также имеет меру Лебега нуль.

Следующее утверждение обобщает предложение 15.12.

15.13. Предложение. Пусть g : [a, b] → R — непрерывная изме-
ряющая дифференцируемая почти всюду относительно меры Лебега на
отрезке [a, b] функция, а E ⊂ [a, b] — множество нулевой g-меры. Если
Z = {z ∈ [a, b] : g′(z) = 0}, то

|E \ Z| = 0.

Доказательство. Фиксируем ε > 0 и покрытие множества E про-
межутками Pi = {〈δi, γi〉}, i ∈ N, такое, что

∑
i

g(γi)− g(δi) < ε. Очевид-
но,

g(E) ⊂
⋃
i

g(Pi).

Образ g(Pi) равен промежутку Qi = {〈g(δi), g(γi)〉}, i ∈ N. Таким обра-
зом, имеем

g(E) ⊂
⋃
i

Qi и
∑
i

|Qi| =
∑
i

g(γi)− g(δi) < ε.

Следовательно, множество g(E) имеет меру Лебега нуль. По лемме 16.9
множество g−1(g(E)) \ Z имеет меру Лебега нуль. Отсюда множество
E \ Z ⊂ g−1(g(E)) \ Z также имеет меру Лебега нуль.
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16 Формула замены переменной

1. Мы рассмотрим вначале простую модельную ситуацию замены
переменной, на которой можно увидеть суть дела, обсудить вид форму-
лы и способы ее доказательства.

16.1. Предложение. Если α : [a, b]→ [c, d] — непрерывная возрас-
тающая функция такая, что α(a) = c, α(b) = d, то для любой непрерыв-
ной функции f : [c, d]→ E функция (f ◦α) ∈ Rµ([a, b];E) и справедлива
формула

b∫
a

f(α(x)) dα(x) =

d∫
c

f(y) dy. (16.0.1)

Если, кроме того, измеряющая функция α непрерывно дифферен-
цируема, то (f ◦α)α′ ∈ R([a, b];E) и справедлива формула замены пере-
менной

b∫
a

f(α(x))α′(x) dx =

d∫
c

f(y) dy. (16.0.2)

Если F : [c, d] → E — первообразная функции f , то F ◦ α : [a, b] → E —
первообразная функции (f ◦ α)α′.

Доказательство. Функция f непрерывна на отрезке [c, d] и по-
этому интегрируема по Риману. Чтобы доказать формулу (16.0.1) мы
применим к правой части теорему 12.2. Тогда для каждого ε > 0 суще-
ствует τ > 0 такое, что∣∣∣∣∑

i

f(ηi)|Qi| −
d∫
c

f(y) dy

∣∣∣∣ < ε

для любого разбиения {Qi} отрезка [c, d] такого, что δ({Qi}) < τ , и при
любом выборе точек ηi ∈ Qi. Заметим, что∑

i

f(ηi)|Qi| =
∑
i

f(α(ξi))|α(Pi)|,

где α(ξi) = ηi, а α(Pi) = Qi. Поскольку функция α равномерно непре-
рывна, разбиение {Pi} можно выбрать настолько мелким, чтобы обеспе-
чить условие δ({Qi}) < τ . Тогда по теореме 12.2 функция f ◦α : [a, b]→
E интегрируема по измеряющей функции α, и сумма∑

i

f(α(ξi))|α(Pi)|
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может быть подобрана сколь угодно близкой к интегралу

b∫
a

f(α(x)) dα(x).

Сопоставляя написанные выше суммы и интегралы, получаем формулу
(16.0.1). Формула (16.0.2) вытекает из (15.0.9).

Из правила дифференцирования суперпозиции имеем (F ◦α)′ = (f ◦
α)α′.

2. Наша цель — обобщить формулу (16.0.2) в двух направлениях:
доказать ее для монотонной липшицевой замены переменной, а затем
для произвольной липшицевой замены переменной. Из вышеприведен-
ного доказательства видно, что доказательство формулы типа (16.0.2)
может быть получено либо аппроксимацией интегрируемой функции
ступенчатыми, либо прямой проверкой того, что (F ◦α)′ = (f ◦α)α′, где
F : [c, d]→ E — первообразная функции f . Мы реализуем здесь первый
способ. Второй способ будет показан в (пп. 3, 4).

Доказательства двух формулируемых ниже теорем о замене пере-
менной базируется на следующей лемме.

16.2. Лемма. Пусть α : [a, b] → [c, d] — липшицева функция, про-
изводная которой непрерывна почти всюду относительно меры Лебе-
га на множестве D ⊂ [a, b] полной меры. Тогда для любой функции
ϕ ∈ Step([c, d];E) функция (ϕ ◦ α) · α′ ∈ R([a, b];E) и справедлива фор-
мула

b∫
a

ϕ(α(x))α′(x) dx =

α(b)∫
α(a)

ϕ(y) dy. (16.0.3)

Доказательство. Основная трудность — доказать формулу (16.0.3)
для характеристической функции промежутка P = 〈γ, δ〉 ⊂ [c, d]. В этом
случае правая часть (16.0.3) легко вычисляется:

α(b)∫
α(a)

χP (y) dy

= sign(α(b)− α(a))|P ∩ [min(α(a), α(b)),max(α(a), α(b))]|. (16.0.4)
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Покажем, что левая часть (16.0.3) с ϕ(y) = χP (y) равна тому же выра-
жению. Заметим, что подынтегральная функция в этом случае равна

χP (α(x))α′(x) =

{
α′(x), если α(x) ∈ P ,
0, если α(x) /∈ P .

Если α(a) ∈ P , то полагаем a′ = a. В противном случае среди самых
левых корней уравнений α(x) = γ и α(x) = δ, x ∈ [a, b], выбираем
меньший (пусть для определенности это будет корень a′ второго урав-
нения; рассмотрение второго возможного случая проще). Аналогично,
если α(b) ∈ P , полагаем b′ = b. Если же α(b) /∈ P , среди самых правых
корней уравнений α(x) = γ и α(x) = δ, x ∈ [a, b], выбираем больший
(пусть для определенности это будет корень b′ уравнения α(x) = γ).
Очевидно

b∫
a

χP (α(x))α′(x) dx =

b′∫
a′

χP (α(x))α′(x) dx. (16.0.5)

Определим функцию

[a, b] 3 x 7→ β(x) =


α(x), если α(x) ∈ P ,
γ, если α(x) < γ,

δ, если α(x) > δ.

По теореме 14.9 имеем, что β : [a, b] → R — липшицева функция, про-
изводная которой непрерывна почти всюду относительно меры Лебега
на множестве D ⊂ [a, b] полной меры, и β′(x) = α′(x), если α(x) ∈ P
для x ∈ [a′, b′], и β′(x) = 0 во всех остальных точках x ∈ [a, b] таких, что
α(x) /∈ P . Отсюда имеем

β′(x) = χP (α(x))α′(x) =

{
α′(x), если α(x) ∈ P ,
0, если α(x) /∈ P

(16.0.6)

для всех точек x ∈ D. Таким образом, подынтегральное выражение в
левой части формулы (16.0.5) интегрируемо по Риману и может быть
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найдено по формуле Ньютона — Лейбница:

b∫
a

χP (α(x))α′(x) dx =

b′∫
a′

χP (α(x))α′(x) dx

=

b′∫
a′

β′(x) dx = (β(b′)− β(a′))

= sign(β(b′)− β(a′))|P ∩ [min(β(a′), β(b′)),max(β(a′), β(b′))]|
= sign(α(b)− α(a))|P ∩ [min(α(a), α(b)),max(α(a), α(b))]|

=

α(b)∫
α(a)

χP (y) dy.

Таким образом, для характеристических функций промежутков из [a, b]
формула (16.0.3) доказана.

Если теперь ϕ(x) =
∑
i

ciχPi(x) — ступенчатая функция, подчинен-

ная разбиению {Pi} отрезка [c, d], то на основании доказанного имеем

α(b)∫
α(a)

ϕ(y) dy =
∑
i

ci

α(b)∫
α(a)

χPi(y) dy

=
∑
i

ci

b∫
a

χPi(x)(α(x))α′(x) dx =

b∫
a

ϕ(α(x))α′(x) dx.

Следовательно, формула (16.0.3) доказана.

16.3. Теорема. Пусть α : [a, b] → [c, d] — монотонная липшицева
функция, α(a) = c, α(b) = d, производная которой непрерывна почти
всюду относительно меры Лебега на множестве D ⊂ [a, b] полной ме-
ры. Тогда для любой функции f ∈ R([c, d];E) функция (f ◦ α) · α′ ∈
R([a, b];E) и справедлива формула

b∫
a

f(α(x))α′(x) dx =

α(b)∫
α(a)

f(y) dy. (16.0.7)
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Доказательство. Так как f ∈ R([c, d];E), то найдутся последова-
тельности ступенчатых функций ϕn ∈ Step([c, d];E) и ψn ∈ Step([c, d];R)
такие, что

|f(y)− ϕn(y)| ≤ ψn(y) для y ∈ [c, d] и n ∈ N, lim
n→∞

d∫
c

ψn(y) dy = 0.

Для этих последовательностей имеем также поточечное соотношение

|f(α(x))α′(x)− ϕn(α(x))α′(x)| ≤ ψn(α(x))|α′(x)| для x ∈ [a, b] и n ∈ N,

и в силу леммы 16.2 имеем

lim
n→∞

b∫
a

ψn(α(x))|α′(x)| dx = lim
n→∞

α(b)∫
α(a)

ψn(y) dy = 0,

поскольку производная α′(x) имеет постоянный знак. По теореме 9.31
функция f(α(x))α′(x) интегрируема по Риману, так как функции

ϕn(α(x))α′(x) и ψn(α(x))α′(x)

интегрируемы по Риману, n ∈ N. Кроме того,

b∫
a

f(α(x))α′(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(α(x))α′(x) dx

= lim
n→∞

α(b)∫
α(a)

ϕn(y) dy =

α(b)∫
α(a)

f(y) dy.

Теорема 16.3 доказана.
В следующей теореме мы докажем формулу замены переменной для

немонотонной функции ϕ при минимальных предположениях гладко-
сти. Доказательство следует схеме доказательства теоремы 16.3, одна-
ко, значительно отличается в деталях, поскольку в этом случае произ-
водная заменяющей функции может менять знак.

16.4. Теорема. Пусть α : [a, b]→ [c, d] — липшицева функция, про-
изводная которой непрерывна почти всюду относительно меры Лебе-
га на множестве D ⊂ [a, b] полной меры. Тогда для любой функции
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f ∈ R([c, d];E) функция (f ◦α) ·α′ ∈ R([a, b];E) и справедлива формула

b∫
a

f(α(x))α′(x) dx =

α(b)∫
α(a)

f(x) dx. (16.0.8)

Доказательство. Так как f ∈ R([c, d];E), то найдутся последова-
тельности ступенчатых функций ϕn ∈ Step([c, d];E) и ψn ∈ Step([c, d];R)
такие, что

|f(y)− ϕn(y)| ≤ ψn(y) для y ∈ [c, d] и n ∈ N, lim
n→∞

d∫
c

ψn(y) dy = 0.

Для этих последовательностей имеем также поточечное соотношение

|f(α(x))α′(x)− ϕn(α(x))α′(x)| ≤ ψn(α(x))|α′(x)| для x ∈ [a, b] и n ∈ N.

Функция ψn(α(x))|α′(x)| интегрируема по Риману, так как интегриру-
емой является функция χP (α(x))|α′(x)|, где χP — характеристическая
функция промежутка P ⊂ [a, b] (непосредственно проверяется, что
χP (α(x))|α′(x)| = |β′(x)|), где интегрируемая функция β′(x) определе-
на соотношением (16.0.6). Функция ϕn(α(x))α′(x) также интегрируема
по Риману, n ∈ N. Для того, чтобы по теореме 9.31 сделать вывод об
интегрируемости по Риману функции f(α(x))α′(x), требуется доказать,
что

lim
n→∞

b∫
a

ψn(α(x))|α′(x)| dx = 0. (16.0.9)

Пусть D ⊂ [a, b] — множество полной меры на [a, b], во всех точ-
ках которого существует производная α′(x). В соответствии с теоремой
14.10 множество {x ∈ D : α′(x) > 0} содержится в открытом множестве
U ⊂ [a, b] таком, что |U \D| = 0. Более того, U имеет представление в
виде объединения дизъюнктной совокупности интервалов: U =

⋃
k

Uk.

На каждом интервале Uk функция α : Uk → R монотонно возрастает.
Аналогично, множество {x ∈ D : α′(x) < 0} содержится в открытом

множестве V ⊂ [a, b] таком, что |V \D| = 0. Если V =
⋃
l

Vl — представ-

ление V в виде объединения дизъюнктной совокупности интервалов, то
на каждом из них функция α : Vl → R монотонно убывает.
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Фиксируем ε > 0 и N ∈ N такие, что

∞∑
k=N+1

|Uk|+
∞∑

l=N+1

|Vl| < ε. (16.0.10)

Функцию ψn(α(x))|α′(x)| представим как сумму двух функций:

ψn(α(x))|α′(x)| = gn + θn(x),

где

[a, b] 3 x 7→ gn(x) =

ψn(α(x))|α′(x)|, если x ∈
N⋃
k=1

Uk
⋃ N⋃
l=1

Vl,

0, в противном случае.

Функция gn(x) интегрируема по Риману на отрезке [a, b] в силу адди-
тивности интеграла Римана: ψn(α(x))|α′(x)| интегрируема по Риману на
каждом из интервалов Uk, k = 1, . . . , N , или Vl, l = 1, . . . , N . Для инте-
грируемой по Риману разности θn(x) = ψn(α(x))|α′(x)|−gn(x) очевидно
справедлива оценка |θn(x)| ≤ Θn(x), где функция Θn(x) определена как

[a, b] 3 x 7→ Θn(x) =

0, если x ∈
N⋃
k=1

Uk
⋃ N⋃
l=1

Vl,

C|α′(x)| в противном случае,

(здесь C — верхняя оценка для ψn(y), y ∈ [c, d], n ∈ N; функции ψn(y)
можно предполагать ограниченными в силу замечания 9.7). Функция
Θn(x) интегрируема по Риману на отрезке [a, b] по критерию Лебега.

Полагая в лемме 14.11 βn(x) =
x∫
a

Θn(t) dt, оценим функцию βn(x) с

учетом (16.0.10). Если |α′(x)| ≤ S для всех точек x ∈ [a, b], то получаем

b∫
a

Θn(x) dx ≤ CS
( ∞∑
k=N+1

|Uk|+
∞∑

l=N+1

|Vl|
)
< CSε (16.0.11)

для всех n ∈ N одновременно. Остается показать, что

b∫
a

gn(x) dx→ 0 при n→∞. (16.0.12)
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Для этого достаточно проверить, что сходимость (16.0.12) имеет ме-
сто на каждом интервале Uk = (γk, δk), k = 1, . . . , N , и интервале Vl,
l = 1, . . . , N . Достаточно проверить для первого интервала, для второ-
го проверяется аналогично. По лемме 16.2 с учетом положительности
производной α′(x) на интервале Uk имеем

0 ≤
δk∫
γk

ψn(α(x))α′(x) dx =

α(δk)∫
α(γk)

ψn(y) dy ≤
d∫
c

ψn(y) dy → 0 при n→∞.

Таким образом, с учетом (16.0.11) и (16.0.12) сходимость (16.0.9) дока-
зана.

Отсюда имеем f(α(·))α′(·) ∈ R([a, b];E) и

b∫
a

f(α(x))α′(x) dx = lim
n→∞

b∫
a

ϕn(α(x))α′(x) dx

= lim
n→∞

α(b)∫
α(a)

ϕn(y) dy =

α(b)∫
α(a)

f(y) dy.

Таким образом, теорема 16.0.8 доказана.
3. В этом пункте мы приведем независимое от изложенного дока-

зательства того что в условиях теоремы 16.0.8 справедливо равенство
(F ◦ α)′ = (f ◦ α)α′, где F : [c, d] → E — первообразная функции f .
Мы установим вначале некоторые представляющие независимый инте-
рес утверждения, необходимые для дальнейшего изложения. Изучае-
мый вопрос состоит в нахождении условий на функцию, гарантирую-
щих, что множество меры Лебега нуль переходит во множество нулевой
меры Лебега.

16.5. Следствие. Пусть функция ϕ : (a, b)→ R принадлежит клас-
су C1. Тогда образ множества E нулевой меры Лебега имеет нулевую
меру Лебега.

Доказательство. Пусть Dn = [a + n−1, b − n−1], где n ∈ N такое
число, что отрезок Dn не вырожден. Тогда функция ϕ : Dn → R удо-
влетворяет условию Липшица на Dn в силу задачи 14.2. Поэтому образ
ϕ(Dn∩E) имеет меру нуль по теореме 13.5. Поскольку образ ϕ(E) равен
объединению

⋃
n
ϕ(Dn ∩E) множеств нулевой меры Лебега, то он также

имеет нулевую меру Лебега.
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16.6. Следствие. Пусть функция ϕ : (a, b)→ R принадлежит клас-
су C1.

1) Если ϕ′(x) 6= 0, то прообраз множества нулевой меры Лебега имеет
нулевую меру Лебега.

2) Если Z = {z ∈ (a, b) : ϕ′(z) = 0}, то

|ϕ−1(E) \ Z| = 0.

Доказательство. 1) Действительно, функция ϕ : (a, b)→ R моно-
тонна и обратная к ней функция ψ принадлежит классу C1. Поскольку
ϕ−1(E) = ψ(E), то, в силу предыдущего следствия, мера Лебега ϕ−1(E)
равна нулю, если только E имеет нулевую меру Лебега.

2) Далее мы покажем, что мера Лебега множества B = ϕ−1(E) \ Z
равна нулю. Заметим, что B = ϕ−1(E) ∩ {x ∈ [a, b] : ϕ′(x) 6= 0}. Множе-
ство U = {x ∈ [a, b] : ϕ′(x) 6= 0} открыто, поэтому U =

⋃
j∈Λ

(αj , βj)

по теореме 3.12, причем интервалы (αj , βj) взаимно не пересекают-
ся, а Λ не более, чем счетная совокупность индексов. Поскольку B =⋃
j

ϕ−1(E) ∩ (αj , βj), то достаточно показать, что мера Лебега пересече-

ния ϕ−1(E)∩(αj , βj) равна нулю для любого j ∈ Λ. Этот факт вытекает
из предыдущего утверждения, так как функция ϕ : (αj , βj) → R имеет
отличную от нуля производную на интервале (αj , βj).

В следующем утверждении доказательство формулы основано на
проверке того, что (F ◦ϕ)′ = (f ◦ϕ)ϕ′, где F : [c, d]→ E — первообразная
функции f , где ϕ — немонотонная функция класса C1.

16.7. Теорема. Если ϕ : [a, b] → [c, d] — непрерывно дифферен-
цируемая функция, то для любой функции f ∈ R([c, d];E) функция
(f ◦ ϕ) · ϕ′ ∈ R([a, b];E) и справедлива формула

b∫
a

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

ϕ(b)∫
ϕ(a)

f(x) dx.

Доказательство. Так как f ∈ R([c, d];E), то множество E точек
разрыва функции f имеет меру Лебега нуль. Покажем, что функция
[a, b] 3 x 7→ g(x) = f(ϕ(x))ϕ′(x) ограничена и множество ее точек раз-
рыва имеет меру Лебега нуль.

Заметим, прежде всего, что ограниченность g(x) вытекает из огра-
ниченности функции f(x) и ограниченности производной ϕ′(x).
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Пусть Z = {x ∈ [a, b] : ϕ′(x) = 0}. Очевидно, что функция g(x)
непрерывна в точках множества Z. Непосредственно проверяется, что
функция g(x) непрерывна в точках множества [a, b] \ (ϕ−1(E) \ Z). По
следствию 16.6 множество ϕ−1(E)\Z имеет меру Лебега нуль. Следова-
тельно, функция g непрерывна почти всюду на отрезке [a, b] относитель-
но меры Лебега. Таким образом, интегрируемость по Риману функции
g доказана.

Пусть F — первообразная Лебега функции f на отрезке [c, d]. Про-
верим, что F ◦ϕ есть первообразная Лебега функции g на отрезке [a, b].
Если M — постоянная Липшица функции F , а |ϕ′(x)| ≤ L для всех то-
чек x ∈ [a, b], то, применяя теорему Лагранжа и задачу 14.1, получаем

|F (ϕ(x))− F (ϕ(y))| ≤M |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ML|x− y|.

Отсюда вытекает, что F ◦ ϕ удовлетворяет условию Липшица с посто-
янной ML.

Cохраняя прежние обозначения, мы можем непосредственно прове-
рить, что F ◦ ϕ дифференцируема во всех точках множества Z. Дей-
ствительно, если x ∈ Z, то ϕ′(x) = 0, и поэтому

|F ◦ ϕ(y)− F ◦ ϕ(x)| ≤M |o(y − x)| = o(y − x).

Отсюда
d(F ◦ ϕ)

dx
(x) = 0.

Если Σ ⊂ [c, d] — множество точек, где производная функции F либо
не существует, либо не совпадает с функций f (его мера Лебега равна
нулю), то по следствию 16.6 множество ϕ−1(Σ) \ Z имеет меру Лебега
нуль. Если x ∈ [a, b] \ (ϕ−1(Σ) \ Z), то дифференцируемость суперпо-
зиции вытекает из правила дифференцирования сложной функции. Та-
ким образом, установлено, что F ◦ϕ есть первообразная Лебега функции
f(ϕ(x))ϕ′(x) на отрезке [a, b]. Окончательно получаем

ϕ(b)∫
ϕ(a)

f(x) dx = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)) =

b∫
a

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx.

4. В этом пункте мы докажем формулу замены переменной методом
предыдущего пункта для немонотонной функции ϕ при минимальных
предположениях гладкости.
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16.8. Теорема. Пусть ϕ : [a, b] → [c, d] — липшицева функция,
производная которой непрерывна почти всюду относительно меры Ле-
бега на множестве D ⊂ [a, b] полной меры. Тогда для любой функции
f ∈ R([c, d];E) функция (f ◦ϕ) ·ϕ′ ∈ R([a, b];E) и справедлива формула

b∫
a

f(ϕ(x))ϕ′(x) dx =

ϕ(b)∫
ϕ(a)

f(x) dx.

Доказательство теоремы 16.8 следует схеме доказательства пре-
дыдущей теоремы с тем лишь отличием, что вместо следствия 16.6 сле-
дует применить доказываемую ниже лемму 16.9.

16.9. Лемма. Пусть g : [a, b]→ R — дифференцируемая почти всю-
ду относительно меры Лебега на отрезке [a, b] функция, а E ⊂ R —
множество нулевой меры Лебега. Если Z = {z ∈ [a, b] : g′(z) = 0}, то

|g−1(E) \ Z| = 0.

Доказательство. Пусть A ⊂ [a, b] — множество точек дифферен-
цируемости функции g, в которых производная g′(x) отлична от нуля.
В точках множества [a, b] \ (A ∪ Z) функция g недифференцируема и,
следовательно, по условию его мера Лебега равна нулю. Поэтому до-
статочно доказать, что мера Лебега множества g−1(E)∩A равна нулю.
Пусть

Ak =
{
x ∈ A : |g(x)− g(y)| ≥ 1

k
|x− y| для всех y ∈

[
x− 1

k
, x+

1

k

]}
.

Очевидно A =
⋃
k

Ak. Каждое множество Ak, в свою очередь, может

быть представлено как объединение конечной совокупности множеств
Ak,j , диаметры которых не превосходят 1

k : Ak =
⋃
j

Ak,j . Тогда функция

g : Ak,j → R удовлетворяет условию

1

k
|x− y| ≤ |g(x)− g(y)| для всех точек x, y ∈ Ak,j . (16.0.13)

Мы докажем, что пересечение g−1(E)∩Ak,j имеет меру Лебега нуль для
всех возможных k и j. Тогда множество g−1(E) ∩ A, как объединение
счетной совокупности {g−1(E) ∩ Ak,j} множеств нулевой меры Лебега,
будет множеством нулевой меры Лебега.
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Заметим, что если E ⊂ R — множество нулевой меры Лебега, то
E ∩ g(Ak,j) будет также множеством нулевой меры Лебега. Фиксируем
ε > 0 и покрытие множества E ∩ g(Ak,j) промежутками Qi = {[δi, γi]},
i ∈ N, такое, что

∑
i

|Qi| < ε. Заметим, что в силу (16.0.13) прообраз

g−1(Qi) ∩Ak,j имеет следующую оценку на диаметр:

diam{g−1(Qi) ∩Ak,j} = sup{|x− y| : x, y ∈ g−1(Qi) ∩Ak,j}
≤ sup{k|g(x)− g(y)| : x, y ∈ g−1(Qi) ∩Ak,j} ≤ k(γi − δi) = k|Qi|.

Следовательно, прообраз g−1(E)∩Ak,j содержится в объединении про-
межутков Pi = [inf g−1(Qi) ∩Ak,j , sup g−1(Qi) ∩Ak,j ], причем∑

i

|Pi| ≤ k
∑
i

|Qi| < kε.

Отсюда, мера Лебега множества g−1(E) ∩Ak,j равна нулю и лемма до-
казана.

17 Теоремы о среднем

17.1. Первая теорема о среднем.

(1) Если f : [a, b]→ R — непрерывная функция, то существует точка
ξ ∈ [a, b] такая, что

1

µ([a, b])

b∫
a

f(x) dµ(x) = f(ξ).

(2) Если f : [a, b]→ R — непрерывная функция, а g ∈ Rµ([a, b];R) и
g ≥ 0 на [a, b], то существует точка ζ ∈ [a, b] такая, что

b∫
a

f(x)g(x) dµ(x) = f(ζ)

b∫
a

g(x) dµ(x).

Доказательство. Формулы очевидны, если f ≡ const. Так как пер-
вая формула получается из второй при g ≡ 1, то достаточно доказать
вторую из них.
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Пусть m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈[a,b]

f(x). В силу свойства монотонно-

сти интеграла, имеем

m

b∫
a

g(x) dµ(x) ≤
b∫
a

f(x)g(x) dµ(x) ≤M
b∫
a

g(x) dµ(x).

Если интеграл в правой части равен нулю, то в качестве ζ можно взять
любую точку ζ ∈ [a, b]. Если же интеграл в правой части не равен нулю,
то число

η =

b∫
a

f(x)g(x) dµ(x)

b∫
a

g(x) dµ(x)

принадлежит отрезку [m,M ]. По теореме Коши — Больцано существует
точка ζ ∈ [m,M ] такая, что f(ζ) = η.

17.2. Замечание. Если вместо непрерывной функции f рассмот-
реть здесь произвольную функцию f ∈ Rµ([a, b];R), то из вышеприве-
денного доказательства вытекает, что во второй формуле вместо зна-
чения f(ζ) следует написать некоторое число η ∈ [ inf

[a,b]
f, sup

[a,b]

f ], так что

вторая формула примет следующий вид:

b∫
a

f(x)g(x) dµ(x) = η

b∫
a

g(x) dµ(x). (17.0.1)

В случае g ≡ 1 приходим к следующему соотношению:

1

µ([a, b])

b∫
a

f(x) dµ(x) = η ∈ [m,M ].

Формулу (17.0.1) принято называть первой теоремой о среднем. Оче-
видно, что вышеприведенные другие формулы являются ее частными
случаями.

17.3. Вторая теорема о среднем. Пусть g ∈ R([a, b];R), а f :
[a, b] → R — монотонная функция. Тогда существует такая точка ξ ∈
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[a, b], что

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(a)

ξ∫
a

g(x) dx+ f(b)

b∫
ξ

g(x) dx. (17.0.2)

Доказательство. Заметим, что так как обе функции g и f интегри-
руемы по Риману, то по критерию интегрируемости Лебега (см. также
задачу 9.25) их произведение fg также интегрируемо по Риману.

Разобьем доказательство на несколько пунктов.
1) Если f : [a, b] → R является первообразной Лебега некоторой

функции ϕ ∈ R([a, b];R), то доказательство теоремы с учетом формулы
интегрирования по частям значительно упрощается. Пусть для опреде-

ленности функция f монотонно возрастает. Положим G(x) =
x∫
a

g(t) dt.

Тогда, применяя формулу интегрирования по частям и первую теорему
о среднем, получаем

b∫
a

f(x)g(x) dx =

b∫
a

f(x)G′(x) dx = f(b)G(b)−
b∫
a

ϕ(x)G(x) dx

= f(b)G(b)−G(ξ)

b∫
a

ϕ(x) dx = f(b)G(b) + (f(a)− f(b))G(ξ)

= f(a)G(ξ) + f(b)(G(b)−G(ξ)) = f(a)

ξ∫
a

g(x) dx+ f(b)

b∫
ξ

g(x) dx.

2) Пусть теперь f : [a, b] → R — произвольная неубывающая функ-
ция. Рассмотрим разбиение отрезка [a, b] точками множества

Pn = {x0, x1, . . . , x2n}

такими, что {a = x0 < x1 < . . . < x2n = b} и 2n сегментов [xi−1, xi],
i = 1, . . . , 2n, имеют равные длины: b−a2n . Определим монотонную непре-
рывную кусочно-линейную функцию fn : [a, b] → R следующим обра-
зом:

fn(x) =


f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1
(x− xi−1) + f(xi−1), если x ∈ [xi−1, xi],

i = 1, . . . , 2n.
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Очевидно fn(x) = f(x) в точках множества Pn. Далее, fn ∈ Lip([a, b];R),
fn дифференцируема на [a, b] всюду за исключением конечного числа
точек, и ее производная является ступенчатой функций. Функция fn(x)
является первообразной некоторой ступенчатой функции. Поэтому из
предыдущего пункта с функцией fn вместо f вторая теорема о среднем
доказана: существует точка ξn ∈ [a, b] такая, что

b∫
a

fn(x)g(x) dx = f(a)

ξn∫
a

g(x) dx+ f(b)

b∫
ξn

g(x) dx. (17.0.3)

3) На этом этапе мы докажем, что в формуле (17.0.3) возможен пре-
дельный переход при n→∞. Заметим для этого, что для всех точек x
отрезка ∆i = [xi−1, xi], где xi−1, xi ∈ Pn, выполняется следующие соот-
ношения: f(xi−1) ≤ f(x) ≤ f(xi) и f(xi−1) ≤ fn(x) ≤ f(xi). Поэтому

|f(x)− fn(x)| ≤ f(xi)− f(xi−1).

Отсюда, полагая |g(x)| ≤ M для всех точек отрезка [a, b], получаем
оценки∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)g(x) dx−
b∫
a

fn(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f(x)− fn(x)||g(x)| dx

=

2n∑
i=1

xi∫
xi−1

|f(x)− fn(x)||g(x)| dx ≤M
2n∑
i=1

sup
x∈∆i

|f(x)− fn(x)||∆i|

≤M b− a
2n

2n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) = M(f(b)− f(a))
b− a

2n
.

Поскольку n ∈ N — произвольное число, то доказано, что левая часть
формулы (17.0.3) сходится к левой части формулы (17.0.2).

Из последовательности точек ξn, n ∈ N, можно извлечь подпосле-
довательность ξnk , сходящуюся к некоторой точке ξ ∈ [a, b]. Заменяя в
формуле (17.0.3) n на nk и переходя к пределу при k → ∞, получаем
формулу (17.0.2), поскольку в каждом из интегралов в правой части
(17.0.3) возможен предельный переход. (Докажите!)

18 Интегральные суммы Римана

Сходимость интегральной суммы непрерывной функции к интегра-
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лу, установленная в свойстве 12.2, в определенном смысле распростра-
няется на случай произвольной интегрируемой функции.

Пусть P = {Pi} — некоторое разбиение отрезка [a, b]. Выберем про-
извольно точки ξi ∈ Pi для всех i и рассмотрим сумму

S(P, f, µ) =
∑
i

f(ξi)µ(Pi). (18.0.1)

В теореме 12.2 доказано, что если f : [a, b] → E — непрерывная функ-
ция, то

lim
δ(P )→0

S(P, f, µ) =

b∫
a

f(x) dµ(x)

(здесь δ(P ) — характеристика мелкости разбиения P = {Pi}, а точка
ξi ∈ Pi выбирается произвольным образом). Следовательно, для непре-
рывной функции f интеграл по мере µ совпадает с пределом римановых
сумм. В настоящем разделе мы распространяем интерпретацию инте-
грала как предела (в определенном ниже смысле) интегральных сумм
на случай произвольных функций.

18.1. Определение. Пусть P = {Pi} — произвольное разбиение
отрезка [a, b]. Диаметром разбиения P называется число

δ(P ) = max
i
{|Pi|}.

18.2. Определение. Пусть на промежутках отрезка [a, b] фиксиро-
вана конечно-аддитивная мера µ, а P = {Pi} — произвольное разбие-
ние отрезка [a, b]. Модулем непрерывности разбиения P относительно
конечно-аддитивной меры µ и интегрируемой по мере µ функции f на-
зывается величина

δ(P, µ, f) = max
i
{min(|Pi|+ µ(Pi), |Pi|+ osc(f ;Pi))}, (18.0.2)

где минимум берется по всем неодноточечным промежуткам разбиения.

Свойства модуля непрерывности разбиения сформулированы в сле-
дующем утверждении.

18.3. Лемма. Пусть µ — конечно-аддитивная мера, определенная
на промежутках отрезка [a, b], f — интегрируемая по мере µ функция.
Тогда модуль непрерывности (18.0.2) разбиения P = {Pi} отрезка [a, b]
(относительно конечно-аддитивной меры µ и интегрируемой по мере µ
функции f) обладает следующими свойствами:
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1) δ(P ) ≤ δ(P, µ, f);
2) lim

r→0

{
inf

P, δ(P )<r
δ(P, µ, f)

}
= 0.

Доказательство. Первое свойство очевидно. Для доказательства4

второго надо показать, что для каждого положительного ε > 0 суще-
ствуют число r > 0 и разбиение P = {Pi} отрезка [a, b] такие, что
δ(P ) < r и δ(P, µ, f) < ε. Фиксируем произвольное ε > 0. Так как от-
резок [a, b] ограничен, то существует его разбиение P = {Pi} такое, что
|Pi| < ε/2 для всех i. Далее, так как f ∈ Rµ([a, b];E), то по первому
критерию интегрируемости в терминах колебаний существует разбие-
ние Q = {Qi} отрезка [a, b] такое, что

∑
i

osc(f ;Qi)µ(Qi) <
ε2

4
. (18.0.3)

Пусть теперь i произвольно. Если min(µ(Qi), osc(f ;Qi)) ≥ ε/2, то имеем
µ(Qi) ≥ ε/2, osc(f ;Qi) ≥ ε/2. Отсюда osc(f ;Qi)µ(Qi) ≥ ε2/4, что проти-
воречит неравенству (18.0.3). Поэтому min(µ(Qi), osc(f ;Qi)) < ε/2 для
любого i. Если теперь ∆ — общее измельчение разбиений P и Q, то
δ(∆, µ, f) < ε. Лемма доказана.

18.4. Задача. Показать, что в случае регулярной меры в качестве
модуля непрерывности разбиения, для которого справедливо утвержде-
ние леммы 18.3, можно взять величину

δ(P, µ) = max
i
{|Pi|+ µ(Pi)}, (18.0.4)

где максимум берется по всем неодноточечным промежуткам разбиения
(ср. с задачей 10.12). Таким образом, в этом случае модуль непрерыв-
ности разбиения можно сделать независимым от интегрируемой функ-
ции f .

18.5. Определение. Пусть µ — конечно-аддитивная мера, опреде-
ленная на промежутках отрезка [a, b]. Фиксируем ограниченную функ-
цию f ∈ B([a, b];E). Произвольному разбиению P = {Pi} отрезка [a, b]
сопоставим сумму (18.0.1):

S(P, f, µ) =
∑
i

f(ξi)µ(Pi),

4Приводимое здесь доказательство предложено С. Дятловым.
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где точки ξi ∈ Pi выбираются произвольным образом. Будем говорить,
что суммы S(P, f, µ) сходятся к элементу I в E при δ(P, µ, f) → 0, ес-
ли для любого ε > 0 найдется τ(ε) > 0 такое, что для всякого τ ∈
(0, τ(ε)) существует разбиение P , модуль непрерывности δ(P, µ, f) кото-
рого меньше τ , и для любого такого разбиения имеем

|S(P, f, µ)− I| < ε (18.0.5)

при произвольном выборе точек ξi ∈ Pi. В этом случае будем писать

lim
δ(P, µ, f)→0

S(P, f, µ) = I ∈ E.

18.6. Теорема. (a) Если f ∈ Rµ([a, b];E), то выполняется соотно-
шение

lim
δ(P, µ, f)→0

S(P, f, µ) =

b∫
a

f(x) dµ(x). (18.0.6)

(b) Пусть f ∈ B([a, b];R). Если существует предел

lim
δ(P, µ, f)→0

S(P, f, µ),

то f ∈ Rµ([a, b];R) и выполняется соотношение (18.0.6).

К данному утверждению можно построить такой контрпример: ко-
нечно-аддитивная мера µ построена по функции g(x) = signx ([a, b] =
[−1, 1]), и f(x) = 0 при x ≤ 0, f(x) = sin(1/x) при 0 < x. Тогда по
критерию Лебега, функция f не интегрирума по мере µ; osc+(f, 0) = 2.
Пусть P — разбиение. Тогда найдется Pi ∈ P такое, что Pi = 〈ai, bi〉,
ai ≤ 0 < bi. Отсюда osc(f, Pi) ≥ 2, и µ(Pi) ≥ 1, т. е. δ(P, µ, f) ≥ 1.
Поэтому по определению получаем, что суммы Римана сходятся.

Мне кажется, что проблема в том, что на стр. 113 проводится рас-
суждение, исходящее из существования разбиения P , для которого δ(P, µ, f) <
τ . Но это существование гарантируется леммой 17.3 только в том слу-
чае, когда f интегрируема. Возможно, существование разбиения со сколь
угодно малым δ можно включить в условие теоремы.

Доказательство. Докажем вначале пункт (a) теоремы. Фиксиру-
ем ε > 0. В силу второго критерия в терминах колебаний, п. 10.15,
для ε′ > 0 и δ > 0, которые мы подберем позже, найдется разбиение
∆ = {Tj ,∆i} такое, что osc(f ; ∆i) ≥ ε′ для всех i и∑

i, osc(f ;∆i)≥ε′
µ(∆i) < δ. (18.0.7)
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(Здесь, для удобства дальнейших рассуждений, промежутки разбие-
ния ∆ разделены на два класса: {Tj} и {∆i}; вторая совокупность со-
ставлена из всех промежутков, входящих в сумму (18.0.7).) Поэтому
osc(f ;Tj) < ε′ для всех j.

Пусть τ > 0 — число такое, что (n + 1)(2M · µ([a, b]))τ ≤ ε/3, где
M = sup

x∈[a,b]

|f(x)|, а n — число промежутков в разбиении ∆.

По лемме 18.3 существуют разбиения P = {Pq} отрезка [a, b], у ко-
торых модуль непрерывности δ(P, µ, f) < τ . Фиксируем любое из них и
оценим разность∣∣∣∣∣S(P, f, µ)−

b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
q

f(ξq)µ(Pq)−
∑
q

∫
Pq

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤∑
q

osc(f ;Pq)µ(Pq)

≤
∑
l

osc(f ;Pl)µ(Pl)+
∑′

t, Pt∩(
⋃
i

∆i) 6=∅

osc(f ;Pt)µ(Pt)+
∑′′

m

osc(f ;Pm)µ(Pm).

Здесь первая сумма I1 распространяется на все неодноточечные про-
межутки Pl, для которых промежуток Pl содержит концевые точки
промежутков, составляющих разбиение ∆, вторая сумма I2 — на все
неодноточечные промежутки Pt, не вошедшие в сумму I1, для которых
Pt ∩

(⋃
i

∆i

)
6= ∅, а третья сумма I3 — на все оставшиеся неодноточеч-

ные промежутки Pm. (Заметим, что в силу аддитивности интеграла,
слагаемые в сумме и интегралах, соответствующие одноточечным про-
межуткам, сокращаются.) Тогда

I1 ≤ (n+ 1)(2M · µ([a, b]))δ(P, µ, f) ≤ (n+ 1)(2M · µ([a, b]))τ ≤ ε

3
,

I2 ≤ 2M
∑
i

µ(∆i) < 2Mδ,

I3 ≤ ε′µ([a, b]).

Положим δ = ε/6M , ε′ = ε/3µ([a, b]). Тогда для любого разбиения P =
{Pq}, у которого диаметр δ(P, µ, f) < τ , справедливо неравенство∣∣∣∣∣S(P, f, µ)−

b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ < ε.
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Перейдем к доказательству пункта (b). Фиксируем ε > 0 и τ > 0, для
которых выполняется (18.0.5) с правой частью, равной ε/2, для любого
разбиения P = {Pi}, для которого δ(P, µ, f) < τ , и любого выбора точек
ξi ∈ Pi. Возьмем точки ξ′i ∈ Pi так, чтобы 0 ≤ f(ξi) − f(ξ′i). Учитывая
(18.0.5), имеем

0 ≤
∑
i

f(ξi)µ(Pi)−
∑
i

f(ξ′i)µ(Pi)

≤ |S(P, f, µ)− I|+ |S′(P, f, µ)− I| < ε/2 + ε/2 = ε, (18.0.8)

где S′(P, f, µ) — интегральная сумма (18.0.1), соответствующая выбору
точек ξ′i.

Положим

ϕ(x) =
∑
i

miχPi(x) и ψ(x) =
∑
i

MiχPi(x),

гдеmi = inf
Pi
f , аMi = sup

Pi

f . Тогда, с одной стороны, ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x),

а с другой, из (18.0.8) получаем

b∫
a

ϕ(x) dµ(x) ≤ S(P, f, µ) ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x),

b∫
a

ψ(x) dµ(x)−
b∫
a

ϕ(x) dµ(x) ≤ ε.

Применяя критерий 10.17 интегрируемости Дарбу, получаем интегри-
руемость функции f и оценку

b∫
a

ϕ(x) dµ(x) ≤
b∫
a

f(x) dµ(x) ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x).

Следовательно, ∣∣∣∣∣S(P, f, µ)−
b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
В силу произвола в выборе ε и точек ξi ∈ Pi (18.0.6) доказано.
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19 Интеграл и предельный переход

Цель настоящего раздела — установить условия, при которых предел
последовательности интегрируемых функций является интегрируемой
функцией.

Напомним, что по определению 9.29 последовательность функций
fn ∈ Rµ([a, b];E) сходится к функции f : [a, b] → E в интегральной
норме, если ‖f − fn‖ → 0 при n→∞.

19.1. Замечание. Заметим, что в силу теоремы 9.30 из сходимо-
сти последовательности функций в интегральной норме вытекает f ∈

Rµ([a, b];E) и сходимость интегралов: lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =
b∫
a

f(x) dµ(x).

19.2. Теорема. Пусть последовательность fn ∈ Rµ([a, b];E) сходит-
ся равномерно к функции f : [a, b]→ E. Тогда

1) f ∈ Rµ([a, b];E);
2) последовательность fn сходится к f в интегральной норме:

‖f − fn‖ → 0 при n→∞;

3)

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =

b∫
a

f(x) dµ(x);

4) обратное неверно: последовательность функций может сходится
в интегральной норме и не сходится равномерно.

Доказательство. Фиксируем произвольное число ε > 0. По усло-
вию теоремы существует число n0 ∈ N такое, что

‖f − fn‖C = sup
x∈[a,b]

|f(x)− fn(x)| < ε

2µ([a, b])

для любого n ≥ n0. Отсюда вытекает, что f ограничена.
Из условий условия теоремы вытекает также, что lim

m→∞
‖f−fm‖ = 0.

Действительно, эта сходимость следует из оценки

‖f − fm‖ ≤ ‖f − fm‖Cµ([a, b]).

Теперь утверждение теоремы следует из теоремы 9.30.
Третье утверждение теоремы вытекает из замечания 19.1. Контр-

пример приводится в следующем пункте.
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19.3. Пример. Последовательность функций [0, 1] 3 x 7→ xn, n ∈ N,
не сходится равномерно к функции f такой, что f(x) = 0, если x ∈ [0, 1),
и f(1) = 1. Однако,

lim
n→∞

1∫
0

xn dx =

1∫
0

f dx = 0.

19.4. Задача. Обобщить теорему 19.2 на случай произвольного
промежутка интегрирования.

Пусть дан промежуток P ⊂ [a, b]. Пусть последовательность функ-
ций fn ∈ Rµ(P ;E) сходится равномерно к функции f : P → E. Тогда

1) f ∈ Rµ(P ;E);
2) последовательность fn сходится к f в интегральной норме:

‖f − fn‖ → 0 при n→∞;

3)

lim
n→∞

∫
P

fn(x) dµ(x) =

∫
P

f(x) dµ(x);

4) обратное неверно: последовательность функций может сходится
в интегральной норме и не сходится равномерно.

Пример 19.3 показывает, что предельный переход под знаком ин-
теграла возможен также и в тех случаях, когда последовательность
интегрируемых функций не является равномерно сходящейся. Поэто-
му представляют интерес более общие условия сходимости под знаком
интеграла сравнительно со сформулированными в теореме 19.2.

19.5. Теорема. Пусть последовательность fn ∈ Rµ([a, b];E) огра-
ничена и для каждого ε > 0 существует конечная совокупность проме-
жутков Pi, i = 1, . . . , k, такая, что сумма их мер меньше ε:

∑
i

µ(Pi) < ε,

и на дополнении [a, b] \
k⋃
i=1

Pi последовательность функций fn сходится

равномерно к некоторой ограниченной функции f : [a, b] → E. Тогда
f ∈ Rµ([a, b];E), fn сходится к f в интегральной норме и

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =

b∫
a

f(x) dµ(x) (19.0.1)
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Доказательство. ПустьM — верхняя граница для функций |fn| и
|f |: |f(x)| ≤M и |fn(x)| ≤M для всех n ∈ N. Фиксируем ε > 0 и найдем
конечную совокупность промежутков Pi, i = 1, . . . , k, в соответствии с
условием теоремы так, чтобы

∑
i

µ(Pi) < ε/2M . Заметим, что объедине-

ние конечного числа промежутков P =
k⋃
i=1

Pi можно представить в виде

объединения конечного числа попарно непересекающихся промежутков

Tj , j = 1, . . . , l: P =
l⋃

j=1

Tj , и при этом
∑
j

µ(Tj) ≤
∑
i

µ(Pi) < ε/2M .

Таким образом, дополнение [a, b] \
l⋃

j=1

Tj состоит из конечного набо-

ра промежутков Qm = 〈cm, dm〉, m = 1, . . . , p, на каждом из кото-
рых последовательность fn сходится равномерно к f . Следовательно,
f ∈ Rµ(〈cm, dm〉;E) в силу задачи 19.4 и

lim
n→∞

∫
Qm

fn(x) dµ(x) =

∫
Qm

f(x) dµ(x), m = 1, . . . , p. (19.0.2)

По лемме 9.6 существуют ступенчатые функции ϕm ∈ Step(〈cm, dm〉;E)
и ψm ∈ Step(〈cm, dm〉;R) такие, что |f(x) − ϕm(x)| ≤ ψm(x) на отрезке
〈cm, dm〉 и ∫

Qm

ψm(x) dµ(x) <
ε

2p
.

Определим теперь ступенчатую функцию ϕ ∈ Step([a, b];E) по правилу:

ϕ(x) =

{
ϕm(x), если x ∈ 〈cm, dm〉, m = 1, . . . , p,
0 ∈ E, если x ∈ [a, b] ∩ P ,

и ступенчатую функцию ψ ∈ Step([a, b];R):

ψ(x) =

{
ψm(x), если x ∈ 〈cm, dm〉, m = 1, . . . , p,
M, если x ∈ [a, b] ∩ P .

Тогда |f(x) − ϕ(x)| ≤ ψ(x) на отрезке [a, b]. Применяя свойство ад-
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дитивности (задача 9.18), получаем

‖f − ϕ‖ ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x) ≤
p∑

m=1

∫
Qm

ψm(x) dµ(x) +M
∑
i

µ(Pi)

< p · ε
2p

+M · ε

2M
= ε.

Таким образом, в силу леммы 9.6 доказано, что f ∈ Rµ([a, b];E). Далее,

∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dµ(x)−
b∫
a

fn(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f(x)− fn(x)| dµ(x)

≤
p∑

m=1

∫
Qm

|f(x)− fn(x)| dµ(x) + 2M

l∑
j=1

∫
Tj

dµ(x)

≤
p∑

m=1

∫
Qm

|f(x)− fn(x)| dµ(x) + 2M

k∑
i=1

µ(Pi)

≤
p∑

m=1

∫
Qm

|f(x)− fn(x)| dµ(x) + 2M · ε

2M
. (19.0.3)

На основании (19.0.2) выберем теперь такое n0, чтобы при n ≥ n0 сумма
всех интегралов в правой части соотношения (19.0.3) была меньше ε.
Тогда правая часть в этом соотношении меньше 2ε. Так как выбор ε
произволен, то сходимость fn к f при n → ∞ в интегральной норме и
сходимость (19.0.1) доказаны.

В следующих двух утверждениях мы показываем, что при некото-
рых предположениях относительно сходимости предел последователь-
ности в интегральной норме совпадает почти всюду с поточечным пре-
делом интегрируемых функций.

19.6. Теорема. Пусть последовательность fn ∈ Rµ([a, b];E) инте-
грируемых по мере µ функций сходится в интегральной норме к функ-
ции f ∈ Rµ([a, b];E). Если все функции fn совпадают на некотором
множестве A ⊂ [a, b], начиная с некоторого номера n0 ∈ N, т. е.,

fn(x) = h(x) для всех x ∈ A и n ≥ n0,

то множество {x ∈ A : f(x) 6= h(x)} имеет µ-меру нуль.
126



Доказательство. Очевидно {x ∈ A : f(x) 6= h(x)} ⊂
∞⋃
m=1

Am, где

Am = {x ∈ A : |f(x)− h(x)| ≥ m−1}. Поэтому, в силу свойств множеств
нулевой µ-меры, достаточно доказать, что µ(Am) = 0 для всех m ∈ N.

Фиксируем m ∈ N. Так как ‖f − fn‖ → 0 при n→∞, то существует
последовательность ϕn ∈ Step([a, b];R) ступенчатых функций такая, что
|f(x)− fn(x)| ≤ ϕn(x) для всех x ∈ [a, b] и ‖ϕn‖ → 0 при n→∞.

Заметим, что

Am = {x ∈ A : |f(x)− h(x)| ≥ m−1} ⊂ {x ∈ A : |f(x)− fn(x)| ≥ m−1}
⊂ {x ∈ A : ϕn(x) ≥ m−1}

при n ≥ n0.
Пусть {∆i} — разбиение отрезка [a, b], которому подчинена ступен-

чатая функция ϕn (разбиение зависит от n). Заметим, что, с одной сто-
роны,

Am ⊂
⋃

i, ϕn|∆i≥m−1

∆i при n ≥ n0.

С другой стороны, в силу неравенства Чебышёва для ступенчатых функ-
ций, имеем ∑

i, ϕn|∆i≥m−1

µ(∆i) ≤ m
b∫
a

ϕn(x) dµ(x)

при n ≥ n0, где n0 — из условия теоремы. Поэтому µ(Am) = 0, так
как правая часть в последнем неравенстве может быть сделана сколь
угодно малой при подходящем выборе n.

19.7. Теорема. 1) Пусть последовательность fm ∈ Rµ([a, b];R) мо-
нотонно возрастает (или убывает) и сходится к функции f ∈ Rµ([a, b];R)
в интегральной норме. Тогда функция f совпадает µ-почти всюду с по-
точечным пределом

lim
m→∞

fm(x) = h(x).

2) Существует монотонная последовательность fm ∈ R([a, b];R), ко-
торая сходится в интегральной норме к функции f ∈ R([a, b];R), и ее
поточечный предел не интегрируем по Риману.
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Доказательство. 1) Для определенности будем считать, что дан-
ная последовательность монотонно возрастает. Очевидно

{x ∈ [a, b] : f(x) 6= h(x)}

= {x ∈ [a, b] : f(x) > h(x)}
⋃
{x ∈ [a, b] : f(x) < h(x)}.

Обозначим первое множество в правой части символом A, а второе —
символом B.

Заметим, что

A =

∞⋃
n=1

An, где An =
{
x ∈ A : f(x)− h(x) ≥ 1

n

}
.

Так как последовательность fm монотонно возрастает, то An ⊂
{
x ∈ A :

f(x)− fm(x) ≥ 1
n

}
для любого m ∈ N. Фиксируем n ∈ N и докажем, что

мера µ(An) = 0: тогда µ-мера множества A будет равна нулю в силу
свойств множеств нулевой µ-меры.

Так как ‖f−fm‖ → 0 приm→∞, то существует последовательность
ϕm ∈ Step([a, b];R) ступенчатых функций такая, что |f(x) − fm(x)| ≤
ϕm(x) для всех x ∈ [a, b] и ‖ϕm‖ → 0 при m → ∞. Пусть {∆i} —
разбиение отрезка [a, b], которому подчинена ступенчатая функция ϕm
(зависящее от m). Заметим, что, с одной стороны,

An ⊂
⋃

i, ϕm|∆i≥n−1

∆i.

С другой стороны, в силу неравенства Чебышёва для ступенчатых функ-
ций, имеем ∑

i, ϕm|∆i≥n−1

µ(∆i) ≤ n
b∫
a

ϕm(x) dµ(x).

Поэтому µ(An) = 0, так как правая часть в последнем неравенстве мо-
жет быть сделана сколь угодно малой при подходящем выборе m.

Чтобы доказать, что µ-мера множества B равна нулю, заметим, что

B =

∞⋃
n=1

Bn, где Bn = {x ∈ B : fn(x)− f(x) > 0}.

Докажем, что µ(Bn) = 0 для любого n ∈ N. Фиксируем n и заметим,
что

Bn =

∞⋃
k=1

Dk, где Dk = {x ∈ B : fn(x)− f(x) > k−1}.
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Для любого l ≥ n, в силу неравенства fl(x) ≥ fn(x), имеем Dk ⊂ {x ∈
B : fl(x)− f(x) > k−1}.

Так как ‖f − fl‖ → 0 при l→∞, то существует последовательность
ϕl ∈ Step([a, b];R) ступенчатых функций такая, что |f(x)−fl(x)| ≤ ϕl(x)
для всех x ∈ [a, b] и ‖ϕl‖ → 0 при l → ∞. Пусть {∆i} — разбиение
отрезка [a, b], которому подчинена ступенчатая функция ϕl (зависящее
от l). Заметим, что, с одной стороны,

Dk ⊂
⋃

i, ϕl|∆i≥k−1

∆i, l ≥ n.

С другой стороны, в силу неравенства Чебышёва для ступенчатых функ-
ций, имеем

∑
i, ϕl|∆i≥k−1

µ(∆i) ≤ k
b∫
a

ϕl(x) dµ(x), l ≥ n.

Поэтому µ(Dk) = 0, так как правая часть в последнем неравенстве мо-
жет быть сделана сколь угодно малой при подходящем выборе l.

Следовательно, µ(Bn) = 0, так как Bn равно счетному объединению
множеств нулевой µ-меры.

2) Построим контрпример. Рассмотрим отрезок [0, 1] с мерой Лебега
на его промежутках и последовательность xn ∈ [0, 1], n ∈ N, рацио-
нальных точек этого отрезка. Пусть fn — характеристическая функ-
ция множества {x1, . . . , xn}. Тогда fn ≤ fn+1, n ∈ N, ‖fn‖ = 0, и по-
этому fn сходится к нулю в интегральной норме. С другой стороны,
lim
n→∞

fn = χ[0,1]∩Q(x) = χ(x) — известная функция Дирихле, не инте-
грируемая по Риману.

19.8. Теорема. Пусть измеряющая функция α непрерывна. Пусть
последовательность функций fn ∈ Rµ([a, b];R) монотонно возрастает
(или убывает) и сходится поточечно µ-почти всюду к функции f ∈
Rµ([a, b];R). Тогда последовательность функций fn сходится к f в ин-
тегральной норме и

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dµ(x) =

b∫
a

f(x) dµ(x). (19.0.4)

Доказательство. Проверим, что для фиксированного ε > 0 суще-
ствует номер n0 такой, что ‖f − fn‖ < ε для всех n ≥ n0.
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Множество E точек отрезка [a, b], в которых все функции fn, n ∈ N,
и функция f разрывны и в которых последовательность fn не сходится
к f , есть множество нулевой µ-меры.

Возьмем σ = ε
4M , где M — верхняя граница для функций |f1| и |f |:

|f(x)| ≤ M и |f1(x)| ≤ M . Для этого числа существует последователь-

ность интервалов Vj такая, что E ⊂
∞⋃
j=1

Vj и
∞∑
j=1

µ(Vj) < σ.

Фиксируем δ = ε
2µ([a,b]) . Для любой точки x ∈ [a, b] \ E существует

номер nx такой, что |f(x)− fnx(x)| < δ
3 . Поскольку f и fnx непрерывны

в точке x, то существует окрестность U(x) такая, что для всех y ∈ U(x)
одновременно имеем |f(y) − f(x)| < δ

3 и |fnx(y) − fnx(x)| < δ
3 . Поэтому

для всех y ∈ U(x) выполняется неравенство

|f(y)−fnx(y)| ≤ |f(y)−f(x)|+|fnx(y)−fnx(x)|+|f(x)−fnx(x)| < 3· δ
3

= δ.

Совокупность интервалов {Vj , U(x) : j ∈ N, x ∈ [a, b] \ E} образует от-
крытое покрытие отрезка [a, b]. Выделим из него конечное подпокрытие
{Vj1 , . . . , Vjk , U (x1) , . . . , U (xr)}.

В силу монотонности последовательности fn, для срезок gn = cut(M,fn)
имеем следующие свойства:

1) множество точек разрыва функции gn содержитcя во множестве
точек разрыва функции fn для всех n ∈ N;

2) |gn(x)| ≤M для всех n ∈ N;
3) монотонность последовательности gn: gn ≤ gn+1 для всех n ∈ N;
4) совпадение интегралов:

b∫
a

gn(x) dµ(x) =

b∫
a

fn(x) dµ(x)

для всех n ∈ N, так как fn(x) = gn(x) µ-почти всюду.
Поэтому достаточно доказать, что

lim
n→∞

b∫
a

gn(x) dµ(x) =

b∫
a

f(x) dµ(x). (19.0.5)

По теореме 3.12 объединение V =
k⋃
i=1

Vji , как открытое множество,

можно представить в виде объединения попарно непересекающихся ин-

тервалов Wq, q = 1, . . . , l: V =
l⋃

q=1
Wq, и при этом

∑
q
µ(Wq) ≤

∑
j

µ(Vj) <
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σ. Таким образом, дополнение [a, b] \
l⋃

q=1
Wq состоит из конечного на-

бора замкнутых промежутков [cm, dm], m = 1, . . . , p. Возьмем номер
n0 = max{nx1

, . . . , nxr}. В точках отрезка [cm, dm], m = 1, . . . , p, имеем
оценку f(x)− gn(x) < δ для всех номеров n ≥ n0. Определим ступенча-
тую функцию ψ ∈ Step([a, b];R):

ψ(x) =

{
δ, если x ∈ [cm, dm], m = 1, . . . , p,
2M, если x ∈ [a, b] ∩ V .

Тогда имеем |f(x)− gn(x)| ≤ ψ(x) на отрезке [a, b] для всех номеров n ≥
n0. Следовательно, применяя свойство аддитивности интеграла (задача
9.18), получаем

‖f − gn‖ ≤
b∫
a

ψ(x) dµ(x) ≤
p∑

m=1

dm∫
cm

ψ(x) dµ(x) + 2M
∑
q

µ(Wq)

< δ

p∑
m=1

µ([cm, dm]) + 2M · ε

4M
≤ δµ([a, b]) +

ε

2
= ε

для всех номеров n ≥ n0. Таким образом, ‖f − gn‖ → 0 при n → ∞.
Отсюда вытекает сходимость (19.0.5).

20 Теорема Рисса о представлении линейного
ограниченного функционала над

пространством непрерывных функций

20.1. Определение. Пусть V — нормированное пространство над
полем скаляров R с нормой ‖ · ‖. Отображение L : V → R называется
линейным функционалом, если

1) L(αa+ βb) = αL(a) + βL(b) для любых α, β ∈ R и a, b ∈ V .
Линейный функционал называется ограниченным, если существует по-
стоянная C такая, что

2) |L(a)| ≤ C‖a‖ для любого a ∈ V .
Наименьшая постоянная в этом неравенстве называется нормой функ-
ционала L и обозначается символом ‖L‖.

Из свойств 9.8 и 9.9 вытекает, что если на отрезке [a, b] фиксирована
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мера µ, то отображение

C[a, b] 3 f 7→
b∫
a

f(x) dµ(x)

является линейным ограниченным функционалом L над пространством
непрерывных функций:

b∫
a

(αf + βg) dµ = α

b∫
a

f dµ+ β

b∫
a

g dµ (20.0.1)

∣∣∣∣
b∫
a

f dµ

∣∣∣∣ ≤ µ([a, b])‖f‖C . (20.0.2)

Напомним, что норма в пространстве C[a, b] определяется как ‖f‖C =
sup
x∈[a,b]

|f(x)|. Заметим, что ‖L‖ = µ([a, b]), так как в (20.0.2) достигается

равенство при f ≡ 1.
Кроме того, функционал L обладает также свойством положитель-

ности:
b∫
a

f dµ ≥ 0, если f(x) ≥ 0 для всех x ∈ [a, b].

Ф. Рисс доказал, что других положительных линейных ограничен-
ных функционалов над пространством непрерывных на отрезке [a, b]
функций не существует.

20.2. Теорема. Пусть L : C[a, b]→ R — положительный ограничен-
ный линейный функционал над пространством непрерывных на отрезке
[a, b] функций. Тогда существует конечно-аддитивная мера µ, опреде-
ленная на промежутках отрезка [a, b], такая, что

L(f) =

b∫
a

f dµ (20.0.3)

для любой функции f ∈ C[a, b] и, кроме того, ‖L‖ = µ([a, b]).
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Доказательство. 1шаг. Определим стандартную аппроксимацию
характеристической функции замкнутого промежутка [c, d] ⊂ R следу-
ющим образом: ϕ(n)

[c,d] : R→ R, n ∈ N, — непрерывная функция, равная

ϕ
(n)
[c,d](y) =


1, если y ∈ [c, d],

0, если y ≤ c− 1
n или y ≥ d+ 1

n ,

линейная на промежутках [c− 1
n , c] и [d, d+ 1

n ].

Заметим, что последовательность функций ϕ(n)
[c,d]

1) ограничена в совокупности: ‖ϕ(n)
[c,d]‖C ≤ 1 для всех n ∈ N;

2) сходится поточечно к характеристической функции промежутка
[c, d]: lim

n→∞
ϕ

(n)
[c,d](y) = χ[c,d](y), причем эта сходимость не является рав-

номерной (проверить!);
3) последовательность ϕ(n)

[c,d](y) монотонно убывает: ϕ(n+1)
[c,d] (y) ≤ ϕ(n)

[c,d](y)

для всех y ∈ R;
4) в случае вырожденного промежутка [c, c] получаем стандартную

аппроксимацию ϕ
(n)
[c,c](y) характеристической функции одноточечного мно-

жества.
Стандартную аппроксимацию ϕ

(n)
Q (y) произвольного промежутка Q

определим из принципа: если Q =
k⋃
i=1

Pi, где {Pi} — дизъюнктная систе-

ма промежутков, то стандартная аппроксимация характеристической
функции промежутка Q, равна сумме стандартных аппроксимаций ха-
рактеристических функций промежутков Pi:

ϕ
(n)
Q (y) =

k∑
i=1

ϕ
(n)
Pi

(y). (20.0.4)

Из этого принципа получаем стандартные аппроксимации полузамкну-
тых промежутков

ϕ
(n)
[c,d)(y) = ϕ

(n)
[c,d](y)−ϕ(n)

[d,d](y) и ϕ
(n)
(c,d](y) = ϕ

(n)
[c,d](y)−ϕ(n)

[c,c](y) (20.0.5)

и открытого промежутка

ϕ
(n)
(c,d)(y) = ϕ

(n)
[c,d](y)− ϕ(n)

[c,c](y)− ϕ(n)
[d,d](y). (20.0.6)

Легко проверить, что lim
n→∞

ϕ
(n)
P (y) = χP (y) для любого промежутка в

20.0.5 и 20.0.6.
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2шаг. Заметим, что положительный линейный функционал L обла-
дает свойством монотонности: если f(x) ≤ g(x) для всех точек x ∈ [a, b],
то L(f) ≤ L(g). Отсюда вытекает, что если последовательность функ-
ций fn ∈ C([a, b]) монотонна и ограничена в совокупности, то существу-
ет предел

lim
n→∞

L(fn) ∈ [0,∞).

Определим теперь меру промежутка P ⊂ [a, b] как предел

µ(P ) = lim
n→∞

L
(
ϕ

(n)
P

)
∈ [0,∞),

где функция ϕ
(n)
P , n ∈ N, — ограничение стандартной аппроксимации

промежутка P на отрезок [a, b] (обозначается тем же символом). Этот
предел всегда существует для замкнутого (открытого) промежутка, так
как его стандартные аппроксимации монотонно убывают (возрастают)
и ограничены в совокупности. Мера произвольного промежутка суще-
ствует в силу (20.0.5). Из (20.0.4) получаем свойство конечной аддитив-

ности меры: если Q =
k⋃
i=1

Pi, где {Pi} — дизъюнктная система проме-
жутков, то

µ(Q) = lim
n→∞

L
(
ϕ

(n)
Q

)
=

k∑
i=1

lim
n→∞

L
(
ϕ

(n)
Pi

)
=

k∑
i=1

µ(Pi). (20.0.7)

3 шаг. Покажем справедливость представления (20.0.3), где инте-
грирование в правой части происходит по только что определенной ме-
ре. Для этого проверим, что для произвольных ступенчатой функции
ψ ∈ Step([a, b];R) и непрерывной функции f , удовлетворяющих условию

ψ(y) + δ ≤ f(y) для любого y ∈ [a, b]

с некоторой положительной постоянной δ, выполняется неравенство

b∫
a

ψ dµ ≤ L(f). (20.0.8)

Действительно, пусть в (20.0.8) функция ψ имеет представление
∑
i

ciχPi .

Тогда начиная с некоторого номера n0 имеем неравенство∑
i

ciϕ
(n)
Pi

(y) ≤ f(y)
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для всех y ∈ [a, b] (проверить!). Отсюда получаем

b∫
a

ψ dµ =
∑
i

ciµ(Pi) =
∑
i

ci lim
n→∞

L
(
ϕ

(n)
Pi

)
= lim
n→∞

∑
i

ciL
(
ϕ

(n)
Pi

)
= lim
n→∞

L
(∑

i

ciϕ
(n)
Pi

)
≤ L(f). (20.0.9)

Если f ∈ C([a, b]), то для ε > 0 существуют ступенчатые функции ψ
и ϕ такие, что

ψ(y) +
ε

3
≤ f(y) ≤ ϕ(y)− ε

3
и |ϕ(y)− ψ(y)| ≤ ε

для всех y ∈ [a, b]. Отсюда аналогично неравенству (20.0.8) получаем

b∫
a

ψ dµ ≤ L(f) ≤
b∫
a

ϕdµ.

Учитывая соотношения
b∫
a

ψ dµ ≤
b∫
a

f dµ ≤
b∫
a

ϕdµ

выводим ∣∣∣∣∣L(f)−
b∫
a

f dµ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
b∫
a

ϕdµ−
b∫
a

ψ dµ

∣∣∣∣∣≤ εµ([a, b]).

В силу произвола в выборе ε, представление (20.0.3) установлено.
4 шаг. С одной стороны, очевидно

|L(f)| ≤

∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Cµ([a, b]).

С другой стороны, для f ≡ 1 имеем

0 ≤ L(1) =

b∫
a

dµ(x) = µ([a, b]).

Следовательно, ‖L‖ = µ([a, b]).
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20.3. Задача. Доказать, что мера µ, построенная в доказательства
теоремы 20.2, счетно-аддитивна.

20.4. Задача. По теореме 12.2 всякая конечно-аддитивная мера ν,
заданная на промежутках отрезка [a, b], определяет линейный положи-
тельный ограниченный функционал L:

C([a, b]) 3 f 7→
b∫
a

f(x) dν(x).

По теореме 20.2 всякий такой функционал имеет представление

L(f) =

b∫
a

f dµ

для любой функции f ∈ C[a, b]. Чем мера µ, построенная в доказа-
тельстве теоремы 20.2 отличается от меры ν? Описать прямой способ
построения меры µ по мере ν.

(Указание: µ([c, d]) = inf
δ>0

µ((c− δ, d+ δ)) и т. д.)

20.5. Задача.
Какой линейный функционал над пространством C([a, b]) соответ-

ствует δc-функции Дирака 5.15, c ∈ [a, b]?

В следующем утверждении мы сформулируем теорему Рисса о пред-
ставлении ограниченных линейных функционалов над пространством
непрерывных функций в полном объеме5.

20.6. Теорема. Пусть L : C[a, b] → R — ограниченный линейный
функционал над пространством непрерывных на отрезке [a, b] функций.
Тогда L может быть представлен как разность двух положительных
ограниченных линейных функционалов L+ : C[a, b]→ R и L− : C[a, b]→

5Ее доказательство можно найти в книге Л. Шварц. Анализ. Т. 1. М.: Изд-во
«Мир», 1972. С. 482–487
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R таких, что

L+(f) = sup
0≤g≤f, g∈C[a,b]

L(g), (20.0.10)

L(f) = L+(f)− L−(f) =

b∫
a

f dµ+ −
b∫
a

f dµ−, (20.0.11)

‖L‖ = ‖L+‖+ ‖L−‖ = µ+([a, b]) + µ−([a, b]), (20.0.12)

|L|(f) = L+(f) + L−(f) = sup
|g|≤f, g∈C[a,b]

L(g), и (20.0.13)

‖|L|‖ = ‖L‖ = ‖L+‖+ ‖L−‖ = µ+([a, b]) + µ−([a, b]). (20.0.14)

Здесь в формуле (20.0.11) мера µ+ (µ−) — из представления (20.0.3)
для положительного функционала L+ (L−).

21 Теорема Витали о покрытиях

21.1. Определение. Пусть E ⊂ R — произвольное множество, а
∆ — некоторая система невырожденных замкнутых промежутков. Если
для всякой точки x ∈ E и любого ε > 0 существует такой промежуток
d ∈ ∆, что x ∈ d и |d| < ε, то мы будем говорить, что система ∆
покрывает множество E в смысле Витали.

21.2. Теорема Д. Витали. Если ограниченное множество E по-
крыто в смысле Витали системой ∆ замкнутых промежутков, то из ∆
можно выделить не более чем счетную совокупность попарно непересе-
кающихся промежутков {dk} ⊂ ∆ такую, что дополнение

E \
⋃
k

dk

имеет меру Лебега нуль.

Доказательство. Возьмем какой-нибудь интервал U , содержащий
множество E, и удалим из ∆ все замкнутые промежутки, не содержа-
щиеся целиком в U . Оставшиеся промежутки также покрывают E в
смысле Витали, поэтому с самого начала можно считать, что все про-
межутки из ∆ содержатся в U .

Пусть k1 = sup{|d| : d ∈ ∆}, а d1 ∈ ∆ — произвольный промежуток
такой, что

|d1| > 0.75k1.
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Если d1 ⊃ E, то доказательство закончено. В противном случае выбе-
рем по индукции замкнутые промежутки d1, d2, . . . , dn, . . . ∈ ∆. Если

d1, d2, . . . , dn ∈ ∆, di ∩ dj = ∅, i 6= j, уже выбраны и E \
n⋃
k=1

dk 6= ∅, то
положим

Fn =

n⋃
k=1

dk, Gn = U \ Fn,

и рассмотрим все те промежутки системы ∆, которые содержатся в
открытом множестве Gn. Они покрывают множество E \ Fn в смысле
Витали. Пусть kn+1 — точная верхняя грань длин таких промежутков,
и обозначим через dn+1 тот из них, для которого

|dn+1| > 0.75kn+1.

Ясно, что dn+1∩dj = ∅, j = 1, . . . , n. Этот процесс или обрывается через
конечное число шагов, или приводит к последовательности

d1, d2, . . . , dn, . . . ∈ ∆

попарно непересекающихся промежутков. Покажем, что мера Лебега

множества E \
∞⋃
k=1

dk равна нулю.

Пусть Dk = 4dk, k ∈ N, где символ 4dk обозначает отрезок с тем же
центром, что и dk, и длиной, равной 4|dk|. Из леммы 5.31 имеем

∞∑
k=1

|Dk| = 4

∞∑
k=1

|dk| ≤ 4|U |. (21.0.1)

Так как ряд справа сходится, то

lim
i→∞

∞∑
k=i

|Dk| = 0.

Поэтому достаточно доказать, что для всех i ∈ N будет

E \
∞⋃
k=1

dk ⊂
∞⋃
k=i

Dk.

Фиксируем i ∈ N. Пусть x ∈ E \
∞⋃
k=1

dk. Тогда x ∈ Gi и (поскольку

Gi открыто) существует d ∈ ∆, что x ∈ d ⊂ Gi. Не может быть такого,
чтобы d ⊂ Gn при всех n ∈ N, так как в этом случае

|d| ≤ kn+1 <
4

3
|dn+1|,
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что невозможно, так как из (4.1) имеем |dn| → 0 при n → ∞. Значит,
d ∩ Fm 6= ∅ для некоторых m ∈ N, и пусть n — наименьшее из чисел,
удовлетворяющих этому условию. Так как d ∩ Fi = ∅ и F1 ⊂ F2 ⊂ . . . ⊂
Fn ⊂ . . ., то ясно, что n > i. Из определения n вытекает, что

d ∩ Fn−1 = ∅,

откуда имеем, во-первых,
d ∩ dn 6= ∅,

а, во-вторых, d ⊂ Gn−1 и, следовательно,

|d| ≤ kn <
4

3
|dn|.

Отсюда вытекает, что d ⊂ Dn и, тем более,

d ⊂
∞⋃
k=i

Dk.

Значит, из условия x ∈ E \
∞⋃
k=1

dk вытекает E \
∞⋃
k=1

dk ⊂
∞⋃
k=i

Dk и теорема
доказана.

22 Применения

22.1 Вектор-функции вещественной переменной

Элементы пространства Rn суть упорядоченные наборы вида

x = (x1, . . . , xn), где xi ∈ R.

В зависимости от геометрических и физических ассоциаций их назы-
вают либо точками в Rn, либо векторами в Rn. Число xi из набора x
называют i-ой координатой точки (вектора) x.

Пусть x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Положим

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) — сумма векторов x и y, (22.1.1)

λx = (λx1, . . . , λxn) — произведение вектора x на число λ, (22.1.2)

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi — скалярное произведение векторов x и y, (22.1.3)

|x| =
√
〈x, x〉 — модуль вектора x. (22.1.4)
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Число |x− y| называют расстоянием между точками x и y.
Известно, что 〈x, y〉 ≤ |x||y| (неравенство Коши), а также, что спра-

ведливы неравенства треугольника
1) |x+ y| ≤ |x|+ |y| и
2) |x| − |y| ≤ |x− y|.
Отображения вида f : T → Rn обычно называют вектор-функциями.

Всякое такое отображение представляет собой упорядоченный набор ве-
щественных функций (f1, . . . , fn), определённых на множестве T . Функ-
ция fi из этого набора сопоставляет каждой точке t ∈ T i-ую координату
точки f(t). Таким образом,

f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)).

Функцию fi называют i-ой координатой (компонентой) вектор-функ-
ции f .

В этом разделе рассматриваются вектор-функции одной веществен-
ной переменной. Вектор-функцию f , заданную на числовом промежут-
ке T , часто называют либо путём, либо движением, либо параметризо-
ванной линией (кривой). При этом значение f(t) называют положением
точки в момент времени t, а множество значений f(T ) — траекторией
движения (пути) f . Траектория f(T ) движения f : T → Rn есть под-
множество пространства Rn, а график — подмножество пространства
Rn+1.

22.1. Примеры. 1) f(t) = x = (3, 4, 5) ∈ R3 для всех t ∈ T . В
этом случае функцию f называют стационарным путём (движением).
Траектория f(T ) этого пути есть одноточечное множество {x} ⊂ R3,

2) Движение (путь) f : R → Rn, определяемое формулой f(t) =
p + tv, где p, v ∈ Rn, называют равномерно прямолинейным, а вектор
v — скоростью движения f . Если v 6= 0, то траектория этого движения
есть прямая, проходящая через точку p параллельно вектору v.

3) Отображение z(t) = eit : R → C = R2 интерпретируют как вра-
щение точки z вокруг центра 0 ∈ C с единичной угловой скоростью.
Траектория этого движения представляет собой окружность радиуса 1.
График Γz отображения z есть множество

{(t, x, y, ) ∈ R3 | x = cos t, y = sin t, t ∈ R}.

Этот график совпадает с винтовой линией: траектория винтового дви-
жения — это v(t) = (t, cos t, sin t) : R→ R3.

22.2. Задачи. Нарисовать траектории следующих путей:
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1) a(t) = teit : R+ → C (спираль Архимеда),
2) l(t) = et+it : R→ C (логарифмическая спираль),
3) c(t) = t+ i+ ie−it : R→ C (циклоида),
4) k(t) = (1 + cos t)eit : R→ C (кардиоида).

Пусть f = (f1, . . . , fn) : T → Rn, T ⊂ R, — произвольная вектор-
функция. Будем говорить, что функция f(t) стремится к x ∈ Rn при t,
стремящемся к t0 ∈ R, и писать f(t) →

t→t0
x, если |f(t)− x| →

t→t0
0,

22.3. Предложение. Координатный критерий сходимости:

f(t) →
t→t0

x⇔ fi(t) →
t→t0

xi для всех i ∈ {1, . . . , n}.

Доказательство. Следствие соотношений:

|fi(t)− xi| ≤ |f(t)− x| =
√∑

j

|fj(t)− xj |2 ≤
∑
j

|fj(t)− xj |,

и известных теорем теории пределов (каких?).

22.4. Задача. Для вектор-функции вещественной переменной дать
определения непрерывности, дифференцируемости, производной, диф-
ференциала, ряда Тейлора и доказать следующие два критерия.

22.5. Предложение. Координатный критерий непрерывности. Функ-
ция f : T → Rn непрерывна в точке t ∈ T в том и только в том случае,
когда каждая её компонента fi : T → R непрерывна в точке t,

22.6. Предложение. Координатный критерий дифференцируемо-
сти. Функция f : T → Rn дифференцируема в точке t ∈ T в том и
только в том случае, когда каждая её компонента fi : T → R диф-
ференцируема в точке t, В этом случае f ′(t) = (f ′1(t), . . . , f ′n(t)) ∈ Rn,
df(t) = (df1(t), . . . , dfn(t)) : R→ Rn.

22.7. Предложение. Теорема Коши о среднем. Если вектор-функция
f = (f1, f2) : [a < b]→ R2 непрерывна на отрезке [a < b] и дифференци-
руема в каждой его внутренней точке, то на интервале ]a, b[ найдётся
такая точка z, что векторы v = f ′(z) и w = f |ba параллельны.
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Доказательство. Условие параллельности векторов v, w ∈ R2 рав-
носильно формуле det(v, w) = 0, где (v, w) — (2 × 2)-матрица, столбцы
которых суть рассматриваемые векторы.

Для каждого t ∈ [a < b] положим δ(t) = det
(
f
∣∣t
a
, f
∣∣b
a

)
. Функция δ

непрерывна на отрезке [a < b] и дифференцируема в каждой внутренней
его точке. При этом δ′(t) = det

(
f ′(t), f

∣∣b
a

)
, Кроме того, δ(a) = δ(b) = 0,

По теореме Ролля имеется такая точка z ∈]a < b[, что δ′(z) = 0.

22.8. Задачи. 1) Для R3-значных функций теорема Коши не верна.
В качестве контрпримера достаточно рассмотреть движение по спира-
ли.

2) Если формулировка какой-либо теоремы из предшествующих глав
остаётся осмысленной, в то время как некоторые участвующие в ней
функции предполагаются Rn-значными, то эта теорема верна в новых
условиях. Исключение представляют теоремы о среднем Ролля и Лагран-
жа. Привести примеры их невыполнения. Приводившиеся доказатель-
ства обобщаемых теорем пригодны и в новой ситуации за исключением
вывода теоремы о приращениях.

Существенное обобщение теоремы о приращениях и её доказатель-
ство будет изложено в разделе о функциях многих вещественных пере-
менных.

22.2 Длина пути

Рассмотрим отрезок [a, b] ⊂ R и параметризованный путь γ : [a, b]→ Rn.
Рассмотрим произвольное разбиения отрезка [a, b]:

P = {a = t0 < t1 < t2 < . . . < tk = b}.

Этому разбиению соответствуют точки pi = γ(ti) на кривой. Ломаная,
составленная из отрезков [pi−1, pi], с началом в точке γ(a) и концом в
точке γ(b) называется вписанной в кривую. Вписанной ломаной сопо-
ставим длину, равную сумме длин всех составляющих ее отрезков:

lP =

k∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1|.

22.9. Определение. Длиной параметризованного пути γ : [a, b] →
Rn называется точная верхняя грань длин lP всех вписанных в эту
кривую ломаных:

l(γ) = sup
P
lP(γ).
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Для точек a ≤ x < y ≤ b длину кривой γ : [x, y] ⊂ Rn будем обозначать
символом l(γ[x, y]).

22.10. Предложение. Аддитивность длины кривой. Если a ≤ x ≤
y ≤ z ≤ b, то для кривой γ : [a, b] ⊂ Rn имеем

l(γ[x, z]) = l(γ[x, y]) + l(γ[y, z]). (22.2.5)

Доказательство. Пусть P = {x = t0 < t1 < t2 < . . . < tk = z} —
произвольное разбиение отрезка [x, z], а j — такой номер, что tj−1 ≤ y ≤
tj . Пусть P ′ = {x = t0 < t1 < t2 < . . . < tj−1, y} — разбиение отрезка
[x, y], а P ′′ = {y = tj < tj+1 < . . . < tk = z} — разбиение отрезка
[y, z]. Тогда lP(γ) ≤ lP′(γ) + lP′′(γ) ≤ l(γ[x, y]) + l(γ[y, z]). Отсюда имеем
l(γ[x, z]) ≤ l(γ[x, y]) + l(γ[y, z]).

Докажем противоположное неравенство. Пусть P ′ = {x = t′0 < t′1 <
t′2 < . . . < t′k = y} — разбиение отрезка [x, y], а P ′′ = {y = t′′0 < t′′1 < . . . <
t′′l = z} — разбиение отрезка [y, z], и пусть P = {t′0 < t′1 < t′2 < . . . <
t′k < t′′1 < . . . < t′′l } — разбиение отрезка [x, z]. Тогда lP′(γ) + lP′′(γ) ≤
lP(γ) ≤ l(γ[x, z]). Следовательно, l(γ[x, y]) + l(γ[y, z]) ≤ l(γ[x, z]).

22.11. Теорема. Пусть кривая γ = (γ1, . . . , γn) : [a, b]→ Rn удовле-
творяет условию Липшица, а производная γ̇ существует почти всюду на
[a, b] и интегрируема по Риману. Тогда длина этой кривой равна

l(γ) =

b∫
a

|γ̇(t)| dt =

b∫
a

√∑
j

|γ̇j(t)|2 dt. (22.2.6)

Доказательство. 1ый шаг. Покажем, что если x ≤ y, то∣∣∣∣
y∫
x

γ̇(t) dt

∣∣∣∣ ≤ l(γ[x, y]) ≤
y∫
x

|γ̇(t)| dt. (22.2.7)

Пусть P = {x = t0 < t1 < t2 < . . . < tk = y} — произвольное разбиение
отрезка [x, y]. По условию теоремы γ(x) — первообразная для своей
производной γ̇(x). Поэтому имеем∣∣∣∣

y∫
x

γ̇(t) dt

∣∣∣∣ = |γ(y)− γ(x)| ≤
∑
i

|γ(ti)− γ(ti−1)| = lP(γ)

=
∑
i

∣∣∣∣
ti∫

ti−1

γ̇(t) dt

∣∣∣∣ ≤∑
i

ti∫
ti−1

|γ̇(t)| dt =

y∫
x

|γ̇(t)| dt.
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Следовательно, число l(γ[x, y]), будучи верхней гранью чисел вида lP(γ),
расположено между рассматриваемыми интегралами.

2ой шаг. Докажем, что функция [a, b] 3 x 7→ G(x) = l(γ[a, x]) удо-
влетворяет условию Липшица. Действительно, из (22.2.7) и (22.2.5) вы-
водим ∣∣∣∣

y∫
x

γ̇(t) dt

∣∣∣∣ ≤ |G(y)−G(x)| ≤
y∫
x

|γ̇(t)| dt. (22.2.8)

Так как |γ̇(t)| ≤ M < ∞ для всех t ∈ [a, b], получаем липшицевость
функции G: |G(y) −G(x)| ≤ M |y − x|, а следовательно, и ее непрерыв-
ность во всех точках x ∈ [a, b].

3ий шаг. Во всех точках непрерывности функции γ̇(x) имеемG′(x) =
|γ̇(x)|. Действительно, для x ≤ y имеем

∣∣∣∣ 1

y − x

y∫
x

γ̇(t) dt

∣∣∣∣ ≤ G(y)−G(x)

y − x
≤ 1

y − x

y∫
x

|γ̇(t)| dt.

Отсюда переходя к пределу при y → x по теореме 13.4 получаем ра-
венство G′(x) = |γ̇(x)|. Следовательно, G(x) есть первообразная для
функции |γ̇(x)| и потому

b∫
a

|γ̇(t)| dt = G(b)−G(a) = l(γ[a, b]).

Посмотрим во что переходит формула (22.2.6) для других способов
задания кривой на плоскости.

22.12. Следствие. Пусть кривая γ на R2 задана в явном виде как
график функции f : [a, b] → R. Если функция f удовлетворяет усло-
вию Липшица, а производная f ′(x) существует почти всюду на [a, b] и
интегрируема по Риману, то длина кривой γ равна

l(γ) =

b∫
a

√
1 + f ′(x)2 dx. (22.2.9)

Доказательство. Параметризуем график функции f (кривую γ)
в виде

[a, b] 3 x 7→ γ(x) = (x, f(x)) ∈ R2.
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Параметризация γ(x) удовлетворяет условиям теоремы 22.11. По фор-
муле (22.2.6) имеем

l(γ) =

b∫
a

√
ẋ+ ḟ2 dx =

b∫
a

√
1 + f ′(x)2 dx.

22.13. Следствие. Пусть кривая γ на R2 задана в полярных ко-
ординатах в виде f : [ϕ0, ϕ1] 3 ϕ → r(ϕ), где ϕ0 < ϕ1. Если функция
r(ϕ) удовлетворяет условию Липшица, а производная r′(ϕ) существует
почти всюду на [ϕ0, ϕ1] и интегрируема по Риману, то длина кривой γ
равна

l(γ) =

ϕ1∫
ϕ0

√
r(ϕ)2 + r′(ϕ)2 dϕ. (22.2.10)

Доказательство. Параметризуем график кривую γ ⊂ R2 в виде

[ϕ0, ϕ1] 3 ϕ 7→ γ(ϕ) = (r(ϕ) cosϕ, r(ϕ) sinϕ) ∈ R2.

Параметризация γ(ϕ) удовлетворяет условиям теоремы 22.11. По фор-
муле (22.2.6) имеем

l(γ) =

ϕ1∫
ϕ0

√
γ̇1(ϕ)2 + γ̇1(ϕ)2 dϕ. (22.2.11)

Вычисляем: γ̇1(ϕ)2 + γ̇1(ϕ)2 = (r′(ϕ) cosϕ − r(ϕ) sinϕ)2 + (r′(ϕ) sinϕ +
r(ϕ) cosϕ)2 = r(ϕ)2 + r′(ϕ)2. Отсюда и из (22.2.11) получаем формулу
(22.2.10).

22.3 Площади плоских фигур

Всякое непрерывное неотрицательное отображение f : [a, b] → R опре-
деляет криволинейную трапецию, заключенную между осью Ox, пря-
мыми, проходящими через точки (a, 0) и (b, 0) параллельно оси Oy, и
графиком Γf функции f . Для произвольного разбиения P = {a = x0 <
x1 < . . . < xn = b}. отрезка [a, b] сумма Дарбу U(P; f) (1.1.3) рав-
на сумме площадей прямоугольников, объединение которые покрывает
криволинейную трапецию, а сумма Дарбу L(P; f)(1.1.4) равна сумме
площадей прямоугольников, объединение которые содержится в кри-
волинейной трапеции. По определению 22.14 функция f : [a, b] → R

145



интегрируема по Риману тогда и только тогда, когда имеет место сов-
падение величин

inf
P
U(P; f) = sup

P
L(P; f),

где нижняя и верхняя грани берутся по всем разбиениям P отрезка
[a, b].

С другой стороны, совпадение этих величин означает, что криволи-
нейная трапеция квадрируема по Жордану и их общее значение S на-
зывается площадью криволинейной трапеции. Таким образом, площадь
криволинейной трапеции равна интегралу Римана:

S =

b∫
a

f(x) dx. (22.3.12)

22.14. Определение. Если верхний интеграл (1.1.5) равен нижне-
му (1.1.6), то мы будем говорить, что функция f интегрируема по Ри-
ману на сегменте [a, b] и писать f ∈ R([a, b]), а общее значение величин
(1.1.5) и (1.1.6) будем обозначать символом

b∫
a

f(x) dx или просто
b∫
a

f dx. (22.3.13)
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