
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

3 семестр

13. Дифференциальное исчисление функций
многих переменных

13.1. Линейная структура в Rn. Rn как векторное пространство. Линейные пре-
образования из Rn в Rm. Нормы в Rn. Евклидова структура в Rn. Нормы линейных
отображений.

13.2. Дифференциал функций многих переменных. Дифференцируемость и диф-
ференциал функции в точке. Дифференциал и частные производные. Координатное
представление дифференциала. Матрица Якоби. Непрерывность, частные производ-
ные и дифференцируемость функции в точке. Достаточные условия дифференциру-
емости.

13.3. Основные законы дифференцирования. Линейность операции дифференци-
рования. Дифференцирование суперпозиции дифференцируемых отображений.

13.4. Однородные функции. Определение. Теорема Эйлера.
13.5. Теорема о конечных приращениях.
13.6. Второй дифференциал и его свойства. Симметричность второго дифферен-

циала. Симметричности вторых смешанных производных.
13.7. Второй дифференциал и его свойства. Симметричность второго дифферен-

циала. Симметричности вторых смешанных производных.
Дифференциалы произвольного порядка.
13.8. Дифференциалы произвольного порядка. Определение свойство симметрич-

ности. Мультииндексные обозначения. Координатное представление дифференциа-
лов высших порядков.

13.9. Формула Тейлора для функций многих переменных. ФормулаТейлора для
функции с остаточным членом в форме Пеано. Формула Тейлора в координатах.
Асимптотическая характеристика полинома Тейлора. Формула Тейлора для полино-
мов n переменных.

13.10. Техника вычисления производных высших порядков. Отображения класса
Cr и их свойства. Полиномы Тейлора суммы и произведения двух отображений класса
Cr (формула Лейбница). Приложения.

13.11. Экстремумы. Необходимые и достаточные условия экстремума функции во
внутренней точке области определения.

13.12. Теорема об обратной функции и ее приложения. Теорема об обратной функ-
ции. Теорема о дифференциальных свойствах обратного отображения. Понятие диф-
феоморфизма класса Cr для открытых множеств в Rn. Понятие криволинейной си-
стемы координат в пространстве.

13.11. Теорема о неявных функциях. Теорема о выпрямляющем диффеоморфиз-
ме.

13.12. Теорема о ранге. Понятие функциональной зависимости системы функций.
Необходимые условия зависимости, достаточные условия.
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14. Основы гладкого анализа

14.1. Дифференцируемые многообразия в пространстве Rn. Определение. Локаль-
ные система координат и параметризация, функция перехода для двух локальных
параметризаций.

14.2. Строение множества, определяемого невырожденной системой уравнений в
пространстве Rn. Строение множества, определяемого системой уравнений. Приме-
ры.

14.3. Касательное пространство. Определение. Координатное представление.
14.4. Нормальное пространство. Понятие градиента. Базис нормального простран-

ства к многообразию, задаваемому системой уравнений.
14.5. Условные экстремумы. Необходимое условие экстремума. Принцип множи-

телей Лагранжа. Достаточное условие экстремума.

15. Интеграл Лебега

15.1. Подготовительные сведения. Понятие дробящейся системы. Примеры (си-
стема Sk k-мерных сегментов в Rn). Лемма о дроблении. Понятие меры на дробя-
щейся системе и понятие множества с мерой. Пространство ступенчатых функций.
Интегрирование ступенчатых функций. Свойства элементарного интеграла. Прин-
цип исчерпывания. Примеры счетно-аддитивных мер. Элементарная теорема Беппо
Леви для ступенчатых функций. Элементарная теорема Фубини для ступенчатых
функций.

15.2. Определение интеграла Лебега. Понятие интегральной оценки (внешнего ин-
теграла). Свойства. Понятие интеграла Лебега. Свойства интеграла. Пространство
L1(X;E) суммируемых функций. Пренебрежимые множества и функции. Их свой-
ства. Термин «почти всюду», и его свойства.

15.3. Теоремы о предельном переходе для последовательностей интегрируемых
функций. Теорема о нормально сходящихся рядах. Следствия (теорема Беппо Ле-
ви, теорема Ф. Рисса о полноте). Лемма о верхней огибающей последовательности
интегрируемых функций. Теорема Лебега о мажорируемой сходимости. Контрпри-
меры. Связь интеграла Лебега с интегралом Римана в пространстве Rk. Критерий
интегрируемости по Риману в Rk.

15.4. Измеримые функции. Операции над измеримыми функциями. Теорема об
измеримости почти всюду непрерывной функции. Понятие срезки. Лемма о срезке.
Признак интегрируемости Лебега. Следствия. Теорема об измеримости предела по-
следовательности измеримых функций. Определение и свойства интеграла неотрица-
тельной измеримой функции. Лемма Фату. Понятия меры и измеримого множества.
Совокупность измеримых множества как σ-кольцо. Измеримость множеств Лебега
измеримой функции. Характеризация измеримой функции через множества Лебега.

15.5. Теоремы Фубини и Тонелли. Контрпримеры. Лемма о повторной норме. Фор-
мула Кавальери — Лебега.

15.6. Формула замены переменных в кратном интеграле.
1. Свойство регулярности меры Лебега. Борелевские множества их связь с из-

меримыми множествами. Поведение меры Лебега относительно изометрических и
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подобных преобразований. Искажение меры Лебега при линейных невырожденных
преобразованиях.

2. Лемма о N -свойстве гладкого отображения. Лемма о локальном искажении ме-
ры при гладких гомеоморфизмах. Теоремы о замене переменной в интеграле Лебега.

3. Объем шара в Rn. Интегрирование особенностей вида |x|m в Rn в окрестности
0 и ∞.

15.7. Общие теоремы о предельном переходе под знаком интеграла и о непрерыв-
ности функций, представимых интегралами, зависящими от параметра. Теоремы о
непрерывной зависимости от параметра (обобщенная теорема Лебега о мажорируе-
мой сходимости) и дифференцировании по параметру (правило Лейбница).

15.8. Гамма и бета функции Эйлера. Область определения, формулы понижения,
формула Эйлера — Гаусса, формула дополнения, связь между эйлеровыми функци-
ями. Интеграл

∞∫
−∞

e−x
2

dx.

15.9. Формула Стирлинга.
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4 семестр

16. Несобственные интегралы, зависящие от параметра,
равномерная сходимость

16.1. Понятие равномерной интегрируемости семейства функций. Критерий Ко-
ши — Больцано равномерной интегрируемости, мажорантный признак, признаки Ди-
рихле и Абеля.

16.2. Общие теоремы о предельном переходе под знаком интеграла и о непрерыв-
ности функций, представимых интегралами, зависящими от параметра. Теоремы о
дифференцировании по параметру (правило Лейбница) и интегрировании интегра-
лов по параметру.

16.5. Понятие бесконечного произведения. Определение сходимости бесконечного
произведения. Признаки сходимости. Формула Валлиса.

16.6. ∆-образные последовательности. Понятие свертки и ее свойства. Определе-
ние ∆-образной последовательности. Примеры. Лемма о равномерном приближении.
Аппроксимационная теорема Вейерштрасса. Равномерное приближение непрерывной
функции тригонометрическими многочленами.

16.7. Теорема об аппроксимации единицы. Теорема о непрерывности сдвига в
L1(Rk). Теорема об аппроксимации единицы. Средние по Стеклову и Соболевy (сверт-
ка функций с ядром Соболева или Стеклова). Гладкость средних функций с гладким
ядром. Теорема о плотности C∞0 (Rk) в L1(Rk).

17. Интегрирование на k-мерных поверхностях

17.1. Внешние меры (примеры: внешняя мера Лебега, мера Хаусдорфа). Мера
Хаусдорфа как борелевская мера. Измеримость по Каратеодори. Связь с измеримо-
стью по Лебегу. Теорема о том, что совокупность µ-измеримых по Каратеодори мно-
жеств образует σ-алгебру. Теорема о свойствах внешней меры на σ-алгебре измери-
мых множеств. Признак Каратеодори о борелевской мере. Теорема об исчерпывании
борелевских множеств. Свойства меры Хаусдорфа. Изодиаметрическое неравенство.
Теорема о совпадении мер Лебега и Хаусдорфа. Формула площади: лемма о каса-
тельном отображении, лемма о локальном искажении меры, лемма об образе множе-
ства вырождения. Длина кривой, площадь графика функции. Мера на многообразии.
Площадь поверхности вращения. Формула замены переменной для интегрируемых и
измеримых функций. Интеграл Лебега в полярной системе координат.

Элементарная формула коплощади (регулярный случай).

18. Интегрирование внешних дифференциальных форм

18.1. Внешние дифференциальные формы первой степени. Понятие интеграла от
формы первой степени вдоль гладкого пути. Примеры. Условие независимости инте-
грала от выбора пути, соединяющего данные точки. Примеры. Координатное пред-
ставление. Операция переноса, ее свойства. Интегрирование форм первой степени.
Свойства интеграла. Формула Ньютона — Лейбница. Формула Грина.
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18.2. Понятие внешней дифференциальной формы степени r ≥ 0 на открытом
множестве пространства Rn. Примеры и их различные интерпретации, форма Гаусса.
Операции над дифференциальными формами. Координатное представление внеш-
них форм. Внешнее произведение дифференциальных форм и его свойства.

18.3. Понятие дифференциала внешней формы. Внешний дифференциал и его
свойства. Первая теорема Пуанкаре.

18.4. Гладкие отображения открытых множеств пространства Rn и индуцирован-
ные ими преобразования внешних форм. Свойства операции переноса.

18.5. Понятие ориентации k-мерного многообразия в Rn. Индуцированная ориен-
тация края. Критерий ориентируемости дифференцируемого многообразия. Приме-
ры.

18.6. Интегрирование k-форм по k-мерным сингулярным цепям. Определение k-
мерного куска многообразия. Свойства. k-мерная цепь. Граница куба как k-мерная
цепь. Граница цепи. Интегрирование по k-мерной цепи. Формула Стокса — Пуанкаре.

18.7. Понятие интеграла внешней формы по ориентированному дифференцируе-
мому многообразию. Лемма о разбиении единицы. Определение интеграла. Коррект-
ность определения. Признак интегрируемости. Свойства интеграла. Интегральная
формула Стокса.

18.8. Векторные поля и дифференциальные формы. Основные понятия векторно-
го анализа.

18.9. Точные и замкнутые формы. Понятие звездной области. Лемма Пуанкаре.
Применения. Интеграл от формы Гаусса. Теорема о пленке. Теорема Брауэра о непо-
движной точке.

19. Ряды и преобразование Фурье.

19.1. Определение ряда Фурье и поточечная сходимость ряда Фурье.
Определение тригонометрического ряда Фурье. Примеры. Лемма Римана — Ле-

бега. Ядро Дирихле, его свойства. Принцип локализации. Условие Дини. Примеры.

Достаточное условие сходимости ряда в точке. Примеры. Формула sinπx
πx

=
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

Изопериметрическое свойство круга.
19.2. Преобразование Фурье. Определение преобразования Фурье и интеграла Фу-

рье. Свойства преобразования Фурье. Преобразование Фурье и свертка. Примеры.
Инъективность преобразования Фурье. Достаточные условия представимости функ-
ции ее интегралом Фурье. Гладкость функции и скорость убывания ее преобразо-
вания Фурье. Пространство быстроубывающих функций (свойства). Формула обра-
щения. Равенство Парсеваля. Преобразование Фурье и решение дифференциальных
уравнений.
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