
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
Ïðîãðàììà 4 ñåìåñòðà

Èíòåãðàë îò ïàðàìåòðà â ðàìêàõ èíòåãðàëà Ëåáåãà

1. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé, ïðåäñòà-
âèìûõ èíòåãðàëàìè ñ ïàðàìåòðîì. Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè è èíòåãðè-
ðîâàíèè èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó.

2. Ãàììà- è áåòà-ôóíêöèè Ýéëåðà. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ,
ôîðìóëà Ýéëåðà�Ãàóññà, ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ, ñâÿçü ìåæäó ýéëåðîâûìè ôóíê-
öèÿìè.

3. Îáú¼ì øàðà â Rn.

4. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

5. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ôóíêöèé. Êðèòåðèé Êî-
øè�Áîëüöàíî ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè, ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê, ïðèçíà-
êè Äèðèõëå è Àáåëÿ.

6. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé, ïðåäñòà-
âèìûõ èíòåãðàëàìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà. Òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâà-
íèè ïî ïàðàìåòðó è èíòåãðèðîâàíèè èíòåãðàëîâ ïî ïàðàìåòðó.

Ðàçíîå

7. Áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè. Ôîðìóëà Âàëëèñà.

8. ∆-îáðàçíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿòèå ñâåðòêè è åå ñâîéñòâà. Îïðåäåëåíèå
∆-îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèìåðû. Ëåììà î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæå-
íèè. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.

9. Òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè åäèíèöû. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñäâèãà â L1(Rk).
Òåîðåìà îá àïïðîêñèìàöèè åäèíèöû. Ñðåäíèå ïî Ñòåêëîâó è Ñîáîëåây (ñâåðò-
êà ôóíêöèé ñ ÿäðîì Ñîáîëåâà èëè Ñòåêëîâà). Ãëàäêîñòü ñðåäíèõ ôóíêöèé ñ
ãëàäêèì ÿäðîì. Òåîðåìà î ïëîòíîñòè C∞

0 (Rk) â L1(Rk).

Èíòåãðèðîâàíèå íà k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ

10. Âíåøíèå ìåðû (ïðèìåðû: âíåøíÿÿ ìåðà Ëåáåãà, ìåðà Õàóñäîðôà). Ìåðà Õà-
óñäîðôà êàê áîðåëåâñêàÿ ìåðà. Èçìåðèìîñòü ïî Êàðàòåîäîðè. Ñâÿçü ñ èçìå-
ðèìîñòüþ ïî Ëåáåãó. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü µ-èçìåðèìûõ ïî Êà-
ðàòåîäîðè ìíîæåñòâ îáðàçóåò σ-àëãåáðó. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ âíåøíåé ìåðû
íà σ-àëãåáðå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ïðèçíàê Êàðàòåîäîðè î áîðåëåâñêîé ìåðå.
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Òåîðåìà îá èñ÷åðïûâàíèè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Ñâîéñòâà ìåðû Õàóñäîðôà.
Èçîäèàìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà î ñîâïàäåíèè ìåð Ëåáåãà è Õàóñäîð-
ôà. Ôîðìóëà ïëîùàäè: ëåììà î êàñàòåëüíîì îòîáðàæåíèè, ëåììà î ëîêàëüíîì
èñêàæåíèè ìåðû, ëåììà îá îáðàçå ìíîæåñòâà âûðîæäåíèÿ. Äëèíà êðèâîé, ïëî-
ùàäü ãðàôèêà ôóíêöèè. Ìåðà íà ìíîãîîáðàçèè. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùå-
íèÿ. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé äëÿ èíòåãðèðóåìûõ è èçìåðèìûõ ôóíêöèé.
Èíòåãðàë Ëåáåãà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà êî-
ïëîùàäè (ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé).

Èíòåãðèðîâàíèå âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

11. Âíåøíèå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïåðâîé ñòåïåíè. Ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò
ôîðìû ïåðâîé ñòåïåíè âäîëü ãëàäêîãî ïóòè. Ïðèìåðû. Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè
èíòåãðàëà îò âûáîðà ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äàííûå òî÷êè. Ïðèìåðû. Êîîðäè-
íàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Îïåðàöèÿ ïåðåíîñà, åå ñâîéñòâà. Èíòåãðèðîâàíèå ôîðì
ïåðâîé ñòåïåíè. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà. Ôîðìóëà
Ãðèíà.

12. Ïîíÿòèå âíåøíåé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû ñòåïåíè r ≥ 0 íà îòêðûòîì ìíî-

æåñòâå ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïðèìåðû è èõ ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè, ôîðìà
Ãàóññà. Îïåðàöèè íàä äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå âíåøíèõ ôîðì. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì è åãî
ñâîéñòâà.

13. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà âíåøíåé ôîðìû. Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë è åãî ñâîé-
ñòâà. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ïóàíêàðå.

14. Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn è èíäóöèðî-

âàííûå èìè ïðåîáðàçîâàíèÿ âíåøíèõ ôîðì. Ñâîéñòâà îïåðàöèè ïåðåíîñà.

15. Ïîíÿòèå îðèåíòàöèè k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Èíäóöèðîâàííàÿ îðèåíòà-
öèÿ êðàÿ. Êðèòåðèé îðèåíòèðóåìîñòè äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðè-
ìåðû.

16. Èíòåãðèðîâàíèå k-ôîðì ïî k-ìåðíûì ñèíãóëÿðíûì öåïÿì. Îïðåäåëåíèå k-
ìåðíîãî êóñêà ìíîãîîáðàçèÿ. Ñâîéñòâà. k-ìåðíàÿ öåïü. Ãðàíèöà êóáà êàê k-
ìåðíàÿ öåïü. Ãðàíèöà öåïè. Èíòåãðèðîâàíèå ïî k-ìåðíîé öåïè. Ôîðìóëà Ñòîê-
ñà�Ïóàíêàðå.

17. Ïîíÿòèå èíòåãðàëà âíåøíåé ôîðìû ïî îðèåíòèðîâàííîìó äèôôåðåíöèðóåìî-

ìó ìíîãîîáðàçèþ. Ëåììà î ðàçáèåíèè åäèíèöû. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà. Êîð-
ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðèçíàê èíòåãðèðóåìîñòè. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà. Èíòå-
ãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà.

18. Âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ âåêòîðíîãî
àíàëèçà.

19. Òî÷íûå è çàìêíóòûå ôîðìû. Ïîíÿòèå çâåçäíîé îáëàñòè. Ëåììà Ïóàíêàðå.
Ïðèìåíåíèÿ. Èíòåãðàë îò ôîðìû Ãàóññà. Òåîðåìà î ïëåíêå. Òåîðåìà Áðàóý-
ðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
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Ðÿäû è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

20. Îïðåäåëåíèå ðÿäà Ôóðüå è ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå. Îïðåäåëåíèå
òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå. Ïðèìåðû. Ëåììà Ðèìàíà�Ëåáåãà. ßäðî Äè-
ðèõëå, åãî ñâîéñòâà. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè. Óñëîâèå Äèíè. Ïðèìåðû. Äîñòàòî÷-

íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà â òî÷êå. Ïðèìåðû. Ôîðìóëà sinπx
πx

=
∞∏
n=1

(
1 − x2

n2

)
.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî êðóãà.

21. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è èíòåãðàëà Ôóðüå.
Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ñâåðòêà. Ïðèìåðû.
Èíúåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìîñòè
ôóíêöèè åå èíòåãðàëîì Ôóðüå. Ãëàäêîñòü ôóíêöèè è ñêîðîñòü óáûâàíèÿ åå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïðîñòðàíñòâî áûñòðîóáûâàþùèõ ôóíêöèé (ñâîéñòâà).
Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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