
Íàõîæäåíèå ïåðâîîáðàçíûõ

Â ýòîé ÷àñòè êóðñà ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî å¼ ïðî-
èçâîäíîé è ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñëó÷àè, êîãäà ýòó ôóíêöèþ ìîæíî âîññòàíîâèòü
ÿâíî, ò. å. âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

1 Ïîíÿòèÿ ïåðâîîáðàçíîé è íåîïðåäåë¼ííîãî èíòå-

ãðàëà

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü I ⊂ R � ïðîìåæóòîê. Ôóíêöèÿ F : I → R íàçûâàåòñÿ
(òî÷íîé) ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f : I → R, åñëè

F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ I.

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ïî îòíî-
øåíèþ ê ñâîåé ïðîèçâîäíîé. Ïîñêîëüêó íàì èçâåñòíû ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ æåëà-
íèå íàó÷èòüñÿ ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó � âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ, åñëè èçâåñòíà å¼
ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé íå åäèí-
ñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè F ′(x) = f(x), òî òàêæå è (F (x) + 2016)′ = f(x), ò. å. äî-
áàâëåíèå ê ïåðâîîáðàçíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû íå ïîâëèÿåò íà ïðî-
èçâîäíóþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íóæíî äàòü îòâåò íà âîïðîñ: ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò
ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè? Îòâåò äà¼ò ñëåäóþùåå óñòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü F1 è F2 � äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f íà îäíîì è òîì

æå ïðîìåæóòêå. Òîãäà èõ ðàçíîñòü åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà: F1(x)−F2(x) = C
äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G(x) = F1(x)−F2(x). Èìååì G
′(x) = F ′1(x)−F ′2(x) = 0. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê óñòðîåíà ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðîé âñþäó ðàâíà íóëþ. Ôèêñèðóåì òî÷êó x0 â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà, ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà î ïðèðàùåíèÿõ

G(x)−G(x0) = G′(ξ)(x− x0) = 0,

ãäå ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìåæäó x è x0. Òàêèì îáðàçîì G(x) = G(x0) äëÿ âñåõ x.

Â ïðèâåä¼ííîì âûøå óòâåðæäåíèè ñóùåñòâåííî, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ïåðâîîáðàç-
íûìè ìîæåò áûòü íåïîñòîÿííîé.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè F1(x) = arctg x è F2(x) = arcctg 1
x
. Âû÷èñëèì èõ

ïðîèçâîäíûå:

F ′1(x) =
1

1 + x2
ïðè x ∈ R,

F ′2(x) = −
1

1 + 1
x2

·
(
− 1

x2

)
=

1

1 + x2
ïðè x ∈ R \ {0}.
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Òàêèì îáðàçîì, îáå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè ôóíêöèè 1
1+x2 íà R \ {0},

íî ðàçíèöà ìåæäó íèìè íå ïîñòîÿííà. Çàìåòèì, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 1.2 íà êàæäîì
èç èíòåðâàëîâ (−∞, 0) è (0,∞) ðàçíèöà âñ¼ æå äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé. Äåéñòâè-
òåëüíî:

arcctg
1

x
=

{
arctg x, x > 0,

π + arctg x, x < 0.

Òàêèì îáðàçîì, äâå ïåðâîîáðàçíûå îäíîé ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ íà
êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íî ýòè ïîñòîÿííûå ìîãóò ðàçëè-
÷àòüñÿ íà ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì (èëè àíòèïðîèçâîäíîé) ôóíêöèè
f íàçûâàþò ñèìâîë ∫

f(x) dx,

êîòîðûé â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà ìîæåò îçíà÷àòü ëþáóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíê-
öèè f ëèáî âñþ ñîâîêóïíîñòü å¼ ïåðâîîáðàçíûõ. Â ýòîì ïîñîáèè äàííûé ñèìâîë
âñþäó èñïîëüçóåòñÿ â ïåðâîì çíà÷åíèè, ò. å. åñëè ôóíêöèÿ f çàäàíà íà ïðîìåæóòêå
è F � å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òî∫

f(x) dx = F (x) + C

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû C ∈ R.
Â ïðåäûäóùåì îáîçíà÷åíèè ñèìâîë

∫
íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì íåîïðåäåë¼ííîãî èí-

òåãðàëà, à âûðàæåíèå f(x) dx � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì. ×àñòî â ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäàíèÿõ áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ âûðàæåíèé:

dF (x) = F ′(x) dx.

Èç îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ ïðîèçâîäíûõ ñðàçó ñëåäóþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîäûí-
òåãðàëüíûõ âûðàæåíèé:

1.
∫
dF (x) = F (x) + C;

2. d(F (x) +G(x)) = dF (x) + dG(x);

3. d(F (x)G(x)) = F (x) dG(x) +G(x)dF (x).

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå � ïðè çàïèñè ïîäûíòåãðàëüíûõ âû-
ðàæåíèé ïðèíÿòî ÷àñòü, ñîäåðæàùóþ ñèìâîë d çàïèñûâàòü ïîñëåäíåé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ïðèíÿòûé ïðèîðèòåò îïåðàöèé: ñèìâîë d èìååò ïðèîðèòåò
áîëüøèé ÷åì ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå, íî ìåíüøèé, ÷åì óìíîæåíèå è äåëåíèå. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè çàïèñè èíòåãðàëà îò ñóììû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñêîáêè:

ÍÅÊÎÐÐÅÊÒÍÎ:

∫
f(x) + g(x) dx, ÊÎÐÐÅÊÒÍÎ:

∫
(f(x) + g(x)) dx.

Òîãäà êàê ïðè çàïèñè èíòåãðàëà îò ïðîèçâåäåíèÿ ñêîáêè ìîæíî îïóñêàòü:

ÎÁÅ ÇÀÏÈÑÈ ÊÎÐÐÅÊÒÍÛ:

∫
f(x)g(x) dx,

∫
(f(x)g(x)) dx.

Ïî ýòîìó æå ïðàâèëó dx2 6= d(x2), ïîñêîëüêó dx2 = dx · dx, à d(x2) = 2x dx.
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2 Îñíîâíûå ïðè¼ìû îòûñêàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé

a. Òàáëè÷íûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå íåîáõîäèìî çíàòü.

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ åñòü îáðàòíîå äåéñòâèå ê
äèôôåðåíöèðîâàíèþ, ïðåæäå âñåãî ñòîèò âñïîìíèòü/âûó÷èòü ïðîèçâîäíûå ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 2.1. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ñòåïåííîé ôóíêöèè f(x) = xp.

Ðåøåíèå. Âñïîìíèì, ÷òî (xp+1)′ = (p+ 1)xp. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî∫
xp dx =

xp+1

p+ 1
+ C, p 6= −1.

Ïðè p = −1 âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè òåðÿåò ñìûñë, è òàêîé ñïîñîá íå äà¼ò íàì
âîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ îò

∫
dx
x
. Âíèìàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå ïðî-

èçâîäíûõ ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé ìîæåò ïîäñêàçàòü, ÷òî (lnx)′ = 1
x
ïðè x > 0, è

(ln(−x))′ = 1
x
ïðè x < 0. Îòñþäà∫

dx

x
=

{
lnx+ C1, x > 0,

ln(−x) + C2, x < 0.

Òðàäèöèîííî â ó÷åáíèêàõ çàïèñûâàþò
∫

dx
x
= ln |x| + C, îäíàêî ñòîèò ïîìíèòü, ÷òî

â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò (â äàííîì
ïðèìåðå (−∞, 0) è (0,+∞)), ïîñòîÿííûå íà ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòàõ ìîãóò áûòü ðàç-
ëè÷íû.

Íèæå ïåðå÷èñëåíû ïåðâîîáðàçíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà íà ïðîìåæóòêå.∫

xp dx =
xp+1

p+ 1
+ C, p 6= −1,

∫
dx√
1− x2

=

{
arcsinx+ C1,

− arccosx+ C2,∫
dx

x
= ln |x|+ C,

∫
dx

1 + x2
=

{
arctg x+ C1,

− arcctg x+ C2,∫
ex dx = ex + C,

∫
shx dx = ch x+ C,∫

ax dx =
ax

ln a
+ C, a > 0,

∫
chx dx+ shx+ C,∫

dx

ch2 x
= thx+ C,

∫
sinx dx = − cosx+ C,∫

dx

sh2 x
= − cthx+ C,

∫
cosx dx = sinx+ C,∫

dx

cos2 x
= tg x+ C,

∫
dx√
1 + x2

= arshx+ C,∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C,

∫
dx√
x2 − 1

= arch x+ C.
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b. Ëèíåéíîñòü íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.
Ïåðâîîáðàçíàÿ îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâîîáðàç-

íûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî:∫
[αf(x) + βg(x)] dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx+ C. (2.1)

Â ýòîì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü.

Çàäà÷à 2.2. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ìíîãî÷ëåíà P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anxn.

Ðåøåíèå. Ïî (2.1) èìååì∫
P (x) dx =

∫ n∑
k=0

akx
k dx =

n∑
k=0

ak

∫
xk dx =

n∑
k=0

ak
xk+1

k + 1
+ C.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîîáðàçíàÿ ìíîãî÷ëåíà åñòü ìíîãî÷ëåí.

Çàäà÷à 2.3. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè x2

x2+1
.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

x2

x2 + 1
=
x2 + 1− 1

x2 + 1
= 1− 1

x2 + 1
.

Îòñþäà ∫
x2 dx

x2 + 1
=

∫
1 dx−

∫
dx

x2 + 1
= x− arctg x+ C.

Çàäà÷à 2.4. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè sin2 x.

Ðåøåíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèé íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè¼ì ¾ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè¿. Ýòîò ïðè¼ì çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî êâàäðàòû òàêèõ ôóíêöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè
îò óäâîåííûõ óãëîâ (ýòî âåðíî è äëÿ á�oëüøèõ ñòåïåíåé, îäíàêî âûðàæåíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ íåîïðàâäàííî ãðîìîçäêèìè). Èòàê, ïî ôîðìóëå äâîéíîãî
óãëà

cos 2x = cos2 x− sin2 x = cos2 x− 1 + cos2 x.

Îòñþäà cos2 x = 1
2
(cos 2x+ 1). Òàêèì îáðàçîì∫
cos2 x dx =

1

2

∫
cos 2x dx+

∫
1

2
dx =

1

4
sin 2x+

x

2
+ C.

ñ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Åñëè u(x) è v(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òî∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx+ C.

Ýòà ôîðìóëà ñëåäóåò èç ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâè-
òåëüíî, (u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x), îòêóäà

u(x)v(x) =

∫
[u′(x)v(x) + u(x)v′(x)] dx+ C =

∫
u′(x)v(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx+ C.
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Çàäà÷à 2.5. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè lnx.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì lnx êàê 1 · lnx. Â ýòîì ñëó÷àå u(x) = lnx, v(x) = x. Òàêèì
îáðàçîì,∫

1 · lnx dx = x lnx−
∫
x(lnx)′ dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx− x+ C.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ñèìâîëèêó ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé, ââåä¼ííóþ íàìè â êîíöå ïåðâîãî ðàçäåëà.
Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â áîëåå ëàêîíè÷íîì
âèäå ∫

u dv = uv −
∫
v du,

è â ýòîì æå âèäå èñïîëüçîâàòü.

Çàäà÷à 2.6. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè x2 cosx.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì∫
x2 cosx dx =

∫
x2 d(sinx) = x2 sinx−

∫
sinx d(x2) = x2 sinx−

∫
2x sinx dx.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ñëåäóåò ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì åù¼ ðàç:∫

2x sinx dx = 2

∫
x d(− cosx) = −2x cosx+ 2

∫
cosx dx = −2x cosx+ 2 sinx.

Ñëîæèâ ýòè ðåçóëüòàòû âîåäèíî, ïîëó÷àåì îòâåò: x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx.

d. Çàìåíà ïåðåìåííîé.

Ïóñòü Ix è Iy � äâà ïðîìåæóòêà, F, f : Iy → R � òàêèå ôóíêöèè, ÷òî∫
f(y) dy = F (y) + C,

è ϕ : Ix → Iy � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà∫
f(ϕ(x))ϕ′(x) dx = (F ◦ ϕ)(x) + C.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíûå ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòåé ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 2.7. Íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè
x

x2 + 1
.
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Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé, òðåáóåòñÿ çàìå-
òèòü òàêîå âûðàæåíèå ϕ(x), ÷òî äàííàÿ íàì ôóíêöèÿ ñîäåðæèò òîëüêî âûðàæåíèÿ
âèäà ϕ(x) è åäèíñòâåííûé ñîìíîæèòåëü ϕ′(x). Â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òàêîãî
âûðàæåíèÿ ïîäõîäèò ϕ(x) = x2. Äåéñòâèòåëüíî,

x

x2 + 1
=

1

x2 + 1
· 1
2
· 2x =

1

2(x2 + 1)
· (x2)′.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîâåðøèòü çàìåíó ïåðåìåííîé y = ϕ(x):∫
x dx

x2 + 1
=

∫
1

2(x2 + 1)
(x2)′ dx =

∫
dy

2(y + 1)
=

1

2
ln |y + 1|+ C =

1

2
ln(x2 + 1) + C.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ ïîÿâèëñÿ ìîäóëü, â îòâåòå îí
îòñóòñòâóåò, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå x2 + 1 âñåãäà ïîëîæèòåëüíî.

Ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé òàêæå ïðîùå ìíåìîíè÷åñêè çàïîìíèòü, èñïîëüçóÿ
ñèìâîëèêó ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé. Ñîâåðøàÿ ïîäñòàíîâêó y = ϕ(x), ïîëó÷àåì∫

f(y) dy =

∫
f(ϕ(x)) dϕ(x).

3 Ïåðâîîáðàçíûå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

3.1 Ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ïðîñòûå äðîáè

Ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ î ìíîãî÷ëåíàõ èç êóðñà àëãåáðû, êîòîðûå ïîíàäî-
áÿòñÿ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(x) íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïðåä-

ñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè:

Q(x) = C(x− x1)k1 · . . . · (x− xm)km(x2 + p1x+ q1)
l1 · . . . · (x2 + pnx+ qn)

ln , (3.1)

ãäå 4qj − p2j > 0, j = 1, . . . , n. Äëÿ íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèí-

ñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé.

Äàëåå, ñèìâîëîì degP îáîçíà÷àåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P .

Óòâåðæäåíèå 3.2 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Ïóñòü P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû, Q 6≡ 0
è degP ≥ degQ. Òîãäà ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) òàêèå,
÷òî deg q = degP − degQ, deg r < degQ è

P (x) = q(x)Q(x) + r(x).

Äàëåå ñèìâîëîì ÍÎÄ(P,Q) îáîçíà÷àåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëå-
íîâ P è Q.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïóñòü degP, degQ > 0 è d(x) = ÍÎÄ(P (x), Q(x)). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî deg u < degQ, deg v < degP è

d(x) = P (x)u(x) +Q(x)v(x).
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà R(x) = P (x)
Q(x)

,

ãäå P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî îíà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåñîêðàòèìóþ äðîáü, ò. å. ÷òî å¼ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü âçàèìíî
ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñîêðàòèòü äðîáü íà èõ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü.

Ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé äðîáüþ, åñëè ñòåïåíü ÷èñ-
ëèòåëÿ ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ.

Òåîðåìà 3.5 (î ðàçëîæåíèè â ïðîñòûå äðîáè). Ïóñòü P (x) è Q(x) � ìíîãî÷ëåíû,

degP < degQ, ÍÎÄ(P,Q) = 1 è äëÿ Q âûïîëíåíî ðàçëîæåíèå (3.1). Òîãäà

P (x)

Q(x)
=

m∑
i=1

km∑
j=1

cij
(x− xi)j

+
n∑

i=1

ln∑
j=1

aijx+ bij
(x2 + pix+ qi)j

.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Øàã 1. Ñïåðâà äîêàæåì, ÷òî åñëè Q(x) = Q1(x)Q2(x), ãäå ÍÎÄ(Q1, Q2) = 1, òî
ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû P1(x), P2(x) òàêèå, ÷òî degP1 < degQ1, degP2 < degQ2 è

P (x)

Q(x)
=
P1(x)

Q1(x)
+
P2(x)

Q2(x)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî óòâåðæäåíèþ 3.3 ñóùåñòâóþò u(x), v(x) òàêèå, ÷òî deg u < degQ2,
deg v < degQ1 è

1 = u(x)Q1(x) + v(x)Q2(x).

Îòñþäà (îïóñêàÿ àðãóìåíò x äëÿ êðàòêîñòè)

P = Pu ·Q1 + Pv ·Q2.

Ïî óòâåðæäåíèþ 3.2 èìååì Pu = q ·Q2 + r, ãäå deg r < degQ2. Òàêèì îáðàçîì

P = (qQ2 + r)Q1 + Pv ·Q2 = r ·Q1 + (qQ1 + Pv)Q2 = r ·Q1 + s ·Q2.

Çàìåòèì, ÷òî degP < degQ è deg(rQ1) < deg(Q2Q1) = degQ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî
æå âåðíî è äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëàãàåìîãî: deg(sQ2) < degQ, à çíà÷èò deg s < degQ1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæåíèå

P

Q
=
rQ1 + sQ2

Q1Q2

=
r

Q2

+
s

Q1

.

Øàã 2. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ øàã 1 äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî-
÷ëåíà, êîòîðûé âõîäèò â ðàçëîæåíèå Q, èñõîäíóþ äðîáü ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

P (x)

Q(x)
=

m∑
i=1

ri(x)

(x− xi)ki
+

n∑
i=1

si(x)

(x2 + pix+ qi)li
.

7



Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ìíîãî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â ïðåäñòàâëåíèå (3.1).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m+ n = 1, óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì. Äàëåå, åñëè
Q(x) = (x− x1)k1Q̃(x), ãäå Q̃(x1) 6= 0, òî ïî øàãó 1 ïîëó÷àåì

P (x)

Q(x)
=

r(x)

(x− x1)k1
+
P̃ (x)

Q̃(x)
. (3.2)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ïîñëåäíåé äðîáè èñêîìîå ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò.
Øàã 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, îñòà-

ëîñü ðàçëîæèòü ÷èñëèòåëè â (3.2) ïî ñòåïåíÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ â çíà-
ìåíàòåëÿõ. Ò. å. ïîêàçàòü, ÷òî

ri(x) = a0 + a1(x− xi) + a2(x− xi)2 + · · ·+ aki(x− xi)ki

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ aj, j = 1, . . . , ki, è òî æå ñàìîå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
âòîðîé ñòåïåíè. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçäåëÿÿ ñ îñòàòêîì ÷èñ-
ëèòåëü íà ïåðâóþ ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî øàãà ñ ïîìîùüþ
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè îñòà¼òñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

3.2 Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ìîæíî ñ÷èòàòü âñå x ∈ R, ïðè êîòî-
ðûõ çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ìû ðåøàåì çàäà÷ó âîññòà-
íîâëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå, óìåñòíî ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
R(x) çàäàíà íà ïðîìåæóòêå, íå ñîäåðæàùåì íè îäíîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x). Òåì
ñàìûì áóäóò îïðàâäàíû çàïèñè âèäà∫

dx

x− p
= ln |x− p|+ C,

ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ñîäåðæèòñÿ ëèáî â (−∞, p), ëèáî â
(p,+∞) è âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì èìååò âïîëíå îïðåäåë¼ííûé çíàê.

Èòàê, ÷òîáû íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R(x) = P (x)
Q(x)

:

1. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü ñ îñòàòêîì.

P (x)

Q(x)
= s(x) +

r(x)

Q(x)
,

ãäå s(x) è r(x) � ìíîãî÷ëåíû è äðîáü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðàâèëüíàÿ.
Ïåðâîîáðàçíóþ îò ìíîãî÷ëåíà ìû óæå óìååì íàõîäèòü.

2. Ïðåäñòàâèì ïðàâèëüíóþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé. Ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ïðèìåðà ðàñ-
ñìîòðèì äðîáü

R(x) =
3x2 − 13x+ 5

x3 − 5x+ 8x− 4
.
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Íàõîäèì êîðíè çíàìåíàòåëÿ è ïîëó÷àåì x3 − 5x+ 8x− 4 = (x− 1)(x− 2)2. Ïî
òåîðåìå 3.5 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

3x2 − 13x+ 5

(x− 1)(x− 2)2
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

3x2 − 13x+ 5 = A(x− 2)2 +B(x− 1)(x− 2) + C(x− 1).

Ïîñêîëüêó äâà ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò
èõ êîýôôèöèåíòû, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
óðàâíåíèÿ íà A, B è C.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïåðâîîáðàçíîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè, îñòàëîñü íàéòè ïåðâîîáðàçíûå âñåõ âîçìîæíûõ ïðîñòûõ äðîáåé.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè ïåðâîîáðàçíûå íàõîäÿòñÿ ïðîñòåéøåé çàìåíîé
y = x− xi: ∫

dx

x− xi
=

∫
dy

y
= ln |y|+ C = ln |x− xi|+ C.

Ïðè k > 1:∫
dx

(x− xi)k
=

∫
y−k dy =

y1−k

1− k
+ C =

−1
(k − 1)(x− xi)k−1

.

Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà x2 + px + q ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
âèäó a2(y2 + 1), ãäå a2 = q − p2

4
> 0. Äåéñòâèòåëüíî, âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

x2 + px+ q = x2 + px+ p2

4
+ (q − p2

4
) = (x+ p

2
)2 + a2 = a2

((x+ p/2

a

)2
+ 1
)
.

Îòñþäà, èñêîìàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà y = x+p/2
a

. Ïîñëå òàêîé çàìåíû ïðîñòàÿ äðîáü
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Ay +B

(y2 + 1)k
= A

y

(y2 + 1)k
+B

1

(y2 + 1)k
.

Ïåðâîîáðàçíóþ ïåðâîé èç ïîëó÷åííûõ äðîáåé ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ çàìåíó
y2 = z (ïðè ýòîì 2y dy = dz):∫

y dy

y2 + 1
=

1

2

∫
2y dy

y2 + 1
=

1

2

∫
dz

z + 1
=

1

2
ln |z + 1|+ C =

1

2
ln(y2 + 1) + C.

Àíàëîãè÷íî, ïðè k > 1 èìååì∫
y dy

(y2 + 1)k
=

1

2

∫
dz

(z + 1)k
=

−1
2(k − 1)(z + 1)k−1

+ C =
−1

2(k − 1)(y2 + 1)k−1
+ C.

Îñòàëîñü âû÷èñëèòü èíòåãðàë

Ik =

∫
dy

(y2 + 1)k
, k ≥ 1.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

Ik =
y

(y2 + 1)k
−
∫
y
−2ky

(y2 + 1)k+1
dy =

y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
y2

(y2 + 1)k+1
dy

=
y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
(y2 + 1)− 1

(y2 + 1)k+1
dy =

y

(y2 + 1)k
+ 2k Ik − 2k Ik+1,

îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü Ik+1 ÷åðåç Ik. Òàêèì îáðàçîì, Ik ìîæíî âû÷èñëèòü ðåêóð-
ðåíòíî, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ

I1 =

∫
dy

y2 + 1
= arctg y + C,

Ik+1 =
y

2k(y2 + 1)k
+

2k − 1

2k
Ik.
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