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Предисловие

1 Вещественные числа

1.1 «Наивное представление о числах»: совокупности чисел, из-
вестные из «школьного» курса математики

Совокупность натуральных чисел

N = {1, 2, 3, ..., n, ...}

служит для пересчета предметов.
Совокупность целых чисел

Z = {0,±1,±2,±3, ...,±n, ...}

обеспечивает возможность двигаться в обе стороны от нуля. Совокуп-
ность рациональных чисел

Q =
{p
q

: p ∈ Z, q ∈ N
}

служит для деления целых совокупностей на произвольное количество
долей. Очевидно N ⊂ Z ⊂ Q.

Обозначенных символами N,Z,Q совокупностей недостаточно для
измерения величин.

1.1. Предложение. Диагональ квадрата несоизмерима с его сто-
роной.

Доказательство. Если взять квадрат со стороной, равной 1, то
по теореме Пифагора1 его диагональ будет равна

√
2. Для доказатель-

ства утверждения надо проверить, что
√

2 нельзя представить в виде
рационального числа. Пусть, напротив,

√
2 =

p

q
,

где рациональная дробь p
q предполагается несократимой. По определе-

нию корня имеем 2 = p2

q2 . Отсюда

2q2 = p2. (1.1.1)

1Квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
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Так как левая часть делится на 2, то и правая часть этого равенства
делится на 2. Если натуральное число p2 делится на 2, то и число p
делится на 2. Следовательно, число p четное: p = 2k. Подставляя это
представление в (1.1.1), получаем

2q2 = 4k2 или q2 = 2k2.

Отсюда так же, как и предыдущем случае, получаем четность числа q.
Таким образом, оба числа p и q четные. Это противоречит несократи-
мости дроби p

q .
Представление рационального числа в виде десятичной дроби будет

либо конечной десятичной дробью, либо бесконечной периодической де-
сятичной дробью. Все остальные бесконечные десятичные дроби служат
для обозначения нерациональных действительных чисел, называемых
иррациональными. Действительные числа — это все рациональные и
все иррациональные числа.

Как известно, действительные числа можно складывать, перемно-
жать и два любых действительных числа находятся в одном из отно-
шений: либо они равны, либо одно из них больше другого.

1.2. Задача. Пусть p — простое число. Доказать, что √p не может
быть рациональным числом.

1.2 Аксиоматический подход к описанию действительных чисел.
Свойства алгебраических операций (аксиомы поля). Следствия
из аксиом.

Совокупность R вещественных чисел определяется как множество, на
котором определены алгебраические операции сложения и умножения,
и отношение порядка, обладающие свойствами, сформулированными в
приводимых ниже аксиомах.

Операция сложения на R определена как некоторое отображение s :
R × R → R, обладающее свойствами A1 – A4 (см. ниже). При этом
для пары x, y число s(x, y) обозначается символом x + y и называется
суммой чисел x и y.

A1 (ассоциативность сложения). Для любых x, y, z ∈ R имеет ме-
сто равенство

(x+ y) + z = x+ (y + z).

A2 (существование нуля). Существует число 0 ∈ R такое, что

x+ 0 = 0 + x = x

11



для всякого x ∈ R
A3 (существование противоположного элемента). Для всякого

x ∈ R существует число −x ∈ R такое, что

x+ (−x) = 0.

Число −x называется числом, противоположным x.
A4 (коммутативность сложения). Для любых x, y ∈ R имеем

x+ y = y + x.

Операция умножения на R определена как некоторое отображение
p : R×R→ R, обладающее приводимыми ниже свойствами M1 – M4 и
AM. При этом для пары x, y число p(x, y) обозначается символом x · y
или просто xy и называется их произведением.

О свойствах операций s и p будем говорить как об аксиомах алгеб-
раической структуры множества R или правилах действий над веще-
ственными числами.

M1 (ассоциативность умножения). Для любых x, y, z ∈ R имеет
место равенство

(x · y) · z = x · (y · z).
M2 (существование единицы). Существует число 1 6= 0 такое, что

1 · x = x

для всякого x ∈ R.
M3 (существование обратного элемента). Для любого x 6= 0 из R

существует число 1
x такое, что

x · 1

x
=

1

x
· x = 1.

Число 1
x называется числом, обратным к x.

M4 (коммутативность умножения). Для любых x, y ∈ R имеем

x · y = y · x.

AM (дистрибутивность). Для любых x, y, z ∈ R выполняется ра-
венство

x · (y + z) = x · y + x · z.
Если x ∈ R, y ∈ R, то число x+(−y) называется разностью чисел x и

y и обозначается символом x−y. Если y 6= 0, то число x · 1y обозначается
через x

y и называется частным x и y.
Из перечисленных аксиом можно вывести известные тождества эле-

ментарной алгебры.
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1.3. Задачи. Вывести их аксиом следующие свойства:
1) 0 единствен.
2) 1 единственна.
3) 0 · a = 0.
4) (−1) · a = −a.
5) 0 = −0; доказать аналогичное свойство для 1.
6) Eсли 1 = 0, то R = {0}.
7) В множестве действительных чисел у каждого элемента имеется

единственный противоположный элемент.
8) Уравнение a + x = b для a, b ∈ R имеет и притом единственное

решение x = b+ (−a).
9) В множестве действительных чисел у каждого элемента, не рав-

ного нулю, имеется единственный обратный элемент.
10) Уравнение a · x = b для a, b ∈ R, a 6= 0, имеет и притом един-

ственное решение x = b · 1
a .

11) Закон сокращения: если a · b = 0, то возможны лишь следую-
щие варианты:

a) a = 0, b 6= 0;
b) a 6= 0, b = 0;
c) a = 0, b = 0;
Указание: Исключить возможность: a 6= 0, b 6= 0.
12) x · 0 = 0 для любого x ∈ R.
13) −x = (−1) · x для любого x ∈ R.
14) (−1) · (−x) = x для любого x ∈ R.
15) (−x) · (−x) = x · x для любого x ∈ R.

1.3 Аксиомы порядка. Согласованность с алгебраическими опера-
циями. Следствия

На множестве R определено отношение, обозначаемое символом ≤ и
называемое отношением порядка. Это означает, что для каждой пары
вещественных чисел x, y указано, верно ли для нее высказывание x ≤ y
или нет. Если оно верно, то будем говорить, что x не больше y, или что x
не превосходит y, или, наконец, что x предшествует y. В случае, если
x ≤ y, будем также писать y ≥ x и говорить, что y не меньше x, или y
больше или равно x, или y следует за x. Таким образом, высказывания
x ≤ y и y ≥ x означают одно и то же свойство.

Свойства отношения порядка в R описываются следующими аксио-
мами.

O1 (рефлексивность). Для всякого x ∈ R справедливо отношение
x ≤ x.
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O2 (транзитивность). Если x, y, z ∈ R таковы, что x ≤ y и y ≤ z, то
x ≤ z.

O3 Если x ≤ y и y ≤ x, то x = y.
O4 Для любых x, y ∈ R всегда либо x ≤ y, либо y ≤ x.
OA Если x ≤ y, то для любого z ∈ R имеет место неравенство

x+ z ≤ y + z.
OM Если x ≤ y и 0 ≤ z, то xz ≤ yz.
Пусть x, y ∈ R. Тогда, если x ≤ y и x 6= y, то будем писать x < y или

y > x, и говорить, что x меньше y или что y больше x.
Формулы, содержащие знаки ≤, ≥, < и >, называются неравен-

ствами. Неравенства, содержащие знаки < и >, называются строгими,
неравенства со знаками ≤ и ≥ — нестрогими.

Из аксиом порядка легко вывести простейшие свойства отношения
порядка, например, следующие.

(1) Для любых двух элементов x, y ∈ R выполняется одно и только
одно из следующих трех соотношений:

x < y; x = y; y < x. (1.3.2)

(2) Пусть x, y, z ∈ R таковы, что либо x ≤ y и y < z, либо x < y и
y ≤ z. Тогда x < z. В частности, если x < y и y < z, то x < z.

(3) Если x < y, то x+ z < y + z для всякого z ∈ R.
(4) Если x < y, то xz < yz для всякого z такого, что 0 < z.
(5) Для любого x ∈ R имеет место неравенство x · x ≥ 0.

1.4. Задачи. Вывести их аксиом следующие свойства:
1) Если a > 0 и b > 0, то a+ b > 0.
2) Если a > 0 и b > 0, то a · b > 0.
3) Если a > 0, то −a < 0.
4) Если a > 0 и b < 0, то a · b < 0.
5) Если a < 0 и b > 0, то a · b < 0.
6) Если a < 0 и b < 0, то a · b > 0.
7) Если b > 0, то 1

b > 0.
8) Если b < 0, то 1

b < 0.
9) Если a > 0 и b > 0, то a

b > 0.
10) 0<1.

1.4 Аксиома непрерывности

Если A и B — два непустых подмножества в R, обладающие тем
свойством, что для любых a ∈ A и b ∈ B выполняется неравенство
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a ≤ b, то существует число c ∈ R такое, что соотношения

a ≤ c ≤ b

выполняется для любых чисел a ∈ A и b ∈ B.

1.5 Абсолютная величина числа. Расстояние между точками и его
свойства

1.5. Определение. Абсолютной величиной или модулем числа x ∈
R называется число |x|, равное x, если x ≥ 0, и −x, если x < 0.

1.6. Задача. |a| = 0 тогда и только тогда, когда a = 0.

1.7. Задача. Для любых x и y из R

|xy| = |x| · |y|.

В частности, имеем | − x| = | − 1| · |x| = |x| для всякого x ∈ R.

Легко доказывается следующее

1.8. Свойство модуля. Пусть a ∈ R, a > 0. Тогда
a) неравенство |x| ≤ a равносильно системе неравенств

−a ≤ x ≤ a;

b) неравенство |x| < a равносильно системе неравенств −a < x < a.

1.5.1 Неравенства треугольника

1) Для любых чисел x, y ∈ R

|x+ y| ≤ |x|+ |y|. (1.5.3)

Действительно,

−|x| ≤x ≤ |x|,
−|y| ≤y ≤ |y|.

Складывая эти неравенства почленно, получим

−(|x|+ |y|) ≤ x+ y ≤ |x|+ |y|,
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откуда в силу первого из свойств 1.8 следует, что

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

2) Для любых x, y ∈ R справедливо неравенство

||x| − |y|| ≤ |x− y|. (1.5.4)

Действительно, имеем x = (x− y) + y и y = (y − x) + x. Отсюда

|x| ≤ |x− y|+ |y| и |y| ≤ |y − x|+ |x|

в силу (1.5.3). Из первого неравенства получаем

|x| − |y| ≤ |x− y|,

а из второго —
|x| − |y| ≥ −|x− y|.

Отсюда в силу первого из свойств 1.8 вытекает требуемое:

||x| − |y|| ≤ |x− y|.

1.5.2 Расстояние между точками на вещественной прямой

1.9. Определение. Расстоянием между точками x, y ∈ R называ-
ется неотрицательная величина d(x, y) = |x− y|.

С помощью установленных в этом разделе свойств можно доказать
следующие свойства расстояния.

1) Для любых x и y из R

d(x, y) ≥ 0.

В частности, d(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда x = y.
2) Для любых x и y из R выполняется следующее свойство симмет-

рии:
d(x, y) = d(y, x).

3) Для любых чисел x, y, z ∈ R выполняется неравенство треуголь-
ника:

d(x, y) ≤ d(y, z) + d(z, x).

Первые два свойства вытекают из определения модуля. Для доказа-
тельство третьего свойства воспользуемся неравенством треугольника
(1.5.3) для модуля:

d(x, y) = |x− y| = |x− z + z − y| ≤ |x− z|+ |z − y| = d(x, z) + d(z, y).
16



1.5.3 Положительная и отрицательная части вещественного чис-
ла. Понятие знака числа

Пусть x ∈ R. Положительной частью числа x называется число x+,
равное x, если x ≥ 0, и 0, если x < 0. Отрицательной частью числа x
называется число x−, равное 0, если x ≥ 0, и −x, если x < 0.

1.10. Предложение. Для всякого x ∈ R справедливы равенства

x = x+ − x−, |x| = x+ + x−. (1.5.5)

Доказательство. Действительно, если x ≥ 0, то x+ = x, x− = 0,
|x| = x, и оба равенства для такого x верны. Пусть x < 0. Тогда x+ = 0,
x− = −x, |x| = −x, откуда ясно, что и в этом случае равенства (1.5.5)
верны. Предложение доказано.

Из соотношений (1.5.5) для x ∈ R вытекают следующие равенства:

x+ =
|x|+ x

2
, x− =

|x| − x
2

.

Наконец, для произвольного x ∈ R полагаем

signx =


1, если x > 0,

0, если x = 0,

−1, если x < 0.

(1.5.6)

Величина signx (читается «сигнум x», signum – знак (лат.)) называ-
ется знаком числа x. Для всякого x ∈ R, очевидно, имеем

|x| = x signx, x = |x| signx.

1.6 Понятие промежутка. Лемма о непустоте промежутка и ее
следствие

1.11. Определение. Пусть даны произвольные числа a, b ∈ R та-
кие, что a < b. Множество, обозначаемое символом 〈a, b〉 и совпадающее
с одним из множеств

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b},
[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b},
[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b},
(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b},
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называется промежутком числовой прямой с концами a, b. При этом
множество (a, b) называют открытым промежутком или интервалом,
а множество [a, b] — замкнутым промежутком или отрезком с конца-
ми a, b. Промежутки [a, b) и (a, b] называют полуоткрытыми.

Ясно, что [a, b] = (a, b)∪{a}∪{b}, [a, b) = (a, b)∪{a}, (a, b] = (a, b)∪{b}.
Отметим, что (−∞, a], где a < ∞, есть множество всех чисел x ∈ R
таких, что x ≤ a, а (−∞, a) есть множество всех x ∈ R, для которых
x < a.

1.12. Лемма. Для любых a, b ∈ R таких, что a < b, существует по
крайней мере одно x ∈ R такое, что a < x < b.

Доказательство. Если a, b ∈ R, то число x = a+b
2 обладает необ-

ходимым свойством. Другими словами, число x удовлетворяет неравен-
ствам

a < x < b.

Лемма доказана.

1.7 Верхние и нижние границы числового множества. Ограничен-
ные множества

1.13. Определение. Пусть дано непустое множество A ⊂ R. Число
L ∈ R (l ∈ R) называется верхней (нижней) границей множества A,
если x ≤ L (соответственно, x ≥ l) для всякого x ∈ A.

Совокупность всех верхних (нижних) границ для множества A ⊂ R
обозначается символом Γ+(A) (Γ−(A)).

Множество A ⊂ R называется ограниченным сверху (снизу), если
существует число L (l) такое, что

x ≤ L (l ≤ x) для любого числа x ∈ A. (1.7.7)

Из этого определения выводим, что множество A ⊂ R ограничено свер-
ху (снизу) тогда и только тогда, когда множество Γ+(A) (Γ−(A)) непу-
стое.

МножествоX ⊂ R называется ограниченным, если оно одновременно
ограничено сверху и снизу.

1.14. Задача. Если L — верхняя граница множества A, то и любое
число L′ ≥ L является верхней границей для A: если L ∈ Γ+(A) и
L′ ≥ L, то L′ ∈ Γ+(A).
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1.15. Задача. Сформулировать определение неограниченного свер-
ху (снизу) множества. Доказать, что множество A ⊂ R не ограничено
сверху (снизу) тогда и только тогда, когда Γ+(A) = ∅ (Γ−(A) = ∅).

1.16. Предложение. Множество A ⊂ R ограничено тогда и только
тогда, когда существует L ∈ R такое, что |x| ≤ L для любого x ∈ A.

Доказательство. Необходимость очевидна. Почему?
Достаточность. Если A ⊂ R ограничено сверху, то множество

Γ+(A) непустое и поэтому содержит некоторое число M ∈ R. При этом
x ≤ M для любого числа x ∈ A. Аналогично, если A ⊂ R ограничено
снизу, то найдется m ∈ R такое, что m ≤ x для любого числа x ∈ A.
Число L = max(|m|, |M |) удовлетворяет соотношениям

−L ≤ m ≤ x ≤M ≤ L

для любого x ∈ A. Следовательно, по определению модуля |x| ≤ L для
любого x ∈ A.

1.8 Понятие наибольшего и наименьшего элементов числового мно-
жества

1.17. Определение. Пусть дано непустое множество A ⊂ R.
(I) Число M ∈ R называется наибольшим элементом множества A,

если
1) M ∈ A и
2) M ∈ Γ+(A), т. е. x ≤M для любого x ∈ A.
(II) Число m ∈ R называется наименьшим элементом множества A,

если
1) m ∈ A и
2) m ∈ Γ−(A), т. е. m ≤ x для любого x ∈ A.

Наибольший (наименьший) элемент множества A, если он существу-
ет, обозначается символом maxA (соответственно, minA) (max и min
от латинских слов maximum — «наибольший», и minimum — «наимень-
ший»).

1.18. Задача. Доказать, что наибольший (наименьший) элемент
множества A ⊂ R единствен.

1.19. Задача. Доказать, что если множество A ⊂ R имеет наиболь-
ший и наименьший элементы, то A ⊂ [minA,maxA].
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1.20. Задача. Доказать, что если для множества A ⊂ R имеем
minA = maxA, то множество A одноточечное.

1.21. Задача. Доказать, что если множество A ⊂ R имеет наиболь-
ший (наименьший) элемент, то maxA = min Γ+(A) (minA = max Γ−(A)).
Привести пример ограниченного сверху (снизу) множества, не имеюще-
го наибольшего (наименьшего) числа, но для которого совокупность
верхних границ Γ+(A) имеет наименьшее (наибольшее) число.

1.22. Задача. Множество A ⊂ R одноточечное тогда и только то-
гда, когда Γ−(A) ∪ Γ+(A) = R.

Для замкнутого промежутка [a, b] в R левый конец a является его
наименьшим, а правый b — наибольшим элементом. (Проверить по
определению!)

Множество A ⊂ R может и не иметь наименьшего или наибольшего
элемента. Например, интервал A = (0, 1) не имеет ни наибольшего, ни
наименьшего элемента. Действительно, возьмем произвольно точку a ∈
(0, 1) и положим:

x =
a

2
, y =

a+ 1

2
.

Очевидно, что 0 < x < a < y < 1. Тем самым a не может быть ни наи-
меньшим, ни наибольшим элементом промежутка (0, 1). Поэтому ввиду
произвольности a ∈ (0, 1), у множества A = (0, 1) нет ни наименьшего,
ни наибольшего элемента.

Ясно, что множество R не имеет ни наименьшего, ни наибольшего
элемента.

1.23. Задача. Доказать, что полуинтервал [a, b) ⊂ R имеет наи-
меньший элемент и не имеет наибольшего.

Что можно сказать и наименьшем и наибольшем элементе полуин-
тервала (a, b] ⊂ R?

1.24. Задача. Непустое множество A ⊂ R имеет наибольший (наи-
меньший) элемент тогда и только тогда, когда пересечение A∩Γ+(A) 6=
∅ (A∩Γ−(A) 6= ∅). Если это пересечение непустое, то оно состоит из од-
ной точки, которая и будет максимальным (минимальным) элементом
множества A.
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1.9 Понятие точной верхней и точной нижней границ числового
множества и их существование

1.25. Определение. Пусть дано непустое множество A ⊂ R. Наи-
меньшая из его верхних границ, если таковая существует, называется
точной верхней границей множества A и обозначается символом supA
(sup сокращение латинского слова supremum — наивысший). Таким об-
разом,

supA = min Γ+(A).

Наибольшая из нижних границ множества A, если таковая суще-
ствует, называется точной нижней границей множества A и обознача-
ется символом inf A (inf сокращение латинского слова infimum — ни-
жайший). Таким образом,

inf A = max Γ−(A).

В этом определении, естественно, предполагается, что Γ+(A) и Γ−(A) —
непустые множества. Более того, возникает вопрос о существовании
наименьшей из верхних границ (наибольшей из нижних границ) непу-
стого множества A. Ответ на этот вопрос положительный (см. ниже
теорему 1.27).

1.26. Задачи. 1) Если множество A ⊂ R имеет наибольший элемент,
то он является и точной верхней границей множества A: maxA = supA.

2) Если множество A ⊂ R имеет наименьший элемент, то этот эле-
мент является точной нижней границей множества A: minA = inf A.

1.9.1 Теорема о существовании точной верхней и точной нижней
границ непустого числового множества

В дальнейшем существенно используется следующее свойство подмно-
жеств совокупности R вещественных чисел.

1.27. Теорема. Всякое непустое ограниченное сверху (снизу) мно-
жество E ⊂ R имеет точную верхнюю (нижнюю) границу.

Таким образом, для всякого ограниченного множества E ⊂ R со-
вокупность Γ+(E) всех его верхних границ имеет наименьший элемент,
а совокупность Γ−(E) всех его нижних границ имеет наибольший эле-
мент.

Доказательство. Пусть множество E ограничено сверху. Полага-
ем в аксиоме непрерывности 1.4 A = E 6= ∅, а B = Γ+(E). Тогда оба
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множества непустые и в силу аксиомы 1.4 существует число c ∈ R такое,
что

x ≤ c ≤ y

для любых чисел x ∈ A и y ∈ B. Левая часть этих соотношений озна-
чает, что c ∈ Γ+(E), а правая — что c = min Γ+(E).

Аналогично доказывается существование точной нижней границы,
когда множество E ограничено снизу.

1.28. Задачи. 1) Если ограниченное сверху множество E ⊂ R не
имеет максимального элемента, то max{E ∪ {supE}} = supE.

2) Если ограниченное снизу множество E ∈ R не имеет минималь-
ного элемента, то min{E ∪ {inf E}} = inf E.

На основании задач 1.26 и 1.28 можно сделать вывод, что supE
(inf E) служат альтернативой maxE (minE) в тех случаях, когда мно-
жество E не имеет наибольшего (наименьшего) элемента.

1.9.2 Признак точной верхней и точной нижней границ

При нахождении точных верхних и нижних границ множества A ⊂ R
удобно использовать следующий признак.

1.29. Теорема. (I)Для того чтобы число b ∈ R было точной верхней
границей непустого множества A ⊂ R необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись следующие условия:

1) b ∈ Γ+(A), т. е. b — одна из верхних границ;
2) для любого числа b′ < b существует элемент x ∈ A такой, что

b′ < x ≤ b. (1.9.8)

(II) Для того чтобы число a ∈ R было точной нижней границей непу-
стого множества A ⊂ R необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
следующие условия:

3) a ∈ Γ−(A), т. е. a — одна из нижних границ;
4) для любого числа a′ > a существует элемент x ∈ A такой, что

a ≤ x < a′. (1.9.9)

Доказательство. Мы докажем первое утверждение. Второе дока-
зывается аналогично.

Необходимость. Пусть b = supA. Тогда b — наименьшая из верхних
границ и поэтому b ∈ Γ+(A).
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Теперь фиксируем произвольное число b′ < b. Отметим, что b′ /∈
Γ+(A), поскольку b — наименьшая из верхних границ. Поэтому нера-
венство x ≤ b′ не может выполняется для всех x ∈ A (ибо, в противном
случае b′ ∈ Γ+(A)). Следовательно, найдется число x ∈ A, для кото-
рого это неравенство не выполняется и, значит, для него имеем b′ < x.
Очевидно, x ≤ b, поскольку b — верхняя граница множества A. Таким
образом, для этого x выполняются соотношения (1.9.8) и, следователь-
но, условие 2 доказано.

Достаточность. Пусть b ∈ Γ+(A) и число b удовлетворяет условию
(1.9.8). Требуется доказать, что b — наименьшая из верхних границ.
Возьмем для этого какую-нибудь из верхних границ для множества A,
скажем b′, и покажем, что b ≤ b′. Для этого достаточно исключить воз-
можность неравенства b′ < b. Последнее неравенство невозможно, так
как условие (1.9.8) означает, что b′ не может быть верхней границей для
A. Поэтому, если b′ — верхняя граница для A, то b′ ≥ b. Следователь-
но, имеем b ∈ Γ+(A) и для любого b′ ∈ Γ+(A) справедливо b′ ≥ b, т. е.
b = min Γ+(A) = supA.

Теорема доказана.

1.30. Задача. Если непустое множество A ⊂ R ограничено, то
A ⊂ [inf A, supA] и отрезок [inf A, supA] не может быть уменьшен (cр. с
задачей 1.19).

1.31. Задача. inf A = supA тогда и только тогда, когда множество
A ⊂ R одноточечное.

1.9.3 Точные верхние и нижние границы промежутка

Рассмотрим следующий пример.

1.32. Предложение. Пусть A = 〈a, b〉 ⊂ R — промежуток на веще-
ственной прямой. Тогда

a = inf A, b = supA.

Кроме того, если a ∈ A (b ∈ A), то minA = inf A = a (maxA = supA =
b).

Доказательство. Согласно определению промежутка имеем a < b.
Для всякого x ∈ A выполняется неравенство x ≤ b, так что b есть
верхняя граница множества A: b ∈ Γ+(A). Возьмем произвольно b′ < b
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и докажем, что найдется число x ∈ A такое, что b′ < x ≤ b. Если b′ < a,
то любая точка из A удовлетворяет этому соотношению.

Если же a ≤ b′, то a ≤ b′ < b и A содержит в себе интервал (b′, b).
Значит, любая точка x ∈ (b′, b) принадлежит A. При этом b′ < x < b.
Мы видим, что b удовлетворяет условию (1.9.8) теоремы 1.29 и, следо-
вательно, b = supA. Если b ∈ A, то supA = maxA.

Аналогично устанавливается, что a = inf A. Предложение доказано.

1.9.4 Соотношения для sup и inf вложенных множеств

1.33. Теорема о монотонности точных верхних и нижних
границ относительно включения множеств. Пусть даны непу-
стые множества A ⊂ R и B ⊂ R. Если A ⊂ B, то

inf B ≤ inf A и supA ≤ supB. (1.9.10)

Наглядный смысл теоремы: у более широкого множества точная
верхняя граница не уменьшается, а точная нижняя граница не увели-
чивается.

Доказательство. Пусть p = inf B, q = supB. Тогда для всякого
x ∈ B имеем

p ≤ x ≤ q (1.9.11)

Так как A ⊂ B, то любой элемент множества A является элементом
множества B и, значит, для всякого x ∈ A выполняются неравенства
(1.9.11). Это означает, что p ∈ Γ−(A) — одна из нижних, а q ∈ Γ+(A) —
одна из верхних границ множества A. Следовательно,

p ≤ max Γ−(A) = inf A, q ≥ min Γ+(A) = supA.

Теорема доказана.

1.34. Предложение. Ограниченное множество X ⊂ R — проме-
жуток на вещественной прямой тогда и только тогда, когда вместе с
любыми двумя точками a, b ∈ X в этом множестве содержится отрезок
[a, b]: [a, b] ⊂ X. Более того, X = 〈inf X, supX〉 и X содержит левый
(правый) конец тогда и только тогда, когда inf X ∈ X (supX ∈ X).

Доказательство. Для доказательства необходимости воспользу-
емся предложением 1.32. Пусть промежуток X = 〈α, β〉 ⊂ R и точки
точками a < b принадлежат X. Тогда α = inf X ≤ a < b ≤ supX = β.
Следовательно, любая точка x отрезка [a, b], a ≤ x ≤ b, принадлежит
также и множеству X.
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Докажем достаточность. Пусть, например, inf X ∈ X, а supX /∈ X.
Докажем, что X = [inf X, supX). Включение X ⊂ [inf X, supX) очевид-
но.

Для доказательства обратного включения рассмотрим произволь-
ную точку x ∈ (inf X, supX). Докажем, что x ∈ X. По признакам точной
верхней и нижней граней найдутся точки a, b ∈ X такие, что a < x < b.
По условию [a, b] ⊂ X, следовательно, x ∈ X. Так как inf X ∈ X, вклю-
чение [inf X, supX) ⊂ X доказано.

Следовательно равенство X = [inf X, supX) в этом случае доказано.
Оставшиеся случаи рассматриваются аналогично.

1.10 Индуктивные множества. Важнейшие классы действитель-
ных чисел.

1.35. Определение. Множество X ⊂ R называется индуктивным,
если с каждым числом x ∈ X ему принадлежит также число x+ 1.

1.36. Примеры. R; [0,∞); [1,∞).

1.37. Задача. Пересечение любой совокупности индуктивных мно-
жеств является индуктивным множеством.

1.38. Определение. Множеством натуральных чисел называется
пересечение всех индуктивных множеств, содержащее 1.

Множество натуральных чисел обозначается символом N; его эле-
менты называются натуральными числами.

1.39. Определение. Множеством целых чисел называется сово-
купность

N− N = {x− y | x, y ∈ N}

Множество целых чисел обозначается символом Z; его элементы на-
зываются целыми числами.

1.11 Принцип математической индукции. Применения

1.40. Принцип математической индукции. Если подмножество
E ⊂ N таково, что

1) 1 ∈ E и
2) вместе с каждым числом x ∈ E множеству E принадлежит число

x+ 1,
то E = N.
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Доказательство. Принцип математической индукции вытекает из
определения натуральных чисел. Действительно, с одной стороны, E —
индуктивное множество в N, содержащее 1, а с другой, N ⊂ E, посколь-
ку N — наименьшее индуктивное множество, содержащее 1.

Докажем с помощью принципа математической индукции некоторые
свойства натуральных чисел.

1.41. Свойство. Сумма и произведение натуральных чисел явля-
ется натуральным числом.

Доказательство. Рассмотрим множество

E = {n ∈ N : m+ n ∈ N для любого m ∈ N}.

Докажем его индуктивность и что 1 ∈ E. Действительно, E ⊂ N по
построению. Далее, 1 ∈ E. Действительно, если m ∈ N, то и m+ 1 ∈ N,
так как N — индуктивное множество. Пусть теперь n ∈ E, т. е.m+n ∈ N
для любого m ∈ N. Тогда и m + n + 1 ∈ N для любого m ∈ N в силу
предыдущего шага.

1.42. Задача. Доказать, что произведение натуральных чисел яв-
ляется натуральным числом.

1.43. Свойство. Если n ∈ N и n > 1, то n− 1 ∈ N.

Доказательство. Пусть

E = {n ∈ N | n = 1 или n 6= 1 и n− 1 ∈ N}.

Докажем, что E — индуктивное множество и 1 ∈ E. Действительно, 1
входит в E по построению. Если n > 1 и n ∈ E, то по определению
множества E имеем n ∈ N и n−1 ∈ N. Но тогда n+1 ∈ N и (n+1)−1 =
n ∈ N, т. е. n+ 1 ∈ E. ндуктивность

Таким образом, мы доказали индуктивность множества E. Так как
по определению E ⊂ N, то в силу принципа 1.40 имеем совпадение
E = N. Следовательно, свойство 1.43 доказано.

1.44. Свойство. Если n,m ∈ N и n < m, то m− n ∈ N.

Доказательство. Пусть

E = {n ∈ N | m− n ∈ N для любого m ∈ N такого, что m > n}.
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Докажем, что E — индуктивное множество и 1 ∈ E. Действительно, 1
входит в E по свойству 1.43. Если n ∈ E, и m > n + 1, то неравенство
m > n тоже верное. По определению E имеем m − n ∈ N. С другой
стороны, и m > n+ 1 выводим m− n > 1. Отсюда в силу свойства 1.43
имеем m−n− 1 ∈ N. Последнее можно записать в виде m− (n+ 1) ∈ N.
Отсюда n+ 1 ∈ E.

Таким, образом, доказана индуктивность множества E ⊂ N. В силу
принципа 1.40 имеем совпадение E = N. Следовательно, свойство 1.44
доказано.

1.45. Свойство. Если x, y ∈ Z и x < y, то y − x ∈ N и x+ 1 ≤ y.

Доказательство. Пусть x = p − q, y = r − s, где p, q, r, s ∈ N.
Тогда условие p − q < r − s эквивалентно p + s < q + r, а поскольку
левая и правая части последнего неравенства — натуральные числа, то
по свойству 1.44 разность q+ r− (p+ s) — натуральное число. Заметим
теперь, что

y − x = (r − s)− (p− q) = q + r − (p+ s) ≥ 1.

1.46. Задача. Если x ∈ Z, то либо x ∈ N, либо x = 0, либо −x ∈ N.

1.11.1 Принцип минимального (максимального) числа

1.47. Теорема. Всякое ограниченное снизу множество E ⊂ Z целых
чисел имеет минимальный элемент.

Доказательство. Пусть k = inf E. Поскольку E ограничено снизу,
k ∈ R. По признаку 1.29 точной нижней границы существует число
x ∈ E, удовлетворяющее неравенствам

k ≤ x < k + 1.

Для любого y ∈ E имеем k ≤ y, следовательно, x − 1 < k ≤ y. Так как
по свойству 1.45 верно y − (x− 1) ∈ N, то y − (x− 1) ≥ 1 или

x ≤ y

для любого y ∈ E. Так как x ∈ E, то x — минимальный элемент в E.

Из доказанного вытекает принцип максимального числа.

1.48. Следствие. Всякое ограниченное сверху множество F ⊂ Z
целых чисел имеет максимальный элемент.
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Доказательство. Действительно, множество E = −F = {y ∈ Z :
y = −x, x ∈ F} ограничено снизу. По теореме 1.47 множество E содер-
жит минимальный элемент minE. Остается проверить, что целое число
−minE будет максимальным для F . В самом деле, с одной стороны,
имеем minE ≤ y для любого y ∈ E, а с другой, выводим

x = −y ≤ −minE ∈ (−E) = F

для любого элемента x ∈ F .

1.49. Индукция вниз. Если подмножество F ⊂ N таково, что
1) n ∈ F и
2) вместе с каждым числом x ∈ F , x > 1, множеству F принадлежит

число x− 1, то [1, n] ∩ N ⊂ F .

Доказательство. Действительно, пусть

D = {k ∈ N | 1 ≤ k ≤ n, [k, n] ∩ N ⊂ F}.

Очевидно D не пусто, по крайней мере, n ∈ D. Так как D ограничено
снизу, во множестве D существует наименьшее число m. Заметим, что
m не может быть больше единицы: в этом случае m− 1 ∈ F и поэтому
[m − 1, n] ∩ N = {m − 1} ∪ {[m,n] ∩ N} ⊂ F . Последнее противоречит
минимальности числа m. Таким образом, m = 1.

Индукция, сформулированная в п. 1.40, называется иногда индук-
цией вверх.

1.50. Задача. Используя метод п. 1.49 доказать следующий вари-
ант индукции вверх:

если подмножество E ⊂ Z таково, что
1) k0 ∈ E и
2) вместе с каждым числом x ∈ E, x ≥ k0, множеству E принад-

лежит число x+ 1, то {k ∈ Z | k ≥ k0} ⊂ E.

Аналогично предыдущему можно установить также обобщение ин-
дукции вниз п. 1.49.

1.51. Задача. Доказать следующий вариант индукции вниз:
если подмножество E ⊂ Z таково, что

1) k0 ∈ E и
2) вместе с каждым числом x ∈ E, x ≤ k0, множеству E принад-

лежит число x− 1, то {k ∈ Z | k ≤ k0} ⊂ E.
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1.11.2 Неравенство Коши между арифметическими и геометриче-
скими средними

Докажем с помощью двух индукций неравенство между арифметиче-
скими и геометрическими средними.

1.52. Теорема. Пусть x1, x2, . . . , xn — неотрицательные числа и n ≥
1. Тогда

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1 · x2 · . . . · xn. (1.11.12)

Строгое неравенство выполняется тогда и только тогда, когда не все xi
равны между собой.

Доказательство. Неравенство (1.11.12) докажем в два шага.
На первом шаге применим индукцию для n равных степени двойки:

n = 2k, k ∈ N.
На втором шаге применим индукцию вниз.
1 шаг. Пусть n = 2. Применим известное неравенство

y2
1 + y2

2 ≥ 2y1y2,

справедливое для всех y1 и y2. Полагая в этом неравенстве y2
1 = x1,

y2
2 = x2, получаем

x1 + x2

2
≥
√
x1x2 (1.11.13)

для любых неотрицательных чисел x1 и x2. Равенство в (1.11.13) воз-
можно тогда и только тогда, когда x1 = x2.

Заменим теперь x1 новой переменной 1
2 (x1 + x2), а x2 — новой пе-

ременной 1
2 (x3 + x4). Тогда из неравенства (1.11.13), примененного два-

жды, мы найдем

x1 + x2 + x3 + x4

4
≥
[x1 + x2

2

x3 + x4

2

] 1
2

≥ [(x1x2)
1
2 (x3x4)

1
2 ]

1
2 = (x1x2x3x4)

1
4 . (1.11.14)

Равенство в первом переходе возможно тогда и только тогда, когда x1 +
x2 = x3 + x4, а во втором — когда x1 = x2 и x3 = x4. Отсюда выводим,
что (1.11.14) верно в том случае, когда x1 = x2 = x3 = x4

Продолжая таким образом по индукции вверх, мы убеждаемся, что
неравенство (1.11.12) выполняется для n = 1, 2, 4, 8, . . ., т. е. для любо-
го n, являющегося степенью двойки, причем равенство будет тогда и
только тогда, когда все xi равны между собой.
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2 шаг. Применим теперь индукцию вниз: покажем, что если утвер-
ждение теоремы 1.52 верно для n > 1, то оно верна и для n−1. Заменим
xn в (1.11.12) на

x1 + x2 + . . .+ xn−1

n− 1
,

где n ≥ 2, и оставим другие xi неизменными. Тогда по индукционному
предположению (1.11.12) получаем соотношения:

x1 + x2 + . . .+ xn−1 + x1+x2+...+xn−1

n−1

n

≥ (x1x2 . . . xn−1)
1
n

(x1 + x2 + . . .+ xn−1

n− 1

) 1
n

, (1.11.15)

или

x1 + x2 + . . .+ xn−1

n− 1
≥ (x1x2 . . . xn−1)

1
n

(x1 + x2 + . . .+ xn−1

n− 1

) 1
n

.

После упрощения получаем искомое неравенство

x1 + x2 + . . .+ xn−1

n− 1
≥ (x1x2 . . . xn−1)

1
n−1 .

Равенство здесь возникнет тогда и только тогда, когда x1 = x2 = . . . =
xn−1 = x1+x2+...+xn−1

n−1 = xn.

1.11.3 Неравенство Бернулли

1.53. Теорема. Если x ≥ −1, то

(1 + x)n ≥ 1 + nx (1.11.16)

для любого n ∈ N. Равенство имеет место тогда и только тогда, когда
либо n = 1, либо n > 1, а x = 0.

Доказательство. Пусть множество E состоит из натуральных чи-
сел, для которых справедливо неравенство (1.11.16). Принадлежность
1 ∈ E очевидна, так как

(1 + x)1 = 1 + x (1.11.17)

для всех x ∈ R.
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Докажем, что E — индуктивное множество. Если натуральное число
n принадлежит E, т. е. выполнено (1.11.16), то

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx)(1 + x)

= 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x. (1.11.18)

Таким образом, в силу принципа математической индукции E = N.
Очевидно, что для n = 1 в неравенстве (1.11.16) всегда имеет место
равенство для любого x ≥ −1, см. (1.11.17). Если n > 1, то при x = 0 в
неравенстве (1.11.16) мы очевидно имеем равенство. Если же x 6= 0, то
последнее неравенство в (1.11.18) будет строгим и поэтому равенства в
(1.11.18) быть не может.

1.54. Задача. Доказать обобщение неравенства Бернулли:

(1 + x)n ≥ 1 + nx+
1

2
n(n− 1)x2 (1.11.19)

для любого x ≥ 0 и любого n = 1, 2, . . .. Исследовать случай равенства.

Указание: Применить индукцию. В доказательстве индукционного
шага воспользоваться неравенствами

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ (1 + nx+
1

2
n(n− 1)x2)(1 + x)

= 1 + (n+ 1)x+
1

2
n(n− 1)x2 + nx2 +

1

2
n(n− 1)x3

≥ 1 + (n+ 1)x+
1

2
(n+ 1)nx2.

1.11.4 Геометрическая прогрессия

Пусть a ∈ R и q ∈ R \ {1}. Набор чисел a, aq, aq2, . . . , aqn, где n ∈
N, называется геометрической прогрессией со знаменателем q. Задача
состоит в том, чтобы найти формулу для нахождения суммы

a+ aq + aq2 + . . .+ aqn

элементов геометрической прогрессии.

1.55. Теорема. Пусть q 6= 1. Тогда

a+ aq + aq2 + . . .+ aqn =

n∑
k=0

aqk = a · q
n+1 − 1

q − 1
. (1.11.20)
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Доказательство. Пусть множество E состоит из натуральных чи-
сел, для которых справедливо равенство (1.11.20). Принадлежность 1 ∈
E очевидна, так как

a+ aq = a(q + 1) = a · (q + 1)(q − 1)

q − 1
= a · q

2 − 1

q − 1
. (1.11.21)

Докажем, что E — индуктивное множество. Если натуральное число
n принадлежит E, т. е. выполнено (1.11.20), то

a+ aq + aq2 + . . .+ aqn + aqn+1 = a · q
n+1 − 1

q − 1
+ aqn+1

= a · q
n+1 − 1 + qn+2 − qn+1

q − 1
= a · q

n+2 − 1

q − 1
. (1.11.22)

Таким образом, в силу принципа математической индукции E = N.

1.11.5 Бином Ньютона

В формулируемой ниже теореме мы используем следующие обозначе-
ния: n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n, Ckn = n!

k!(n−k)! = n·(n−1)·...·(n−(k+1))
k! , n ∈ N,

0 ≤ k ≤ n, 0! = 1, C0
n = 1.

1.56. Теорема. Если x, y ∈ R, то

(x+ y)n =

n∑
k=0

Cknx
n−kyk

= xn +
n

1!
xn−1y +

n(n− 1)

2!
xn−2y2 + . . .+ yn (1.11.23)

для любого n ∈ N.

Доказательство. Пусть множество E состоит из натуральных чи-
сел, для которых справедливо равенство (1.11.23). Принадлежность 1 ∈
E очевидна, так как

(x+ y)1 = x+ y

для всех x, y ∈ R.
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Докажем, что E — индуктивное множество. Если натуральное чис-
ло n принадлежит E, т. е. выполнено (1.11.23), то

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y) = (x+ y)

n∑
k=0

Cknx
n−kyk

=

n∑
k=0

Cknx
n+1−kyk +

n∑
k=0

Cknx
n−kyk+1

=

n∑
k=0

Cknx
n+1−kyk +

n+1∑
k=1

Ck−1
n xn+1−kyk

= C0
n+1x

n+1 +

n∑
k=1

(Ckn + Ck−1
n )xn+1−kyk + C0

n+1y
n+1.

(1.11.24)

Остается проверить Ckn + Ck−1
n = Ckn+1. Действительно,

Ckn + Ck−1
n =

n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n+ 1− k)!

=
n!(n+ 1− k + k)

k!(n+ 1− k)!
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
= Ckn+1.

Окончательно, (1.11.24) равно

n+1∑
k=0

Ckn+1x
n+1−kyk.

Таким образом, в силу принципа математической индукции E = N.
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1.57. Пример. Разложим
(

1 + x
m

)m
по биному Ньютона:

(
1 +

x

m

)m
=

m∑
k=0

m!

k!(m− k)!

xk

mk

=

m∑
k=0

m сомножителей︷ ︸︸ ︷
m · (m− 1) · · · · · (m− (k − 1))

k!

xk

mk

=

m∑
k=0

1 ·
(

1− 1

m

)
· · · · ·

(
1− k − 1

m

)xk
k!

=

m∑
k=0

cm,k
xk

k!
, (1.11.25)

где

cm,k = 1 ·
(

1− 1

m

)
· · · · ·

(
1− k − 1

m

)
. (1.11.26)

Приведем легко проверяемое свойство коэффициентов cm,k, m ∈ N, 0 ≤
k ≤ m:

1) cm,0 = 1 для всех m ∈ N,
2) 0 < cm,k < 1 для всех натуральных 1 ≤ k ≤ m.

1.58. Предложение. Пусть u ∈ R — положительное число и k0 ∈ N
— такие числа, что u < k0 + 1. Тогда неравенство

L∑
k=k0

uk

k!
<
uk0

k0!

1

1− u
k0+1

. (1.11.27)

справедливо для всех натуральных L ≥ k0.
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Доказательство. Действительно,

L∑
k=k0

uk

k!

=
uk0

k0!

(
1 +

u

(k0 + 1)
+

u2

(k0 + 1)(k0 + 2)
+ . . .+

uL−k0

(k0 + 1)(k0 + 2) · . . . · L

)
=
uk0

k0!

(
1 +

L∑
k=k0+1

uk−k0

(k0 + 1)(k0 + 2) · . . . · k

)

≤ uk0

k0!

L−k0∑
j=0

uj

(k0 + 1)j
=
uk0

k0!

1−
(

u
k0+1

)L−k0+1

1− u
k0+1

<
uk0

k0!

1

1− u
k0+1

. (1.11.28)

Здесь мы применили формулу (1.11.20) для суммы геометрической про-
грессии со значением a = 1 и знаменателем q = u

k0+1 < 1. Заметим, что
правая часть уже не зависит от L.

1.59. Следствие.

sup
L∈N

L∑
k=k0

cL,k
uk

k!
≤ sup
L∈N

L∑
k=k0

uk

k!
≤ uk0

k0!

1

1− u
k0+1

, (1.11.29)

где cL,k ∈ (0, 1] — коэффициенты из примера 1.57 при m = L.

1.12 Принцип Архимеда и его следствия

1.60. Принцип Архимеда. Множество N натуральных чисел не
ограничено сверху.

Доказательство. Пусть, напротив, совокупность N ограничена свер-
ху. Тогда в силу принципа наибольшего числа (следствие 1.48) эта со-
вокупность имеет максимальный элемент: целое число L ∈ N такое, что
n ≤ L для всех n ∈ N. Здесь мы приходим к противоречию, так как L+1
— тоже натуральное число, однако, для него неравенство L + 1 ≤ L не
выполняется.

Из принципа Архимеда и задачи 1.46 получаем

1.61. Следствие. Множество целых чисел Z не ограничено ни сни-
зу, ни сверху.
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Доказательство. Пусть, напротив, совокупность Z ограничена свер-
ху. Тогда совокупность N ⊂ Z натуральных чисел также ограничена
сверху. Последнее противоречит 1.60.

С другой стороны, если, напротив, совокупность Z ограничена сни-
зу, то совокупность чисел −N = {z ∈ Z : −z ∈ N} ⊂ Z также ограничена
снизу. В силу теоремы 1.47 совокупность −N имеет минимальный эле-
мент: число z0 ∈ −N такое, что z0 ≤ z для любого числа z ∈ −N. В
силу неравенства −z ≤ −z0 для любого числа z ∈ −N и того, −z0 ∈ N, а
−z ∈ N — произвольное натуральное число, выводим, что совокупность
N натуральных чисел ограничена сверху. Последнее противоречит 1.60.

1.62. Свойство. Если x, y ∈ R, y ≥ 0 и x > 0, то существует
натуральное n такое, что y < nx.

Доказательство. Требуемое натуральное число следует искать сре-
ди натуральных чисел, удовлетворяющих условию:

y

x
< n.

В силу принципа Архимеда такое натуральное число n всегда существу-
ет. Действительно, в противном случае имеем ограниченность сверху
множества N натуральных, так как для всех чисел n ∈ N выполнялось
бы неравенство

n ≤ y

x
.

1.63. Свойство. Если a ∈ R — такое число, что
1) a ≤ 1

n для любого n ∈ N, то a ≤ 0;
2) 0 ≤ a ≤ 1

n для любого n ∈ N, то a = 0.

Доказательство. В каждом из доказываемых случаев требуется
исключить возможность a > 0. Пусть, напротив, 0 < a ≤ 1

n для любого
n ∈ N. Тогда

n ≤ 1

a

для любого n ∈ N, откуда вытекает ограниченность множества нату-
ральных чисел, противоречащая принципу Архимеда.

1.64. Свойство. Если x, y ∈ R и x > 0, то существует единственное
целое число p такое, что

(p− 1)x ≤ y < px. (1.12.30)
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Доказательство. Подмножество E = {q ∈ Z : yx < q} целых чисел
не пусто и ограничено снизу. Действительно, если y ≥ 0, то E 6= ∅ в
силу свойства 1.62; если же y < 0, то E 3 1 и поэтому не пусто.

Следовательно, по теореме 1.47 в E существует минимальный эле-
мент: p = minE, который и будет искомым, так как p − 1 ≤ y

x . Един-
ственность числа p вытекает из единственности минимального элемента
множества E.

Полагая в (1.12.30) x = 1 получаем следующее

1.65. Определение. Для произвольного числа y ∈ R единственное
целое число p ∈ Z такое, что p ≤ y < p + 1 называется целой частью
числа x и обозначают символом [x] или E(x).

1.13 Рациональные и иррациональные числа

1.66. Определение.Множеством рациональных чисел называется
совокупность {p

q
| p ∈ Z, q ∈ N

}
.

Множество рациональных чисел обозначается символом Q; его эле-
менты называются рациональными числами.

1.67. Определение. Действительные числа, не являющиеся раци-
ональными, называются иррациональными. Таким образом, иррацио-
нальные числа — это числа дополнения R \Q.

1.13.1 Свойства плотности совокупности рациональных чисел и
совокупности иррациональных чисел

1.68. Свойство. Если a, b ∈ R, a < b, то существует рациональное
число x такое, что

a < x < b. (1.13.31)

Доказательство. Пусть a < b. По свойству 1.62 при y = 1, x =
b−a > 0 существует натуральное число n такое, что 1 < n(b−a). Отсюда

1

n
< b− a.

Полагая в условиях свойства 1.64 x = 1
n , y = a, найдем единственное

целое число m ∈ Z такое, что

m− 1

n
≤ a < m

n
.
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Сопоставляя полученные неравенства, получаем соотношения

m

n
− a ≤ 1

n
< b− a.

Отсюда имеем m
n < b. Окончательно выводим

a <
m

n
< b.

Очевидно, что число x = m
n рациональное и удовлетворяет (1.13.31).

1.69. Свойство. Если a, b ∈ R, a < b, то существует иррациональ-
ное число x такое, что

a < x < b. (1.13.32)

Доказательство. Для доказательства этого свойства достаточно
иметь хотя бы одно иррациональное число α > 0. Действительно, если
такое число существует (см. доказательство ниже), то по свойству 1.62
найдется n ∈ N такое, что α

b−a < n. Отсюда имеем

α

n
< b− a.

По свойству 1.64 найдется единственное целое число m ∈ Z такое, что

m− 1

n
α ≤ a < m

n
α.

С другой стороны, имеем

m

n
α =

m− 1

n
α+

1

n
α ≤ a+

α

n
< b.

Сопоставляя два последних соотношения, получаем a < m
n α < b. Оче-

видно, что в качестве x можно взять иррациональное число m
n α, если

m 6= 0.
В противном случае, a < 0 < b, и в силу доказанного выше найдется

иррациональное число в интервале (0, b) ⊂ (a, b).

1.70. Определение.Множеством двоично-рациональных чисел на-
зывается совокупность { p

2q
| p ∈ Z, q ∈ N

}
.

1.71. Задача. Доказать, что совокупность двоично-рациональных
чисел плотна в R.
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1.13.2 Существование квадратного корня
√
2

1.72. Предложение. Существует действительное число α > 0,
квадрат которого равен 2: α2 = 2, и при этом α /∈ Q.

Доказательство. Пусть X = {x > 0 | x2 < 2} и Y = {y > 0 | y2 >
2}. Заметим, что множества X и Y непустые, так как очевидно 1 ∈ X
и 2 ∈ Y . Пусть x ∈ X и y ∈ Y — произвольные числа. Тогда x2 < y2, а
так как числа x, y — строго положительные, то имеем также и x < y. В
самом деле, если y ≤ x, то y2 ≤ yx и yx ≤ x2. Отсюда выводим, y2 ≤ x2,
что противоречит неравенству x2 < y2.

По аксиоме непрерывности 1.4 существует действительное число α
такое, что x ≤ α ≤ y для любых x ∈ X и y ∈ Y . Очевидно

1 < α < 2.

Покажем, что α2 = 2.
Не может быть такого, чтобы α2 < 2, так как в этом случае квадрат

числа, α + 2−α2

5 , большего α, был бы меньше 2. Действительно, 1 ∈ X
и 1 < α. Отсюда имеем 1 < α2 < 2 и, следовательно,

0 < δ = 2− α2 < 1.

Значит,(
α+

δ

5

)2

= α2 + 2α
δ

5
+
(δ

5

)2

< α2 + 4
δ

5
+
δ

5
= α2 + δ = 2.

По это причине, α + δ
5 ∈ X, что противоречит неравенству x ≤ α для

любого x ∈ X.
Аналогично исключается возможность 2 < α2: если это так, то квад-

рат числа α− α2−2
5 , меньшего α, был бы больше 2. В самом деле, в силу

2 ∈ Y имеем 2 < α2 < 22 или 0 < ∆ = α2 − 2 < 2 и 0 < ∆
5 < 1. Отсюда(

α− ∆

5

)2

= α2− 2α
∆

5
+
(∆

5

)2

> α2− 4
∆

5
− ∆

5
> α2− 5

∆

5
= α2−∆ = 2.

Последнее противоречит тому, что α ограничивает множество Y снизу.
Таким образом, остается только последняя возможность: α2 = 2.
Иррациональность числа α доказана в разделе 1.1.

1.73. Задача. Найти рациональные числа α и β такие, чтобы

3

√
7 + 5

√
2 = α+ β

√
2.
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1.74. Задача. Доказать, что√
3
√

5− 3
√

4 =
1

2
(

3
√

2 +
3
√

20− 3
√

25),

3

√
3
√

2− 1 =
3

√
1

9
− 3

√
2

9
+

3

√
4

9
,

4

√
3 + 2 4

√
5

3− 2 4
√

5
=

4
√

5 + 1
4
√

5− 1
.

1.14 Расширенная числовая прямая.

1.14.1 Порядок на расширенной числовой прямой и его свойства.
Конечные и бесконечные элементы

В некоторых ситуациях, связанных с отношением порядка в R, удобно
использовать множество вещественных чисел, дополненное двумя бес-
конечными элементами.

1.75. Определение. Добавив к множеству R два элемента −∞ и
+∞ («минус бесконечность» и «плюс бесконечность») такие, что −∞ <
x < +∞ для любого x ∈ R, мы получаем расширенное множество веще-
ственных чисел (или расширенную числовую прямую), обозначаемое
символом R. Считаем также, что −∞ < +∞. Согласно определению,
R = R∪{−∞,+∞}. Вместо символа +∞ далее мы будем писать просто
∞.

Элементы множества R также будем называть числами. При этом
число x ∈ R будем называть конечным, если x ∈ R.

Числа −∞ и ∞ будем называть бесконечными элементами множе-
ства R.

Определение бесконечных элементов по существу содержит распро-
странение отношения порядка в R на множество R. Соотношения x ≤ y
и x ≥ y для элементов из R, определяются так же, как и для элементов
из R в том случае, когда x, y ∈ R. Если x = −∞ (y = ∞), то −∞ ≤ y
(x ≤ ∞)для любого элемента y ∈ R (x ∈ R).

Нетрудно проверить, что при этом выполняются утверждения акси-
ом O1 – O4.

1.76. Предложение. Свойство, сформулированное в аксиоме непре-
рывности, выполняется также для любых непустых множествX,Y ⊂ R:
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если X и Y — два непустых подмножества в R, обладающие тем свой-
ством, что для любых x ∈ X и y ∈ Y выполнено x ≤ y, то существует
такое c ∈ R, что

x ≤ c ≤ y

для любых чисел x ∈ X и y ∈ Y .

Доказательство. Положим A = X ∩ R, B = Y ∩ R. Если A и B
— непустые множества, то по аксиоме непрерывности существует число
c ∈ R такое, что

x ≤ c ≤ y (1.14.33)

для любых чисел x ∈ A и y ∈ B. Так как множество X (Y ) может от-
личаться от A (B) лишь символом −∞ (+∞), то соотношения (1.14.33)
очевидным образом справедливы для всех x ∈ X и y ∈ Y .

Если A = ∅, то в качестве c можно взять −∞. Действительно, в
этом случае X = {−∞} и поэтому соотношение X 3 −∞ ≤ c ≤ y ∈ Y
справедливо для всех y ∈ Y . Аналогично, для B = ∅ в качестве c можно
взять +∞, соотношение(1.14.33) сводится в этом случае к X 3 x ≤ c ≤
+∞ ∈ Y , так как Y = {+∞}.

1.14.2 Понятие промежутка в R. Лемма о непустоте промежутка
и ее следствие

1.77. Определение. Пусть даны произвольные числа a ∈ R и b ∈ R
такие, что a < b. Множество, обозначаемое символом 〈a, b〉 и совпадаю-
щее с одним из множеств

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b},
[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b},
[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b},
(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b},

называется промежутком (расширенной) числовой прямой с концами
a, b. При этом множество (a, b) называют открытым промежутком или
интервалом, а множество [a, b] — замкнутым промежутком или от-
резком с концами a, b. Промежутки [a, b) и (a, b] называют полуоткры-
тыми.

Заметим, что промежутки на расширенной вещественной прямой R,
в отличие от промежутков на вещественной прямой R (см. определение
1.11), могут быть неорганиченными.
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Промежуток 〈a, b〉 будем называть ограниченным, если его концы
суть конечные числа, т. е. −∞ < a ≤ b <∞.

Ясно, что [a, b] = (a, b)∪{a}∪{b}, [a, b) = (a, b)∪{a}, (a, b] = (a, b)∪{b}.
Отметим, что (−∞, a], где a < ∞, есть множество всех чисел x ∈ R
таких, что x ≤ a, а (−∞, a) есть множество всех x ∈ R, для которых
x < a.

Аналогично [a,∞) = {x ∈ R | x ≥ a}, (a,∞) = {x ∈ R | x > a}, где
a ∈ R. Наконец, (−∞,∞) = R, [−∞,∞] = R.

1.78. Лемма. Для любых a, b ∈ R таких, что a < b, существует по
крайней мере одно x ∈ R такое, что a < x < b.

Доказательство. Если a и b — конечные числа, то число x = a+b
2

обладает необходимым свойством.
Если a = −∞, b <∞, то число x = b−1 удовлетворяет неравенствам

a < x < b.
Если же a > −∞, b =∞, то x = a+ 1 будет требуемым.
Наконец, если a = −∞, b = ∞, то любое x ∈ R удовлетворяет нера-

венствам a < x < b. Лемма доказана.

1.14.3 Верхние и нижние границы числового множества в R

1.79. Определение. Пусть дано множество A ⊂ R. Число q ∈ R
называется верхней (нижней) границей множества A, если x ≤ q (со-
ответственно, x ≥ q) для всякого x ∈ A.

Очевидно, что −∞ является одной из нижних границ, а +∞ — одной
из верхних границ любого множества A ⊂ R.

Совокупность всех верхних (нижних) границ для множества A ⊂ R
обозначается символом Γ

+
(A) (Γ

−
(A))2. Очевидно Γ

+
(A) 3 +∞ (Γ

−
(A) 3

−∞) для любого множества A ⊂ R.
Целесообразно считать, что всякое число p ∈ R является верхней и

одновременно нижней границей пустого множества.

1.80. Задача. Для любого множества A ⊂ R верно Γ
+

(A)\Γ+(A) 3
+∞ и Γ

−
(A) \ Γ−(A) 3 −∞. Если A ⊂ R — непустое множество, то

Γ
+

(A) \ Γ+(A) = +∞ и Γ
−

(A) \ Γ−(A) = −∞.

2Здесь следует различать чем отличается употребление символа Γ
+

(A) от сим-
вола Γ+(A). Первый используется для обозначения совокупности верхних границ в
R, а второй — для обозначения совокупности верхних границ в R.
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Напомним, что непустое множество X ⊂ R называется ограничен-
ным сверху (снизу), если существует число L ∈ R (l ∈ R) такое, что

x ≤ L (l ≤ x) для любого числа x ∈ X. (1.14.34)

Из этого определения выводим, что если множество X ⊂ R ограничено
сверху (снизу), то пересечение Γ+(X) ∩ R (Γ−(X) ∩ R) непустое.

МножествоX ⊂ R называется ограниченным, если оно одновременно
ограничено сверху и снизу.

1.81. Задача. Если L — верхняя граница множества A ⊂ R, то и
любое число L′ ≥ L является верхней границей для A: если L ∈ Γ

+
(A)

и L′ ≥ L, то L′ ∈ Γ
+

(A).

1.82. Предложение. Множество X ⊂ R ограничено тогда и только
тогда, когда существует L ∈ R такое, что |x| ≤ L для любого x ∈ X.

Доказательство. Если X ⊂ R ограничено сверху, то пересечение
Γ

+
(A) ∩ R содержит некоторое число l ∈ R. Значит, x ≤ l для любого

числа x ∈ X.
Аналогично, если X ⊂ R ограничено снизу, найдется l′ ∈ R такое,

что l′ ≤ x для любого числа x ∈ A. Число L = max(|l′|, |l|) удовлетворяет
соотношениям

−L ≤ l′ ≤ x ≤ l ≤ L

для любого x ∈ X. Следовательно, по определению модуля |x| ≤ L для
любого x ∈ X.

1.14.4 Понятие наибольшего и наименьшего элементов числового
множества в R

1.83. Определение. Пусть дано множество A ⊂ R. Число a ∈ R
называется наибольшим (наименьшим) элементом множества A, если

1) a принадлежит A и
2) является верхней (нижней) границей множества A, т. е. если a ∈

A и для всех x ∈ A выполняется неравенство x ≤ a (соответственно,
x ≥ a).

Наибольший (наименьший) элемент множества A, если он существу-
ет, обозначается символом maxA (соответственно, minA) (max и min
от латинских слов maximum — «наибольший», и minimum — «наимень-
ший»).
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1.84. Задача. Доказать, что наибольший (наименьший) элемент
множества A ⊂ R единствен.

Число −∞ является наименьшим элементом, а число ∞ — наиболь-
шим элементом множества R. Для замкнутого промежутка [a, b] в R
левый конец a является его наименьшим, а правый b — наибольшим
элементом. Множество A ⊂ R может и не иметь наименьшего или наи-
большего элемента.

Например, интервал A = (0,+∞) не имеет ни наибольшего, ни наи-
меньшего элемента. Действительно, возьмем произвольно точку a ∈
(0,+∞) и положим:

x =
a

2
, y =

a+ 1

2
.

Очевидно, что 0 < x < a < y < +∞. Тем самым a не может быть ни
наименьшим, ни наибольшим элементом промежутка (0,+∞). Поэтому
ввиду произвольности a ∈ (0,+∞), у множества A = (0,+∞) нет ни
наименьшего, ни наибольшего элемента.

Ясно, что множество R не имеет ни наименьшего, ни наибольшего
элемента ни в самом множестве R, ни в R.

1.85. Задача. Непустое множество A ⊂ R имеет наибольший (наи-
меньший) элемент тогда и только тогда, когда пересечение A∩Γ

+
(A) 6=

∅ (A∩Γ
−

(A) 6= ∅). Если это пересечение непустое, то оно состоит из од-
ной точки, которая и будет максимальным (минимальным) элементом
множества A.

1.14.5 Понятие точной верхней и точной нижней границ числового
множества в R. Теорема о существовании точной верхней
и точной нижней границ непустого числового множества

1.86. Определение. Пусть дано непустое множество A ⊂ R. Наи-
меньшая из его верхних границ, если таковая существует, называется
точной верхней границей множества A и обозначается символом supA
(sup сокращение латинского слова supremum — наивысший). Таким об-
разом,

supA = min Γ
+

(A).

Наибольшая из нижних границ множества A, если таковая суще-
ствует, называется точной нижней границей множества A и обознача-
ется символом inf A (inf сокращение латинского слова infimum — ни-
жайший). Таким образом,

inf A = max Γ
−

(A).
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Естественно, возникает вопрос о существовании наименьшей из верх-
них границ непустого множества A (наибольшей из нижних границ)
непустого множества A. Ответ на этот вопрос положительный (см. ни-
же теорему 1.88).

1.87. Задачи. 1) Если множество A ∈ R имеет наибольший элемент,
то он и является точной верхней границей множества A: maxA = supA.

2) Если множество A ∈ R имеет наименьший элемент, то этот эле-
мент является точной нижней границей множества A: minA = inf A.

В данных здесь определениях множество A предполагалось непу-
стым. Оказывается целесообразным определить понятия точной верх-
ней и точной нижней границы также и для пустого множества. Пола-
гаем

inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞. (1.14.35)

Целесообразность такого соглашения будет видна из дальнейшего.
В дальнейшем существенно используется следующее свойство под-

множеств в расширенной вещественной прямой R.

1.88. Теорема о существовании точных верхней и нижней
границ числового множества. Всякое множество E ⊂ R имеет точ-
ную верхнюю и точную нижнюю границы.

Если E ⊂ R пустое, то существование его точных верхней и ниж-
ней границ обеспечено соглашением (1.14.35). Таким образом содержа-
тельная часть теоремы 1.88 говорит о том, что для всякого непустого
множества E ⊂ R множество Γ

+
(E) всех его верхних границ имеет

наименьший элемент, а множество Γ
−

(E) всех его нижних границ
имеет наибольший элемент.

Доказательство. Полагаем в аксиоме непрерывности A = E 6= ∅,
а B = Γ

+
(E). Тогда оба множества непустые и в силу предложения 1.76

существует число c ∈ R такое, что

x ≤ c ≤ y

для любых чисел x ∈ A и y ∈ B. Левая часть этих соотношений озна-
чает, что c ∈ Γ

+
(E), а правая — что c = min Γ

+
(E).

Аналогично доказывается существование точной нижней границы.

1.89. Задачи. 1) Если множество A ⊂ R не имеет максимального
элемента, то max{A ∪ {supA}} = supA.
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2) Если множество A ∈ R не имеет минимального элемента, то
min{A ∪ {inf A}} = inf A.

1.90. Задачи. Пусть дано множество A ⊂ R. Определим множество
B = −A = {y ∈ R | y = −x, x ∈ A}. Тогда

1) Γ
−

(B) = −Γ
+

(A).
2) inf B = − supA.
3) Γ

+
(B) = −Γ

−
(A).

4) supB = − inf A.

1.14.6 Признак точной верхней и нижней границ в R. Точные верх-
ние и нижние границы промежутка. Соотношения для sup и
inf вложенных множеств

При нахождении точных верхних и нижних границ множества A ⊂ R
удобно использовать следующий признак.

1.91. Теорема. Для того чтобы число b ∈ R было точной верхней
границей непустого множества A ⊂ R необходимо и достаточно, чтобы
выполнялись следующие условия:

1) b ∈ Γ
+

(A), т. е. b — одна из верхних границ;
2) для любого числа b′ < b существует элемент x ∈ A такой, что

b′ < x ≤ b. (1.14.36)

Для того чтобы число a ∈ R было точной нижней границей непу-
стого множества A ⊂ R необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
следующие условия:

3) a ∈ Γ
−

(A), т. е. a — одна из нижних границ;
4) для любого числа a′ > a существует элемент x ∈ A такой, что

a ≤ x < a′. (1.14.37)

Доказательство. Мы докажем первое утверждение.
Необходимость. Пусть b = supA. Тогда b — наименьшая из верхних

границ и поэтому b ∈ Γ
+

(A).
Теперь фиксируем произвольное число b′ < b. Так как b′ /∈ Γ

+
(A),

поскольку b — наименьшая из верхних границ, то неравенство x ≤ b′

не может выполняется для всех x ∈ A. Следовательно, найдется число
x ∈ A, для которого это неравенство не выполняется и, значит, для
этого x имеем b′ < x. Очевидно, x ≤ b, поскольку b есть верхняя граница
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множества A. Таким образом, для этого x выполняются соотношения
(1.14.36) и, следовательно, условие 2 доказано.

Достаточность. Пусть b ∈ Γ
+

(A) и число b удовлетворяет условию
(1.14.36). Требуется доказать, что b — наименьшая из верхних границ.
Возьмем для этого какую-нибудь из верхних границ для множества A,
скажем b′, и покажем, что b ≤ b′. Для этого достаточно исключить воз-
можность неравенства b′ < b. Последнее неравенство невозможно, так
как условие (1.14.36) означает, что b′ не может быть верхней границей
для A. Поэтому, если b′ — верхняя граница для A, то b′ ≥ b. Следова-
тельно, имеем b ∈ Γ

+
(A) и для любого b′ ∈ Γ

+
(A) справедливо b′ ≥ b,

т. е. b = min Γ
+

(A) = supA.
Признак точной нижней границы множества A доказывается анало-

гично. Теорема доказана.

1.92. Задача. Если множество A ⊂ R не ограничено сверху (снизу),
то supA =∞ (inf A = −∞).

Рассмотрим следующий пример.

1.93. Предложение. Пусть A = 〈a, b〉 ⊂ R — промежуток на рас-
ширенной вещественной прямой. Тогда

a = inf A, b = supA.

Кроме того, если a ∈ A (b ∈ A), то minA = inf A = a (maxA = supA =
b).

Доказательство. Согласно определению промежутка имеем a < b.
Для всякого x ∈ A выполняется неравенство x ≤ b, так что b есть
верхняя граница множества A: b ∈ Γ

+
(A). Возьмем произвольно b′ < b

и докажем, что найдется число x ∈ A такое, что b′ < x ≤ b. Если b′ < a,
то любая точка из A удовлетворяет этому соотношению.

Если же a ≤ b′ , то a ≤ b′ < b и A содержит в себе интервал (b′, b).
Значит, любая точка x ∈ (b′, b) принадлежит A. При этом b′ < x < b.
Мы видим, что b удовлетворяет условию (1.14.36) теоремы (1.91) и,
следовательно, b = supA.

Аналогично устанавливается, что a = inf A. Предложение доказано.

1.94. Теорема о монотонности точных верхних и нижних
границ относительно включения множеств. Пусть даны множе-
ства A ⊂ R и B ⊂ R. Если A ⊂ B, то

inf B ≤ inf A и supA ≤ supB. (1.14.38)
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Наглядный смысл теоремы: у более широкого множества точная
верхняя граница не уменьшается, а точная нижняя граница не увели-
чивается.

Доказательство. Если множество A пусто, то неравенства очевид-
ным образом выполняются. (Это подтверждает целесообразность дан-
ного выше определения точной верхней и точной нижней границ для
пустого множества).

Будем считать, что A не пусто. Тогда и B 6= ∅. Пусть p = inf B,
q = supB. Тогда для всякого x ∈ B имеем

p ≤ x ≤ q (1.14.39)

Так как A ⊂ B, то любой элемент множества A является элементом
множества B и, значит, для всякого x ∈ A выполняются неравенства
(1.14.39). Это означает, что p ∈ Γ

−
(A) — одна из нижних, а q ∈ Γ

+
(A)

— одна из верхних границ множества A. Следовательно,

p ≤ max Γ
−

(A) = inf A, q ≥ min Γ
+

(A) = supA.

Теорема доказана.

1.95. Предложение. Множество X ⊂ R — промежуток на рас-
ширенной вещественной прямой тогда и только тогда, когда вместе с
любыми двумя точками a, b ∈ X в этом множестве содержится отре-
зок [a, b]: [a, b] ⊂ X. Более того, X = 〈inf X, supX〉 и X замкнут слева
(справа) тогда и только тогда, когда inf X ∈ X (supX ∈ X).

Доказательство. Необходимость очевидна. Докажем достаточность.
Пусть, например, inf X ∈ X, а inf X /∈ X. Докажем, чтоX = [inf X, supX).
Включение X ⊂ [inf X, supX) очевидно.

Для доказательства обратного включения рассмотрим произволь-
ную точку x ∈ (inf X, supX). Докажем, что x ∈ X. По признакам точной
верхней и нижней граней найдутся точки a, b ∈ X такие, что a < x < b.
По условию [a, b] ⊂ X, следовательно, x ∈ X. Так как inf X ∈ X, вклю-
чение Включение [inf X, supX) ⊂ X доказано.

Следовательно равенство X = [inf X, supX) в этом случае доказано.
Оставшиеся случаи рассматриваются аналогично.

1.15 Поле C комплексных чисел

1.15.1 Понятие комплексного числа

1.96. Определение. Пусть R2 — прямое произведение множества R
на себя, т. е. совокупность всех упорядоченных пар (x, y) вещественных
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чисел. Пары вида (x, y) будем записывать в виде

x+ iy.

Определим в R2 операции сложения и умножения элементов. Пусть

z = x+ iy, w = u+ iv

— два произвольных элемента множества R2. Полагаем

z + w = (x+ u) + i(y + v), z · w = (xy − uv) + i(xv + uy). (1.15.40)

Множество R2, в котором указанным образом введены операции сло-
жения и умножения элементов, называется множеством комплексных
чисел и обозначается символом C. Элементы множества C называются
комплексными числами.

Таким образом, комплексными числами называются элементы мно-
жества

C = {z = x+ iy | x, y ∈ R}

с операциями сложения и умножения (1.15.40).
Аксиомы алгебраической структуры в R будут выполняться и в C.

1.97. Предложение. Алгебраические операции над комплексными
числами обладают следующими свойствами.

A1. Для любых z = x+ iy, w = u+ iv и t = r + is из C

(z + w) + t = z + (w + t).

A2. Существует число 0 ∈ C такое, что для всякого z ∈ C

z + 0 = 0 + z = z.

A3. Для всякого z ∈ C существует число −z ∈ C такое, что

z + (−z) = 0.

A4. Для любых z = x+ iy и w = u+ iv из C имеем

z + w = w + z.

M1. Для любых z = x+ iy, w = u+ iv и t = r + is из C имеет место
равенство

(z · w) · t = z · (w · t).
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M2. Существует число 1 ∈ C такое, что для всякого z ∈ C

1 · z = z · 1 = z.

M3. Для любого z 6= 0 из C существует число 1
z такое,что

z · 1

z
= 1.

M4. Для любых z и w из C

z · w = w · z.

AM. Свойство дистрибутивности операции умножения. Для лю-
бых трех чисел z, w и t из C выполняется равенство:

z · (w + t) = z · w + z · t.

Число −z, удовлетворяющее условиям аксиомы A3, называется про-
тивоположным числу z. Если z ∈ C, w ∈ C, то число z + (−w) называ-
ется разностью чисел z и w и обозначается символом z − w.

Число 1
z , удовлетворяющее условиям аксиомы M3, называется чис-

лом, обратным к z. Если w 6= 0, то число z 1
w обозначается символом z

w
и называется частным z и w.

Доказательство. Перечисленные свойства операций сложения и
умножения комплексных чисел являются следствием их определения.
Последовательно приведем проверку этих свойств.

A1. Пусть z = x+ iy, w = u+ iv, t = r + is. Тогда

(z + w) + t = ((x+ u) + r) + i((y + v) + s)

= (x+ (u+ r)) + i(y + (v + s)) = z + (w + t).

A2. Положим 0 = (0, 0). Тогда для всякого z = x+ iy ∈ C имеем

z + 0 = (x+ 0) + (y + 0) = x+ iy = z,

0 + z = (0 + x) + i(0 + y) = x+ iy = z.

A3. Условию, указанному в этом предложении для числа z = x+ iy,
очевидно удовлетворяет число

−z = −x+ i(−y).

.
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A4. Пусть z = x+ iy, w = u+ iv. Тогда очевидно

z + w = (x+ u) + i(y + v) = (u+ x) + i(v + y) = w + z.

M1. Пусть z = x+ iy, w = u+ iv, t = r + is. Тогда имеем

zw = (xu− yv) + i(xv + yu),

(zw)t = (xur − yvr − xvs− yus) + i(xus− yvs+ xvr + yur),

wt = (ur − vs) + i(us+ vr),

z(wt) = (xur − xvs− yus− yvr) + i(xus+ xvr + yur − yvs).

Сравнивая полученные выражения для (zw)t и z(wt), получаем (zw)t =
z(wt).

M2. Условию данного предложения, как легко проверить, удовле-
творяет число

1 = (1, 0).

M3. Пусть z = x+ iy, z 6= 0 = (0, 0). Тогда x2 + y2 6= 0. Положим

w =
x

x2 + y2
+ i

y

x2 + y2
.

Тогда получим

zw = wz =
xx− (−y)y

x2 + y2
+ i
−xy + xy

x2 + y2
= (1, 0) = 1

и, следовательно, в качестве искомого числа 1
z можно взять w.

M4. Данное предложение непосредственно следует из определения
произведения комплексных чисел.

AM. Пусть z = x+ iy, w = u+ iv и t = r+ is. Тогда по определению
w + t = (u+ r) + i(v + s) и, значит,

z(w + t) = (x(u+ r)− y(v + s)) + i(x(v + s) + y(u+ r))

= (xu− yv) + i(xv + yu) + (xr − ys) + i(xs+ yr) = zw + zt.

Число 1 такое, что 1z = z1 = z для всякого z ∈ C единственно.
Действительно, пусть числа 1′ и 1′′ таковы, что 1′z = z и z1′′ = z для
любого z ∈ C. Полагая в первом равенстве z = 1′′, получим: 1′ ·1′′ = 1′′.
Полагая во втором равенстве z = 1′, будем иметь: 1′ · 1′′ = 1′, откуда
следует 1′ = 1′′, что и требовалось доказать.

Аналогичным образом устанавливается единственность числа 0, удо-
влетворяющего условиям предложения A2.
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Для всякого z 6= 0 число w такое, что zw = wz = 1, единственно.
Действительно, предположим, что числа w1 и w2 таковы, что zw1 =
1, w2z = 1. Тогда имеем

w2 = w21 = w2(zw1) = (w2z)w1 = 1w1 = w1,

что и требовалось доказать.
Аналогично устанавливается единственность числа w такого, что w+

z = z + w = 0.

1.98. Определение. Определим отображение J : R→ C, полагая

J(x) = x+ i0.

для x ∈ R. Непосредственно проверяется, что для любых x и y из R
выполняются равенства:

J(x+ y) = J(x) + J(y), J(x · y) = J(x) · J(y), J(0) = 0, J(1) = 1.

Отображение J инъективно. Мы будем называть J каноническим
вложением множества R в C. Вещественное число x мы будем отож-
дествлять с комплексным числом J(x). Иными словами, отныне мы
уславливаемся считать, что комплексное число x + i0 и вещественное
число x представляют собой один и тот же объект. В дальнейшем, число
1 мы будем обозначать символом 1.

Комплексное число 0+i1 записывается просто как i. Непосредствен-
но проверяется, что имеет место равенство

i2 = −1 + i0 = −1.

Мы получаем, таким образом, что уравнение x2 = −1, которое не имеет
решений в R, оказывается разрешимым в C.

1.99. Задача. Доказать формулу для суммы геометрической про-
грессии

a+ aq + aq2 + . . .+ aqn = a
qn+1 − 1

q − 1
. (1.15.41)

для случая комплексных a и q 6= 1

1.100. Задача. Доказать бином Ньютона для u, v ∈ C:

(u+ v)n =

n∑
k=0

Cknu
n−kvk

= un +
n

1!
un−1v +

n(n− 1)

2!
un−2v2 + . . .+ un (1.15.42)
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для любого n ∈ N.

1.15.2 Модуль, сопряженное число, вещественная и мнимая части
комплексного числа

1.101. Определение. Пусть z = x+ iy. Число x называется веще-
ственной частью z и обозначается символом <z. Число y называется
мнимой частью числа z и обозначается символом =z.

Во введенной здесь форме записи комплексных чисел арифметиче-
ские действия над ними можно выполнять как над обычными двучле-
нами, принимая при этом во внимание, что i2 = −1.

1.102. Определение. Пусть z = x + iy. Число x − iy называется
сопряженным к z и обозначается символом z.

1.103. Определение. Для комплексного числа z = x+ iy полагаем
|z| =

√
x2 + y2. Величина |z| называется модулем комплексного числа z.

Имеем |z| ≥ 0 для всякого z ∈ C, и |z| = 0 в том и только в том
случае, когда z = 0.

1.104. Предложение. Отметим некоторые свойства операции пе-
рехода к сопряженному числу и модуля комплексного числа.

I. Для всякого z ∈ C имеет место равенство

¯̄z = z. (1.15.43)

II. Для любых z1, z2 ∈ C имеем

z1 + z2 = z̄1 + z̄2, z1z2 = z̄1z̄2. (1.15.44)

III. Для любого z ∈ C имеем

zz̄ = |z|2. (1.15.45)

IV. Справедливы неравенства

|<z| ≤ |z|, |=z| ≤ |z| (1.15.46)

для всякого z ∈ C.
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V. Для любых двух комплексных чисел z1 и z2 имеют место соотно-
шения

|z1z2| = |z1||z2|, (1.15.47)

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|. (1.15.48)

VI. Для любого комплексного числа z верно соотношение

|z| = |z̄|. (1.15.49)

Доказательство. Доказательство свойств I и II выводится непо-
средственно из определений сопряженного числа и алгебраических опе-
раций.

III. Для z = x+ iy имеем

zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 − (iy)2 = x2 + y2 = |z|2.

IV. Пусть z ∈ C. Имеем |z| =
√
x2 + y2 ≥

√
x2 = |x| = |<z| и, далее,√

x2 + y2 ≥
√
y2 = |y| = |=z|.

V. В силу (1.15.45) имеем

|z1z2|2 = (z1z2)(z1z2) = z1z2z̄1z̄2 = z1z̄1z2z̄2 = |z1|2|z2|2.

Отсюда, очевидно, следует равенство (1.15.47).
Применяя равенство (1.15.45), получим

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z̄1 + z̄2).

Отсюда

|z1 + z2|2 = z1z̄1 + z1z̄2 + z̄1z2 + z2z̄2 = |z1|2 + z1z̄2 + z̄1z2 + |z2|2.

Теперь заметим, что z1z̄2 = z̄1 ¯̄z2 = z̄1z2, откуда выводим, что

z1z̄2 + z̄1z2 = 2<(z1z̄2) ∈ R.

Применяя первое из неравенств (1.15.46), получаем

z1z̄2 + z̄1z2 = 2<z1z̄2 ≤ 2|z1||z2|,

откуда
|z1 + z2|2 ≤ |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2 = (|z1|+ |z2|)2.

Неравенство (1.15.48) очевидно доказано.
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Из неравенства (1.15.48) дословно так же, как и в случае веществен-
ных чисел (см. (1.5.4)), выводится, что∣∣|z| − |w|∣∣ ≤ |z − w| (1.15.50)

для любых z, w ∈ C.
Комплексные числа допускают геометрическое представление кото-

рое часто оказывается полезным.
На плоскости зададим декартову ортогональную систему координат.

Пусть O начало системы координат. Комплексному числу z = x+ iy со-
поставим вектор на плоскости, началом которого служит точка O, а
концом точка — A с координатами (x, y). Вектор

−→
OA назовем изобра-

жением комплексного числа z = x+ iy.
Пусть даны комплексные числа z = x+ iy и w = u+ iv и пусть

−→
OA и

−→
OB их изображения. Тогда изображением суммы z + w будет служить
вектор

−→
OC =

−→
OA+

−→
OB, где сложение векторов определяется известным

правилом треугольника.
Модуль числа z = x+ iy равен длине вектора

−→
OA, который изобра-

жает z. Неравенства (1.15.48) и (1.15.50) в силу этого допускают простое
геометрическое истолкование. Первое неравенство равносильно утвер-
ждению: длина стороны треугольника не превосходит суммы двух дру-
гих его сторон, второе — утверждению о том, что разность длин двух
сторон треугольника не превосходит третьей его стороны.

Операция умножения на комплексное число z = x+ iy также допус-
кает простое геометрическое истолкование. Мы предоставляем читате-
лю разобраться в этом самостоятельно.

2 Множества и элементарные операции над ними

Понятие множества принадлежит к числу первичных математиче-
ских понятий и не может быть определено сведением к каким-либо дру-
гим более простым понятиям.

Множеством называется любая совокупность предметов произволь-
ного рода, рассматриваемая как единое целое. Слово «множество» есть
математический термин, употребляемый для обозначения того, что в
обиходной речи выражают словами: собрание, набор, система, коллек-
ция, совокупность, семейство и т. д. Например, можно говорить о мно-
жестве решений некоторого уравнения, о множестве картин, хранящих-
ся в музее, множестве точек круга и т. д.
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Предметы, составляющие то или иное множество, называются его
элементами. Множество считается заданным, если для любого объекта
можно установить является он элементом этого множества или нет.

2.1 Отношение включения.

Пусть A — произвольное множество, а x — какой-то объект. Тогда, если
x есть элемент A, то говорят, что x принадлежит A и пишут: x ∈ A
(читается «x принадлежит A», «x — элемент A» или, наконец, «x из
A»). Если же x не является элементом множества A, то говорят, что x
не принадлежит A. В обозначениях последняя ситуация выражается
следующим образом: x /∈ A (читается: «x не принадлежит A» или «x не
есть элемент A»).

Оказывается удобным говорить о множестве, у которого нет ника-
ких элементов. Множество, не имеющее ни одного элемента, называется
пустым и обозначается символом ∅. Например, множество всех прямо-
угольных равносторонних треугольников пусто, так как не существует
ни одного такого треугольника. В теории множеств пустое множество
играет роль, аналогичную той, которая в обычной арифметике принад-
лежит нулю.

2.1. Определение. Пусть A и B — произвольные множества. Го-
ворят, что A содержится в B или, иначе, A является подмножеством
или частью B, если всякий элемент множества A является также и
элементом B.

Высказывание: «A содержится в B» записывается одним из спосо-
бов, либо: A ⊂ B, либо B ⊃ A (первая запись читается как «A содер-
жится в B», вторая — «B содержит A»).

Принято считать, что пустое множество содержится в любом дру-
гом: ∅ ⊂ A каково бы ни было множество A.

Отметим некоторые свойства отношения включения, непосредствен-
но вытекающие из определения.

2.2. Предложение. 1) Для всякого множества A верно включение
A ⊂ A.

2) Если A ⊂ B, а B ⊂ C, то A ⊂ C.

Доказательство. Доказательство первого свойства очевидно.
Докажем второе Возьмем произвольно x ∈ A. Тогда x ∈ B, так как

A ⊂ B. Так как B ⊂ C, то x является элементом также и множества
C. Поскольку x было выбрано в множестве A произвольным образом,
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то тем самым доказано, что любой элемент множества A является эле-
ментом C, т. е. A ⊂ C, что и требовалось доказать.

2.3. Определение. Говорят, что множества A и B равны или совпа-
дают и пишут A = B, если одновременно справедливы два включения:

A ⊂ B и B ⊂ A.

Иначе говоря,
A = B

в том и только в том случае, если всякий элемент A является элемен-
том B, а всякий элемент B принадлежит и множеству A.

Отметим свойства равенства множеств, непосредственно следующее
из определения.

2.4. Предложение. 1) Для любого множества A имеем: A = A.
2) Если A = B, то B = A.
3) Если A = B, B = C, то A = C.

Доказательство. Первое свойство очевидно из определения. Вто-
рое следует из того, что в определении равенства множества A и B вхо-
дят равноправным образом. Докажем третье предложение. Если A = B,
то A ⊂ B и если B = C, то B ⊂ C. Отсюда следует, что A ⊂ C. Так как
C = B, то C ⊂ B, а из B = A вытекает, что B ⊂ A и, значит, C ⊂ A.
Итак, выполняются включения A ⊂ C и C ⊂ A и, потому A = C, что и
требовалось доказать.

2.2 Операции над множествами (объединение, пересечение и раз-
ность)

2.5. Определение. Объединением множеств A и B называется
совокупность всех объектов x, каждый из которых принадлежит или
множеству A, или множеству B.

Объединение множеств A и B обозначается символом A ∪B.

2.6. Определение. Пересечением множеств A и B называется со-
вокупность всех объектов x, каждый из которых принадлежит одновре-
менно и множеству A, и множеству B.

Пересечение обозначается символом A ∩B.

57



Если у данных множеств A и B нет общих элементов, то их пересе-
чение A ∩B представляет пустое множество, A ∩B = ∅. В этом случае
говорят, что множества A и B не пересекаются или дизъюнктны.

2.7. Определение. Разностью множества A и множества B мы
будем называть совокупность всех элементов множества A, не принад-
лежащих множеству B

Разность множеств A и B обозначается символом A \B.

Из определения, очевидно, следует, что всегда A \ B ⊂ A, а пересе-
чение множеств A \B и B пустое.

2.8. Задача. Доказать, что для любых множеств A и B справедли-
вы равенства

A \B = A \ (A ∩B) = (A ∩B) \B,
A \ (A \B) = A ∩B.

2.9. Задача. Доказать, что для любых трех множеств A, B и C
выполняются равенства:

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C),

(A ∪B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

2.10. Задача. Доказать, что для произвольных множеств A, B и C
справедливы равенства

A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C),

A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C),

A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C),

(A ∪B) \ C = (A \B) ∪ (A \ C).

2.11. Задача. Дано n множествA1, A2, . . . , An. Сколько, самое боль-
шее, новых множеств можно образовать из них используя операции объ-
единения, пересечения и взятия разности?

2.3 Прямое произведение множеств и его свойства

Пусть даны два произвольных объекта x и y. Говорят, что они образуют
упорядоченную пару, если один из них назван первым, а другой — вто-
рым. Пара, в которой первый элемент есть x, а второй y обозначается
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символом (x, y). При этом две пары (x1, y1) и (x2, y2) считаются совпа-
дающими в том и только в том случае, если x1 = x2, y1 = y2. Объекты
x и y, образующие пару, не предполагается различными, так что можно
рассматривать пары вида (x, x), (y, y) и т. п. Первый элемент пары на-
зывают также ее первой компонентой, второй элемент, соответственно,
— второй компонентой пары.

2.12. Определение. Пусть A и B — произвольные множества. Со-
вокупность всех упорядоченных пар (x, y), где x ∈ A, y ∈ B, называется
(прямым) произведением множеств A и B, и обозначается символом
A×B.

В том случае, когда одно из данных множеств A и B пусто полагаем
A×B = ∅.

Из определения непосредственно вытекает следующее предложение.

2.13. Предложение. Пусть даны множества A1 и A2, B1 и B2.
Тогда если A1 ⊂ A2 и B1 ⊂ B2, то A1 ×B1 ⊂ A2 ×B2.

Доказательство. Действительно, возьмем произвольную пару

(x, y) ∈ A1 ×B1.

Тогда x ∈ A1, y ∈ B1 и так как A1 ⊂ A2, B1 ⊂ B2, то x ∈ A2, y ∈ B2 и,
значит, (x, y) ∈ A2 ×B2. Это доказывает, что A1 ×B1 ⊂ A2 ×B2.

В частности, R × R есть множество всех пар (x, y) вещественных
чисел, N× N множество всех пар (m,n) натуральных чисел и т.д.

Понятие прямого произведения может быть распространено на слу-
чай любого конечного (и даже бесконечного) числа множества.

Пусть дано произвольное целое число n ≥ 2. Предположим, что
каждому натуральному числу k такому, что 1 ≤ k ≤ n, сопоставлен
некоторый объект ak. В этом случае говорят, что задана упорядочен-
ная система (a1, a2, . . . , an) объектов, состоящая из n компонент или,
иначе, упорядоченная n-ка. При этом ak называется k-ой компонентой
системы (a1, a2, . . . , an). Мы будем говорить также, что (a1, a2, . . . , an)
есть упорядоченная система длины n.

Слово «упорядоченная» в конкретных случаях обычно опускается.
Всякая пара, очевидно, есть упорядоченная n-ка, для которой n = 2.

2.14. Определение. Пусть дана упорядоченная система

(A1, A2, . . . , An)
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длины n, где A1, A2, . . . , An — произвольные множества. Прямым или
декартовым произведением множеств A1, A2, . . . , An называется сово-
купность всех упорядоченных наборов (x1, x2, . . . , xn) длины n, у кото-
рых первая компонента x1 есть элемент множества A1, вторая x2 —
элемент множества A2 и, вообще, xk принадлежит множеству Ak при
всяком k = 1, 2, . . . , n. Прямое произведение множеств A1, A2, . . . , An
обозначается либо символом

A1 ×A2 × · · · ×An,

либо посредством следующего выражения:
n∏
k=1

Ak.

Данное определение не исключает случай, когда все множества Ak
совпадают. Если A1 = A2 = · · · = An = A, то множество A1×A2×· · ·×
An обозначается также символом An. Согласно данному здесь определе-
нию, An есть совокупность всех упорядоченных n-ок, у которых каждая
компонента является некоторым элементом множества A.

2.15. Задача. Даны множества A1, B1, A2 и B2. Доказать равенства

(A1 ×B1) ∩ (A2 ×B2) = (A1 ∩A2)× (B1 ∩B2),

(A1 ×B1) \ (A2 ×B2) = [A1 × (B1 \B2)] ∪ [(A1 \A2)× (B1 ∩B2)]

= [(A1 \A2)×B1] ∪ [(A1 ∩A2)× (B1 \B2)].

2.4 Общее понятие функции и отображения.

2.16. Определение. ПустьA иB — произвольные множества. Функ-
цией с областью определения A и областью значений B называется
всякое правило или закон f , в силу которого каждому элементу x мно-
жества A соответствует один и только один элемент y ∈ B. Этот эле-
мент y обозначается символом f(x) и называется значением функции
f на элементе x ∈ A. Такая функция обозначается символом

f : A→ B,

а ее область определения A — символом Dom f .

Функция, таким образом, есть совокупность трех объектов — мно-
жеств A и B и правила f , в силу которого каждому элементу x мно-
жества A соответствует единственный элемент y = f(x) множества B.
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Относительно природы множеств A и B и правила f при этом не дела-
ется никаких предположений. Требуется лишь, чтобы каждому x соот-
ветствовал в точности один элемент y множества B. Разным элементам
множества A могут соответствовать как различные элементы множе-
ства B, так и одинаковые.

Функция f с областью определения A и областью значений B назы-
вается также отображением множества A в множество B. Высказы-
вание: f есть отображение A в B (или, что то же самое, f есть функция
с областью определения A и областью значений B) символически за-
писывается следующим образом: f : A → B (читается: «f отображает
A в B»). Значение функции f на элементе x множества A называется
также образом x при отображении f .

2.17. Определение. Две функции f : A1 → B1 и g : A2 → B2 счи-
таются совпадающими, т. е. рассматриваются как одна и та же функция
в том и только в том случае, если их области определения совпадают,
т. е. A1 = A2 или Dom f1 = Dom f2, и области значений совпадают, т. е.
B1 = B2, причем если A — их общая область определения, а B — их
общая область значений, то для всякого x ∈ A элементы f(x) и g(x)
множества B совпадают.

Определение функции не исключает формально случай, когда об-
ласть определения A функции f может быть пустым множеством. Если
A = ∅, то множество B также может быть пустым. Но если A — непу-
стое множество, то, очевидно, и множество B значений функции также
непустое.

Отметим два важных частных случая общего понятия функции.

2.18. Определение. Функция f : A → B называется постоянной
на множестве A, если существует такой элемент c множества B, что
f(x) = c для всех x ∈ A. В этом случае мы будем говорить, что f(x)
тождественно равно c.

2.19. Определение. Пусть A и B — произвольные множества, при-
чем A ⊂ B. Отображение j : A→ B, определенное по формуле j(x) = x
для всякого x ∈ A называется вложением множества A в множество B.
Вложение есть отображение, которое каждому x ∈ A сопоставляет тот
же самый x, но рассматриваемый уже как элемент множества B.

Если A = B, то отображение вложения множества A в A называет-
ся тождественным отображением множества A и обозначается симво-
лом iA.
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В дальнейшем рассматриваются, главным образом, такие функции
у которых область определения и область значений есть либо подмно-
жество множества вещественных чисел R (комплексных чисел C), либо
могут быть получены из R или C определенными построениями, напри-
мер, R.

Далее будет встречаться высказывание вида: «дана функция f(x)
переменной x с областью определения A и областью значений B», или
«дана функция f(x) переменной x» и, наконец, просто «дана функция
f(x)». Первое высказывание при этом является синонимом высказыва-
ния: «дана функция f , которая каждому x ∈ A сопоставляет f(x) ∈ B».
Вторые два следует рассматривать как сокращенные варианты перво-
го, употребляемые в тех случаях, когда область определения и область
значения функций ясны из контекста. Последний способ выражения
особенно удобен в тех случаях, когда указана формула для определе-
ния величины f(x) по данному x.

Формально выражение: «дана функция f(x)» содержит в себе неко-
торую неточность, поскольку в нем смешиваются объекты разной логи-
ческой природы — функция, как закон соответствия, и значение, при-
нимаемое функцией f на элементе x ее области определения. По дан-
ной причине некоторые авторы избегают пользоваться выражениями
вида «дана функция f(x)». Однако отказ от такого способа речи ведет
к некоторым неудобствам, а содержащиеся в нем опасности на самом
деле никаких трудностей не вызывают.

Пусть даны множества A и B и некоторое математическое выраже-
ние F (x), содержащее символ x. Предположим, что если в F (x) вместо x
подставить произвольный элемент множества A, то мы либо получим
предписание, указывающее, как построить по x определенный элемент
y множества B, либо прийдем к выражению, не имеющему смысла. В
первом случае говорят, что F (x) определено для данного x ∈ A, y на-
зывают значением выражения F (x) для этого x и пишут y = F (x). Во
втором случае говорят, что F (x) для рассматриваемого x не определено.

2.20. Пример. Пусть, например, A = B = R и F (x) есть дробь 1+x2

1−x2 .
Если число x 6= ±1, то подставив его в F (x) и выполнив все операции,
указанные в выражении для F (x), мы получим некоторое число. Под-
ставляя в дробь 1+x2

1−x2 значения 1 и −1, получим не имеющее смысла
выражение 2

0 .

Обозначим через E совокупность всех x ∈ A, для которых выра-
жение F (x) определено. Сопоставляя x ∈ E значение F (x), получим
некоторую функцию f с областью определения E и областью значений
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B, для которой f(x) = F (x) для всякого x ∈ E. Для обозначения этой
функции f используется либо выражение f : x ∈ A 7→ F (x) ∈ B, либо
следующее более короткое выражение: f : x 7→ F (x). Таким образом,
высказывание «дана функция f : x ∈ A 7→ F (x) ∈ B» задает функцию,
область определения которой есть совокупность E всех x ∈ A таких, что
выражение F (x) имеет смысл, а область значений есть множество B.
Для каждого такого x величина f(x) равна значению, которое выраже-
ние F принимает при подстановке в него данного значения x.

2.21. Примеры. 1) Пусть A = B = R. Тогда выражение «функция
f : x ∈ R 7→ 1

x» означает функцию f , у которой область определения
есть множество всех чисел x ∈ R, отличных от нуля, причем f(x) = 1

x
для любого такого x.

2) Выражение «функция x 7→
√

1− x2» означает функцию f , об-
ласть определения которой есть множество всех x ∈ R таких, что 1 −
x2 ≥ 0, причем f(x) =

√
1− x2 для всех этих x.

2.22. Определение. Пусть S — произвольное непустое множество.
Последовательностью элементов множества S называется всякое отоб-
ражение x множества натуральных чисел N в множество S. Образ эле-
мента n ∈ N при отображении x обозначается символом xn и называется
n-ым членом последовательности. Для обозначения последовательности
x : N→ S мы будем применять также запись

{xn ∈ S}n∈N

либо просто
{xn}n∈N,

или
{xn}, n = 1, 2, . . . .

Последовательность элементов множества S, таким образом, есть функ-
ция с областью определения N и областью значений S.

В дальнейшем неоднократно будет возникать необходимость в по-
строении последовательностей, обладающих теми или иными свойства-
ми. Для этой цели во многих случаях оказывается полезным следующее
утверждение, непосредственно вытекающее из принципа математиче-
ской индукции.

Последовательность {xn}n∈N определена, если задан элемент x1 и
указано правило, которое позволяет построить xn+1 в случае, когда xn
определено.
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Мы будем называть данное предложение принципом индуктивного
построения последовательности. Аналогично принципу математической
индукции оно допускает следующую модификацию.

Последовательность {xn}n∈N определена, если задан элемент x1 и
указано правило, которое позволяет указать xn+1 в случае, если xm
определено для любого целого m такого, что 1 ≤ m ≤ n.

Опишем еще одну систему обозначений и терминологию, связанные
с понятием функции.

2.23. Определение. Пусть даны произвольные непустые множе-
ства T и S. Семейством элементов множества S, занумерованных
посредством элементов T, называется отображение x : T → S. Мно-
жество T называется множеством индексов семейства, а образ эле-
мента t в множестве S обозначается символом xt. Семейство элементов
множества S, занумерованных элементами T, обозначается символом{
xt ∈ S

}
t∈T. В тех случаях, когда из контекста ясно, что представляют

собой множества S или T указание множеств T или S в обозначениях
опускается и применяется более короткая запись

{
xt
}
t∈T.

Термины «функция», «отображение», «семейство» обозначают од-
но и тоже понятие. В конкретных вопросах обычно применяется какой
либо один из них. Выбор термина при этом определяется содержанием
вопроса, хотя указать правило, когда нужно писать «функция», а когда
— «отображение» или «семейство» не представляется возможным.

С понятием функции тесно связано понятие уравнения. Уравнением
называется всякое равенство вида: f(x) = g(x), где f и g — некоторые
функции. Величина x0 называется решением этого уравнения, если обе
величины f(x0) и g(x0) определены (т. е. x0 принадлежит области опре-
деления каждой из функций f и g) и совпадают между собой. При этом
не требуется, чтобы f и g имели одну и ту же область определения. Ес-
ли a — какой-либо объект, то равенство f(x) = a, где f — функция, есть
уравнение, правая часть которого — функция, тождественно равная a
и имеющая ту же область определения, что и f .

2.24. Примеры. 1) Пусть A = R, B = R. Зададим произвольно
числа a и b. Сопоставив каждому x ∈ R число ax + b мы получим
некоторую функцию f : R → R. Имеем: f(x) = ax + b для любого
x ∈ R. Определенная так функция f называется аффинной.

2) Пусть даны числа a, b, c. Квадратным трехчленом с коэффи-
циентами a, b и c называется функция f , определенная соотношением
f : x ∈ R 7→ ax2 + bx+ c.
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3) Соотношения x 7→ xn (n натуральное), x 7→ log10 x, x 7→ ax, x 7→
sinx и т. д. определяют функции, у которых область значений есть
множество R, а областью определения служит, соответственно, множе-
ство R для первой, множество всех положительных чисел для функции
log10 x и, наконец, множество всех чисел x для последних двух функций.

4) Пусть A = R× R. Тогда соотношения:

A : (x, y) ∈ R× R 7→ x+ y,

M : (x, y) ∈ R× R 7→ xy,

N : (x, y) ∈ R× R 7→
√
x2 + y2

определяют некоторые функции со значениями в R, заданные на мно-
жестве A = R× R всех пар (x, y) вещественных чисел.

5) Пусть T множество всех треугольников на плоскости. Каждому
треугольнику x могут быть сопоставлены некоторые числа: его площадь
S(x), периметр l(x), радиус вписанного круга r(x) и т. д. Тем самым на
множестве T всех треугольников на плоскости определены функции:

S : x ∈ T 7→ S(x), l : x ∈ T 7→ l(x), r : x ∈ T 7→ r(x).

6) Пусть T также есть множество всех треугольников, а K множе-
ство всех кругов на плоскости. Каждому элементу x множества A мо-
жет быть единственным образом сопоставлен некоторый элемент P (x)
множества K а, именно, круг вписанный в треугольник x. Этим опреде-
лено некоторое отображение P : T → K. Другое отображение T в K мы
получим, если сопоставим каждому треугольнику x описанный вокруг
него круг Q(x).

7) Понятие функции есть одно из основных средств математическо-
го описания самых разнообразных физических, механических и дру-
гих явлений. Пусть, например, изучается движение материальной точки
на прямой в течение отрезка времени I, определенного неравенствами
a ≤ t ≤ b. Всякому t ∈ I может быть сопоставлено некоторое число
x(t) — координата рассматриваемой точки на прямой в момент вре-
мени t. Тем самым определена некоторая функция x(t). Эта функция
полностью описывает движение точки. Все остальные характеристики
движения можно получить чисто математическими средствами, изучая
функцию x(t).

8) Предположим, что в определенной области пространства задано
электростатическое поле, создаваемое некоторой системой зарядов. Со-
поставляя каждой точке области вектор напряженности электростати-
ческого поля получим функцию, для которой данная область является
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областью определения, а область значений есть множество всех векто-
ров в пространстве.

2.5 Понятие образа и прообраза точки (множества). Инъективные,
сюръективные и биективные отображения.

2.25. Определение. Пусть даны непустые множества A и B и отоб-
ражение f : A → B. Пусть E — произвольное подмножество A. Сово-
купность всех элементов y ∈ B, каждый из которых является образом
хотя бы одного элемента множества E при отображении f называет-
ся образом множества E при отображении f и обозначается символом
f(E).

Можно сказать также, что f(E) есть множество всех y ∈ B, для
которых уравнение f(x) = y имеет, по крайней мере, одно решение x,
принадлежащее E.

Символическая запись данного определения:

f(E) = {y ∈ B | ∃(x ∈ E) y = f(x)}.

2.26. Пример. Пусть A = B = R. Рассмотрим функцию f(x) =
2x− 1. Тогда для E = Z множество f(E) есть множество всех нечетных
целых чисел. Для E = N образ f(E) есть множество всех нечетных
натуральных чисел. Если E = Q множество всех рациональных чисел,
то f(E), очевидно, совпадает с E.

2.27. Определение. Отображение f : A → B называется сюрьек-
тивным отображением или отображением множества A на множе-
ство B, если f(A) = B. (Предлог «на», таким образом, несет опреде-
ленную терминологическую нагрузку).

Иначе говоря, f : A → B есть отображение A на B, если для каж-
дого элемента y множества B можно указать элемент x множества A,
образом которого является данное y ∈ B. Это условие можно сформу-
лировать еще так: f отображает A на B, если уравнение f(x) = y имеет
решение, каково бы ни было y ∈ B

2.28. Определение. Пусть дано произвольное множествоM . Сово-
купность всех элементов x множества A, образы которых при отображе-
нии f : A → B принадлежат множеству M , называется прообразом M
относительно отображения f : A→ B и обозначается символом f−1(M).
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В том частном случае, когда множество M состоит из единствен-
ного элемента M = {y}, f−1(M) обозначается просто через f−1(y) и
называется прообразом y.

Таким образом, множество f−1(y) есть совокупность всех решений
уравнения f(x) = y:

f−1(y) = {x ∈ A | f(x) = y}.

Заметим, что, в частности, f−1(M) может быть пустым множеством.
Это, очевидно, будет в том и только в том случае, когда

f(A) ∩M = ∅.

В данном определении прообраза множества M при отображении
f : A → B не требуется, чтобы M было подмножеством B Очевидно,
что если B∩M = ∅, то f−1(M) есть пустое множество и в общем случае
f−1(M) = f−1(M ∩B)

Символическая запись приведенных определений:

f−1(M) = {x ∈ A
∣∣ f(x) ∈M} или f−1(y) = {x ∈ A

∣∣ f(x) = y}.

2.29. Пример. Обозначим через [0,∞) множество всех неотрица-
тельных действительных чисел, через (0,∞) — множество всех положи-
тельных чисел. (Таким образом, 0 ∈ [0,∞) и в то же время 0 /∈ (0,∞).)
Пусть дана функция f : A→ R. Тогда f−1([0,∞)) есть множество всех
x ∈ A, для которых f(x) ≥ 0, а f−1((0,∞)) есть множество всех x ∈ A,
для которых f(x) > 0. Поэтому задача — найти множество f−1(M) в
случае M = [0,∞) равносильна задаче: решить неравенство f(x) ≥ 0, а
в случаеM = (0,∞) — задаче: решить неравенство f(x) > 0. Мы видим,
таким образом, что одна из популярных тем различного рода конкурс-
ных экзаменов — задачи на решение неравенств сводятся к определению
прообразов множеств [0,∞) и (0,∞).

2.30. Пример. Рассмотрим еще приводившийся выше пример, когда
A = T есть множество всех треугольников, а B = K — множество всех
кругов на плоскости и отображение P : T → K сопоставляет каждому
треугольнику x ∈ T вписанный в него круг y. Для произвольного y ∈ K
прообраз P−1(y) в этом случая есть совокупность всех треугольников,
описанных около данного круга y.

2.31. Определение. Отображение f : A → B называется иньек-
тивным или взаимно однозначным, если образы различных элементов
множества B для этого отображения всегда различны.
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Иначе говоря, f : A → B взаимно однозначно, если x1 6= x2 ⇒
f(x1) 6= f(x2). Последняя импликация эквивалентна следующей: f :
A→ B взаимно однозначно, если f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2.

Заметим, что если f(x1) = f(x2) = y, то x1 ∈ f−1(y), x2 ∈ f−1(y).
Поэтому условие взаимной однозначности f можно сформулировать по
другому: отображение f : A→ B взаимно однозначно, если для любого
y ∈ B множество f−1(y) состоит не более чем из одного элемента.
На языке школьной математики это означает следующее: f : A → B
взаимно однозначно, если уравнение f(x) = y имеет не более одного
решения для любого y ∈ B.

2.32. Определение. Отображение f : A→ B называется биектив-
ным, если оно одновременно сюрьективно и инъективно.

Другими словами, отображение f : A→ B биективно, если оно есть
взаимно однозначное отображение множества A на множество B (мож-
но сказать также, что f есть взаимно однозначное соответствие между
A и B).

2.33. Примеры. 1) Пусть A = B = N. Определим отображение
f : N → N, полагая f(n) = 2n при всяком n. Тогда f есть иньектив-
ное отображение множества N в себя. При этом f(N) — образ самого
множества N есть множество всех четных натуральных чисел.

2) Пусть A = N, B = N. Определим отображение f : N → N по-
лагая f(1) = 1 и f(n) = n − 1 при n > 1. Тогда f есть сюрьективное
отображение N на N. В то же время f не взаимно однозначно, так как
f(1) = f(2) = 1.

Используя введенные понятия, мы можем сформулировать извест-
ные из элементарной алгебры теоремы о разрешимости линейного урав-
нения и систем линейных уравнений следующим образом.

Пусть a — произвольное число. Тогда отображение

l : x 7→ ax ∈ R

биективно в том и только в том случае, когда a 6= 0.
Пусть дана система чисел a, b, c, d. Тогда отображение L : (x, y) ∈

R × R 7→ (ax + by, cx + dy) ∈ R × R биективно в том и только в том
случае, если число

D = ad− bc

отлично от нуля.
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Пусть A и B произвольные множества, причем A ⊂ B. Отображение
вложения iA множества A в множествоB взаимно однозначно. Если A =
B, то iA есть тождественное отображение множества A и в этом случае
iA, очевидно, является взаимно однозначным отображением множества
A на себя, т. е. является биективным отображением.

2.34. Задача. Пусть дано отображение f : A → B. Доказать, что
для любых двух множеств P ⊂ B и Q ⊂ B справедливы равенства:

f−1(P ∪Q) = f−1(P ) ∪ f−1(Q),

f−1(P ∩Q) = f−1(P ) ∩ f−1(Q),

f−1(P \Q) = f−1(P ) \ f−1(Q).

2.35. Задача. Дано отображение f : A→ B. Пусть E1 ⊂ A, E2 ⊂ A,
M1 ⊂ B и M2 ⊂ B. Доказать, что если E1 ⊂ E2, то f(E1) ⊂ f(E2), а
если M1 ⊂M2, то f−1(M1) ⊂ f−1(M2).

2.36. Задача. Дано отображение f : A → B. Доказать, что для
всякого M ⊂ B выполняется включение: f [f−1(M)] ⊂ M . Доказать,
что f [f−1(M)] = M для всякого M ⊂ B в том и только в том случае,
если f — сюрьективное отображение множества A на B.

2.37. Задача. Дано отображение f : A → B. Доказать, что для
всякого E ⊂ A имеет место включение f−1[f(E)] ⊂ E. Доказать, что
f−1[f(E)] = E для всякого E ⊂ A тогда и только тогда, когда отобра-
жение f иньективное.

2.38. Задача. Дано отображение f : X → Y . Доказать, что следу-
ющие условия эквивалентны:

a) f есть иньективное отображение.
b) Для любых E1, E2 ⊂ X справедливо равенство f(E1 ∩ E2) =

f(E1) ∩ f(E2).
c) Для всякой пары множеств E1, E2 ⊂ X таких, что E1 ∩ E2 = ∅

также и f(E1) ∩ f(∩E2) = ∅.
d) f(A \B) = f(A) \ f(B) для любых A,B ⊂ X.

2.39. Задача. Пусть A — произвольное множество. Для функции
f : A→ R положим

Nf = {x ∈ A | f(x) = 0}, Hf = {x ∈ A | f(x) 6= 0}.
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Предположим, что заданы функции fi : A → R, i = 1, 2, . . . ,m. Для
x ∈ A положим f(x) = f1(x)f2(x) . . . fm(x). Доказать, что

Nf =

m⋃
i=1

Nfi , Hf =

m⋂
i=1

Hfi .

2.40. Задача. Пусть дана функция f : A→ R. Для n ∈ N пусть

Pn =
{
x ∈ A | f(x) >

1

n

}
, Qn =

{
x ∈ A | f(x) > − 1

n

}
.

Положим

P =

∞⋃
n=1

Pn, Q =

∞⋂
n=1

Qn.

Доказать, что P = {x ∈ A | f(x) > 0} и Q = {x ∈ A | f(x) ≥ 0}.

2.41. Задача. Для произвольной функции ϕ : A→ R положим

E0(ϕ) = ϕ−1[(0,∞)] = {x ∈ A | ϕ(x) > 0},
E1(ϕ) = ϕ−1[(−∞, 0)] = {x ∈ A | ϕ(x) < 0}.

Пусть даны функции f : A→ R, g : A→ R и пусть F (x) = f(x)g(x).
Доказать равенства

E0(F ) = [E0(f) ∩ E0(g)] ∪ [E1(f) ∩ E1(g)],

E1(F ) = [E0(f) ∩ E1(g)] ∪ [E1(f) ∩ E0(g)].

(Правила решения неравенств вида f(x)g(x) > 0 и f(x)g(x) < 0.)

2.42. Задача. Даны функции fi : A → R, i = 1, 2, . . . , n, и F (x) =
f1(x)f2(x) . . . fn(x). Доказать, что

E0(F ) =
⋃

ε1,ε2,...εn

[Eε1(f1) ∩ Eε2(f2) ∩ · · · ∩ Eεn(fn)],

где каждое εi принимает только значения 0 и 1, а объединение справа
берется по множеству всех комбинаций чисел ε1, ε2, . . . , εn, сумма кото-
рых четна. (Используются обозначения задачи 2.41.)

2.43. Задача. Даны отображение f : x ∈ R 7→ x2 +px+q и интервал
(α, β) ⊂ R. Построить множество f−1((α, β)).
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2.6 Сужение и продолжение функции

Понятие функции или отображения представляет собой совокупность
трех объектов: области определения, области значений и правила со-
ответствия. Если хотя бы один из указанных трех объектов меняет-
ся, то мы получаем уже некоторую новую функцию. Это находит свое
отражение, например, в том что свойства отображения быть взаимно
однозначными или быть отображением «на» при каком изменении во-
обще говоря, не сохраняются. Например, пусть R+ = [0,∞) есть множе-
ство всех неотрицательных вещественных чисел. Рассмотрим функции
f : R → R, g : R → R+, h : R+ → R+, каждая из которых сопостав-
ляет всякому элементу области определения его абсолютную величину.
Тогда отображение f не будет ни иньективным, ни сюрьективным, g
есть сюрьективное отображение, но не иньективное. Наконец, h есть
биективное .

Оказывается полезным отразить в надлежащих определениях и обо-
значениях некоторые ситуации, возникающие, когда меняются либо об-
ласть определения, либо область значения функции Мы ограничимся
только случаем, когда меняется область определения

2.44. Определение. Пусть заданы непустые множества A,M и B,
причем M ⊂ A, и отображения f : A→ B, g : M → B. Тогда мы будем
говорить, что g есть ограничение или сужение отображения f на M ,
если

f(x) = g(x)

для каждого x ∈M .

В этом случае мы будем также говорить, что f есть продолжение g
на A. Если g есть сужение отображения f : A→ B на M , то мы будем
писать: g = f |M либо g = f |M .

2.7 Суперпозиция отображений и ее свойства

2.45. Определение. Пусть даны отображения f : A1 → B1, g :
A2 → B2. Их суперпозицией (или композицией) называется отображе-
ние

h : x 7→ g[f(x)],

областью определения которого является прообраз f−1(A2), областью
значение множество B2

Отображение h обозначается символом g ◦ f (порядок, в котором
записываются символы f и g здесь имеет существенное значение)
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Поясним данное определение. Суперпозиция h = g ◦ f отображений
f : A1 → B1 и g : A2 → B2 есть отображение, которое строится следу-
ющим образом. Берем произвольно элемент x множества A1 и находим
величину y = f(x). Если y принадлежит A2, то определен элемент g(y)
множества B2 и мы полагаем h(x) = g(y). Может, конечно, оказаться,
что y = f(x) множеству A2 не принадлежит. В этом случае величина
h(x) для данного x не определена. Областью значений функции h яв-
ляется множество B2. Область определения h есть совокупность всех
x ∈ A1, для которых f(x) ∈ A2, т. е. прообраз f−1(A2) (это макси-
мальное множество, на котором определена суперпозиция). Множество
f−1(A2) может оказаться пустым и тогда область определения h = g ◦f
есть пустое множество. (Формально определением функции такая воз-
можность не исключается.) Следовательно, суперпозиция h = g◦f отоб-
ражений f : A1 → B1 и g : A2 → B2 есть отображение

h : f−1(A2)→ B2 (2.7.1)

с областью определения f−1(A2) = f−1(A2 ∩ B1), областью значений
B2, определенное по правилу

f−1(A2) 3 x 7→ g[f(x)]. (2.7.2)

Таким образом,

Domh = Dom g ◦ f = f−1(A2) = f−1(Dom g). (2.7.3)

Суперпозиция есть один из основных способов построения новых
функций из уже имеющихся в нашем расположении.

2.46. Пример. Пусть g = f
∣∣
M
. Тогда имеет место равенство

g = f ◦ jM ,

где jM есть вложение M в A. Действительно, f ◦ jM есть отображение
M в B и для всякого x ∈M

(f ◦ jM )(x) = f [jM (x)] = f(x),

и, значит,
f ◦ jM = g = f

∣∣
M
.

2.47. Пример. Функция h(x) =
√

1− x2 например, есть суперпози-
ция функций f(x) = 1 − x2 и g(y) =

√
y. В этом случае A1 = B1 = R и

A2 = B2 = [0,∞), где [0,∞) — множество всех неотрицательных веще-
ственных чисел
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Отметим некоторые простые свойства суперпозиции отображений.
Пусть даны множества A и B и отображение f : A→ B. Пусть iA —

тождественное отображение множества A в себя, iB — тождественное
отображение B. Тогда из определения суперпозиции непосредственно
следует, что

f ◦ iA = iB ◦ f = f.

Операция образования суперпозиции обладает одним важным свой-
ством, которое называется ассоциативностью.

2.48. Теорема об ассоциативности суперпозиции. Пусть да-
ны отображения f : A1 → B1, g : A2 → B2, h : A3 → B3. Тогда
отображения ϕ = h ◦ (g ◦ f), ψ = (h ◦ g) ◦ f совпадают, т. е. имеют одну
и ту же область определения и одну и ту же область значений, и для
всякого x из их общей области определения ϕ(x) = ψ(x).

Доказательство. Положим g ◦ f = h1, h ◦ g = f1. Требуется дока-
зать, что h◦h1 = f1◦f , т. е. надо доказать, что Dom(h◦h1) = Dom(f1◦f),
и для любого x ∈ Dom(h ◦ h1) имеем совпадение: h[h1(x)] = f1[f(x)].

В соответствии с (2.7.1) композиция ϕ = h ◦ h1 представляет собой
отображение

ϕ : h−1
1 (A3)→ B3

такое, что ϕ(x) = h[h1(x)] для x ∈ h−1
1 (A3). Заметим, что x ∈ h−1

1 (A3)
тогда и только тогда, когда h1(x) = (g ◦ f)(x) = g[f(x)] ∈ A3. Так как
(g ◦ f)(x) ∈ B2 по определению композиции g ◦ f , то, на самом деле,
x ∈ h−1

1 (A3) тогда и только тогда, когда x ∈ (g ◦f)−1(B2∩A3). С другой
стороны, если x ∈ (g ◦f)−1(B2∩A3), то (g ◦f)(x) = g[f(x)] ∈ B2∩A3. Из
последнего имеем f(x) ∈ g−1(B2∩A3), откуда x ∈ f−1(g−1(B2∩A3)). Та-
ким образом, доказано, что если x ∈ h−1

1 (A3), то x ∈ f−1(g−1(B2 ∩A3)),
т. е. доказано включение h−1

1 (A3) ⊂ f−1(g−1(B2 ∩ A3)). Вышеприве-
денные выводы очевидно обратимы, поэтому имеем также и обратное
включение f−1(g−1(B2 ∩A3)) ⊂ h−1

1 (A3). Следовательно,

Domϕ = h−1
1 (A3) = f−1(g−1(B2 ∩A3)), (2.7.4)

а для точки x ∈ Domϕ имеем ϕ(x) = h{h1(x)} = h{g[f(x)]}.
В соответствии с (2.7.1) и (2.7.3) композиция ψ = f1 ◦f представляет

собой отображение
ψ : f−1(Dom f1)→ B3

такое, что ψ(x) = f1[f(x)] для x ∈ f−1(Dom f1). Заметим, что Dom f1 =
g−1(A3) = g−1(B2 ∩A3). Отсюда

Domψ = f−1(Dom f1) = f−1(g−1(B2 ∩A3)), (2.7.5)
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а для точки x ∈ Domψ имеем ψ(x) = f1[f(x)] = h{g[f(x)]}.
Сравнивая (2.7.4) и (2.7.5), мы видим, что Domϕ = Domψ и ϕ(x) =

ψ(x). Следовательно, отображения ϕ и ψ совпадают. Теорема доказана.

2.8 Понятие обратного отображения

2.49. Определение. Пусть f : A→ B — взаимно однозначное отоб-
ражение. Положим M = f(A). Тогда для всякого y ∈ M существует и
притом единственный элемент x множества A такой, что f(x) = y. Со-
поставляя каждому y ∈ M этот элемент x ∈ A, мы получаем новое
отображение g : M → A. Это отображение называется обратным к f и
обозначается символом f−1.

Согласно определению, если y = f(x), где x ∈ A, то f−1(y) = x.
Подставляя в равенство y = f(x) вместо x выражение f−1(y) получим

f [f−1(y)] = y

для любого y ∈ M . Аналогично, подставляя в равенство f−1(y) = x
вместо y выражение f(x) получим, что

f−1[f(x)] = x

для любого x ∈ A. Иначе говоря,

f ◦ f−1 = jM , f−1 ◦ f = iA,

где jM есть отображение вложения M в B, а iA есть тождественное
отображение множества A.

2.50. Задача. Пусть дано отображение f : A → B. Доказать, что
если существует отображение g : B → A такое, что g ◦ f = iA ( iA –
тождественное отображение множества A), то отображение f взаимно
однозначно. (В данном случае g называется левым обратным для f).

Доказать, что если существует отображение g : B → A такое, что
f ◦g = iB , то g есть отображение множества A на множество B. (В этом
случае g называется правым обратным к f .)

2.9 График функции

2.51. Определение. Пусть A и B — произвольные непустые мно-
жества. Рассмотрим их прямое произведение A×B. Предположим, что
задано отображение f : A → B. Множество Γ(f) ⊂ A × B всех пар
(x, f(x)) называется графиком отображения f .
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Для того, чтобы множество Γ ⊂ A × B было графиком некоторого
отображения f : A → B необходимо и достаточно, чтобы для любого
элемента x ∈ A существовал и притом единственный элемент y ∈ B
множества B такой, что пара (x, y) принадлежит Γ. Действительно, ес-
ли Γ есть график некоторого отображения f : A → B, то Γ очевидно,
удовлетворяет данному условию. Предположим, с другой стороны, что
для множества Γ ⊂ A × B указанное условие выполняется. Возьмем
произвольно x ∈ A. Для него, по условию, найдется y ∈ B, для которо-
го (x, y) ∈ Γ, причем такое y единственно. Сопоставим каждому x ∈ A
y ∈ B такое, что (x, y) ∈ Γ. Мы получим в результате некоторое отоб-
ражение множества A в множество B. Графиком этого отображения,
очевидно, является данное множество Γ.

2.10 Вещественные функции.

2.10.1 Алгебраические операции над функциями

Пусть A произвольное множество. Вещественной функцией на множе-
стве A называется всякое отображение f : A→ R.

Функцию f : A → R мы будем называть конечной, если f(x) ∈ R
для всех x ∈ A.

В дальнейшем, каждый раз, когда это не ограничено особо, под ве-
щественной функцией всегда понимается конечная вещественная функ-
ция.

Пусть f : A → R и g : A → R — конечные вещественные функции,
определенные на множестве A.

2.52. Определение. Суммой и произведением функций f и g на-
зываются функции

s : A→ R и p : A→ R,

определенные следующим образом:

s(x) = f(x) + g(x), p(x) = f(x)g(x)

для всех x ∈ A. Мы будем обозначать функцию s символом f + g а
функцию p — символом fg.

2.53. Определение. Если g принимает значения, отличные от нуля
хотя бы в одной точке x ∈ A, то может быть определено частное

h =
f

g
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функций f и g. Областью определения функции h является множество
всех x ∈ A, для которых g(x) 6= 0 и для всякого такого x

h(x) =
f(x)

g(x)
.

Пусть a ∈ R произвольное число и f : A → R — числовая функция,
определенная на множестве A. Символами af и f + a будем обозначать
функции, определенные условиями:

(af)(x) = a · f(x), (f + a)(x) = f(x) + a

для любого x ∈ A.

2.10.2 График вещественной функции

При изучении вещественных функций, определенных на числовых мно-
жествах оказываются полезными некоторые наглядно геометрические
представления.

Координатной осью на плоскости или координатной осью в про-
странстве называется всякая прямая, на которой указаны две различ-
ные точки, причем одной из этих точек присвоено наименование нуле-
вой, а другой — единичной.

Пусть l — произвольная ось, O — ее нулевая, E — единичная точка
(нарисуйте). Каждой точке M на оси l может быть сопоставлено неко-
торое вещественное число x(M) называемое координатой точки M на
оси l. Число x(M) определяется следующим образом. Пусть ξ ≥ 0 есть
отношение длин отрезков OM и OE,

ξ =
|OM |
|OE|

≥ 0.

Тогда x(M) = ξ, если точки M и E лежат по одну сторону точки O и
x(M) = −ξ, если точки M и E расположены по разные стороны точ-
ки O.

Справедливо следующее утверждение, на котором базируется по-
строение аналитической геометрии.

2.54. Первый постулат аналитической геометрии. Отобра-
жение x : M ∈ l 7→ x(M) взаимно однозначно отображает прямую l на
множестве всех вещественных чисел R.
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Напомним понятие декартовой аффинной системы координат на плос-
кости. Проведем две различные прямые OX и OY , пересекающиеся в
точке O (нарисуйте). На прямых OX и OY отложим ненулевые направ-
ленные отрезки (векторы) OEx и OEy. Будем считать точку O нулевой
на каждой из прямых OX и OY , а точки Ex и Ey — единичными.

Каждая из прямых OX и OY представляет собой координатную ось
и, следовательно, определено понятие координаты для точек на этих
осях.

Пусть M — произвольная точка на плоскости, M1 — ее проекция
на прямую OX вдоль оси OY ; cоответственно, M2 — проекция M на
прямую OY вдоль оси OX. Таким образом,

−→
OM=

−→
OM1+

−→
OM2.

Пусть x(M) — координата точкиM1 на оси OX, y(M) — координата
M2 на оси OY . Следовательно, точке M отвечает пара вещественных
чисел (x, y), где x = x(M), y = y(M), т. е. некоторый элемент множества
R2 = R×R. Числа x и y называются координатами точки M . При этом
число x называют абсциссой, а число y — ординатой точки M .

Справедливо следующее утверждение.

2.55. Второй основной постулат аналитической геометрии.
Отображение M 7→ (x(M), y(M)) плоскости в прямое произведение R×
R = R2 взаимно однозначно и является отображением плоскости на
множество R2.

Это предложение означает, что если точкиM1 иM2 различны, то со-
ответствующим им пары (x1, y1) и (x2, y2) также различны и для любой
пары чисел (x, y) существует точка M , абсцисса которой равна x, а ор-
дината равна y. Отображение плоскости в множество пар вещественных
чисел R2, получаемое с помощью описанного здесь построения, называ-
ется декартовой аффинной системой координат на плоскости, оси OX
и OY называются координатными осями этой системы координат.

Если дополнительно координатные оси OX и OY перпендикулярны,
а выбранные отрезки OEx и OEy имеют одинаковую длину, то отобра-
жение плоскости в множество пар вещественных чисел R2 называется
декартовой ортогональной системой координат на плоскости.

2.56. Определение. Пусть A — непустое множество вещественных
чисел. Предположим, что дана функция f : A→ R. Зададим на плоско-
сти декартову ортогональную систему координат. Графиком функции
f в этой системе координат называется совокупность всех точек M , у
которых первая координата x(M) принадлежит A, а вторая координата
y(M) равна f [x(M)].
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Использование графика часто позволяет представить те или иные
свойства вещественной функции в наглядной и обозримой форме. Гра-
фик функции обычно изображают в виде некоторой линии на плоско-
сти. Если функция достаточно произвольна, то ее график может ока-
заться множеством, мало поддающимся наглядному восприятию.

2.10.3 Верхняя и нижняя границы вещественной функции. Ограни-
ченные функции

Пусть дана функция f : M → R, где M— произвольное множество.
Предположим, что A — непустое подмножество M .

Число L ∈ R называется верхней границей функции f на множестве
A, если для всех x ∈ A выполняется неравенство: f(x) ≤ L.

Аналогично число K ∈ R называется нижней границей функции f
на множестве A, если для всех x ∈ A имеем: f(x) ≥ K.

Очевидно, −∞ является нижней, а ∞ — верхней границей функции
f : M → R на всяком множестве A ⊂M .

Функция f : M → R называется ограниченной сверху на множестве
A ⊂ M , если она имеет хотя бы одну конечную верхнюю границу на
множестве A, т. е. существует число L ∈ R такое, что для всех x ∈ A
выполняется неравенство f(x) ≤ L.

Функция f : M → R называется ограниченной снизу на множестве
A ⊂M , если она имеет на A хотя бы одну конечную нижнюю границу,
т. е. существует число K ∈ R такое, что для всех x ∈ A выполняется
неравенство f(x) ≥ K.

Функция f : M → R называется ограниченной на множестве A ⊂M ,
если она ограничена на нем сверху и снизу. Иначе говоря, функция
f : M → R ограничена на множестве A ⊂ M , если существуют числа
K и L такие, что −∞ < K < ∞, −∞ < L < ∞, и для всех x ∈ A
выполняются неравенства: K ≤ f(x) ≤ L. Полезно следующее простое
утверждение.

2.57. Лемма. Функция f : M → R ограничена на множестве A ⊂M
тогда и только тогда, когда существует такое конечное число L, что для
всех x ∈ A выполняется неравенство |f(x)| ≤ L.

Доказательство. Предположим, что функция f : M → R огра-
ничена на множестве A ⊂ M . Тогда найдутся числа K и L такие, что
K ∈ R, l ∈ R, и для всех x ∈ A выполняются неравенства

K ≤ f(x) ≤ L. (2.10.6)
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Обозначим через H наибольшее из чисел |K| и |L|. Очевидно верны
соотношения

−H ≤ −|K| ≤ K ≤ L ≤ |L| ≤ H.

Отсюда и (2.10.6) заключаем, что −H ≤ f(x) ≤ H для всех x ∈ A, т. е.
|f(x)| ≤ H для всех x ∈ A. Этим доказана необходимость условия
леммы.

Докажем его достаточность. Предположим, что существует чис-
ло H такое, что 0 ≤ H < ∞ и |f(x)| ≤ H для всех x ∈ A. Значит,
−H ≤ f(x) ≤ H для всех x ∈ A. Мы видим, что −H есть нижняя, а H
верхняя границы функции f на A. Так как H конечно, отсюда следует
ограниченность функции f на множестве A. Лемма доказана.

2.10.4 Точные верхние и нижние границы числовых функций

Пусть даны функция f : M → R и множество A ⊂ M . Тогда опреде-
лено множество f(A) — образ множества A. Точная верхняя граница
множества f(A) называется точной верхней границей функции f на
множестве A и обозначается символом

sup
x∈A

f(x) либо, короче, символом sup
A
f.

Точная нижняя граница множества f(A) называется точной нижней
границей функции f на множестве A и обозначается символом

inf
x∈A

f(x) или, короче, символом inf
A
f.

Согласно определению имеем

sup
x∈A

f(x) = sup f(A), inf
x∈A

f(x) = inf f(A).

Отметим некоторые простые свойства понятий точной нижней и точ-
ной верхней границы, непосредственно вытекающие из определения.

Зададим произвольно функцию f : M → R и непустое множество
A ⊂M . Положим

K = inf
x∈A

f(x), L = sup
x∈A

f(x).

Справедливы следующие простые свойства, формулируемые ниже как
задачи для самостоятельного решения.
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2.58. Задача. Для любого x ∈ A выполняются неравенства

K ≤ f(x) ≤ L.

2.59. Задача. Если число L′ является верхней границей функции
f на множестве A, т. е.

f(x) ≤ L′

для всех x ∈ A, то L ≤ L′.
Аналогично, если K ′ есть нижняя граница f на A, т. е.

f(x) ≥ K ′

для всех x ∈ A, то K ≥ K ′.

2.10.5 Признак точных верхних и нижних границ числовых функ-
ций (геометрическая интерпретация)

Установим признаки точной верхней и точной нижней границ функции,
аналогичные соответствующие признакам для точной верхней и точной
нижней границ числового множества.

2.60. Теорема. Пусть даны функция f : M → R и непустое мно-
жество A ⊂M . Для того чтобы L ∈ R было точной верхней границей f
на A необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующие условия:

a) f(x) ≤ L для любого x ∈ A;
b) для любого p < L существует x ∈ A такое, что p < f(x).
Число K ∈ R является точной нижней границей функции f на мно-

жестве A тогда и только тогда, когда
a′) f(x) ≥ K для любого x ∈ A;
b′) для любого q > K найдется x ∈ A такое, что q > f(x).

Доказательство. Мы ограничимся случаем точной верхней гра-
ницы. Для точной нижней границы доказательство приводится совер-
шенно аналогично. Нужно только в рассуждениях заменить знаки нера-
венств ≤ на ≥, < на > и слова «верхняя граница» — словами «нижняя
граница».

Необходимость. Пусть L = sup
A
f = sup f(A). Тогда в силу задачи

2.58 выполнено условие a). Требуется доказать, что L удовлетворяет
условию b). Пусть p < L. Так как по определению L = sup f(A), то в
силу признака 1.91 точной верхней границы множества найдется y ∈
f(A) такое, что p < y. Согласно определению множества f(A) найдется
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x ∈ A такое, что y = f(x). Таким образом для выбранного x имеем
p < f(x). Условие b) тем самым доказано.

Достаточность. Требуется доказать, что если L — верхняя гра-
ница функции f на множестве A, и для числа p < L найдется точка
x ∈ A такая, что p < f(x), то L = sup

A
f . Действительно, если это усло-

вие выполнено, то никакое число p < L не является верхней границей
функции f на множестве A. Значит, если L′ — любая другая верхняя
граница функции f на множестве A, то L ≤ L′. Таким образом, мы
получаем, что L есть наименьшая из верхних границ функции f на
множестве A. Это означает, что

L = sup
A
f

Теорема доказана.

2.10.6 Свойства точной верхней и точной нижней границ функции

Ниже мы формулируем в задачах некоторые простые свойства точной
верхней и точной нижней границ функции.

2.61. Задача. Пусть даны функция f : M → R и множества A,B ⊂
M . тогда в случае A ⊂ B выполняются неравенства

sup
x∈A

f(x) ≤ sup
x∈B

f(x) и inf
x∈A

f(x) ≥ inf
x∈B

f(x).

Указание. Если A ⊂ B, то f(A) ⊂ f(B).

2.62. Задача. Пусть даны функции f : M → R и g : M → R. Если
для всех x ∈ A, где A ⊂M , выполняется неравенство f(x) ≤ g(x), то

inf
x∈A

f(x) ≤ inf
x∈B

g(x) и sup
x∈A

f(x) ≤ sup
x∈B

g(x).

Указание. Если K = inf
x∈A

f(x), то K ≤ f(x) ≤ g(x) для всех x ∈ A.

2.63. Задача. Пусть даны функция f : M → R и множество A ⊂M .
Тогда

inf
x∈A

f(x) = − sup
x∈A

[−f(x)] и sup
x∈A

f(x) = − inf
x∈A

[−f(x)].

Указание. Применить теорему 2.60.
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2.11 Конечные и бесконечные множества

2.11.1 Конечные множества

Покажем, как интуитивные представления о конечном множестве и чис-
ле его элементов соотносятся с вышеприведенным определением нату-
рального числа.

Для произвольного n ∈ N символом In будем обозначать совокуп-
ность

In = {m ∈ N | m ≤ n}.

Совокупность In будем называть n-ым отрезком множества всех на-
туральных чисел N.

Если m ≤ n, то тем более m ≤ n + 1. Отсюда вытекает, что при
каждом n ∈ N имеет место включение: In ⊂ In+1. Если m ∈ In+1 и
m 6= n + 1, то m < n + 1 и, значит, по свойству 1.45 имеем m ≤ n.
Следовательно, m ∈ In. Последнее позволяет заключить, что

In+1 = In ∪ {n+ 1}.

Выясняя число предметов, образующих какую-либо совокупность,
(например, число зданий в городе, число студентов, явившихся на за-
нятия, число автомобилей на парковке и т. п.), мы по очереди указы-
ваем на каждый из этих предметов, произнося при этом слова: «один»,
«два», «три» и т.д. Когда будет указан последний из данных предметов,
слово «n», которое мы при этом произнесем, и будет обозначать число
предметов, входящих в данную совокупность.

Математически этот обычный процесс счета есть не что иное, как
построение взаимно однозначного отображения рассматриваемого мно-
жества объектов на отрезок In множества N.

2.64. Определение. Непустое множество A называется конечным,
если существует число n ∈ N, при котором A биективно некоторой со-
вокупности In.

Такое n называется числом элементов множества A и обозначается
символом #A.

Пустое множество также будем считать конечным множеством: чис-
ло его элементов полагаем равным нулю.

В связи с данным определением конечного множества возникают
некоторые вопросы, без ответа на которые это определение не может
считаться удовлетворительным. Основной из них таков: не может ли
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оказаться, что для некоторого множества A существуют взаимно од-
нозначные отображения на различные отрезки In и Im множества на-
туральных чисел N? Иначе говоря, не может ли получиться, что под-
считывая число элементов конечного множества в разном порядке мы
будем каждый раз получать разные результаты?

Наша ближайшая цель — показать, что число элементов конечного
множества определено корректно, т. е. не зависит от выбора биектив-
ного отображения f : A→ In.

Пусть A — непустое конечное множество. Предположим, что суще-
ствуют биективные отображения α : A→ In и β : A→ Im. Тогда β ◦α−1

есть биективное отображение множества In в множество Im.
В силу доказываемого ниже свойства 2.66 это позволяет нам заклю-

чить, что n ≤ m.
Аналогичным образом, α◦β−1 есть биективное отображение множе-

ства Im в In. В силу свойства 2.66, отсюда следует, что m ≤ n и, значит,
m = n.

Таким образом, для всякого непустого конечного множества A число
n ∈ N такое, что A допускает биективное отображение на множество In,
единственно, и число его элементов определено корректно.

Установим некоторые простые свойства множеств In.

2.65. Свойство. Всякое инъективное отображение множества In в
себя является биективным отображением In на себя.

Доказательство. Пусть E = {n ∈ N | всякое инъективное отобра-
жение множества In в себя является биективным отображением In на
себя}.

Покажем, что 1 ∈ E. Действительно, в случае n = 1 множество In
состоит из единственного элемента — числа 1. Существует только одно
отображение множества I1 в себя — тождественное отображение I1. Оно
одновременно и инъективно, и биективно.

Предположим, что n ∈ E. Пусть β : In+1 → In+1 — инъективное
отображение In+1 в себя. Рассмотрим частный случай, к которому мы
позже сведем общий: β(n+ 1) = n+ 1. Обозначим через α ограничение
β на In.

Отображение α инъективно. Если m ∈ In, то m 6= n + 1 и, значит,
α(m) = β(m) 6= β(n + 1) = n + 1. Отсюда следует, что α(m) ≤ n, то
есть α(m) ∈ In для всякого m ∈ In и, значит, α отображает In в себя.
В силу индукционного предположения, α — биективное отображение
множества In.
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Отсюда вытекает, что β — биективное отображение множества In+1

на себя.
Рассмотрим теперь общий случай, когда β(n + 1) 6= n + 1. Пусть

β(n+ 1) = m. Зададим отображение τ множества In+1 на себя, полагая
τ(m) = n + 1, τ(n + 1) = m и τ(k) = k в случае, если k ∈ In+1 отлично
от m и n+ 1.

Очевидно, что τ — биективное отображение множества In+1 на себя.
Полагаем γ = τ ◦ β. Очевидно, γ есть инъективное отображение In+1 в
себя. При этом γ(n+ 1) = τ [β(n+ 1)] = τ(m) = n+ 1. По доказанному,
отсюда вытекает, что γ — биективное отображение множества In+1 на
себя. Это позволяет заключить, что β также является отображением
множества In+1 на себя.

В силу принципа математической индукции E = N

2.66. Свойство. Пусть даны числа n,m ∈ N. Если существует инъ-
ективное отображение In в Im, то n ≤ m.

Доказательство. Фиксируем произвольное m ∈ N. Пусть E =
{n ∈ N | для всякого инъективного отображения α : In → Im выпол-
няется n ≤ m}.

В случае n = 1 имеем 1 ∈ E, поскольку 1 есть наименьшее натураль-
ное число.

Предположим, что n ∈ E. Пусть β : In+1 → Im — инъективное
отображение.

Если β(n+ 1) = m, то ограничение β на In будет инъективным отоб-
ражением In в Im. В силу предположения индукции, отсюда следует,
что n ≤ m. Установим, что равенства здесь быть не может. Действи-
тельно, если n = m, то инъективное отображение β : In → Im в силу
свойства 2.65 будет биективным. Следовательно, существует l ≤ n та-
кое, что β(l) = m. Последнее противоречит инъективности отображения
β : In+1 → Im, так как β(l) = β(n + 1) = m. Значит, n < m и поэтому
n+ 1 ≤ m (вытекает непосредственно из свойства 1.44).

Предположим, что k = β(n + 1) 6= m. Пусть τ есть отображение
множества Im на себя, определенное следующим образом: τ(k) = m,
τ(m) = k и τ(i) = i в случае, если i ∈ Im отлично от k и m.

Очевидно, τ есть биективное отображение Im на себя. Полагаем γ =
τ ◦ β. Отображение γ множества In+1 в Im инъективно. При этом γ(n+
1) = m. По доказанному, отсюда следует, что n+ 1 ≤ m.

Оба требования принципа математической индукции здесь соблюде-
ны и тем самым свойство 2.66 доказано.
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2.67. Свойство. Всякое непустое подмножество множества In яв-
ляется конечным множеством, т. е. допускает биективное отображение
на множество Im для некоторого m ∈ N.

Доказательство. Доказательство будем вести с помощью принци-
па индукции. Пусть n = 1. Имеем: I1 = {1} и всякое непустое подмно-
жество I1 совпадает с I1, а потому конечно.

Предположим, что для некоторого n предложение доказано. Пусть
A есть непустое подмножество множества In+1.

Если n + 1 не является элементом A, то для всякого k ∈ A имеем
k < n + 1 и, значит, k ≤ n. Отсюда вытекает, что A ⊂ In, и, значит, в
силу предположения индукции, множество A конечное.

Предположим, что n+ 1 ∈ A. Пусть A′ = A \ {n+ 1}.
Если A′ пусто, то A состоит из единственного элемента — числа n+1.

Полагая α(n + 1) = 1, мы очевидно получаем биективное отображение
A на I1, так что в этом случае множество A конечно, в смысле данного
здесь определения.

Если A′ 6= ∅, то для всякого k ∈ A′, очевидно, имеем: k < n + 1 и,
значит, k ≤ n, то есть A′ ⊂ In.

По предположению индукции, множество A′ конечно и, значит, най-
дется биективное отображение α : A′ → Im. Продолжим α на A, полагая
α(n+ 1) = m+ 1. В результате получим биективное отображение A в
Im+1. Тем самым конечность множества A доказана.

2.68. Задача. Если множества A и B суть произвольные непересе-
кающиеся конечные множества, n — число элементов множества A, m
— число элементов множества B, то их объединение A∪B имеет n+m
элементов:

#A+ #B = #(A+B).

2.69. Задача. Если конечное множествоA содержит некоторое непу-
стое множество B, то множество B и дополнение A \B — также конеч-
ные, и

#A \B = #A−#B.

2.70. Задача. Если A и B — конечные множества, то

#(A ∪B) = #A+ #B −#(A ∩B).
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2.71. Задача. Если A, B и C — конечные множества, то

#(A ∪B ∪ C)

= #A+ #B+ #C −#(A∩B)−#(B ∩C)−#(A∩C) + #(A∩B ∩C).

2.72. Задача. Пусть A1, A2, . . . , Am — конечные множества. Тогда
справедливо равенство

#
( m⋃
i=1

Ai

)
=

m∑
k=1

[
(−1)k−1

∑
1≤i1<i2<...ik≤m

#(Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik)
]
.

Здесь каждая внутренняя сумма содержит слагаемые, отвечающие
всем возможным комбинациям индексов i1, i2, . . . ik, удовлетворяющим
условию, указанному под знаком

∑
.

Установим одно свойство конечных подмножеств R.

2.73. Теорема. Всякое непустое конечное множество вещественных
чисел имеет максимальный и минимальный элементы.

Доказательство. Пусть A ⊂ R конечное множество и #(A) число
его элементов.

Если #(A) = 1, то A состоит из единственного элемента, который
будет и наименьшим и наибольшим элементом множества A.

Предположим, что утверждение теоремы верно, когда #(A) = n.
Пусть #(A) = n + 1. Возьмем произвольный элемент x ∈ A. Мно-

жество A \ {x} состоит из n элементов и, по предположению, обладает
наименьшим и наибольшим элементами.

Пусть p есть наименьший, а q — наибольший элемент A\{x}. Тогда,
меньшее из чисел x и p будет наименьшим элементом множества A.

Точно также, большее из чисел x и q является наибольшим элемен-
том множества A. Теорема доказана.

2.11.2 Бесконечные множества. Счетные множества и их свой-
ства

Если множество не является конечным, то в таком случае его называют
бесконечным.

Одна из основных идей Георга Кантора — создателя теории мно-
жеств — состоит в классификации бесконечных множеств по степени
их «обширности». Как показал Г. Кантор бесконечные множества мо-
гут быть более и менее обширными.
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Счетные множества занимают самое низшее место в иерархии бес-
конечных множеств, построенной Г. Кантором.

2.74. Определение. Пусть A — произвольное множество. Говорят,
что A — счетное множество, если существует биективное отображе-
ние ν множества натуральных чисел N на множество A. Всякое такое
отображение ν : N → A называется нумерацией элементов A. Элемент
ν(n) соответствует числу n ∈ N в данной нумерации. Число n называ-
ется номером элемента ν(n).

Говоря наглядно, множество A счетное, если каждому его элемен-
ту можно присвоить определенный номер и притом так, что разные
элементы всегда получают только разные номера. При значения этих
номеров пробегают все множество N. (Здесь описано обратное отобра-
жение ν−1 : A→ N.)

Множество всех натуральных чисел N счетно. Действительно, N есть
бесконечное множество и тождественное отображение N в себя является
нумерацией N.

2.75. Теорема. Пусть дано биективное отображение f : A → B.
Тогда, если A счетно, то множество B также счетно.

Доказательство. Так как A счетное, то согласно определению су-
ществует биективное отображение µ : N → A. Положим ν = f ◦ µ.
Очевидно, ν есть биективное отображение N на B. Теорема доказана.

2.76. Теорема. Всякое бесконечное подмножество множества N до-
пускает взаимно однозначное отображение на N.

Доказательство. ПустьM⊂N бесконечное множество. Мы постро-
им сначала взаимно-однозначное отображение множества N наM . Отоб-
ражение обратное к нему, очевидно и будет искомым.

Обозначим через x1 наименьший элемент множества M . Предполо-
жим, что для некоторого n элементы x1, x2, . . . , xn определены. Пусть
Mn = M \ {x1, x2, . . . , xn} множество, состоящее из всех остальных эле-
ментов множества M . Так как множество M бесконечно, то Mn не пу-
сто. Обозначим через xn+1 наименьший элемент множества Mn. В силу
принципа математической индукции тем самым определена некоторая
последовательность {xn}n∈N элементов множестваM , т. е. отображение
x множества N в M .

Построенное отображение x : N→M взаимно однозначно. Действи-
тельно пусть n1 и n2 произвольные натуральные числа, причем n1 6= n2.
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Будем считать, что n1 < n2. Положим n2 − 1 = n. Тогда xn1
есть одно

из чисел x1, x2, . . . , xn, а xn2
= xn+1 ∈ Mn и, значит, xn2

не равно ни
одному из чисел x1, x2, . . . , xn. В частности, xn2

6= xn1
.

Докажем, что x есть отображение N на M . Допустим, что это не
так. Тогда найдется m ∈ M такое, что m 6= xn каково бы ни было n.
Из построения последовательности {xn}n∈N следует, что m ∈ Mn при
любом n и, значит, xn+1 = minMn ≤ m для всех n. Очевидно 1 < m, и в
силу принципа математической индукции отсюда получаем, что xn < m
для всех n. Отображение x : N→M , как доказано, взаимно однозначно
и числа xn все натуральные. Мы получаем, таким образом, что между
1 и m содержится бесконечно много различных натуральных чисел, что
нелепо. Итак допустив, что x не есть отображение N наM мы приходим
к противоречию.

Таким образом, установлено существование взаимно однозначного
отображения N на M и теорема, тем самым, доказана.

2.77. Теорема. Пусть f : A → B есть отображение счетного мно-
жества A на бесконечное множество B. Тогда B — счетное множество.

Доказательство. Зададим произвольно нумерацию ν множества
A, т. е. биективное отображение ν : N → A и рассмотрим композицию
µ = f ◦ ν : N → B. Возьмем произвольно y ∈ B. Так как f — сюрьек-
тивное отображение, то множество µ−1(y) непустое. Обозначим через
minµ−1(y) наименьший из номеров элементов множества µ−1(y). Этим
определено отображение g : B → N:

B 3 y 7→ minµ−1(y).

Отображение g взаимно-однозначно. Действительно, если y1 6= y2, то
множества µ−1(y1) и µ−1(y2) не имеют общих элементов. Следователь-
но, g(y1) = minµ−1(y1) 6= minµ−1(y2) = g(y2).

Мы построили инъективное отображение g : B → N и тем самым
теорема доказана, так как g(B) ⊂ N — бесконечное подмножество в N,
а по теореме 2.76 множество g(B) счетное.

2.78. Следствие. Бесконечное подмножество B счетного множе-
ства A счетно.

Доказательство. Рассмотрим следующее отображение f : A→ B:
f(x) = x, если x ∈ B, и f(x) = x0, если x /∈ B, где x0 ∈ B — произволь-
ная фиксированная точка. По теореме 2.77 множество B счетное.
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2.79. Следствие. Пусть дано отображение f : A → B. Тогда если
множество E ⊂ A счетное, и его образ f(E) бесконечен, то и f(E) —
счетное множество.

Доказательство. Достаточно заметить, что сужение отображения
f на множестве E есть отображение E на f(E).

2.80. Следствие. Если бесконечное множество A допускает инъек-
тивное отображение в N, то A — счетное множество.

Доказательство. Пусть ν : A → N — инъективное отображение.
Пусть M = ν(A). Очевидно, M есть бесконечное подмножество N и,
значит, по теореме 2.77 существует биективное отображение µ : M → N.
Отображение, обратное к композиции µ◦ν, как нетрудно видеть, и есть
требуемое отображение. Следствие доказано.

Следствие показывает, что проверки счетности бесконечного мно-
жества A достаточно построить иньективное отображение A в множе-
ство N.

2.81. Определение. Пусть A — произвольное множество. Говорят,
что A — не более чем счетное множество, если существует инъектив-
ное отображение ν множества A во множество натуральных чисел N.

Из следствия 2.78 очевидно вытекает, что не более чем счетными
множествами могут быть лишь конечные множества и счетные. Пустое
множество по определению полагаем не более чем счетным.

2.11.3 Операции над счетными множествами

Цель этого раздела — привести одну наглядную схему, полезную при
различных операциях над счетными множествами.

На плоскости зададим декартову ортогональную систему координат.
Рассмотрим квадрант

x ≥ 0, y ≥ 0. (2.11.7)

Прямыми x = m, y = n, где m и n произвольные натуральные числа,
мы разобьем его на квадраты, определяемые неравенствами

m− 1 ≤ x ≤ m; n− 1 ≤ y ≤ n. (2.11.8)

Разделенный таким образом квадрант (2.11.7) будем называть «канто-
ровой таблицей» и отдельные квадраты, составляющие разбиение, бу-
дем именовать «клетками канторовой таблицы». Клетку, определенную
неравенствами (2.11.8) будем обозначать символом Km,n (нарисуйте).
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2.82. Лемма. Множество всех клеток канторовой таблицы счетно.

Доказательство. Определим следующим образом нумерацию кле-
ток канторовой таблицы. Сопоставим клетке Km,n натуральное число

ν(m,n) = (2m− 1)2n−1.

Наглядно это означает, что клеткам, образующим самую нижнюю стро-
ку таблицы в качестве номера присваиваются последовательные нечет-
ные числа. Клетке каждой следующей строки присваивается номер, по-
лучаемый удвоением номера клетки, расположенной непосредственно
под ней.

Докажем, что отображение

ν : Km,n 7→ (2m− 1)2n−1 ∈ N

биективно.
Действительно, возьмем две различные клетки Km1,n1

и Km2,n2
. То-

гда, если n1 6= n2, то числа ν(m1, n1), ν(m2, n2) делятся на разные степе-
ни числа 2 и потому различны. Если же n1 = n2 то m1 6= m2 и, значит,
2m1 − 1 6= 2m2 − 1, откуда следует, что тогда ν(m1, n1) 6= ν(m2, n2).
Таким образом, если клетки Km1,n1

и Km2,n2
различны, то и числа

ν(m1, n1) и ν(m2, n2) различны, так что ν есть инъективное отобра-
жение канторовой таблицы в N.

С другой стороны, всякое натуральное число l можно единственным
образом представить в виде (2m − 1)2n−1 (т. е. число l будет образом
клетки Km,n). Следовательно, отображение ν будет отображением на
N, а потому — биективным. Лемма доказана.

Применение канторовой таблицы во многих случаях позволяет при-
дать наглядный характер рассуждениям, посредством которых доказы-
вается счетность тех или иных множеств.

Пусть дано бесконечное множество M . Предположим, что все эле-
менты множества M размещены в клетки канторовой таблицы, причем
в одной клетке оказывается не более одного элемента. Не требуется,
чтобы все клетки канторовой таблицы были заняты элементами мно-
жества M . Можно разместить один элемент множества M в несколько
клеток, важно только, чтобы в каждой клетке содержалось не более
одного элемента множества M . Пусть E множество всех клеток канто-
ровой таблицы, в которых стоят элементы множества M . Понятно, что
множество E бесконечное. (Почему?)

По следствию 2.78 множество E счетное (как бесконечное подмноже-
ство счетного элемента). Сопоставив каждой клетке из E заключенный
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в ней элемент M получим отображение E на M . В силу следствия 2.79
отсюда следует, что M — счетное множество.

Конструкция канторовой таблицы во многих случаях облегчает про-
цесс размещения в нее элементов множества. Покажем как используя
канторову таблицу доказать, например, счетность множества всех
целых чисел. Запишем в клетки первой строки канторовой таблицы чис-
ла 1, 2, 3, . . .. В первой клетке второй строки запишем число 0. Нако-
нец, в клетках третьей строки запишем последовательно числа −1, −2,
−3, . . .. В результате каждое целое число будет занесено в некоторую
клетку канторовой таблицы. Присвоив ему номер этой клетки, полу-
чим взаимно однозначное отображение Z в N. Тем самым, доказано,
что множество Z является счетным.

Аналогичным образом может быть установлено, что и множество
всех рациональных чисел счетное. Мы выведем это утверждение как
следствие некоторой общей теоремы.

Пусть
(
Et
)
t∈T произвольное семейство множества, где индекс t про-

бегает некоторое множество T . (Это означает, что всякому t ∈ T со-
поставлено некоторое множество Et.) Семейство

(
Et
)
t∈T называется

счетным, если множество индексов T счетное. Объединением семейства
множеств

(
Et
)
t∈T называется совокупность всех объектов x, каждый

из которых принадлежит по крайней мере одному из множеств Et.

2.83. Теорема. Объединение не более чем счетного семейства не
более чем счетных множеств не более чем счетное. Если хотя бы одно из
множеств этого семейства счетное, то их объединение — также счетное.

Доказательство. Доказательство. Пусть
(
Et
)
t∈T — произвольное

не более чем счетное множеств, удовлетворяющих условию теоремы,
E — его объединение. Зададим произвольное инъективное отображение
ν : T → N. Для каждого t ∈ T элементы множества Et разместим
последовательно в клетках строки с номером ν(t) канторовой таблицы
таким образом, чтобы никакие две различных элемента множества Et не
попали в одну клетку. Это возможно, поскольку множество Et не более
чем счетное. (Может оказаться, что при этом будет занята лишь часть
клеток данной строки в случае конечного множества, либо в случае
пустого множества Et ни одна клетка данной строки не будет занята.)

В результате все элементы множества E окажутся размещенными в
клетках канторовой таблицы. Пусть F множество всех клеток канторо-
вой таблицы, занятых элементами множества E.

Если F бесконечное, то по следствию 2.78 множество F счетное (в
противном случае оно конечное или пустое).
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В силу построения каждой клетке множества F соответствует неко-
торый элемент объединения

E =
⋃
t∈T

Et.

В силу теоремы 2.77 отсюда вытекает, что E — счетное множество.
Теорема доказана.

2.84. Следствие. Множество всех рациональных чисел Q счетно.

Доказательство. Действительно, пусть Qn, где n ∈ N есть множе-
ство всех чисел x ∈ Q, представимых в виде x =

z

n
, где z ∈ Z.

При каждом n ∈ N соответствие
z

n
7→ z представляет собой инъек-

тивное отображение множества Qn на Z. Существование такого отоб-
ражения доказывает, что каждое из множеств Qn счетно, так как Z
счетное. Множество Q является объединением множеств Qn, откуда в
силу теоремы 2.83 следует, что Q счетное множество, поскольку Q бес-
конечно.

В связи с полученным результатом естественно возникает вопрос, а
существуют ли вообще бесконечные множества, не являющиеся счетны-
ми. Положительный ответ на этот вопрос дан в следующей главе.

2.85. Теорема. Декартово произведение конечного числа счетных
множеств — счетное множество.

Доказательство. Пусть даны множества A1, A2, . . . , An, n ≤ 1,
каждое из которых счетное. Требуется доказать, что

A = A1 ×A2 × · · · ×An

— счетное множество. Доказательство будем вести индукцией по n. В
случае n = 1 имеем A = A1 и доказательство очевидно.

Предположим, что для некоторого n теорема доказана и дана сово-
купность из n+ 1 счетных множеств Ai, i = 1, 2, . . . , n+ 1. Для t ∈ An+1

обозначим через Et совокупность всех элементов x1, x2, . . . , xn+1 мно-
жества A1 × A2 × · · · × An+1, у которых xn+1 = t. Имеем биективное
отображение:

(x1, . . . , xn) ∈ A1 ×A2 × · · · ×An 7→ (x1, . . . , xn, t) ∈ Et.
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По индукционному допущению множество A1 × A2 × · · · × An счетное.
Отсюда вытекает, что Et — счетное множество при каждом t ∈ An+1. В
силу очевидного соотношения

A1 ×A2 × · · · ×An+1 =
⋃

t∈An+1

Et.

по теореме 2.83 отсюда выводим, что A1 × A2 × · · · × An+1 — счетное
множество. В силу принципа математической индукции теорема дока-
зана.

2.86. Следствие. Для всякого n ∈ N множество всех конечных
последовательностей x = (x1, x2, . . . , xn) из n рациональных чисел —
счетное множество.

Доказательство. Действительно, указанное множество есть про-
изведение

Qn = Q×Q× · · · ×Q (n множителей).

Так как, согласно следствию 2.80, множество Q счетное, отсюда, в силу
теоремы 2.85 вытекает, что Qn есть счетное множество.

2.12 Понятие равномощных множеств. Примеры. Множества мощ-
ности континуум

Говорят, что множество X равномощно множеству Y, если существует
биективное отображение X на Y.

Ясно, что введенное отношение между множеств, является отно-
шением эквивалентности (Проверить!), по этой причине мы будем
писать X ∼ Y, если множества X и Y равномощны.

Отношение равномощности разбивает совокупность всех множеств
на классы эквивалентных между собой множеств. Множества одно-
го класса эквивалентности имеют одинаковое количество элементов, а
множества из разных классов не биективны, т. е. количества элементов
различные.

Класс, которому принадлежит множество X, называетсямощностью
множества X, кардиналом или кардинальным числом множества X и
обозначается символом cardX. Если X ∼ Y, то пишут, что cardX =
cardY.

2.87. Теорема. Множество точек отрезка [0, 1] несчетно.
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Мы приведем доказательство этой теоремы в разделе 4.1.
Говорят, что множества, равномощные множеству точек отрезка [0, 1],

имеют мощность континуум.

3 Предел последовательности

3.1 Определение последовательности и примеры

3.1. Определение. Пусть M ⊂ Z — конечное или бесконечное мно-
жество, а S — множество произвольной природы. Отображение

x : M→ S (3.1.1)

называется последовательностью точек множества S, индексированных
числами множества M. Последовательность (3.1.1) обозначается одним
из следующих символов:

{xn}n∈M; xn, n ∈M;

или {xn}, если множество индексов M в контексте не меняется.

Таким образом, xn ∈ S — это просто значение последовательности
(3.1.1) на номере n ∈M.

В дальнейшем изложении мы будем, в основном, рассматривать N,
N∪{0} или Z в качестве множества индексов M, и R, R или C в качестве
множества S значений последовательности.

3.2. Примеры. 1) Пусть p ∈ R — произвольная точка. Последова-
тельность x : Z → {p} называется постоянной. Здесь xn = p для всех
номеров n ∈M.

2) xn = (−1)n, n ∈ N.
3) xn = 1

n , n ∈ N.

4) xn = 1 + q + q2 + . . .+ qn =
n∑
k=0

qk, n ∈ N.

5) xn =
(
1 + 1

n

)n, n ∈ N.

6) xn = 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + . . .+ 1

n! =
n∑
k=0

1
k! , n ∈ N.

7) zn = ein, n ∈ N.
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3.2 Определение предела последовательности

3.2.1 Конечные пределы

3.3. Определение. Последовательность xn ∈ R сходится к числу
a ∈ R при n → ∞ тогда, когда для любого ε > 0 существует число
n0 ∈ N такое, что для всех n ≥ n0 выполняется неравенство

|xn − a| < ε.

3.4. Задача. Показать, что предел lim
n→∞

xn = a эквивалентен пре-
делу lim

n→∞
|xn − a| = 0.

3.5. Задача. Доказать, что последовательность xn ∈ R сходится к
числу a ∈ R при n → N тогда и только тогда, когда для любого ε > 0
множество

{n ∈ N | |xn − a| ≥ ε}

конечное.

Для обозначения сходимости последовательности {xn} к числу a ∈ R
при n→∞ употребляют любой из приводимых ниже символов:

lim
n→∞

xn = a, xn →
n→∞

a или xn → a |n→∞.

3.6. Задача. Если последовательность xn ∈ R сходится к числу
a ∈ R при n → N, то |xn| сходится к числу |a| при n → N. При каких
условиях верно обратное утверждение?

3.7. Задача. Доказать из определения, что если xn ∈ R для всех
n ∈ N и lim

n→∞
xn = a ∈ R, то последовательность xn ограничена: т. е.

существует число L ∈ R такое, что |xn| ≤ L для всех n ∈ N.

3.8. Примеры. Исследуем на сходимость последовательности 1–3
задачи 3.2.

1) Пусть a ∈ R — произвольная точка. Последовательность x : N→
{a} называется постоянной. Здесь xn = a для всех номеров n ∈ N.
Поэтому независимо от выбора номера n имеем |xn − a| = 0. Следова-
тельно, |xn − a| < ε для любого ε > 0 и всех n ∈ N. По определению
предела имеем lim

n→∞
xn = a.

2) xn = (−1)n, n ∈ N. В этом случае, последовательность принимает
два различных значения, причем каждое из них принимается на сколь

95



угодно больших номерах. Это явный признак отсутствия предела. Дей-
ствительно, если предположить, что последовательность имеет предел
a ∈ R, то для ε = 1

2 существует номер n0 такой, что

|xn − a| = |(−1)n − a| < 1

2
для всех n ≥ n0.

Для четных n имеем |xn−a| = |1−a| < 1
2 , а для нечетных |xn−a| =

|(−1)− a| < 1
2 . Отсюда 2 = |1− (−1)| ≤ |1− a|+ |a− (−1)| ≤ 1

2 + 1
2 = 1,

чего очевидно не может быть.
3) xn = 1

n , n ∈ N. Фиксируем ε > 0. По принципу Архимеда 1.60
существует натуральное n0 такое, что 1

ε < n0. Тогда для любого нату-
рального n ≥ n0 имеем

1

n
≤ 1

n0
< ε,

ч. тр. д. (что требовалось доказать).

3.9. Задачи. Доказать по определению, что
1) lim

n→∞
1

n+1 = 0;

2) lim
n→∞

1
n+b = 0 для любого фиксированного b ∈ R;

3) lim
n→∞

1
an+b = 0 для любых фиксированных a, b ∈ R, a 6= 0;

4) lim
n→∞

c
an+b = 0 для любых фиксированных a, b, c ∈ R, a 6= 0 и c 6= 0.

3.10. Предложение. Пусть даны две последовательности xn и yn.
Если последовательность xn сходится к чиcлу a ∈ R, а xn − yn → 0 при
n→∞, то последовательность yn сходится и ее предел равен a.

Доказательство. По неравенству треугольника имеем

|yn − a| ≤ |xn − a|+ |yn − xn|.

Фиксируем произвольное ε > 0. Так как xn → a |n→∞, то существует
число n1 ∈ N такое, что для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

|xn − a| <
ε

2
.

Поскольку xn − yn → 0 |n→∞, то существует число n2 ∈ N такое, что
для всех n ≥ n2 выполняется неравенство

|xn − yn| <
ε

2
.
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Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) выполняются оба последних нера-
венства. Поэтому для разности |yn − a| имеем

|yn − a| ≤ |xn − a|+ |yn − xn| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Отсюда в силу произвола в выборе ε получаем, что yn → a |n→∞.

Условимся о следующем обозначении. Для всякого натурального n ∈
N рассмотрим некоторое высказывание Φ(n), о котором можно сказать
истинно оно или ложно. Мы будем употреблять символ

Φ(n) |n→∞

для обозначения того, что высказывание Φ(n) истинно для всех n на-
чиная с некоторого номера, т. е. существует номер n0 такой, что Φ(n)
истинно для всех n ≥ n0.

3.11. Задачи. Показать, что задачу 3.7 можно переформулировать
следующим образом: доказать, что если lim

n→∞
xn = a ∈ R, то последова-

тельность xn ограничена при больших n: т. е. существует число L ∈ R
такое, что |xn| ≤ L |n→∞.

3.12. Пример. Высказывание Φ(n) состоит в том верно ли неравен-
ство 1

n < 1 или нет, если n ∈ N. Очевидно оно верно для всякого n ≥ 2.
Символически это свойство можно записать кратко: 1

n < 1 |n→∞.

3.13. Задачи. 1) Проверить, что n > 102015 |n→∞.
2) Пусть q > 1 — произвольное число. Тогда qn > 102015 |n→∞.

3) Если |q| < 1
2 , то |xn| < 2 |n→∞, где xn = 1+q+q2+. . .+qn =

n∑
k=0

qk.

4) Доказать, что 2.5 < xn < 3 |n→∞, где

xn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
=

n∑
k=0

1

k!
, n ∈ N.

3.14. Предложение. Рассмотрим высказывания Φi(n), каждое из
которых истинно для всех n начиная с некоторого номера:

Φi(n) |n→∞.

Тогда для всех n начиная с некоторого номера n0 будут истинны все
высказывания Φi(n) одновременно:

Φ1 ∧ Φ2 ∧ . . . ∧ Φk(n) |n→∞.
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Доказательство. По определению символа Φi(n) |n→∞ для най-
дется номер ni такой, что Φi(n) истинно для номеров n ≥ ni. Положим
n0 = max{n1, n2, . . . , nk}. Тогда для всех n ≥ n0 неравенство свойство
Φi(n) истинно одновременно для всех i = 1, 2, . . . , k, ч. тр. д.

3.15. Предложение. Пусть даны несколько последовательностей
x

(1)
n , x

(2)
n , . . . , x

(k)
n , каждая из которых имеет предел lim

n→∞
x

(i)
n = ai ∈ R,

i = 1, 2, . . . , k. Тогда для любого ε > 0 найдется n0 такое, что

|x(i)
n − ai| < ε (3.2.2)

для всех n ≥ n0 одновременно для i = 1, 2, . . . , k.

Доказательство. Доказательство этого предложения можно по-
лучить из утверждения 3.14.

Однако, мы приведем независимое рассуждение. По определению
предела для любого ε > 0 найдется ni такое, что |x(i)

n − ai| < ε для
всех n ≥ ni. Положим n0 = max{n1, n2, . . . , nk}. Тогда для всех n ≥ n0

неравенство (3.2.2) выполняется одновременно для всех i = 1, 2, . . . , k,
ч. тр. д.

3.2.2 Бесконечные пределы

3.16. Определение. Последовательность xn ∈ R сходится к +∞ ∈
R при n → ∞ тогда, когда для любого r ∈ R существует число n0 ∈ N
такое, что для всех n ≥ n0 выполняется неравенство

xn > r.

3.17. Задача. Доказать, что последовательность xn ∈ R сходится к
+∞ при n→ N тогда и только тогда, когда для любого r ∈ R множество

{n ∈ N | xn ≤ r}

конечное.

3.18. Определение. Последовательность xn ∈ R сходится к −∞ ∈
R при n → ∞ тогда, когда для любого r ∈ R существует число n0 ∈ N
такое, что для всех n ≥ n0 выполняется неравенство

xn < r.
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3.19. Задача. Доказать, что последовательность xn ∈ R сходится к
−∞ при n→ N тогда и только тогда, когда для любого r ∈ R множество

{n ∈ N | xn ≥ r}

конечное.

Для обозначения сходимости последовательности {xn} к числу p ∈ R
при n→∞ употребляют любой из приводимых ниже символов:

lim
n→∞

xn = p, xn →
n→∞

p или xn → p |n→∞.

3.20. Задача. Если последовательность xn ∈ R сходится к числу
p ∈ R при n→ N, то |xn| сходится к числу |p| при n→ N.

3.21. Задача. Исследовать последовательность xn на сходимость и
найти ее предел при n→∞, если

1) xn = (−1)nn, n ∈ N;
2) xn = n, n ∈ N;
3) xn = −n, n ∈ N;

4) xn = 1 + q + q2 + . . .+ qn =
n∑
k=0

qk, n ∈ N, при q ≤ 1;

5) xn = n+ 1;
2) xn = n+ b для любого фиксированного b ∈ R;
3) xn = an+ b для любых фиксированных a, b ∈ R;
4) xn = an+b

c для любых фиксированных a, b, c ∈ R, c 6= 0.

3.22. Задача. Доказать из определения, что если xn ∈ R для всех
n ∈ N и lim

n→∞
xn = p, то в случае

1) p = ∞ последовательность xn ограничена снизу: т. е. существует
число L ∈ R такое, что xn ≥ L для всех n ∈ N.

2) p = −∞ последовательность xn ограничена сверху: т. е. существу-
ет число L ∈ R такое, что xn ≤ L для всех n ∈ N.

3.23. Задачи. Показать, что задачу 3.7 можно переформулировать
следующим образом: доказать, что если lim

n→∞
xn = p, то в случае

1) p = ∞ последовательность xn ограничена снизу при больших n:
т. е. существует число L ∈ R такое, что xn ≥ L |n→∞.

2) p = −∞ последовательность xn ограничена сверху при больших
n: т. е. существует число L ∈ R такое, что xn ≤ L |n→∞.
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3.24. Задача. Пусть lim
n→∞

xn = a ∈ R. Доказать, что предел после-

довательности yn = −xn равен −a: lim
n→∞

yn = −a ∈ R.

3.25. Задача. Пусть даны две последовательности xn и yn. Если
последовательность xn сходится к +∞ или к −∞, а |xn − yn| ≤ L при
n → ∞, где L ∈ R, то последовательность yn сходится при n → ∞ и ее
предел равен пределу последовательности xn.

Указание. Применить метод доказательства предложения 3.10.

3.26. Задача. Пусть даны несколько последовательностей

x(1)
n , x(2)

n , . . . , x(k)
n ,

имеющих общий предел +∞ (−∞). Тогда для любого r ∈ R найдется
номер n0 такой, что

x(i)
n > r (x(i)

n < r) (3.2.3)

для всех n ≥ n0 одновременно для всех i = 1, 2, . . . , k.

Указание. Применить метод доказательства предложения 3.15.

3.27. Задачи. Доказать, что если xn → p |n→∞, то и xn+k → p |n→∞
для любого фиксированного k ∈ Z.

3.3 Единственность предела последовательности

3.28. Теорема. Последовательность может иметь только один пре-
дел.

Доказательство. Требуется доказать, что предел последователь-
ности единствен. Для этого мы докажем, что a = b, если lim

n→∞
xn = a и

lim
n→∞

xn = b.

3.3.1 Случай конечных пределов

1) Пусть a, b ∈ R и a 6= b. Тогда для числа l ∈ N существуют числа n1 и
n2 такие, что, c одной стороны, |xn−a| < 1

2l для всех n ≥ n1, а с другой
имеем |xn − b| < 1

2l для всех n ≥ n2. Положим n0 = max(n1, n2). Тогда
для чисел n ≥ n0 выводим

|b− a| ≤ |xn − a|+ |xn − b| <
1

2l
+

1

2l
=

1

l
.

Заметим, что неравенство |b−a| < 1
l для произвольного l ∈ N возможно

тогда и только тогда, когда a = b (см. свойство 1.63).
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3.3.2 Случай, когда один из пределов может быть бесконечным

2) Исключим теперь возможность, когда a ∈ R, а b = +∞. В этом
случае, с одной стороны, для числа ε = 1 существует число n1 такое,
что

|xn − a| < 1 для всех n ≥ n1.

С другой стороны, для числа и L > |a| + 1 существует число n2 такое,
что

xn > L для всех n ≥ n2.

Положим n0 = max(n1, n2). Тогда для натуральных чисел n ≥ n0 выво-
дим

|xn| ≤ |xn − a|+ |a| < 1 + |a| < L.

Последнее противоречит неравенству xn > L для всех n ≥ n0.
3) Случай a ∈ R, а b = −∞ рассматривается аналогично.
4) Для окончания доказательства остается исключить случай, когда

a = −∞, а b = ∞. В этом случае, с одной стороны, для произвольного
числа r ∈ R существует число n1 такое, что

xn > r для всех n ≥ n1.

С другой стороны, для того же числа r ∈ R существует число n2 такое,
что

xn < r для всех n ≥ n2.

Положим n0 = max(n1, n2). Тогда для натуральных чисел n ≥ n0 выво-
дим

xn < r и одновременно r < xn.

Отсюда получаем xn < xn для всех n ≥ n0, что очевидно невозможно.

3.4 Теоремы о пределе монотонной последовательности

3.29. Определение. 1) Последовательность {xn ∈ R}n∈N (или {xn ∈
R}n∈N) называется (строго) возрастающей, если xn ≤ xn+1 (xn < xn+1)
для любого номера n ∈ N.

2) Последовательность {xn ∈ R}n∈N (или {xn ∈ R}n∈N) называется
(строго) убывающей, если xn ≥ xn+1 (xn > xn+1) для любого номера
n ∈ N.
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3.4.1 Классическая теорема Вейерштрасса о пределе монотонной
ограниченной последовательности

3.30. Теорема. Монотонная ограниченная (сверху или снизу) по-
следовательность {xn ∈ R}n∈N всегда имеет предел:

1) если xn возрастает и ограничена сверху, то

lim
n→∞

xn = sup
n∈N

xn ∈ R;

2) если xn убывает и ограничена снизу, то

lim
n→∞

xn = inf
n∈N

xn ∈ R.

Доказательство. Докажем первое утверждениe теоремы, второе
доказываются аналогично. Пусть последовательность xn ∈ R монотон-
но возрастает и ограничена сверху.

Напомним, что
sup
n∈N

xn = sup{xn : n ∈ N}.

Пусть a = sup
n∈N

xn. Так как xn ограничена сверху, очевидно a ∈ R. Фик-

сируем произвольное положительное число ε. По признаку 1.91 точной
верхней границы множества {xn : n ∈ N} существует элемент xn0

такой,
что a − ε < xn0

≤ a. С другой стороны, в силу монотонности и оценки
xn ≤ a, справедливой для всех n ∈ N, имеем

a− ε < xn0 ≤ xn ≤ a

для любого n ≥ n0. Отсюда выводим

|xn − a| = a− xn < a− (a− ε) = ε

для любого n ≥ n0. В силу произвола в выборе ε имеем xn → a |n→∞.

3.31. Пример. Рассмотрим последовательность xn =
(
1 + 1

n

)n, n ∈
N, примера 3.2 и покажем, что она строго монотонно возрастает: xn <
xn+1 для всех n ∈ N. Действительно, требуемое неравенство равносиль-
но следующему: xn+1

xn
> 1 для всех n ∈ N. Имеем

xn+1

xn
=

(
1 + 1

n+1

)n+1(
1 + 1

n

)n =
(n+ 2)n+1nn

(n+ 1)n+1(n+ 1)n

=
( n2 + 2n

n2 + 2n+ 1

)nn+ 2

n+ 1
=
(

1− 1

n2 + 2n+ 1

)n(
1 +

1

n+ 1

)
. (3.4.4)
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Первый сомножитель оценим снизу по неравенству Бернулли (1.11.16):(
1− 1

n2 + 2n+ 1

)n
≥
(

1− n

n2 + 2n+ 1

)
.

Продолжим оценку (3.4.4):

xn+1

xn
≥
(

1− n

n2 + 2n+ 1

)(
1 +

1

n+ 1

)
= 1 +

1

n+ 1
− n

(n+ 1)2
− n

(n+ 1)3
= 1 +

1

(n+ 1)3
> 1.

3.32. Задача. Применяя метод решения примера 3.31, доказать,
что последовательность yn =

(
1 + 1

n

)n+1, n ∈ N, строго монотонно убы-
вает

Указание. Надо проверить, что yn
yn+1

> 1. Имеем

yn
yn+1

=

(
1 + 1

n

)n+1(
1 + 1

n+1

)n+2 =
(n+ 1)n+1(n+ 1)n+2

nn+1(n+ 2)n+2

=
(n2 + 2n+ 1

n2 + 2n

)n+1n+ 1

n+ 2
=
(

1 +
1

n2 + 2n

)n+1(
1− 1

n+ 2

)
. (3.4.5)

Далее к первому сомножителю в правой части (3.4.5) следует применить
неравенство Бернулли (1.11.16) и прийти к неравенствам

yn
yn+1

≥ 1 +
1

n(n+ 2)2
> 1.

3.4.2 Tеорема о пределе монотонной последовательности {xn ∈ R}

3.33. Теорема. Монотонная последовательность xn ∈ R всегда име-
ет предел (конечный или бесконечный):

1) если xn возрастает, то

lim
n→∞

xn = sup
n∈N

xn =


−∞, если xn = −∞ для всех n ∈ N;
a ∈ R, если xn ∈ R хотя бы для одного n ∈ N

и ограничена сверху;
+∞, если xn не ограничена сверху;
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2) если xn убывает, то

lim
n→∞

xn = inf
n∈N

xn =


+∞, если xn = +∞ для всех n ∈ N;
a ∈ R, если xn ∈ R хотя бы для одного n ∈ N

и ограничена снизу;
−∞, если xn не ограничена снизу.

Доказательство. Докажем первое утверждениe теоремы, второе
доказываются аналогично. Пусть последовательность xn ∈ R монотон-
но возрастает.

Напомним, что
sup
n∈N

xn = sup{xn : n ∈ N}.

Пусть a = sup
n∈N

xn. Рассмотрим три случая:

a) a = −∞;
b) a ∈ R;
c) a = +∞.
В случае a) имеем xn ≤ a = −∞ для всех n ∈ N, т. е. xn = −∞ для

всех n ∈ N — постоянная последовательность. Поэтому ее предел равен
−∞.

Второй случай по существу сводится к теореме 3.4.1. Если a ∈ R —
конечное число, по свойствам точной верхней границы (см. признак
1.29) для некоторого номера n0 имеем неравенство a − 1 < xn0 ≤
sup
n∈N

xn = a. Следовательно, для всех натуральных n ≥ n0 справедли-
вы соотношения

a− 1 < xn0
≤ xn ≤ sup

n∈N
xn = a <∞.

Таким образом, последовательность yk = xn0+k ∈ R монотонно возрас-
тает и ограничена сверху. Следовательно, по теореме 3.4.1 существует
ее предел

lim
k→∞

yk = sup
k∈N

yk = sup
k∈N

xn0+k = sup
n∈N

xn = a.

Проверить равенство: sup
k∈N

xn0+k = sup
n∈N

xn. С другой стороны,

lim
k→∞

yk = lim
n→∞

xn = a.

Перейдем к рассмотрению случая c): a = +∞. Рассмотрим произ-
вольное число r ∈ R. По признаку 1.91 точной верхней границы мно-
жества {xn : n ∈ N} существует элемент xn0 такой, что r < xn0 ≤ +∞.
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В силу монотонного возрастания последовательности имеем xn0
≤ xn ≤

+∞ для любого n ≥ n0. Таким образом, xn > r для любого n ≥ n0. В
силу произвола в выборе r ∈ R имеем xn → +∞|n→∞.

3.34. Замечание. Как уже было отмечено, утверждения 2 теорем
3.30 и 3.33 могут быть доказаны по схеме первого утверждения в этих
теоремах. Вместе с тем, их доказательства можно свести к предыдущим
случаям с помощью следующего приема: положим yn = −xn. Тогда по-
следовательность yn будет монотонно возрастающей и в силу доказан-
ного будет существовать предел lim

n→∞
yn = sup

n∈N
yn. Остается заметить

(см. задачи 3.24 и 2.63), что

lim
n→∞

xn = − lim
n→∞

yn = − sup
n∈N

yn = inf
n∈N

(−yn) = inf
n∈N

xn.

3.35. Задача. Доказать, что lim
n→∞

n
√
n! = +∞.

Указание. Проверить, что последовательность n
√
n! возрастает и не

ограничена сверху.

3.4.3 Число Эйлера

Сравнивая последовательности примера 3.31 и задачи 3.32, имеем

x1 = 2 < xn < yn < y1 = 4, n ∈ N. (3.4.6)

Следовательно, обе эти последовательности удовлетворяют условиям
теоремы Вейерштрасса 3.4.1 и поэтому имеют конечные пределы:

lim
n→∞

xn = a, а lim
n→∞

yn = b.

Более того, в силу соотношения yn = xn
(
1+ 1

n

)
эти пределы совпадают:

b = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

xn

(
1 +

1

n

)
= lim
n→∞

xn · lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= a.

Общий предел последовательностей xn и yn обозначается символом e.
Таким образом, для число e — это общее значение двух пределов:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

. (3.4.7)

105



3.36. Теорема. Справедливо равенство

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim
n→∞

n∑
k=0

1

k!
. (3.4.8)

Доказательство. Положим un =
n∑
k=0

1
k! . Так как последователь-

ность lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n сходится к числу e ∈ R, то в силу предложения
3.10 для доказательства (3.4.8) достаточно установить, что разность
un −

(
1 + 1

n

)n стремится к нулю при n→∞.
Таким образом в соответствии с определением предела надо пока-

зать, что для любого ε > 0 найдется номер n0 такой, что∣∣∣∣ n∑
k=0

1

k!
−
(

1 +
1

n

)n∣∣∣∣ < ε (3.4.9)

для всех n ≥ n0. Фиксируем произвольное 0 < ε < 4. Разложение для(
1 + 1

n

)n получим из примера 1.57 при m = n и x = 1:

yn =
(

1 +
1

n

)n
=

n∑
k=0

cn,k
1

k!
, (3.4.10)

где

cn,k = 1 ·
(

1− 1

n

)
· · · · ·

(
1− k − 1

n

)
. (3.4.11)

Приведем легко проверяемые свойства коэффициентов cn,k, n ∈ N, 0 ≤
k ≤ n:

1) cn,0 = 1, а 0 < cn,k < 1 для всех натуральных 1 ≤ k ≤ n,

3.37. Лемма. lim
n→∞

cn,k = 1 для любого фиксированного 1 ≤ k ≤ n.

Доказательство. Для доказательства леммы применим индукцию
и арифметические свойства предела. Очевидно 0 < 1−cn,1 = 1

n . Отсюда
lim
n→∞

cn,1 = 1, что легко проверяется по определению предела. Таким
образом, база индукции проверена.

Предположим, что lim
n→∞

cn,k = 1 для 1 ≤ k < n, и докажем, что

lim
n→∞

cn,k+1 = 1. Заметим, что cn,k+1 = cn,k ·
(
1− k

n

)
. Тогда

cn,k − cn,k+1 = cn,k − cn,k + cn,k ·
k

n
= cn,k ·

k

n
.
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Следовательно, |cn,k−cn,k+1| = cn,k · kn <
k
n . Так как правая часть может

быть сделана сколь угодно малой (см. задачу 3.9), то |cn,k− cn,k+1| → 0
при n → ∞. Применяя предложение 3.10 к последовательностям xn =
cn,k и yn = cn,k+1, выводим, что lim

n→∞
cn,k+1 = 1.

Принимая во внимание (3.4.10), рассмотрим произвольное число 1 <
k0 ≤ n, которое впоследствии фиксируем определенным образом, и за-
пишем модуль разности в (3.4.9) в следующем виде:∣∣∣∣ n∑

k=0

1

k!
−
(

1 +
1

n

)n∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
k=0

1

k!
−

n∑
k=0

cn,k
1

k!

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣k0−1∑
k=0

1

k!
−
k0−1∑
k=0

cn,k
1

k!

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ n∑
k=k0

1

k!

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ n∑
k=k0

cn,k
1

k!

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣k0−1∑
k=0

(1− cn,k)
1

k!

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
«хорошая» часть

+ 2

n∑
k=k0

1

k!
.︸ ︷︷ ︸

«плохая» часть

(3.4.12)

Таким образом, выражение в правой части (3.4.12) состоит из двух сла-
гаемых: первое слагаемое «хорошее» (у него конечное число слагамых),
а второе «плохое» (у него количество слагаемых может быть произволь-
ным).

Для оценки плохой части выберем k0 такое, что

1

k0
<
ε

8

(существование такого k0 выводится из принципа Архимеда 1.60). То-
гда одновременно выполняются следующие неравенства:

1

k0!
≤ 1

k0
<
ε

8
и

1

k0 + 1
<

1

k0
<
ε

8
<

1

2
. (3.4.13)

На основании (1.11.27) получаем следующие оценки:

2

n∑
k=k0

1

k!
< 2

1

k0!

1

1− 1
k0+1

< 4
1

k0!
<
ε

2
. (3.4.14)

Поскольку k0 фиксировано, мы можем подобрать n0 ≥ k0 так, чтобы
(см. предложение 3.15)

(1− cn,k) <
ε

2k0
для всех n ≥ n0.
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При таком выборе n0 для всех n ≥ n0 имеем∣∣∣∣k0−1∑
k=0

(1− cn,k)
1

k!

∣∣∣∣ < k0−1∑
k=0

ε

2k0

1

k!
≤ k0 ·

ε

2k0
=
ε

2
(3.4.15)

(здесь использовано очевидное неравенство 1
k! ≤ 1, k = 1, . . . , k0). Объ-

единяя оценки (3.4.14) и (3.4.15), получаем (3.4.9).

Последовательность un =
n∑
k=0

1
k! монотонно возрастает: un < un+1

для всех n ∈ N, и по теореме 3.36 ее предел равен e: lim
n→∞

un = e. Обо-
значим положительную разность e − un символом Rn. Таким образом,
имеем

e =

n∑
k=0

1

k!
+Rn. (3.4.16)

Наша ближайшая цель — получить оценку для величины Rn. Для этого
мы применим метод доказательства последней теоремы.

3.38. Предложение. Для остатка Rn из (3.4.16) справедливы оцен-
ки

0 < Rn ≤
1

(n+ 1)!
· n+ 2

n+ 1
, n ≥ 2. (3.4.17)

Доказательство. Так как последовательность
m∑
k=0

1
k! монотонно

возрастает, то e = lim
m→∞

m∑
k=0

1
k! = sup

m

m∑
k=0

1
k! . Далее непосредственно про-

веряем

e = sup
m

m∑
k=0

1

k!
=

n∑
k=0

1

k!
+ sup

m

m∑
k=n+1

1

k!
.

(Проверить!)3 Таким образом,

Rn = sup
m

m∑
k=n+1

1

k!
.

3Здесь использовано следующее свойство: const + sup
m

xm = sup
m

(const +xm).
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Поэтому достаточно получить верхнюю оценку для сумм
m∑

k=n+1

1
k! , m >

n+ 1. Таковая приведена в (1.11.29) при k0 = n+ 1, u = 1:

m∑
k=n+1

1

k!
≤ sup
m∈N

m∑
k=n+1

1

k!
<

1

(n+ 1)!

1

1− 1
n+2

=
1

(n+ 1)!
· n+ 2

n+ 1
, n ≥ 1.

3.4.4 Иррациональность числа e.

Так как правая часть (3.4.17) меньше единицы при n ≥ 2, то представ-
ление (3.4.16) числа e можно записать в виде

e =

n∑
k=0

1

k!
+
θn
n!
· n+ 2

(n+ 1)2
, n ≥ 2, (3.4.18)

где θn ∈ (0, 1). Из представления (3.4.18) можно вывести иррациональ-
ность числа e.

Пусть, напротив, число e рациональное и равно дроби p
q , где p, q ∈ N

(очевидно q > 2). Тогда, полагая в (3.4.18) n = q и умножая обе части
равенства

p

q
=

q∑
k=0

1

k!
+
θq
q!
· q + 2

(q + 1)2

на q!, получаем соотношение

(q − 1)! · p− q! ·
q∑

k=0

1

k!
= θq ·

q + 2

(q + 1)2
, (3.4.19)

которое не может быть верным, так слева — целое число, а справа —
дробное.

Чему равно e? Первые девять знаков после запятой приведены
ниже

e = 2, 718281828 . . . .

Кто и когда открыл число e? Джон Непер, шотландский мате-
матик, в 1618 году. Самого числа он не упоминал, зато выстроил на его
основе свои таблицы логарифмов. Одновременно кандидатами в авто-
ры константы считаются Якоб Бернулли, Лейбниц, Гюйгенс и Эйлер.
Достоверно известно только то, что символ e появился из фамилии по-
следнего.
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3.5 Теорема о неравенстве пределов

3.39. Теорема. Пусть даны две последовательности xn, yn, для
которых существует lim

n→∞
xn = a и существует lim

n→∞
yn = b. Если

1) a < b, то xn < yn для всех n ≥ n0 (здесь n0 ∈ N — некоторое
натуральное число);

2) xn ≤ yn для всех n ≥ n1, где n1 ∈ N, то a ≤ b.

Доказательство.

3.5.1 Случай конечных пределов

Докажем первое утверждение.
1) Если a, b ∈ R, то существуют натуральные числа n1 и n2 такие,

что |xn − a| < ε для всех n ≥ n1, и |yn − b| < ε для всех n ≥ n2 где
ε = 1

2 (b− a). Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

xn < a+ ε = b− ε < yn.

При доказательство второго свойства надо исключить возможность
b < a. Если такое случилось, то в силу первого пункта имеем yn <
xn |n→∞ (другими словами yn < xn для всех натуральных n ≥ n0, где
n0 ∈ N — некоторое число), что противоречит условию.

3.5.2 Случай, когда один из пределов может быть бесконечным

2) Если a ∈ R, b = +∞, то существуют натуральные числа n1 такие,
что |xn−a| < 1 для всех n ≥ n1, а yn > L для всех n ≥ n2, где L = a+1.
Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

xn < a+ 1 = L < yn.

3) Рассмотрение случаев a = −∞, b ∈ R и a = −∞, b = +∞ предо-
ставляется читателю.

При доказательство второго свойства надо исключить возможность
b < a. Если такое случилось, то в силу второго и третьего пунктов имеем
yn < xn |n→∞, что противоречит условию.

3.6 Теорема о пределе промежуточной последовательности

3.6.1 Случай конечного предела

3.40. Теорема. Пусть даны три последовательности {xn}, {yn} и
{zn} такие, что
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1) существует lim
n→∞

xn = a ∈ R;

2) существует lim
n→∞

yn = a;

3) xn ≤ zn ≤ yn |n→∞.
Тогда существует предел последовательности {zn} и

lim
n→∞

zn = a.

Доказательство. Пусть a ∈ R. Фиксируем произвольное число
ε > 0. По условию теоремы существуют натуральные числа n1, n2 и n3

такие, что |xn − a| < ε для всех n ≥ n1, |yn − a| < ε для всех n ≥ n2, и
xn ≤ zn ≤ yn для всех n ≥ n3. Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2, n3)
одновременно выполняются все три условия. Отсюда выводим, что

a− ε < xn ≤ zn ≤ yn < a+ ε при всех n ≥ n0.

Следовательно, |zn−a| ≤ ε при всех n ≥ n0. Таким образом, lim
n→∞

zn = a.

3.41. Задачи. Доказать, что
1) lim

n→∞
qn = 0 для любого фиксированного числа q, |q| < 1.

Указание. Для q ∈ (0, 1) имеем 1
q = 1 + α, где α > 0. Далее по

неравенству Бернулли выводим

1

qn
=
(1

q

)n
= (1 + α)n ≥ 1 + α · n.

Отсюда 0 < qn ≤ 1
α·n+1 . Так как правая часть стремится к нулю, то и

lim
n→∞

qn = 0.
Остается рассмотреть случай, когда q ∈ (−1, 0) В этом случае оче-

видно |qn| = |q|n, а так как |q| ∈ (0, 1), то этот случай сводится к перво-
му.

2) lim
n→∞

n
qn = 0 для любого фиксированного числа q, q > 1.

Указание. Проверим, что последовательность n
qn монотонно убыва-

ет. Действительно, n+1
qn+1 ≤ n

qn |n→∞, так как это неравенство эквивалент-
но n+1

n ≤ q |n→∞. Справедливость последнего соотношения вытекает из
теоремы о неравенстве пределов ввиду n+1

n = 1 + 1
n → 1 при n → ∞ и

неравенства 1 < q. Следовательно, по теореме Вейерштрасса о сходимо-
сти монотонной последовательности последовательность xn = n

qn имеет
предел a ≥ 0 при n→∞. Имеем соотношения

xn+1 =
n+ 1

qn+1
=

n

qn
· 1

q
+

1

qn+1
= xn ·

1

q
+

1

qn+1
.
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Переходя к пределу при n→∞, получаем a = a· 1q . Последнее равенство
возможно лишь при a = 0.

3) lim
n→∞

n
√
a = 1 для любого фиксированного числа a > 0.

Указание. Пусть a > 1. Последовательность n
√
a монотонно убыва-

ет, так как n+1
√
a ≤ n

√
a (последнее эквивалентно очевидному неравен-

ству an ≤ an+1). Следовательно, по теореме Вейерштрасса о сходимо-
сти монотонной последовательности xn = n

√
a имеет предел b ≥ 1. Если

b > 1, то b = 1 + β, β > 0. Имеем n
√
a ≥ 1 + β или a ≥ (1 + β)n ≥ 1 + nβ

при n→∞ по неравенству Бернулли. Так как β > 0, последнее проти-
воречит принципу Архимеда 1.60.

4) lim
n→∞

n
√
n = 1.

Указание. Последовательность xn = n
√
n монотонно убывает при

n→∞: n+1
√
n+ 1 ≤ n

√
n |n→∞. Действительно, неравенство

n+1
√
n+ 1 ≤ n

√
n

эквивалентно (n + 1)n ≤ nn+1 = nn · n или
(
1 + 1

n

)n ≤ n. Последнее
неравенство выполнятся при n ≥ 4 (см. (3.4.6)). Следовательно, после-
довательность xn = n

√
n имеет предел b ≥ 1 по теореме Вейерштрасса о

сходимости монотонной последовательности, и при этом xn = n
√
n ≥ b.

Если, вопреки доказываемому, b = 1 +β > 1, то n ≥ (1 +β)n. Применим
к правой части обобщенное неравенство Бернулли 1.11.19:

n ≥ (1 + β)n ≥ 1 + nβ +
1

2
n(n− 1)β2.

Остается разделить обе части неравенства на n: 1 ≥ 1
n + β+ 1

2 (n− 1)β2.
Последнее неравенство не может быть верным при n → ∞ в силу
неограниченности последовательности 1

2 (n−1)β2 (для проверки послед-
него достаточно применить принцип Архимеда 1.60).

5) lim
n→∞

qn

n! = 0 для любого фиксированного числа q, q > 1.

Указание. Проверить, что последовательность qn

n! монотонно убы-
вает при n → ∞ и применить теорему Вейерштрасса о сходимости мо-
нотонной последовательности.

6) lim
n→∞

qn =∞ для любого фиксированного числа q, q > 1.
Указание. Применить неравенство Бернулли.

3.6.2 Случай бесконечного предела

3.42. Теорема. I) Пусть даны две последовательности {xn} и {zn}
такие, что
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1) существует lim
n→∞

xn = +∞;

2) xn ≤ zn |n→∞.
Тогда существует предел последовательности {zn} и

lim
n→∞

zn = +∞.

II) Пусть даны две последовательности {zn} и {yn} такие, что
1) существует lim

n→∞
yn = −∞;

2) zn ≤ yn |n→∞.
Тогда существует предел последовательности {zn} и

lim
n→∞

zn = −∞.

Доказательство. I) Фиксируем произвольное число r ∈ R. По
условию теоремы существуют натуральные числа n1 и n2 такие, что
xn > r для всех n ≥ n1 и xn ≤ zn для всех n ≥ n2. Тогда для всех
n ≥ n0 = max(n1, n2) одновременно выполняются оба условия. Отсюда
выводим, что

zn ≥ xn > r при всех n ≥ n0.

Следовательно, zn > r при всех n ≥ n0. Таким образом, lim
n→∞

zn = +∞.
Второе утверждение рассматривается аналогично предыдущему.

3.7 Предел и алгебраические операции

В каждом разделе данного параграфа мы формулируем две теоремы:
первую для конечных пределом, а вторую, когда один из пределов мо-
жет быть бесконечным.

3.7.1 Теорема о сумме пределов

3.43. Теорема. Пусть даны две сходящиеся последовательности
{xn ∈ R} и {yn ∈ R}. Сумма пределов равна пределу суммы: если

lim
n→∞

xn = a ∈ R, lim
n→∞

yn = b ∈ R,

то
lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn = a+ b. (3.7.20)

Доказательство. Фиксируем произвольное ε > 0. Существует чис-
ло n1 ∈ N такое, что для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

|xn − a| <
ε

2
,
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и существует число n2 ∈ N такое, что для всех n ≥ n2 выполняется
неравенство

|yn − b| <
ε

2
.

Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

|(xn + yn)− (a+ b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Следовательно, lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b, и равенство (3.7.20) доказано.

3.44. Задача. Распространить теорему 3.43 на конечное число сла-
гаемых.

Указание. Применить метод математической индукции.

3.45. Теорема. Пусть даны две последовательности {xn ∈ R} и
{yn ∈ R}. Если последовательность {xn ∈ R} ограничена снизу (сверху),
а предел последовательности {yn ∈ R} равен +∞ (−∞) при n→∞, то
предел суммы последовательностей равен +∞ (−∞) при n→∞.

Таким образом,

lim
n→∞

(xn+yn) =

+∞, eсли xn ≥ L для всех n ∈ N, и lim
n→∞

yn = +∞,

−∞, eсли xn ≤ L для всех n ∈ N, и lim
n→∞

yn = −∞.
(3.7.21)

Теорема верна, в частности, в том случае, когда последовательность xn
имеет предел: lim

n→∞
xn = a ∈ R \ {−∞} ( lim

n→∞
xn = a ∈ R \ {+∞}).

Доказательство. Рассмотрим случай lim
n→∞

yn = +∞, второй рас-
сматривается по аналогии.

Пусть xn ≥ L для всех n ∈ N. Фиксируем произвольное число r ∈ R
и найдем n0 ∈ N такое, что для всех n ≥ n0 выполняется неравенство

yn > r − L.

Тогда для всех n ≥ n0 имеем

xn + yn > L+ (r − L) = r.

Следовательно, lim
n→∞

(xn + yn) = +∞, и первое равенство в (3.7.21) до-
казано.

Если lim
n→∞

xn = a ∈ R \ {−∞}, то последовательность xn ограничена
снизу (см. задачи 3.7 и 3.22) и этот случай сводится к предыдущему.
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3.46. Замечание. Если a и b — бесконечности разных знаков, сумм-
ма a+ b не определена (в этом случае говорят о неопределенности вида
∞−∞).

3.7.2 Теорема о произведении пределов

3.47. Теорема. Пусть даны две сходящиеся последовательности
{xn ∈ R} и {yn ∈ R}. Произведение пределов равно пределу произведения:
если

lim
n→∞

xn = a ∈ R, lim
n→∞

yn = b ∈ R,

то
lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = a · b. (3.7.22)

Доказательство. Так как последовательности {xn} и {yn} сходят-
ся к числам в R, то они ограничены (см. задачу 3.7): существует число
L ∈ (0,∞) такое, что |xn| ≤ L и |yn| ≤ L для всех n ∈ N (проверить
это!, см. задачу 3.11).

Фиксируем произвольное ε > 0. Существует число n1 ∈ N такое, что
для всех n ≥ n1 выполняется неравенство

|xn − a| <
ε

2L
,

и существует число n2 ∈ N такое, что для всех n ≥ n2 выполняется
неравенство

|yn − b| <
ε

2L
.

Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

|xn · yn − a · b| = |(xn − a) · yn + a · (yn − b)|
≤ |xn − a| · |yn|+ |a| · |yn − b|

<
ε

2L
· L+

ε

2L
· L = ε. (3.7.23)

Следовательно, lim
n→∞

xn · yn = a · b, и равенство (3.7.22) доказано.

3.48. Задача. Распространить теорему 3.47 на конечное число со-
множителей.

Указание. Применить метод математической индукции.
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3.49. Теорема. Пусть даны две сходящиеся последовательности
{xn ∈ R} и {yn ∈ R}, сходящиеся в R. Eсли lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = b, и

определено произведение a · b, то произведение пределов равно пределу
произведения:

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn. (3.7.24)

Таким образом,

lim
n→∞

xn · yn =

{
(sign a)∞, eсли a ∈ R \ {0}, b = +∞,
(− sign a)∞, eсли a ∈ R \ {0}, b = −∞.

(3.7.25)

Доказательство. Рассмотрим первый случай, второй рассматри-
вается по аналогии: a ∈ R \ {0}, b = +∞.

Положим для определенности a < 0. Фиксируем произвольное число
α между a и 0: a < α < 0. По теореме 3.39 о неравенстве пределов
найдется номер n1 такой, что

xn < α для всех n ≥ n1.

С другой стороны, для произвольного r ∈ (−∞, 0) найдется номер n2

такой, что
yn > −

r

|α|
для всех n ≥ n2.

Тогда для всех n ≥ n0 = max(n1, n2) имеем

|xn · yn| > |α| ·
−r
|α|

= −r.

Поскольку xn · yn — отрицательное число при n ≥ n0, то

xn · yn < r.

Поэтому lim
n→∞

xn ·yn = −∞, и равенство (3.7.24) в этом случае доказано.

3.50. Замечание. В случае, когда a = 0 и b— бесконечность любого
знака, произведение a · b не определено (неопределенность вида 0 · ∞).

3.7.3 Теорема об обратной величине предела

3.51. Теорема. Пусть дана сходящаяся последовательность {xn ∈
R}. Обратная величина предела, не равного нулю, равна пределу после-
довательности обратных величин: если lim

n→∞
xn = a ∈ R \ {0}, то

lim
n→∞

1

xn
=

1

lim
n→∞

xn
=

1

a
. (3.7.26)
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Доказательство. В случае a ∈ R \ {0} надо показать, что для
любого ε > 0 ∣∣∣ 1

xn
− 1

a

∣∣∣ =
|xn − a|
|xn · a|

< ε |n→∞. (3.7.27)

Фиксируем 0 < ε < |a|. Тогда для некоторого номера n1 имеем

|xn − a| <
|a|2ε

2

для всех n ≥ n1. По теореме о неравенстве пределов существует также
номер n2 такой, что

|xn| ≥
|a|
2

или
1

|xn|
≤ 2

|a|

для всех n ≥ n2. Отсюда для всех n ≥ max(n1, n2) имеем оценку сверху
для правой части (3.7.27):

|xn − a|
|xn · a|

<
|a|2ε

2
· 2

|a| · |a|
= ε.

3.52. Теорема. Пусть дана последовательность {xn ∈ R}, сходя-
щаяся к одной из бесконечностей при n→∞. Тогда предел последова-
тельности обратных величин равен нулю: если lim

n→∞
xn = ±∞, то

lim
n→∞

1

xn
= 0. (3.7.28)

Доказательство. Для получения оценки∣∣∣ 1

xn

∣∣∣ < ε

надо найти такое n0 начиная с которого будет справедливо неравенство
ε−1 < |xn|. Существование такого n0 гарантировано условием lim

n→∞
xn =

±∞.

3.53. Задача. Доказать lim
n→∞

1
n√
n!

= 0.

Из теорем 3.47, 3.49, 3.51 3.52 выводим
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3.54. Следствие. Если последовательность xn ∈ R сходится к чис-
лу a ∈ R при n → ∞, последовательность yn ∈ R сходится к числу
b ∈ R\{0} при n→∞, то существует предел отношения последователь-
ностей и равен отношению пределов, когда оно определено:

lim
n→∞

xn
yn

=
a

b
. (3.7.29)

Таким образом,

lim
n→∞

xn
yn

=

{
a
b , eсли a ∈ R, b ∈ R \ {0},
0, eсли a ∈ R, b =∞.

(3.7.30)

3.55. Замечание. Таким образом, не определен предел отношения
в следующих случаях: когда

1) a = 0 и b = 0 (неопределенность вида 0
0 );

2) a =∞ и b =∞ (неопределенность вида ∞∞ ).

3.56. Задача. Пусть q ∈ R и |q| < 1. Доказать, что последователь-

ность xn = 1 + q + q2 + . . . + qn =
n∑
k=0

qk = 1−qn+1

1−q (см. (1.15.41)) имеет

предел при n→∞ (называемый суммой бесконечной прогрессии), рав-
ный 1

1−q .

3.57. Задача. Пусть дана последовательность {xn ∈ R}, xn 6= 0 для
всех n ∈ N, и lim

n→∞
xn = 0. Тогда

lim
n→∞

1

xn
=

{
+∞, если xn > 0 |n→∞,
−∞, если xn < 0 |n→∞.

(3.7.31)

3.8 Частичные пределы последовательности. Теорема Вейерштрас-
са о частичных пределах

3.8.1 Частичные пределы последовательности

Пусть дана последовательность xn ∈ R, n ∈ N.

3.58. Определение. Число a ∈ R называется частичным преде-
лом последовательности {xn}n∈N, если существует последовательность
натуральных чисел {nk ∈ N}k∈N с условием lim

k→∞
nk = +∞, для которой

lim
k→∞

xnk = a. (3.8.32)
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3.59. Задача. Если последовательность xn ∈ R сходится к числу
a ∈ R при n→ N, то a будет также пределом и для любой ее подпосле-
довательности. В этом случае все ее частичные пределы совпадают.

3.60. Задача. Если последовательность xn ∈ R монотонная и изве-
стен некоторый ее частичный предел, равный a ∈ R, то предел после-
довательности xn при n→∞ также равен a: lim

n→∞
xn = a.

Указание: По теоремам 3.30 и 3.33 данная последовательность xn
имеет предел, совпадающий по предыдущей задаче с любым ее частич-
ным пределом.

3.8.2 Теорема Вейерштрасса о частичных пределах

3.61. Теорема. Совокупность частичных пределов последователь-
ности xn ∈ R, n ∈ N, представляет собой непустое множество.

Доказательство. Пусть xn ∈ R, n ∈ N, — произвольная последо-
вательность. Положим

N 3 n 7→ zn = sup{xn, xn+1, . . . , xm, . . .}. (3.8.33)

По теореме 1.94 последовательность {zn} монотонно убывает: zn ≥ zn+1

для любого n ∈ N. По теоремам 3.30 и 3.33 последовательность {zn}
имеет предел

lim
n→∞

zn = inf
n∈N

zn = q.

Покажем, что q — частичный предел исходной последовательности {xn}.
Если q = −∞, то из неравенства −∞ ≤ xn ≤ zn для всех n имеем

lim
n→∞

xn = −∞ по теореме 3.42.
Если q ∈ R, выберем сходящуюся к q подпоследовательность xnk

по индукции. Возьмем для этого произвольную последовательность εn
положительных чисел, сходящуюся к нулю: lim

n→∞
εn = 0. Например, εn =

1
n .

Существует номер l1 такой, что для всех номеров n ≥ l1 имеем q ≤
zn < q + ε1. По признаку точной верхней границы 1.91 существует
натуральное число n1 ≥ l1 такое, что

q − ε1 < xn1 ≤ zl1 < q + ε1.

Пусть элементы xn1
, xn2

, . . . , xnk данной последовательности уже вы-
браны, причем

q − εm < xnm < q + εm для всех 1 ≤ m ≤ k
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и n1 < n2 < . . . < nk.
Покажем как выбрать элемент xnk+1

таким образом, чтобы

q − εk+1 < xnk+1
< q + εk+1

и nk < nk+1. Действительно, существует номер l̄k+1 такой, что для всех
номеров n ≥ l̄k+1 имеем

q ≤ zn < q + εk+1. (3.8.34)

Положим lk+1 = max{l̄k+1, nk} + 1. Тогда (3.8.34) будет выполняться
и для n ≥ lk+1 По признаку точной верхней границы 1.91 существует
натуральное число nk+1 ≥ lk+1 такое, что

q − εk+1 < xnk+1
≤ zlk+1

< q + εk+1.

Таким образом, подпоследовательность xnk построена, причем и соот-
ношения

q − εk < xnk < q + εk,

и неравенство nk < nk+1 выполняются для всех k ∈ N.
Далее, из lim

k→∞
εk = 0 с помощью теоремы 3.40 выводим требуемое:

lim
k→∞

xnk = q.

Если q = +∞, то очевидно zn = +∞ для всех n ∈ N. Возьмем про-
извольную последовательность rn положительных чисел, сходящуюся
к +∞: lim

n→∞
rn = +∞. Например, rn = n.

По признаку точной верхней границы 1.91 существует натуральное
число n1 такое, что

r1 < xn1 .

Пусть элементы xn1
, xn2

, . . . , xnk данной последовательности уже вы-
браны, причем

rm < xnm для всех 1 ≤ m ≤ k

и n1 < n2 < . . . < nk.
Покажем как выбрать элемент xnk+1

таким образом, чтобы

rk+1 < xnk+1

и nk < nk+1. Поскольку znk+1 = +∞, по признаку точной верхней
границы 1.91 существует натуральное число nk+1 ≥ nk + 1 такое, что

rk+1 < xnk+1
.
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Таким образом, подпоследовательность xnk построена, причем

rk < xnk

и nk < nk+1 для всех k ∈ N.
Далее, из lim

k→∞
rk = +∞ с помощью теоремы 3.42 выводим требуе-

мое:
lim
k→∞

xnk = +∞.

3.9 Верхний и нижний пределы последовательности

Частичный предел q последовательности {xn}, найденный в теореме
3.61, обладает одним замечательным свойством: любой частичный пре-
дел последовательности {xn} не превосходит частичного предела q
теоремы 3.61.

Для доказательства этого свойства воспользуемся неравенством: xn ≤
zn, n ∈ N. Если a = lim

k→∞
xnk — частичный предел последовательности

xn, то, переходя в неравенстве xnk ≤ znk к пределу при k → ∞, по
теореме о неравенстве пределов 3.39 получаем требуемое соотношение
a ≤ q.

Таким образом, доказано

3.62. Предложение. Частичный предел q последовательности {xn},
найденный в теореме 3.61, является максимальным из всех частичных
пределов последовательности {xn}.

Предел
q = lim

n→∞
sup{xn, xn+1, . . . , xm, . . .}

теоремы 3.61 является частичным последовательности {xn}, называет-
ся верхним пределом последовательности {xn} и обозначается символом

q = lim
n→∞

xn. (3.9.35)

Аналогично предыдущему можно найти наименьший из всех частич-
ных пределов последовательности {xn}. Для этого надо рассмотреть
последовательность

N 3 n 7→ yn = inf{xn, xn+1, . . . , xm, . . .}, (3.9.36)

проверить, что она монотонно возрастает: yn ≤ yn+1 для любого n ∈ N ,
и по теореме 3.30 убедиться в существовании предела

lim
n→∞

yn = sup
n∈N

yn = p. (3.9.37)
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Читателю остается показать, что p — минимальный частичный предел
исходной последовательности {xn}.

Частичный предел p последовательности {xn} называется нижним
пределом последовательности {xn} и обозначается символом

lim
n→∞

xn.

3.63. Задача. Доказать, что частичный предел p последовательно-
сти {xn}, найденный в (3.9.37), является минимальным из всех частич-
ных пределов последовательности {xn}.

3.64. Задача. Доказать, что для последовательности xn ∈ R, n ∈ N,
всегда имеет место неравенство

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

xn. (3.9.38)

3.65. Задача. Доказать, что если p, q — соответственно нижний
и верхний пределы последовательности xn ∈ R, n ∈ N, то для любого
α > q (β < p) множество

{n ∈ N : xn > α} ({n ∈ N : xn < β}) (3.9.39)

конечное.

Указание: Воспользуйтесь неравенством yn ≤ xn ≤ zn, n ∈ N, и
существованием такого n0, что для всех n ≥ n0 будет

β ≤ yn ≤ yn+1 ≤ xn+1 ≤ zn+1 ≤ zn ≤ α.

3.66. Задача. Доказать, что для последовательности xn ∈ R, n ∈ N,
сходится тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn. (3.9.40)

3.67. Задача. Последовательность xn, n ∈ N, сходится тогда и толь-
ко тогда, когда совокупность всех ее частичных пределов состоит из
единственной точки.

3.68. Задача. Доказать, что для последовательности xn ∈ R, n ∈ N,
и некоторой ее подпоследовательности xnk ∈ R, k ∈ N, всегда справед-
ливы соотношения

lim
n→∞

xn ≤ lim
k→∞

xnk ≤ lim
k→∞

xnk ≤ lim
n→∞

xn. (3.9.41)
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Указание. Всякий частичный предел последовательности {xnk , k ∈
N} является также частичным пределом и последовательности {xn}.
Отсюда совокупность M частичных пределов последовательности {xn}
содержит совокупность S частичных пределов последовательности
{xnk , k ∈ N}: S ⊂M . Поэтому наименьший элемент множества M , рав-
ный минимальному частичному пределу последовательности {xn}, не
превосходит наименьшего элемента множества S, равного минимально-
му частичному пределу последовательности {xnk , k ∈ N}. Следователь-
но,

lim
n→∞

xn ≤ lim
k→∞

xnk .

3.69. Задача. Пусть даны последовательности {xn ∈ R} и {yn ∈ R}.
Доказать, что

lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn (3.9.42)

при условии, что сумма в правой части определена.

Решение. Пример последовательностей xn = n и yn = −n показыва-
ет, что условие определенности суммы в правой части (3.9.42) связано
с существом дела: слагаемые в правой части не могут быть бесконечно-
стями разных знаков.

Если lim
n→∞

xn = +∞, то по условию lim
n→∞

yn > −∞, и в этом случае
неравенство (3.9.42) очевидно.

Если lim
n→∞

(xn + yn) = −∞, то в этом случае неравенство (3.9.42)
также очевидно.

Если lim
n→∞

xn = −∞, то по условию lim
n→∞

yn < +∞, и в этом случае
надо доказать, что верхний предел в левой части неравенства (3.9.42)
равен −∞. Действительно, в этом случае существует L ∈ R такое, что

yn ≤ L

для всех номеров n ≥ n1, где n1 ∈ N — некоторое число. Для любого
r ∈ R найдется номер n2 ∈ N такой, что

xn < r − L

для всех номеров n ≥ n2. Если n0 = max(n1, n2), то

xn + yn < r − L+ L = r

для всех номеров n ≥ n0. Так как r ∈ R — произвольное число, то
lim
n→∞

(xn + yn) = −∞, и неравенство (3.9.42) также выполняется.
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Рассмотрим основной случай: когда правая и левая части (3.9.42)
— конечные числа. Пусть подпоследовательность xnk + ynk сходится
к lim
n→∞

(xn + yn) при k → ∞. Подпоследовательность xnk может и не
сходится, но у нее есть (под)подпоследовательность xnkl , сходящаяся к
lim
k→∞

xnk . Заметим, что тогда по теореме 3.45 и ynkl сходится, так как

ynkl = (xnkl + ynkl )− xnkl → lim
n→∞

(xn + yn)− lim
k→∞

xnk

при l → ∞. Из последнего, в частности, выводим, что lim
k→∞

xnk 6= −∞,

так как в противном случае и lim
l→∞

ynkl = −∞, и

lim
l→∞

(xnkl + ynkl ) = lim
n→∞

(xn + yn) = −∞,

что противоречит предположению конечности левой части (3.9.42). Окон-
чательно,

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
l→∞

(xnkl + ynkl ) = lim
l→∞

xnkl + lim
l→∞

ynkl

≤ lim
k→∞

xnk + lim
k→∞

ynk ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

(здесь мы воспользовались задачей 3.68).

Аналогично решаются следующие три задачи.

3.70. Задача. Пусть даны последовательности {xn ∈ R} и {yn ∈ R}.
Доказать, что

lim
n→∞

(xn + yn) ≥ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

при условии, что сумма в правой части определена.

3.71. Задача. Пусть даны последовательности {xn ∈ R} и {yn ∈ R},
xn, yn > 0 для всех n ∈ N. Доказать, что

lim
n→∞

xn · yn ≤ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn

при условии, что произведение в правой части определено.

3.72. Задача. Пусть даны последовательности {xn ∈ R} и {yn ∈ R},
xn, yn > 0 для всех n ∈ N. Доказать, что

lim
n→∞

xn · yn ≥ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn

при условии, что произведение в правой части определено.
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3.10 Понятие фундаментальной последовательности. Критерий Ко-
ши

Рассмотрим последовательность xn ∈ R, n ∈ N, сходящуюся к некото-
рому числу a ∈ R. Тогда для ε > 0 найдется номер n0 такой, что

|xn − a| <
ε

2
(3.10.43)

для всех n ≥ n0. Следовательно, для всех m, l ≥ n0 из (3.10.43) имеем

|xm − xl| ≤ |xm − a|+ |xl − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, если последовательность xn ∈ R, n ∈ N, сходится к
некоторому числу в R, то для любого ε > 0 найдется номер n0 такой,
что

|xm − xl| < ε (3.10.44)

для всех m, l ≥ n0. Свойство (3.10.44) можно рассматривать и независи-
мо от того сходится последовательность или нет. Выделим полученное
свойство в новое понятие.

3.73. Определение. Последовательность xn ∈ R, n ∈ N, называет-
ся фундаментальной, если для любого ε > 0 найдется номер n0 такой,
что

|xm − xl| < ε (3.10.45)

для всех m, l ≥ n0.

3.10.1 Критерий Коши

3.74. Теорема. Последовательность {xn}n∈N сходится к некоторо-
му числу в R тогда и только тогда, когда она фундаментальная.

Доказательство. Необходимость доказана перед определени-
ем 3.73.

Достаточность.Последовательность {xn}n∈N фундаментальна. То-
гда для произвольного фиксированного ε > 0 существует номер n0 ∈ N
такой, что для всех m, l ≥ n0 справедливо неравенство (3.10.45). Фик-
сируем l. При m ≥ n0 имеем соотношения

−ε+ xl < xm < ε+ xl (3.10.46)

из которых вытекает, что последовательность {xm} ограничена. Выде-
лим по теореме Вейерштрасса 3.61 сходящуюся подпоследовательность
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xmk : lim
k→∞

xmk = a. Так как mk > n0 |k→∞, то полагая в неравенствах

(3.10.46) m = mk и переходя к пределу при k → ∞ по теореме 3.39 о
неравенстве пределов получаем

−ε+ xl ≤ a ≤ ε+ xl или |xl − a| ≤ ε (3.10.47)

при всех l ≥ n0. Таким образом, доказано, что lim
l→∞

xl = a.

3.11 Экспоненциальная функция expx

3.11.1 Определение экспоненциальной функции

Применим критерий Коши для доказательства сходимости последова-
тельности

un(x) =
(

1 +
x

n

)n
, n ∈ N,

где x ∈ R— произвольное фиксированное число. Понятно, что при x = 0
последовательность постоянная и ее предел равен 1. Случай x = 1 был
рассмотрен раннее в п. 3.31: было доказано, что предел lim

n→∞
un(1) су-

ществует, принадлежит R, и его значение было обозначено символом e.
Здесь мы приведем новое доказательство существования предела по-
следовательности un(x). Таким образом, будет доказано, что каждому
x ∈ R можно сопоставить число lim

n→∞
un(x), которое мы обозначим сим-

волом expx:
R 3 x 7→ expx = lim

n→∞
un(x). (3.11.48)

Ниже в разделе 3.11.3 будет доказано, что эта функция обладает заме-
чательным свойством: exp(x + y) = expx · exp y. По этой причине она
называется экспоненциальной.

3.75. Теорема. Предел

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
(3.11.49)

существует для любого x ∈ R.

Доказательство. При x = 0 последовательность очевидно сходит-
ся и ее предел равен 1. Фиксируем произвольное x ∈ R\{0}, рассмотрим
последовательность

un(x) =
(

1 +
x

n

)n
, n ∈ N,
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и докажем, что она сходится.
Заметим, что при x = 1 эта последовательность совпадает с после-

довательностью {xn}, n ∈ N, примера 3.31. Для доказательства сходи-
мости последовательности {un(x)} мы воспользуемся критерием Коши.

Надо доказать, что для любого ε > 0 найдется номер n0 такой, что

|um(x)− ul(x)| < ε (3.11.50)

для всех m, l ≥ n0. Фиксируем произвольное 0 < ε < 4. Запишем левую
часть (3.11.50) в следующем виде:

|um(x)− ul(x)| =
∣∣∣(1 +

x

m

)m
−
(

1 +
x

l

)l∣∣∣. (3.11.51)

Разложение для
(

1 + x
m

)m
получено в примере 1.57 при m = n:

ym(x) =
(

1 +
x

m

)m
=

m∑
k=0

cm,k
xk

k!
, (3.11.52)

где

cm,k = 1 ·
(

1− 1

m

)
· · · · ·

(
1− k − 1

m

)
. (3.11.53)

Напомним свойства коэффициентов cm,k, m ∈ N, 0 ≤ k ≤ m:
1) cm,0 = 1, а 0 < cm,k < 1 для всех натуральных 1 ≤ k ≤ m,
2) lim

m→∞
cm,k = 1 для любого фиксированного 1 ≤ k ≤ m в силу

леммы 3.37.
Принимая во внимание (3.11.52), рассмотрим произвольное число

1 < k0 ≤ min(m, l), которое впоследствии фиксируем определенным об-
разом, и запишем разность в правой части (3.11.51) в следующем виде:

|um(x)− ul(x)| =
∣∣∣∣ m∑
k=0

cm,k
xk

k!
−

l∑
k=0

cl,k
xk

k!

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣k0−1∑
k=0

cm,k
xk

k!
−
k0−1∑
k=0

cl,k
xk

k!

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ m∑
k=k0

cm,k
xk

k!

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ l∑
k=k0

cl,k
xk

k!

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣k0−1∑
k=0

(cm,k − cl,k)
|x|k

k!

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
«хорошая» часть

+ 2

L∑
k=k0

|x|k

k!
,︸ ︷︷ ︸

«плохая» часть

(3.11.54)
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где L = max{m, l}. Таким образом, выражение в правой части (3.11.54)
состоит из двух слагаемых: первое слагаемое «хорошее» (у него конеч-
ное число слагаемых), а второе «плохое» (у него количество слагаемых
может быть произвольным). Для оценки плохой части выберем такое
k0 ∈ N, чтобы одновременно выполнялись следующие неравенства (су-
ществование такого k0 сформулировано в задаче 3.41):

|x|k0
k0!

<
ε

8
и

|x|
k0 + 1

<
ε

8
<

1

2
. (3.11.55)

Отсюда в силу неравенства (1.11.27) с u = |x| выводим следующую
оценку:

2

L∑
k=k0

|x|k

k!
< 2
|x|k0
k0!

1

1− |x|
k0+1

< 4
|x|k0
k0!

<
ε

2
, (3.11.56)

справедливую для любого L = max(m, l) ≥ k0

Поскольку k0 фиксировано, мы можем подобрать n0 ≥ k0 такое,
чтобы (см. предложение 3.15)

|cm,k − cl,k| ≤ |cm,k − 1|+ |cl,k − 1| < ε

2k0(|x|+ 1)k0
для всех m, l ≥ n0.

При таком выборе n0 для всех m, l ≥ n0 имеем

∣∣∣∣k0−1∑
k=0

(cm,k − cl,k)
|x|k

k!

∣∣∣∣ ≤ k0−1∑
k=0

|cm,k − cl,k|
|x|k

k!

<

k0−1∑
k=0

ε

2k0(|x|+ 1)k0
|x|k

k!
≤ k0 ·

ε

2k0
=
ε

2
(3.11.57)

(здесь использованы очевидные неравенства |x|k
(|x|+1)k0

≤ 1 и 1
k! ≤ 1, спра-

ведливые для всех k = 0, . . . , k0 и x ∈ R).
Объединяя оценки (3.11.56) и (3.11.57), получаем (3.11.50).

3.76. Определение. Экспоненциальной функцией называется функ-
ция

R 3 x 7→ expx = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
. (3.11.58)

Очевидно exp 1 = e.
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Метод доказательства последней теоремы можно применить для до-
казательства и других соотношений.

3.77. Задача. Справедливо равенство

expx = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim
n→∞

n∑
k=0

xk

k!
(3.11.59)

для всех x ∈ R.

Указание. Применить метод доказательства теоремы 3.36 и соот-
ношения из доказательства теоремы 3.75.

Таким образом, для экспоненциальной функции имеем такое пред-
ставление

expx =

n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x) (3.11.60)

для всех x ∈ R.

3.11.2 Оценки приближения экспоненциальной функции

Наша ближайшая цель — оценить сверху остаток

Rn(x) = expx−
n∑
k=0

xk

k!
.
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3.78. Следствие. Справедлива оценка

|Rn(x)| ≤ 2

(n+ 1)!
|x|n+1 (3.11.61)

при |x| ≤ n+2
2 , n = 0, 1, 2, . . .. В частности, expx = 1 + x + R1(x), где

|R1(x)| ≤ |x|2 при |x| ≤ 3
2 .

Доказательство. Действительно, имеем оценку

|Rn(x)| =
∣∣∣∣expx−

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣ ≤ lim
m→∞

m∑
k=n+1

|x|k

k!
= Rn(|x|). (3.11.62)

Отсюда с учетом (1.11.29) выводим требуемое:

Rn(|x|) = sup
m∈N

m∑
k=n+1

|x|k

k!
≤ |x|n+1

(n+ 1)!

1

1− |x|
n+2

≤ 2

(n+ 1)!
|x|n+1.

3.11.3 Основное свойство экспоненциальной функции

Здесь мы докажем основное свойство экспоненциальной функции.

3.79. Теорема. Экспоненциальная функция обладает следующим
свойством:

exp(u+ v) = expu · exp v (3.11.63)

для любых действительных чисел u, v ∈ R.

Доказательство. По условию теоремы 3.75 для всех u, v ∈ R опре-
делены значения

expu = lim
n→∞

(
1 +

u

n

)n
,

exp v = lim
n→∞

(
1 +

v

n

)n
,

exp(u+ v) = lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
.
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Поэтому

expu · exp v = lim
n→∞

(
1 +

u

n

)n
· lim
n→∞

(
1 +

v

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n
+
uv

n2

)n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
·
(

1 +
uv

n2
(
1 + u+v

n

))n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
·
(

1 +
zn
n

)n
, (3.11.64)

где
zn =

uv

n+ u+ v
.

Для окончания доказательства остается проверить, что

lim
n→∞

(
1 +

zn
n

)n
= 1. (3.11.65)

Если это равенство верное, предел второго сомножителя в правой части
(3.11.64) при n→∞ будет равен единице и теорема будет доказана.

Так как |zn| → 0 при n→∞, то существует n0 такое, что неравенство

|zn| <
1

2

выполняется при всех n ≥ n0.
По неравенству Бернулли (1.11.16) имеем два соотношения:(

1 +
zn
n

)n
≥ 1 + zn и

(
1− zn

n

)n
≥ 1− zn. (3.11.66)

Далее из очевидного неравенства 1 − z2n
n2 ≤ 1 выводим 1 + zn

n ≤
1

1− znn
.

Отсюда и из (3.11.66) приходим к соотношениям:

1 + zn ≤
(

1 +
zn
n

)n
≤ 1(

1− zn
n

)n ≤ 1

1− zn
.

Следовательно,

1 + zn ≤
(

1 +
zn
n

)n
≤ 1

1− zn
.

Отсюда по теореме 3.40 о пределе промежуточной последовательности
получаем соотношение (3.11.65), так как zn → 0 при n→∞.
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3.12 Теория пределов для комплекснозначных последовательно-
стей. Примеры.

3.12.1 Определение последовательности и примеры

3.80. Определение. Пусть M ⊂ Z — конечное или бесконечное
множество, а C — множество комплексных чисел. Отображение

z : M→ C (3.12.67)

называется последовательностью точек множества C, индексированных
числами множества M. Последовательность (3.12.67) обозначается од-
ним из следующих символов:

{zn}n∈M; zn, n ∈M;

или {zn}, если множество индексов M в контексте не меняется.

Таким образом, zn ∈ C — это просто значение последовательности
(3.12.67) на номере n ∈M.

В дальнейшем изложении мы будем, в основном, рассматривать N,
N ∪ {0} или Z в качестве множества индексов M.

3.81. Примеры. 1) Пусть p ∈ C — произвольная точка. Последова-
тельность z : M → {p} называется постоянной. Здесь zn = p для всех
номеров n ∈M.

2) zn = in, n ∈ N.

3) zn = 1 + z + z2 + . . .+ zn =
n∑
k=0

zk, n ∈ N.

4) zn = 1 + i
1! + i2

2! + i3

3! + . . .+ in

n! =
n∑
k=0

ik

k! , n ∈ N.

5) zn =
(
1 + i

n

)n, n ∈ N.

6) zn = 1 + z
1! + z2

2! + z3

3! + . . .+ zn

n! =
n∑
k=0

zk

k! , n ∈ N.

7) zn =
(
1 + z

n

)n, n ∈ N.

3.12.2 Предел комплекснозначной последовательности

3.82. Определение. Пусть дана последовательность z : N → C.
Число p ∈ C называется пределом последовательности zn, если для
любого ε > 0 существует число n0 ∈ N такое, что для всех n ≥ n0

выполняется неравенство
|zn − a| < ε. (3.12.68)
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Для обозначения сходимости последовательности {zn} к числу p при
n→∞ употребляют символы

lim
n→∞

zn = p, zn →
n→∞

p или zn → p |n→∞.

3.83. Задача. Показать, что предел lim
n→∞

zn = p эквивалентен пре-
делу lim

n→∞
|zn − p| = 0.

3.84. Теорема. Последовательность zn = xn + iyn сходится к a =
x0 + iy0 ∈ C при n → ∞ тогда и только тогда, когда xn сходится к x0,
а yn сходится к y0 при n→∞.

Доказательство теоремы выводится из соотношений

1

2
(|xn − x0|+ |yn − y0|) ≤ |zn − z0| ≤ (|xn − x0|+ |yn − y0|). (3.12.69)

Если lim
n→∞

zn = z0, то lim
n→∞

|zn− z0| = 0. Из левой части соотношений
(3.12.69) выводим

lim
n→∞

xn = x0 и lim
n→∞

yn = y0. (3.12.70)

Если же верно (3.12.70), то правой части соотношений (3.12.69) вы-
водим lim

n→∞
zn = z0.

3.85. Задача. Если последовательность zn ∈ C сходится к числу
a ∈ C при n → N, то |zn| сходится к числу |a| при n → N. Обратное
неверно.

3.86. Задача. Если последовательность zn ∈ C сходится к числу
a ∈ C при n→ N, то z̄n сходится к числу ā при n→ N.

Указание: применяя свойство (1.15.49), имеем

|zn − a| = |zn − a| = |z̄n − ā|.

Из этих равенств следует, что из сходимости zn к a при n→∞ вытекает
сходимость z̄n к ā при n→∞

3.87. Задача. Доказать из определения, что если zn ∈ C для всех
n ∈ N и lim

n→∞
zn = p, то последовательность zn ограничена: т. е. суще-

ствует число L ∈ R такое, что |zn| ≤ L для всех n ∈ N.
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3.88. Задача. Исследовать на сходимость последовательности 1–4
задачи 3.81. Найти пределы в случае их существования.

Для всякого натурального n ∈ N рассмотрим некоторое высказыва-
ние Φ(n), о котором можно сказать истинно он или ложно. Мы будем
употреблять символ

Φ(n) |n→∞
для обозначения того, что высказывание Φ(n) истинно для всех n на-
чиная с некоторого номера, т. е. существует номер n0 такой, что Φ(n)
истинно для всех n ≥ n0.

3.89. Задача. Задачу 3.87 можно переформулировать следующим
образом: доказать, что если lim

n→∞
zn = p, то последовательность zn

ограничена при больших n: т. е. существует число L ∈ R такое, что
|zn| ≤ L |n→∞.

3.12.3 Единственность предела последовательности

Аналогично теореме 3.28 доказывается следующий результат.

3.90. Теорема. Последовательность комплексных чисел может иметь
только один предел.

Доказательство. Это утверждение — прямое следствие теоремы
3.84.

3.12.4 Предел и алгебраические операции в C

Утверждения этого раздела можно просто доказать с помощью теоремы
3.84.

3.91. Теорема. Сумма пределов равна пределу суммы: если lim
n→∞

zn =

a, lim
n→∞

wn = b, то

lim
n→∞

(zn + wn) = lim
n→∞

zn + lim
n→∞

wn. (3.12.71)

3.92. Теорема. Произведение пределов равно пределу произведения:
если lim

n→∞
zn = a, lim

n→∞
wn = b, то

lim
n→∞

(zn · wn) = lim
n→∞

zn · lim
n→∞

wn. (3.12.72)
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3.93. Теорема. Обратная величина предела, не равного нулю, рав-
на пределу последовательности обратных величин: если lim

n→∞
zn = a 6=

0, то

lim
n→∞

1

zn
=

1

lim
n→∞

zn
. (3.12.73)

3.94. Задача. Если последовательность zn ∈ C сходится к числу a ∈
C при n → N, последовательность wn ∈ C сходится к числу b ∈ C \ {0}
при n → N, то существует предел отношения последовательностей и
равен отношению пределов, когда оно определено:

lim
n→∞

zn
wn

=
a

b
. (3.12.74)

3.12.5 Понятие фундаментальной последовательности

Рассмотрим последовательность zn ∈ C, n ∈ N, сходящуюся к некото-
рому числу a ∈ C. Тогда для ε > 0 найдется номер n0 такой, что

|zn − a| <
ε

2
(3.12.75)

для всех n ≥ n0. Следовательно, для всех m, l ≥ n0 из (3.12.75) имеем

|zm − zl| ≤ |zm − a|+ |zl − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, если последовательность zn ∈ C, n ∈ N, сходится к
некоторому числу в C, то для любого ε > 0 найдется номер n0 такой,
что

|zm − zl| < ε (3.12.76)

для всех m, l ≥ n0. Свойство (3.12.76) можно рассматривать и независи-
мо от того сходится последовательность или нет. Выделим полученное
свойство в новое понятие.

3.95. Определение. Последовательность zn ∈ C, n ∈ N, называется
фундаментальной, если для любого ε > 0 найдется номер n0 такой, что

|zm − zl| < ε (3.12.77)

для всех m, l ≥ n0.
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3.12.6 Критерий Коши

3.96. Теорема. Последовательность {zn}n∈N сходится к некоторо-
му числу в C тогда и только тогда, когда последовательность {zn} фун-
даментальная.

Доказательство. Необходимость доказана перед определени-
ем 3.95.

Достаточность.Пусть последовательность {zn}n∈N фундаменталь-
на. Тогда для произвольного фиксированного ε > 0 существует номер
n0 ∈ N такой, что для всех m, l ≥ n0 справедливо неравенство (3.12.77).
Запишем для разности zm−zl = (xm−xl)+i(ym−yl) аналог соотношений
3.12.69:

1

2
(|xm − xl|+ |ym − yl|) ≤ |zm − zl| ≤ (|xm − xl|+ |ym − yl|). (3.12.78)

Из этих соотношений вытекает, что последовательности {xn} и {yn}
фундаментальные. В силу критерия Коши они сходящиеся: lim

n→∞
xn =

x0, а lim
n→∞

yn = y0. Отсюда имеем сходимость lim
n→∞

zn = z0 = x0 + iy0.

3.13 Экспоненциальная функция exp z. Основное свойство экспо-
ненциальной функции.

3.13.1 Экспоненциальная функция exp z комплексного аргумента.

В этом разделе мы докажем, что для любого фиксированного z ∈ C
последовательности

un = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
=

n∑
k=0

zk

k!
, n ∈ N, и (3.13.79)

wn =
(

1 +
z

n

)n
, n ∈ N, (3.13.80)

задачи 3.81 сходятся в C к одному и тому пределу при n → ∞. Об-
щий предел этих последовательностей и есть значение экспоненциаль-
ной функции в точке z ∈ C и обозначается символом exp z.

3.97. Теорема. Предел

lim
n→∞

n∑
k=0

zk

k!

существует для любого z ∈ C.
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Доказательство. Достаточно доказать, что последовательность

un =

n∑
k=0

zk

k!

фундаментальная. Действительно, возьмем произвольные натуральные
числа m > l и рассмотрим разность

um − ul =

m∑
k=l+1

zk

k!
.

Для этой разности справедливы оценки

|um − ul| =
∣∣∣ m∑
k=l+1

zk

k!

∣∣∣ ≤ m∑
k=l+1

|z|k

k!
≤ |z|l+1

(l + 1)!

1

1− |z|
l+2

. (3.13.81)

Здесь первое неравенство — результат применения неравенства тре-
угольника, а второе — результат применения оценки (1.11.28) при k0 =
l + 1, L = m, u = |z|, |z| < l + 2.

Фиксируем ε > 0. Выберем n0 таким, чтобы |z|
l+2 < 1

2 , а
|z|l+1

(l+1)! <
ε
2

для всех l ≥ n0. При таком выборе n0 из (3.13.81) при всех m > l ≥ n0

выводим
|um − ul| < 2 · ε

2
= ε.

Таким образом, последовательность un фундаментальная, и по теореме
3.96 является сходящейся.

В результате, мы получаем функцию

C 3 z 7→ exp z = lim
n→∞

n∑
k=0

zk

k!
, (3.13.82)

определенную для всех комплексных z ∈ C со значениями в C. Эта
функция так же, как и в разделе 3.11.49, называется экспоненциальной.

3.98. Теорема. Предел lim
n→∞

(
1 + z

n

)n существует для любого z ∈ C.
Кроме того, справедливы равенства

exp z = lim
n→∞

n∑
k=0

zk

k!
= lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
.
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Доказательство. Приводимые ниже вычисления — это почти оче-
видная модификаций вычислений в теореме 3.36. Аналогично (3.11.52)
напишем (

1 +
z

n

)n
=

n∑
k=0

cn,k
zk

k!
.

Тогда разность
n∑
k=0

zk

k! −
(
1 + z

n

)n можно оценить следующим образом:

∣∣∣ n∑
k=0

zk

k!
−
(

1 +
z

n

)n∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ n∑
k=0

zk

k!
−

n∑
k=0

cn,k
zk

k!

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ l∑
k=0

(1− cn,k)
zk

k!

∣∣∣∣+

n∑
k=l+1

|z|k

k!
+

n∑
k=l+1

cn,k
|z|k

k!
= I1 + I2 + I3,

(3.13.83)

где l < n, а величины cn,k определены формулой (3.4.11). Так как 0 <
cn,k ≤ 1, то I3 ≤ I2. Заметим, что оценка для I2 приведена в (1.11.27):
полагая в (1.11.27) k0 = l + 1, L = n, u = |z|, получаем

I2 =

n∑
k=l+1

|z|k

k!
<
|z|l+1

(l + 1)!

1

1− |z|
l+2

≤ 2

(l + 1)!
· |z|l+1

при условии |z|
l+2 ≤

1
2 . Отсюда и I3 ≤ I2 выводим

I2 + I3 ≤ 2I2 ≤
4

(l + 1)!
· |z|l+1 (3.13.84)

при условии 2|z| − 2 ≤ l. Заметим, что правая часть (3.13.84) в отличие
от левой не зависит от n

Фиксируем ε > 0. Так как правая часть (3.13.84) стремится к 0 при
l→∞, найдется натуральное число k0 ≥ 2|z| − 2 такое, что I2 + I3 <

ε
2

при всех l ≥ k0. Полагая в (3.13.83) n > l = k0, выводим

∣∣∣ n∑
k=0

zk

k!
−
(

1 +
z

n

)n∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ k0∑
k=0

(1− cn,k)
zk

k!

∣∣∣∣+
ε

2
. (3.13.85)

Так как сумма в (3.13.85) состоит из конечного числа слагаемых и
cn,k → 1 при n → ∞ для любого фиксированного k = 1, 2, . . . , k0, то
сумма в правой части (3.13.85) стремится к нулю при n→∞. Поэтому
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существует n0, начиная с которого эта сумма будет меньше ε
2 . Оконча-

тельно для всех n ≥ n0 получаем∣∣∣ n∑
k=0

zk

k!
−
(

1 +
z

n

)n∣∣∣ < ε.

Таким образом, |un − wn| → 0 при n→∞. Следовательно, последо-
вательность wn = un−(wn−un) имеет предел при n→∞, совпадающий
с пределом exp z = lim

n→∞
un.

3.99. Задача. ez = ez̄.

Указание. Значение ez является пределом последовательности wn =(
1 + z

n

)n
при n → ∞. В силу задачи 3.86 значение ez равно4 пределу

последовательности w̄n =
(

1 + z
n

)n
=
(

1 + z̄
n

)n
→ ez̄ при n→∞.

3.13.2 Оценки приближения экспоненциальной функции

Наша ближайшая цель — оценить сверху остаток

Rn(z) = exp z −
n∑
k=0

zk

k!
.

3.100. Следствие. В представлении

exp z =

n∑
k=0

zk

k!
+Rn(z)

для остатка Rn(z) cправедлива оценка

|Rn(z)| ≤ 2

(n+ 1)!
|z|n+1 (3.13.86)

при |z| ≤ n+2
2 , n = 0, 1, 2, . . .. В частности, exp z = 1 + z + R1(z), где

|R1(z)| ≤ |z|2 при |z| ≤ 3
2 .

Доказательство оценки (3.13.86) по существу ничем не отличается
от доказательства аналогичной оценки, установленной в следствии 3.78
для вещественных чисел.

4Здесь применяется следующее легко проверяемое свойство комплексных чисел:
z1 · z2 = z̄1 · z̄2
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3.13.3 Основное свойство экспоненциальной функции.

3.101. Теорема. Экспоненциальная функция обладает следующим
свойством:

exp(u+ v) = expu · exp v (3.13.87)

для любых комплексных чисел u, v ∈ C.

Доказательство. По условию теоремы 3.101 для всех u, v ∈ C
определены значения

expu = lim
n→∞

(
1 +

u

n

)n
,

exp v = lim
n→∞

(
1 +

v

n

)n
,

exp(u+ v) = lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
.

Поэтому

expu · exp v = lim
n→∞

(
1 +

u

n

)n
· lim
n→∞

(
1 +

v

n

)n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n
+
uv

n2

)n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
·
(

1 +
uv

n2
(
1 + u+v

n

))n
= lim
n→∞

(
1 +

u+ v

n

)n
·
(

1 +
zn
n

)n
, (3.13.88)

где
zn =

uv

n+ u+ v
.

Для окончания доказательства остается проверить, что

lim
n→∞

(
1 +

zn
n

)n
= 1. (3.13.89)

Если это равенство верное, предел второго сомножителя в правой части
(3.13.88) при n→∞ будет равен единице и теорема будет доказана.

Так как |zn| → 0 при n→∞, то существует n0 такое, что неравенство

|zn| <
1

2

выполняется при всех n ≥ n0.
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Полагая x = zn в примере 1.57, имеем

yn(zn) =
(

1 +
zn
n

)n
(3.13.90)

=

n∑
l=0

cn,l
zln
l!

= 1 +

n∑
l=1

cn,l
zln
l!
,

где cn,l = 1 ·
(
1− 1

n

)
· · · · ·

(
1− l−1

n

)
. Напомним легко проверяемое свойство

коэффициентов cn,l, n ∈ N, 0 ≤ l ≤ n: 0 < cn,l ≤ 1.
Тогда разность yn(zn)− 1 можно оценить следующим образом:

|yn(zn)− 1| ≤
∣∣∣∣ n∑
l=1

cn,l
zln
l!

∣∣∣∣ ≤ n∑
l=1

|cn,l|
|zn|l

l!
≤

n∑
l=1

|zn|l

l!
. (3.13.91)

Заметим, что оценка для суммы в правой части (3.13.91) приведена в
(1.11.27):

|yn(zn)− 1| ≤
n∑
l=1

|zn|l

l!
≤ |zn| ·

1

1− |zn|2

< 2|zn| (3.13.92)

при условии n ≥ n0 (которое обеспечивает |zn| < 1
2 ).

Так как zn → 0 при n → ∞, то по теореме о промежуточной после-
довательности из (3.13.92) выводим

lim
n→∞

∣∣∣(1 +
zn
n

)n
− 1
∣∣∣ = 0.

для всех n ≥ n0. Отсюда плучаем (3.13.89).

4 Основные принципы анализа и топология в
множестве вещественных чисел

4.1 Лемма о вложенных отрезках

4.1. Принцип Коши — Кантора. Для любой последовательно-
сти I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ вложенных отрезков найдется точка c ∈ R,
принадлежащая всем этим отрезкам.

Если, кроме того, известно, что для любого ε > 0 в последователь-
ности отрезков можно найти отрезок Ik, длина которого |Ik| меньше ε,
то c — единственная общая точка всех отрезков.

Сформулированный принцип является следствием следующего бо-
лее общего утверждения.
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4.2. Теорема о пересекающихся отрезках. Пересечение любой
совокупности M = {Iξ} попарно пересекающихся отрезков является от-
резком и, следовательно, непустое

Доказательство. Если два отрезка Iξ = [aξ, bξ] и Iη = [aη, bη]
имеют общую точку x ∈ Iξ ∩ Iη, то одновременно имеем соотношения
aξ ≤ x ≤ bξ и aη ≤ x ≤ bη. Отсюда выводим

aξ ≤ bη и aη ≤ bξ,

т. е. левый конец любого из отрезков, входящих в совокупность M , не
превосходит правого конца любого из отрезков той же самой совокуп-
ности. Следовательно, для любого aξ получаем

aξ ≤ inf
Iη=[aη,bη ]∈M

bη = β.

Из левого неравенства очевидно имеем

α = sup
Iξ=[aξ,bξ]∈M

aξ ≤ β.

Поскольку aξ ≤ α ≤ β ≤ bη, то

[α, β] ⊂
⋂
ξ

Iξ.

Докажем обратное включение. Пусть точка x ∈
⋂
ξ

Iξ. Тогда имеем

aξ ≤ x ≤ bη для любого левого конца отрезка Iξ = [aξ, bξ] ∈M и правого
конца отрезка Iη = [aη, bη] ∈ M . Из соотношений aξ ≤ x ≤ bη выводим
неравенства

α ≤ x ≤ β.

Таким образом, включение ⋂
ξ

Iξ ⊂ [α, β]

доказано, а вместе с ним доказано и равенство [α, β] =
⋂
ξ

Iξ.

4.3. Задача. Получить из теоремы о непересекающихся отрезках
принцип Коши — Кантора.
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4.2 Несчетность множества точек отрезка. Множества мощности
континуум

Докажем, сформулированную выше теорему 2.87

4.4. Теорема Кантора. Множество точек отрезка [0, 1] несчетное.

Доказательство. Пусть, напротив, все числа отрезка [0, 1] можно
пересчитать, т. е. существует биективное отображение N→ [0, 1]. Таким
образом, все действительные числа отрезка [0, 1] являются значения-
ми последовательности {xn}, n ∈ N. Возьмем точку x1 и на отрезке
I0 = [0, 1] строим отрезок I1 ненулевой длины, не содержащий точку
x1. В отрезке I1 строим отрезок I2 ненулевой длины, не содержащий
точку x2. Если отрезок In ⊂ In−1 ⊂ . . . ⊂ I2 ⊂ I1 ненулевой длины, не
содержащий точку xn, уже построен, то в нем можно выбрать отрезок
In+1 ненулевой длины, не содержащий точку xn+1. В силу принципа
4.1 Коши — Кантора последовательность I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ вложен-
ных отрезков имеет непустое пересечение. Точка c ∈ R, принадлежащая
всем этим отрезкам, очевидно не совпадает ни с одним из значений x1,
x2, . . . , xn, . . ..

4.3 Лемма о конечном покрытии.

Говорят, что система S = {Xξ}ξ∈Σ множеств Xξ покрывает множество
Y , если

Y ⊂
⋃
ξ∈Σ

Xξ.

4.5. Принцип Бореля — Лебега. Из любой системы интервалов,
покрывающих замкнутый отрезок, можно выделить конечную подси-
стему, также покрывающую этот отрезок.

Принцип Бореля — Лебега мы получим как следствие следующего
утверждения.

4.6. Теорема. Пусть даны отрезок [a, b] и система S = {Uξ}ξ∈Σ ин-
тервалов, покрывающая этот отрезок. Тогда существует положительное
число δ такое, что всякий отрезок [α, β] ⊂ [a, b], длина β − α которого
не превосходит δ, принадлежит какому-нибудь интервалу покрытия S.

Доказательство. Пусть даны отрезок [a, b] и система S = {Uξ}ξ∈Σ

интервалов, покрывающая этот отрезок. Допустим, что доказываемое

143



утверждение не верно. Тогда для всякого n ∈ N найдется отрезок

[αn, βn] ⊂ [a, b] длины βn − αn ≤
1

n
,

который не принадлежит ни одному интервалу покрытия S. По тео-
реме Вейерштрасса 3.61 о частичных пределах существует сходящая-
ся подпоследовательность αnk , имеющая предел α0. Из соотношений
a ≤ αnk ≤ b по теореме 3.39 о неравенстве пределов выводим, что
a ≤ α0 ≤ b.

Поскольку S — покрытие отрезка [a, b], точка α0 принадлежит од-
ному из интервалов покрытия: α0 ∈ Uξ0 = (x − r, x + r), где Uξ0 ∈ S,
r > 0. Для точки z ∈ [αnk , βnk ] выполняются соотношения

|z − x| ≤ |z − αnk |+ |αnk − α0|+ |α0 − x|. (4.3.1)

Заметим, что число |α0 − x| строго меньше r. Следовательно, разность
r − |α0 − x| = ε положительная.

Поскольку |z − αnk | + |αnk − α0| ≤ |βnk − αnk | + |αnk − α0| → 0 при
k → 0, то найдется число k0 такое, что неравенство

|z − αnk |+ |αnk − α0| < ε

будет верным для всех k ≥ k0. Отсюда и из (4.3.1) выводим

|z − x| < ε+ |α0 − x| = r.

Это значит, что [αnk , βnk ] ⊂ Uξ0 для всех k ≥ k0, вопреки предположе-
нию.

4.7. Задача. Получить из теоремы 4.6 принцип Бореля — Лебега.
Указание: для данного покрытия S отрезка [a, b] интервалами возьмем
число δ из теоремы 4.6. Тогда совокупность точек

{αk = a+ kδ ≤ b | k = 0, 1, . . .}

конечная, а конечная совокупность отрезков [αk, αk+1] образует покры-
тие отрезка [a, b]. Каждый отрезок [αk, αk+1] содержится в каком-нибудь
интервале покрытия S, совокупность которых и образует конечную под-
систему, образующую покрытие отрезка [a, b].
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4.4 Лемма о предельной точке в R

4.8. Определение. Элементарной окрестностью точки p ∈ R на-
зывается всякий интервал вида Oε(p) = (p − ε, p + ε), где ε ∈ (0,∞).
Такой интервал называют также открытой ε-окрестностью точки p.

Совокупность элементарных окрестностей точки p ∈ R будем обо-
значать символом Ne(p).

4.9. Определение. Пусть E ⊂ R. Точка p ∈ R называется пре-
дельной для множества E, если для любой элементарной окрестности
Oε(p) точки p пересечение Oε(p) ∩E \ {p} непустое. Совокупность всех
предельных точек множества E обозначается символом LimE.

4.10. Принцип Больцано — Вейерштрасса. Всякое бесконечное
ограниченное числовое множество в R имеет хотя бы одну предельную
точку.

Доказательство. Предположим, что для некоторого бесконечного
ограниченного множества A ⊂ R утверждение не выполняется. Заме-
тим, что A ⊂ [−L,L].

Тогда никакая точка x ∈ [−L,L] не является предельной точкой для
A, т. е. существует интервал Oξx(x) ∈ N (x) такой, что пересечение

Oξx(x) ∩A

состоит самое большее из одной точки x (такое будет в том случае, когда
x ∈ A).

Заметим, что совокупность {Oξx(x) : x ∈ [−L,L]} интервалов обра-
зует покрытие отрезка [−L,L]:⋃

x∈[−L,L]

Oξx(x) ⊃ [−L,L].

По принципу Бореля — Лебега из этого покрытия можно выделить ко-
нечное подпокрытие {Oξi(xi)}:⋃

i

Oξi(xi) ⊃ A.

Cледовательно, множество A конечное, так как

A ⊂
⋃
i

Oξi(xi) ∩A.

Полученное противоречие доказывает принцип Бореля — Вейерштрас-
са.
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4.5 Лемма о предельной точке в R

В этом разделе мы распространим понятия и результаты предыдущего
раздела на расширенную вещественную прямую. В качестве основного
результат мы докажем здесь

4.11. Принцип Больцано — Вейерштрасса в R. Всякое беско-
нечное числовое множество в R имеет хотя бы одну предельную точку.

Основное отличие этого принципа от сформулированного в 4.10 со-
стоит в том, что мы отказываемся от условия ограниченности числового
множества. Например, в качестве такого можно взять совокупность на-
туральных чисел N. Понятно, что никакая точка из R не может быть
предельной для N (Доказать это!). Следовательно, предельной точ-
кой, если таковая существует, может быть только +∞ или −∞. Ниже
мы приводим топологические понятия, необходимые для формализации
понятия предельной точки в R.

4.5.1 Понятие элементарной окрестности точки в R

Напомним, см. определение 4.8, что элементарной окрестностью точ-
ки p ∈ R называется всякий интервал вида Oε(p) = (p − ε, p + ε), где
ε ∈ (0,∞).

4.12. Определение. Пусть p ∈ R. Если точка p конечная, т. е.
принадлежит R, то ее элементарной окрестностью называется всякий
интервал Oε(p).

Если точка p = +∞ (точка p = −∞), то ее элементарной окрестно-
стью на расширенной вещественной прямой R будем называть всякий
промежуток вида (r,∞] (вида [−∞, r)) для произвольного числа r ∈ R.

Таким образом, совокупности элементарных окрестностей точки
p ∈ R совпадают и на R, и на расширенной вещественной прямой R.

Совокупность элементарных окрестностей точки p ∈ R будем обо-
значать символом Ne(p).

4.5.2 Свойства элементарных окрестностей фиксированной точки

4.13. Свойства системы элементарных окрестностей в R.
Пусть p ∈ R — произвольная фиксированная точка, а Ne(p) — совокуп-
ность элементарных окрестностей этой точки. Тогда

1) всякая окрестность точки p содержит эту точку: p ∈ U для любой
элементарной окрестности U ∈ Ne(p);
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2) пересечение любых двух элементарных окрестностей точки p яв-
ляется элементарной окрестностью этой точки: U∩V ∈ Ne(p) для любых
окрестностей U, V ∈ Ne(p);

3) любые две различные точки расширенной числовой прямой обла-
дают непересекающимися элементарными окрестностями: если p, q ∈ R
и p 6= q, то существуют окрестности U ∈ Ne(p) и V ∈ Ne(q) такие, что
U ∩ V = ∅; более того, если p < q, то x < y для любых точек x ∈ U и
y ∈ V ;

4) у каждой точки x элементарной окрестности V ∈ Ne(p), p ∈ R,
x 6= p, имеется элементарная окрестность W ∈ Ne(x) такая, что W ⊂ V
и p /∈W ;

5) у каждой точки p ∈ R имеется такая последовательность её окрест-
ностей O0 ⊃ O1 ⊃ . . .On ⊃ . . ., что всякая элементарная окрестность V
этой точки содержит некоторую окрестность вида On.

Последовательности окрестностей точки из свойства 5 называются
базисными системами окрестностей.

4.14. Примеры. Если p ∈ R, то можно взять On = (p−2−n, p+2−n),
n ∈ N;

если p =∞, то можно положить On = (n,∞], n ∈ N;
если p = −∞, то окрестности On = [−∞,−n), n ∈ N, обладают

нужными свойствами.

4.15. Задача. Доказать сформулированные в разделе 4.13 свойства
окрестностей.

4.16. Задача. Доказать, что если On, n ∈ ∞, — базисная система
окрестностей точки p ∈ R, то

⋂
n∈N
On = {p}.

4.5.3 Понятие предельной точки числового множества в R

4.17. Определение. Пусть E ⊂ R. Точка p ∈ R называется пре-
дельной для множества E, если для любой элементарной окрестности
V ∈ Ne(p) пересечение V ∩E \{p} не пусто. Совокупность всех предель-
ных точек множества E обозначается символом LimE.

Замыкание E множества E ⊂ R состоит из точек множества E и
всех предельных точек этого множества:

E = E ∪ LimE.
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Точка p множества E называется изолированной, если существует
элементарная окрестность V ∈ Ne(p) такая, что пересечение V ∩ E =
{p}, т. е. точка p не является предельной для множества E

В следующей задаче сформулировано характеристическое свойство
предельной точки.

4.18. Задача. Доказать, что точка p ∈ R будет предельной для
множества E ⊂ R тогда и только тогда, когда существует последова-
тельность точек sn ∈ E \ {p}, сходящаяся к точке p при n→∞.

Указание: Для доказательства достаточности следует рассмотреть
базисную систему {On} окрестностей точки p свойства 5 в утверждении
4.13 и в каждой из них выбрать точку sn ∈ On ∩ A \ {p}. Последова-
тельность sn сходится к точке p при n→∞.

4.6 Теорема о предельной точке supE. Предельные точки отрезка
и множества всех натуральных чисел

4.19. Теорема о предельной точке supE (inf E). Если supE
(inf E) не принадлежит непустому множеству E, то supE (inf E) — пре-
дельная точка этого множества.

Доказательство. Очевидно supE 6= −∞. Обозначим p = supE.
Пусть U ∈ Ne(p) — произвольная окрестность точки p. Она содержит
некоторый открытый интервал (a, p): (a, p) ⊂ U . По признаку 1.91 точ-
ной верхней границы существует число x ∈ E такое, что a < x ≤ p.
Так как p /∈ E, то a < x < p, и поэтому E ∩ (a, p) 6= ∅. Следовательно,
U ∩ E \ {p} 6= ∅, и поскольку окрестность U ∈ Ne(p) произвольная, то
точка p = supE — предельная для множества E.

Аналогично доказывается, что в условиях теоремы точка inf E —
тоже предельная для множества E.

Из доказанной теоремы и предложения 1.93 получаем

4.20. Следствие. Точка +∞ ∈ R (−∞ ∈ R) будет предельной для
множества E ⊂ R тогда и только тогда, когда множество E \{−∞,+∞}
не ограничено сверху (снизу) в R.

4.21. Следствие. Совокупность предельных точек промежутка
〈a, b〉 ⊂ R совпадает с [a, b].
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4.22. Задачи.
1) ∞ ∈ N; Q = R; ∅ = ∅.
2) Если S ⊂ T , то S ⊂ T .
3) S = S.

4.6.1 Доказательство принципа Больцано — Вейерштрасса в R

Если A ⊂ R — ограниченное множество, то принцип доказан в разделе
4.10.

Пусть теперь множество A\{+∞} (A\{−∞}) не ограничено сверху
(снизу). Тогда в силу задачи 1.92 имеем supA = +∞ (inf A = −∞).
По утверждению 4.19 мы выводим, что +∞ (−∞) — предельная точка
множества A \ {+∞} (A \ {−∞}), а следовательно и множества A.

4.7 Понятие окрестности на расширенной числовой прямой.

В этом разделе мы определим общее понятие окрестности точки в R,
обобщающее понятие элементарной окрестности.

Напомним (ср. с разделом 4.5.1), что элементарной окрестностью
точки p ∈ R на вещественной прямой R называется всякий интервал
вида Oε(p) = (p − ε, p + ε), где ε ∈ (0,∞). Такой интервал называют
также открытой ε-окрестностью точки p. Тот же самый интервалOε(p)
называется элементарной окрестностью точки p ∈ R и на расширенной
вещественной прямой R.

Элементарной окрестностью точки +∞ (точки −∞) на расширен-
ной вещественной прямой R будем называть всякий промежуток вида
(r,∞] (вида [−∞, r)).

4.7.1 Понятие окрестности точки

4.23. Определение. Множество U ⊂ R (U ⊂ R) называют окрест-
ностью точки p ∈ R (p ∈ R), если оно содержит некоторую элементар-
ную окрестность этой точки.

Например, интервал (a, b) является окрестностью каждой своей точ-
ки, а отрезок [a, b] — окрестностью любой точки интервала (a, b). Полу-
интервал (t,+∞] является окрестностью любой своей точки.

Множество всех окрестностей точки p ∈ R будем обозначать симво-
лом N (p). Очевидно, N (p) ⊃ Ne(p).
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4.7.2 Свойства окрестностей фиксированной точки

Приволимые ниже свойства системы окрестностей данной точки обоб-
щают свойство раздела 4.5.2.

4.24. Свойства системы окрестностей в R. Пусть p ∈ R — про-
извольная фиксированная точка, а N (p) — совокупность окрестностей
этой точки. Тогда

1) всякая окрестность точки p содержит эту точку: p ∈ U для любой
окрестности U ∈ N (p);

2) пересечение любых двух окрестностей точки p является окрест-
ностью этой точки: U ∩V ∈ N (p) для любых окрестностей U, V ∈ N (p);

3) множество, содержащее окрестность точки p, является окрестно-
стью этой точки: если U ∈ N (p) и V ⊃ U , то V ∈ N (p);

4) любые две различные точки расширенной числовой прямой об-
ладают непересекающимися окрестностями: если p, q ∈ R и p 6= q, то
существуют окрестности U ∈ N (p) и V ∈ N (q) такие, что U ∩ V = ∅;

5) у каждой точки p ∈ R имеется такая последовательность её окрест-
ностей O0 ⊃ O1 ⊃ . . .On ⊃ . . ., что всякая окрестность V этой точки
содержит некоторую окрестность вида On;

6) у каждой точки x элементарной окрестности V ∈ Ne(p), p ∈ R,
x 6= p, имеется элементарная окрестность W ∈ Ne(x) такая, что W ⊂ V
и p /∈W ;

7) если a, b ∈ R и a 6= b, то существуют непересекающиеся элементар-
ные окрестности U ∈ Ne(a) и V ∈ Ne(b). Следовательно, при условии
a < b (a > b) имеем x < y (x > y) для любых точек x ∈ U и y ∈ V .

Последовательности окрестностей точки из свойства 5 называются
базисными системами окрестностей.

4.25. Пример. Если p ∈ R, то On = (p− 2−n, p+ 2−n), n ∈ N;
если p =∞, то On = (n,∞], n ∈ N;
если p = −∞, то On = [−∞,−n), n ∈ N.

4.26. Задача. Доказать сформулированные в разделе 4.24 свойства
окрестностей.

4.8 Замкнутые и открытые множества. Замкнутость множества
предельных точек на расширенной числовой прямой

Приводимое ниже определение предельной точки обобщает определение
4.9.
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Пусть E ⊂ R. Точка p ∈ R называется предельной для множества
E, если для любой окрестности V ∈ N (p) пересечение V ∩ E \ {p} не
пусто. Совокупность всех предельных точек множества E обозначается
символом LimE.

Замыкание E множества E ⊂ R состоит из точек множества E и
всех предельных точек этого множества:

E = E ∪ LimE.

4.27. Определение. Множество A ⊂ R называется замкнутым,
если оно содержит все свои предельные точки, т. е. A ⊂ A.

Множество G ⊂ R называется открытым, если оно является окрест-
ностью любой своей точки, т. е. для любого x ∈ G имеем G ∈ N (x).

4.28. Задача. Доказать, что замыкание множества — замкнутое
множества.

4.29. Лемма. 1) Дополнение к замкнутому множеству A ⊂ R от-
крыто.

2) Дополнение к открытому множеству G ⊂ R замкнуто.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Если, напротив,
U = R \ A не является окрестностью некоторой точки x ∈ U , то любая
окрестность точки x пересекается с множеством A. Таким образом, x
является предельной точкой для A, и в силу замкнутости множества A
должна ему принадлежать, что противоречит выбору точки x.

Чтобы доказать второе утверждение, заметим, что любая точка от-
крытого множества G не может быть предельной точкой для допол-
нения к множеству G. Поэтому дополнение R \ G содержит все свои
предельные точки и поэтому замкнуто.

В следующем утверждении мы формулируем основные свойства от-
крытых и замкнутых множеств.

4.30. Лемма. 1) Объединение произвольной совокупности откры-
тых на R множеств открыто.

2) Пересечение конечного числа открытых множеств открыто.
3) Пересечение произвольной совокупности замкнутых на R мно-

жеств замкнуто.
4) Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто.
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Доказательство. 1) Пусть {Uξ}ξ∈Ξ — произвольное семейство от-
крытых множеств, U =

⋃
ξ∈Ξ

Uξ. Покажем, что U открыто. Пусть x ∈ U .

Тогда x ∈ Uξ для некоторого ξ ∈ Ξ. Так как Uξ открыто, то Uξ являет-
ся окрестностью точки x. Следовательно, и более широкое множество
U ⊃ Uξ является окрестностью этой точки.

2) Достаточно показать, что если U и V — открытые множества,
то U ∩ V открыто. Действительно, пусть x ∈ U ∩ V . Тогда, так как
U и V открыты, то каждое из них является окрестностью точки x.
Следовательно, по свойствам системы окрестностей их пересечение U ∩
V также является окрестностью точки x.

Утверждения 3) и 4) получаются из предыдущих утверждений 1) и
2), примененных к дополнениям рассматриваемых множеств (см. лемму
4.29).

4.31. Теорема. 1) Любое непустое открытое множество U на веще-
ственной прямой R есть объединение не более чем счетной совокупности
взаимно-непересекающихся интервалов.

2) Если открытое множество U равно объединению конечной сово-
купности промежутков, то оно представимо как объединение конечного
числа взаимно-непересекающихся интервалов.

Доказательство. 1) Назовем две точки x, y ∈ U эквивалентными
при выполнении следующего условия: [x, y] ⊂ U , если x ≤ y, или [y, x] ⊂
U , если y ≤ x. Эквивалентные точки x, y ∈ U обозначаем символом
x ∼ y. Непосредственно проверяется, что введенное отношение является
отношением эквивалентности, т. е., оно

1) рефлексивно: x ∼ x;
2) симметрично: если x ∼ y, то y ∼ x;
3) транзитивно: если x ∼ y и y ∼ z, то x ∼ z.
По известной теореме о разбиении на классы эквивалентности мно-

жество U разбивается на непересекающиеся непустые классы Uξ, при-
чем точки x, y ∈ U входят в один класс тогда и только тогда, когда они
эквивалентны. Заметим, что всякая точка x содержится в U вместе с
некоторой своей окрестностью V (x) = (x − ε, x + ε), ε > 0. Поэтому,
если эта точка принадлежит классу Uξ, то окрестность V (x) также со-
держится в Uξ (применить свойство транзитивности). Таким образом,
каждый класс Uξ — это открытое множество. Поскольку в каждом от-
крытом множестве Uξ найдется рациональная точка и различные клас-
сы не пересекаются, то совокупность множеств Uξ равномощна некото-
рому подмножеству множества рациональных чисел и, следовательно,
она не более чем счетна.
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Остается показать, что каждый класс Uξ совпадает с открытым про-
межутком (inf Uξ, supUξ), где inf Uξ, supUξ ∈ R. Очевидно

Uξ ⊂ [inf Uξ, supUξ].

Заметим, что если inf Uξ ∈ Uξ, то, с одной стороны, inf Uξ 6= −∞, по-
скольку Uξ ⊂ U ⊂ R, а с другой стороны, inf Uξ принадлежит Uξ вместе
с точками некоторой своей окрестности. В последнем случае найдется
точка x ∈ Uξ такая, что x < inf Uξ. Последнее противоречит тому, что
inf Uξ является единственной нижней границей множества Uξ. Следова-
тельно, inf Uξ /∈ Uξ. Аналогично доказывается, что supUξ /∈ Uξ. Таким
образом, доказано включение Uξ ⊂ (inf Uξ, supUξ).

Покажем теперь, что любая точка x ∈ (inf Uξ, supUξ) принадлежит
также Uξ. Действительно, по определению нижней и верхней границ
числового множества найдутся такие элементы z, y ∈ Uξ, что inf Uξ <
z < x < y < supUξ. Поскольку z ∼ y, то [z, y] ⊂ U и, следователь-
но, [z, x] ⊂ U . Таким образом, z ∼ x и поэтому x ∈ Uξ. Включение
(inf Uξ, supUξ) ⊂ Uξ доказано. Вместе с ним доказано также равенство
Uξ = (inf Uξ, supUξ).

2) Доказательство второго свойства предоставляется читателю.

4.32. Теорема о замкнутости предельных точек. Пусть E ⊂
R. Тогда совокупность LimE предельных точек множества E замкнута.

Доказательство. Пусть LimE 6= ∅. Требуется доказать, что LimE
— замкнутое множество. Другими словами, надо доказать, что вся-
кая предельная точка множества LimE будет также предельной и для
множества E. Рассмотрим для этого предельную точку p множества
LimE. Тогда для любой элементарной окрестности V ∈ N (p) пересе-
чение V ∩ LimE \ {p} содержит точку y ∈ LimE. Рассмотрим теперь
элементарную окрестность W ∈ N (y) такую, что W ⊂ V и p /∈ W (см.
свойство 6 в 4.24). Тогда пересечение W ∩E \ {y} содержит некоторую
точку x 6= p.

Окончательно имеем: x ∈W ∩E\{y} ⊂ V ∩E\{y, p}. Таким образом,
теорема доказана.

4.33. Следствие. Если E ⊂ R — замкнутое множество, то supE ∈
E и inf E ∈ E.

Доказательство. Действительно, если, например, supE /∈ E, то
supE ∈ LimE по теореме 4.19. Так как LimE ⊂ E, то следствие дока-
зано.
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5 Предел функции

5.1 Арифметическое определение предела в R функции f : A → R,
A ⊂ R. Примеры.

5.1. Определение. Рассмотрим функцию f : A→ R, определенную
на множестве A ⊂ R. Пусть p ∈ R — произвольная предельная точка
множества A. Число a ∈ R называется пределом функции f : A → R
при x→ p по множеству A, если

1) в случае a ∈ R: для любого ε > 0 существует число 0 < δ такое,
что для всех x ∈ A c условием 0 < |x− p| < δ выполняется неравенство

|f(x)− a| < ε;

2) в случае a = +∞: для любого r ∈ R существует число δ > 0
такое, что для всех x ∈ A c условием 0 < |x − p| < δ выполняется
неравенство

f(x) > r;

3) в случае a = −∞: для любого r ∈ R существует число δ > 0
такое, что для всех x ∈ A c условием 0 < |x − p| < δ выполняется
неравенство

f(x) < r.

Вышесказанное записывают символически одним из способов:

lim
x→p
x∈A

f(x) = a, f(x) →
x→p
x∈A

a, f(x)→ a |x→p
x∈A

, f(x)→ a при x→ p, x ∈ A,

либо без указания x ∈ A, когда ясно о какой области определения A
идет речь.

5.2. Пример. В определении 5.1 типичной областью определения
может быть конечный или бесконечный промежуток 〈a, b〉, а в качестве
предельной точки p может быть либо любая его внутренняя точка, т. е.
точка p ∈ (a, b), либо граничная точка a или b, если она конечная.

5.3. Замечание. Условие 0 < |x − p| < δ в определении предела
означает, что предел не зависит от значения функции f в точке p. Более
того, f может быть и не определена в точке p.

Условие 0 < |x − p| < δ в определении предела (5.1) функции f в
точке p означает также, что значение предела не зависит от того какие
значения принимает функция f в точках, далеких от p.
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Другими словами, определение предела имеет локальный характер,
т. е. зависит лишь от поведения функции f вблизи точки p: если для
функции f : A → R существует предел lim

x→p
x∈A

f(x) то существует так-

же и предел lim
x→p

x∈A∩Oσ(p)

f(x) для любого σ > 0, совпадающий с первым.

(ДОКАЗАТЬ!) Здесь во втором пределе рассматривается ограничение
данной функций f : A → R на пересечение A ∩ Oσ(p), т. е. функция
f : A ∩ Oσ(p) → R, значение которой в точке x ∈ A ∩ Oσ(p) равно
значению f(x) функции f : A→ R.

5.4. Примеры. 1) Пусть a ∈ R — произвольная точка, A ⊂ R — про-
извольное множество, а p — его предельная точка. Предел постоянной
функции f : A→ {a} равен a при x→ p по множеству A.

2) Для функции signx, x ∈ R, предел в точке p > 0 (p < 0) равен 1
(−1), а предел в точке p = 0 не существует.

Вместе с тем существуют пределы lim
x→0
x≥0

signx = 1 и lim
x→0
x≤0

signx = −1.

Заметим, что в первом случае область определения signx — это полуось
[0,+∞), а во втором — полуось (−∞, 0]. Верно также и следующее:
lim
x→0
x>0

signx = 1 и lim
x→0
x<0

signx = −1.

3) lim
x→0

expx = 1. Действительно, в силу оценки (3.11.61) при n = 0

имеем | expx− 1| = |R0(x)| < 2|x| для |x| < 1. Следовательно, полагая в
определении предела δ = ε

2 для любого ε ∈ (0, 1), получаем

| expx− 1| < 2δ = ε

для любого x такого, что |x| < δ.
4) lim

x→0
x∈R\{0}

x sin 1
x = 0. Действительно, существование пределы выте-

кает из оценки
∣∣x sin 1

x

∣∣ ≤ |x| для любого x 6= 0.
5) lim

x→0

1
x2 = +∞. В этом примере 0 — предельная точка для области

определения R \ {0}.
6) lim

x→π
2

x<π
2

tg x = +∞. В этом примере π
2 — предельная точка для обла-

сти определения (−π2 ,
π
2 ).

7) lim
x→p

expx = exp p, p ∈ R. Для доказательства следует восполь-

зоваться основным свойством экспоненциальной функции и задачей 3:
| expx− exp p| = exp p · | exp(x− p)− 1|.
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8) lim
x→0

exp x−1
x = 1, p ∈ R. Для доказательства следует воспользо-

ваться следствием 3.78: expx = 1 + x + R1(x), где |R1(x)| ≤ |x|2 при
|x| ≤ 3

2 . Тогда
∣∣ exp x−1

x − 1
∣∣ ≤ |x| при |x| ≤ 3

2 . Отсюда по определению
предела получаем требуемое.

9) Функция f(x) = eix имеет предел f(p) = eip при x→ p, p ∈ R.

В разделе 5.1 мы определили значение предела в том случае, когда
предельная точка p конечная. Ниже мы определим значение предела в
том случае, когда предельная точка множества A или +∞, или −∞.

5.5. Определение. Рассмотрим функцию f : A→ R, определенную
на множестве A ⊂ R. Пусть +∞ — предельная точка множества A.
Функция f : A → R сходится к a ∈ R при x → +∞ по множеству A
тогда, когда

1) в случае a ∈ R: для любого ε > 0 существует число L ∈ R
такое, что для всех x ∈ A с условием L < x выполняется неравенство
|f(x)− a| < ε;

2) в случае a = +∞: для любого r ∈ R существует число L такое,
что для всех x ∈ A с условием L < x выполняется неравенство f(x) > r;

3) в случае a = −∞: для любого r ∈ R существует число L такое,
что для всех x ∈ A с условием L < x выполняется неравенство f(x) < r.

Вышесказанное записывают символически одним из способов:

lim
x→+∞
x∈A

f(x) = a, f(x) →
x→+∞
x∈A

a,

f(x)→ a |x→+∞
x∈A

, f(x)→ a при x→ +∞, x ∈ A,

либо без указания x ∈ A, когда ясно о какой области определения A
идет речь.

5.6. Пример. В определении 5.5 типичной областью определения
может быть бесконечный промежуток 〈a,+∞〉. В этом случае точка
p = +∞ — предельная для промежутка 〈a,+∞〉.

5.7. Примеры. 1) Если A = N, то функция f : N→ R — это после-
довательность xn = f(n), n ∈ N, а предел lim

x→+∞
x∈N

f(x) = a совпадает с

пределом последовательности lim
n→+∞

xn = a.

2) Пусть a ∈ R — произвольная точка, A ⊂ R — произвольное мно-
жество, а +∞ — его предельная точка. Предел постоянной функции
f : A→ {a} равен a при x→ +∞.
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3) Для функции signx, x ∈ R, предел равен 1 при x→ +∞.
4) lim

x→+∞
arctg x = π

2 .

5) lim
x→+∞

xk = +∞ для любого k ∈ N.
6) lim

x→+∞
expx = +∞. Действительно, имеем оценку expx > 1+x > x

для всех x > 0. Следовательно, полагая в определении 5.5 предела L = r
для любого r > 0, получаем

expx > x > r

для любого x такого, что x > L.
7) lim

x→+∞
1
x = 0.

8) Пусть P (x) =
n∑
k=0

an−kx
k — полином степени n: an 6= 0. Тогда

lim
x→+∞

a0x
n

P (x) = 1.

9) lim
x→+∞

xn

exp x = 0 для любого фиксированного n ∈ N. Для дока-
зательства следует воспользоваться следующим неравенство: expx >
xn+1

(n+1)! для x > 0.
10) Функция f(x) = sinx не имеет предел при x→ +∞.

5.8. Задача. Доказать, что в случае A = N, p = +∞, определе-
ние 5.5 предела функции f : N → R совпадает с определением 3.3
предела последовательности.

5.9. Определение. Рассмотрим функцию f : A→ R, определенную
на множестве A ⊂ R. Пусть −∞ — предельная точка множества A.
Функция f : A → R сходится к a ∈ R при x → −∞ по множеству A
тогда, когда

4) в случае a ∈ R: для любого ε > 0 существует число L ∈ R
такое, что для всех x ∈ A с условием x < L выполняется неравенство
|f(x)− a| < ε;

5) в случае a = +∞: для любого r ∈ R существует число L такое,
что для всех x ∈ A с условием x < L выполняется неравенство f(x) > r;

6) в случае a = −∞: для любого r ∈ R существует число L такое,
что для всех x ∈ A с условием x < L выполняется неравенство f(x) < r.

Вышесказанное записывают символически одним из способов:

lim
x→−∞
x∈A

f(x) = a, f(x) →
x→−∞
x∈A

a,

f(x)→ a |x→−∞
x∈A

, f(x)→ a при x→ −∞, x ∈ A,
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либо без указания x ∈ A, когда ясно о какой области определения A
идет речь.

5.10. Пример. В определении 5.9 типичной областью определения
может быть бесконечный промежуток 〈−∞, a〉. В этом случае точка
p = −∞ — предельная для промежутка 〈−∞, a〉.

5.11. Примеры. 1) Пусть a ∈ R — произвольная точка, A ⊂ R —
произвольное множество, а −∞ — его предельная точка. Предел посто-
янной функции f : A→ {a} равен a при x→ −∞.

2) Для функции signx, x ∈ R, предел равен −1 при x→ −∞.
3) lim

x→−∞
arctg x = −π2 .

4) lim
x→−∞

xk = +∞ для любого четного k ∈ N;

lim
x→−∞

xk = −∞ для любого нечетного k ∈ N;
5) lim

x→−∞
expx = 0. Для проверки последнего следует воспользовать-

ся соотношением expx = 1
exp(−x) .

6) lim
x→−∞

1
x = 0.

7) Пусть P (x) =
n∑
k=0

an−kx
k — полином степени n: a0 6= 0. Тогда

lim
x→−∞

a0x
n

P (x) = 1.

8) lim
x→−∞

xkexpx = 0 для любого k ∈ N.
9) Функция f(x) = cosx не имеет предел при x→ −∞.

Далее мы определяем односторонние пределы.

5.12. Определение. Рассмотрим функцию f : B → R, определен-
ную на множестве B ⊂ R. Пусть p ∈ R — произвольная точка, предель-
ная для пересечения A = (−∞, p)∩B. Число a ∈ R называется пределом
слева функции f : B → R при x → p, x < p, если a является пределом
сужения f : A→ R при x→ p по множеству A.

Предел слева обозначается одним из символом

lim
x→p−0
x∈A

f(x) = a, f(x)→ a |x→p−0
x∈A

, f(x)→ a при x→ p− 0, x ∈ A.

Пусть p ∈ R — предельная точка для пересечения A = (p,+∞) ∩ B.
Число a ∈ R называется пределом справа функции f : B → R при
x → p, x > p, если a является пределом сужения f : A → R при x → p
по множеству A.
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Предел справа обозначается одним из символом

lim
x→p+0
x∈A

f(x) = a, f(x)→ a |x→p+0
x∈A

, f(x)→ a при x→ p+ 0, x ∈ A.

5.13. Пример. В определении 5.12 типичной областью определения
может быть конечный или бесконечный промежуток 〈a, b〉, а в качестве
предельной точки p может быть любая его внутренняя точка, т. е. точка
p ∈ (a, b). В этом случае p является предельной как для множества 〈a, p),
так и для множества (p, b〉

5.14. Примеры. 1) Пусть a ∈ R — произвольная точка, B ⊂ R —
произвольное множество, а p — предельная точка как для пересечения
A = (−∞, p)∩B, так и для пересечения A = (p,+∞)∩B. Односторонние
пределы постоянной функции f : A → {a} совпадают и равны a при
x → p как по множеству A = (−∞, p) ∩ B, так и по множеству A =
(p,+∞) ∩B.

2) Для функции signx, x ∈ R, односторонние пределы в точке p = 0
различныe: слева −1, а справа +1.

3) Для функции 1
x , x ∈ R \ {0}, односторонние пределы в точке 0

различныe: слева −∞, а справа +∞.
4) Для функции 1

x2 , x ∈ R \ {0}, односторонние пределы в точке 0
совпадают: слева +∞ и справа +∞.

5) Для функции e−
1
x2 , x ∈ R \ {0}, односторонние пределы в точке 0

совпадают: слева 0 и справа 0.

В следующей серии задач сформулированы арифметические опре-
деления односторонних пределов.

5.15. Задачи. Рассмотрим функцию f : B → R, определенную на
множестве B ⊂ R. Пусть p ∈ R — предельная точка множества A =
(p,+∞) ∩ B. Число a ∈ R будет пределом справа функции f : B → R
при x→ p по множеству A тогда и только тогда, когда

1) в случае a ∈ R: для любого ε > 0 существует число δ > 0 такое,
что для всех x ∈ B с условием p < x < p + δ выполняется неравенство
|f(x)− a| < ε;

2) в случае a = +∞: для любого r ∈ R существует число δ > 0
такое, что для всех x ∈ B с условием p < x < p + δ выполняется
неравенство f(x) > r;

3) в случае a = −∞: для любого r ∈ R существует δ > 0 такое,
что для всех x ∈ B с условием p < x < p + δ выполняется неравенство
f(x) < r.
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4) Сформулировать аналогичные утверждения для левого предела
функции f в точке p.

5.2 Топологическое определение предела в R функции f : A → R,
A ⊂ R. Примеры.

Многообразие приведенных в предыдущем разделе арифметических опре-
делений предела представляет определенные трудности при доказатель-
стве свойств предела, так как рассуждать во многих случаях можно
по аналогии, но приходится многократно тиражировать однотипные
рассуждения. Это обстоятельство наводит на мысль, что должна быть
обобщающая концепция, содержащая в качестве частного случая при-
веденные выше похожие друг на друга определения, и однотипные рас-
суждения. В качестве таковой предлагается следующее

5.16. Определение. Рассмотрим функцию f : A → R, определен-
ную на множестве A ⊂ R. Пусть p ∈ LimA — произвольная предель-
ная точка множества A. Число a ∈ R называется пределом функции
f : A → R при x → p по множеству A, если для любой элементарной
окрестности W ∈ Ne(a) найдется элементарная окрестность V ∈ Ne(p)
такая, что для любой точки x ∈ V ∩A \ {p} имеем f(x) ∈W .

Вышесказанное записывают символически одним из способов:

lim
x→p
x∈A

f(x) = a, f(x) →
x→p
x∈A

a, f(x)→ a |x→p
x∈A

, f(x)→ a при x→ p, x ∈ A,

либо без указания x ∈ A, когда ясно о какой области определения A
идет речь.

5.17. Теорема. Рассмотрим функцию f : A → R, определенную
на множестве A ⊂ R. Пусть p ∈ R — произвольная предельная точка
множества A ⊂ R. Арифметические определения 5.1, 5.5, 5.9, 5.12 пре-
дела функции f : A → R в предельной точке p ∈ LimA при x → p
по множеству A эквивалентны топологическому определению предела
5.16

Доказательство. Докажем теорeму для случая, когда a ∈ R и p ∈
R: остальные доказываются аналогично. Для доказательства заметим
следующее: условие того, что точка x ∈ A удовлетворяет соотношениям

0 < |x− p| < δ эквивалентно x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}, (5.2.1)
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а неравенство

|f(x)− a| < ε эквивалентно f(x) ∈ Oε(a). (5.2.2)

Необходимость. Пусть выполнено первое определение в 5.1. Возь-
мем произвольную элементарную окрестность Oε(a) точки a. По ε > 0
найдем δ > 0 такое, что для всех x ∈ A с условием 0 < |x − p| < δ
выполняется |f(x)− a| < ε. В силу (5.2.1) и (5.2.2) это то же самое, что
для точек x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p} верно f(x) ∈ Oε(a).

Достаточность.Пусть теперь выполняется условие 1) теоремы 5.17.
Возьмем произвольное ε > 0. Для элементарной окрестности Oε(a) най-
дется окрестность Oδ(p) ∈ Ne(p) такая, что для точек x ∈ Oδ(p)∩A\{p}
будет выполняться f(x) ∈ Oε(a). В силу (5.2.1) и (5.2.2) это то же самое,
что для точек x ∈ A с условием 0 < |x− p| < δ верно |f(x)− a| < ε.

Окрестность Oδ(p) = (p− δ, p+ δ). Понятно, что если 0 < |x− p| < δ,
то x ∈ Oδ(p)\{p}. Следовательно, имеем также и |f(x)−a| < ε. Теорема
доказана.

Таким образом, утверждение 5.17 можно рассматривать как экви-
валентное соответствующим определениям 1), 2) и 3) из 5.1.

В зависимости от задачи удобнее пользоваться тем или иным опре-
делениям. Удобство определений теоремы 5.17 состоит в том, что они
не зависят от того является ли точка p собственной (т. е. p ∈ R) или нет.

5.18. Задача. Доказать, что в определении 5.16 достаточно рас-
сматривать только базисный набор элементарных окрестностей, а не
все элементарные окрестности.

5.19. Задача. Доказать, что определение 5.16 в зависимости от
конкретных значений a или p эквивалентно каждому из арифметиче-
ских определений сходимости функции разделов 5.1.

5.20. Задачи. Рассмотрим функцию f : A → R, определенную на
множестве A ⊂ R. Пусть p ∈ R — произвольная предельная точка мно-
жества A. Функция f : A → R сходится к a ∈ R при x → p ∈ R по
множеству A тогда и только тогда, когда

1) в случае a ∈ R: для любого ε > 0 существует окрестность V ∈
Ne(p) такая, что для всех x ∈ V ∩ A \ {p} выполняется неравенство
|f(x)− a| < ε;

2) в случае a = +∞: для любого r ∈ R существует окрестность
V ∈ Ne(p) такая, что для всех x ∈ V ∩A \ {p} выполняется неравенство
f(x) > r;
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3) в случае a = −∞: для любого r ∈ R существует окрестность
V ∈ Ne(p) такая, что для всех x ∈ V ∩A \ {p} выполняется неравенство
f(x) < r.

Приводимые в следующих разделах свойства пределов можно рас-
сматривать как обобщения аналогичных свойств предела последова-
тельности.

5.3 Единственность предела функции.

Следующее свойство является обобщением теоремы 3.28.

5.21. Теорема о единственности предела. Функция f : A →
R, A ⊂ R, может иметь только один предел при x → p ∈ LimA по
множеству A.

Доказательство. Требуется доказать, что предел последователь-
ности единствен. Для этого мы докажем, что a = b, если

lim
x→−∞
x∈A

f(x) = a и lim
x→−∞
x∈A

f(x) = b.

Пусть a 6= b. Известно, что существуют непересекающиеся окрестности
U ∈ Ne(a) и W ∈ Ne(b). Тогда, с одной стороны, f(x) ∈ U для всех
x ∈ V1 ∩ A \ {p}, а с другой, f(x) ∈ W для всех x ∈ V2 ∩ A \ {p},
где V1 и V2 — некоторые элементарные окрестности точки p. Известно,
что пересечение V = V1 ∩ V2 — тоже элементарная окрестность точки
p. Тогда для x ∈ V ∩ A \ {p} имеем f(x) ∈ U ∩ W . Таким образом,
окрестности U и W имеют непустое пересечение, что противоречит их
выбору.

5.22. Определение. Для всякого x ∈ A ⊂ R рассмотрим некоторое
высказывание Φ(x), о котором можно сказать истинно оно или ложно.
Мы будем употреблять символ

Φ(x) |x→p
x∈A

для обозначения того, что высказывание Φ(x) истинно для всех x ∈
A\{p} из некоторой окрестности V ∈ Ne(p), т. е. существует окрестность
V ∈ Ne(p) такая, что Φ(x) истинно для всех x ∈ V ∩A \ {p}.

Используя это обозначение, определение предела можно записать в
следующей форме: lim

x→p
x∈A

f(x) = a тогда и только тогда, когда для любой

окрестности U ∈ N (a) имеем f(x) ∈ U |x→p
x∈A

.
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5.23. Задача. Доказать, что в случае

lim
x→p
x∈A

f(x) = a ∈ R

существует такое число L ∈ R, что

|f(x)| ≤ L |x→p
x∈A

.

Это свойство выражают такими словами: функция, имеющая конечный
предел в точке p, локально ограничена в точке p.

5.4 Теорема о предельном переходе в неравенствах.

Следующее свойство является обобщением теоремы 3.39.

5.24. Теорема о неравенстве пределов. Пусть даны две функ-
ции f : A→ R и g : A→ R, A ⊂ R, для которых существуют пределы

lim
x→p
x∈A

f(x) = a и lim
x→p
x∈A

g(x) = b.

Если
1) a < b, то f(x) < g(x) |x→p

x∈A
;

2) f(x) ≤ g(x) |x→p
x∈A

, то a ≤ b.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Рассмотрим для
этого две непересекающиеся элементарные окрестности U ∈ Ne(a) и
W ∈ Ne(b) (см. свойство 2 раздела 4.13). По условию теоремы суще-
ствует окрестность V1 ∈ Ne(p) (V2 ∈ Ne(p)) такая, что f(x) ∈ U для
всех x ∈ V1 ∩ A \ {p} (g(x) ∈ W для всех x ∈ V2 ∩ A \ {p}). Тогда для
всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∈ Ne(p), имеем f(x) < g(x).

При доказательство второго свойства надо исключить возможность
b < a. Если такое случилось, то в силу первого пункта имеем g(x) <
f(x)

∣∣x→p
x∈A

, что противоречит условию.

5.5 Теорема о пределе промежуточной функции.

Следующее утверждение является обобщением теоремы 3.40.

5.25. Теорема. Пусть даны три функции f : A → R, h : A → R и
g : A→ R, A ⊂ R, такие что

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) |x→p
x∈A

.
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Если существуют пределы

lim
x→p
x∈A

f(x) = a и lim
x→p
x∈A

g(x) = a,

то существует также и предел

lim
x→p
x∈A

h(x) = a.

Доказательство. Фиксируем произвольную элементарную окрест-
ность U ∈ Ne(a). По условию теоремы существуют элементарные окрест-
ности V1, V2 и V3 точки p такие, что

1) f(x) ∈ U для всех x ∈ V1 ∩A \ {p},
2) g(x) ∈ U для всех x ∈ V2 ∩A \ {p},
3) f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) для всех x ∈ V3 ∩A \ {p}.
Тогда для всех x ∈ V ∩ A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∩ V3 ∈ Ne(p), одно-

временно выполняются все три условия. Отсюда выводим, что h(x) ∈ U
при всех x ∈ V ∩A \ {p}. Таким образом, lim

x→p
x∈A

h(x) = a.

5.6 Теорема о пределе монотонной функции.

5.26. Определение. 1) Функция f : A → R, A ⊂ R, называется
(строго) возрастающей, если f(x) ≤ f(y) (f(x) < f(y)) для любых
значений аргументов x < y множества A.

2) Функция f : A → R, A ⊂ R, называется (строго) убывающей,
если f(x) ≥ f(y) (f(x) > f(y)) для любых значений аргументов x < y
множества A.

Определенные условиями 1) или 2) функции называются монотон-
ными. Таким образом, монотоннная функция может быть (строго) воз-
растающей или (строго) убывающей.

5.27. Примеры. 1) Пусть a ∈ R — произвольная точка, A ⊂ R —
произвольное множество. Постоянная функция f : A → {a} одновре-
менно и возрастающая, и убывающая.

2) Функция signx, x ∈ R, возрастающая.
3) Функции f(x) = x, x ∈ R, и f(x) = 1

x , x > 0, монотонные (первая
строго возрастает, вторая строго возрастает).

4) Экспоненциальная функция expx, x ∈ R, строго возрастает. В
самом деле, надо проверить неравенство expx < exp y для любых дей-
ствительных чисел x < y. По основному свойству экспоненциальной
функции неравенство expx < exp y эквивалентно 1 < exp(y − x) при
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условии y − x > 0. Неравенство exp(y − x) > 1 является следствием
того, что exp(y − x) — это предел монотонно возрастающей последова-

тельности
n∑
k=0

(y−x)k

k! > 1 при всех y − x > 0 и всех n ∈ N.

5) Функция e−
1
x2 , x > 0, строго монотонная (возрастает она или

убывает?).

Следующее утверждение является обобщением теоремы 3.30.

5.28. Теорема. Пусть A ⊂ [−∞, p] и p ∈ LimA. Монотонная функ-
ция f : A→ R всегда имеет предел при x→ p по множеству A:

1) если f возрастает, то lim
x→p
x∈A

f(x) = sup
x∈A\{p}

f(x);

2) если f убывает, то lim
x→p
x∈A

f(x) = inf
x∈A\{p}

f(x).

Доказательство. Докажем первое утверждение, второе доказыва-
ется аналогично. Напомним, что sup

x∈A\{p}
f(x) = sup{f(x) : x ∈ A \ {p}}.

Положим a = sup
x∈A\{p}

f(x).

Если a = −∞, то f(x) = −∞ для всех x ∈ A \ {p}, т. е. f(x) —
постоянная функция на множестве x ∈ A\{p}, и теорема в этом случае
доказана.

Пусть a ∈ R. Фиксируем элементарную окрестность Oε(a) = (a −
ε, a + ε) точки a, где ε > 0 — произвольное положительное число. По
признаку 1.91 точной верхней границы в множестве {f(x) : x ∈ A\{p}}
существует элемент f(x0) такой, что, с одной стороны, a−ε < f(x0) ≤ a,
а с другой, f(x0) ≤ f(x) ≤ a для любого x ∈ A∩ (x0, p). Таким образом,
f(x) ∈ Oε

∣∣x→p
x∈A

. В силу произвола в выборе ε имеем

lim
x→p
x∈A

f(x) = a.

Пусть теперь a = +∞. В качестве окрестности точки a рассмотрим
произвольную элементарную окрестность (r,∞]. По признаку 1.91 точ-
ной верхней границы {f(x) : x ∈ A \ {p}} существует элемент f(x0)
такой, что с одной стороны r < f(x0) ≤ +∞, а с другой f(x0) ≤ f(x) ≤
+∞ для любого x ∈ A ∩ (x0, p). Таким образом, f(x) ∈ (r,∞], когда
x ∈ A ∩ (x0, p). В силу произвола в выборе элементарной окрестности
имеем

lim
x→p
x∈A

f(x) = +∞.
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5.29. Задача. Доказать следующий вариант теоремы 5.28.
Пусть A ⊂ [q,+∞] и q ∈ LimA. Монотонная функция f : A → R

всегда имеет предел при x→ q по множеству A:
1) если f возрастает, то lim

x→q
x∈A

f(x) = inf
x∈A\{q}

f(x);

2) если f убывает, то lim
x→q
x∈A

f(x) = sup
x∈A\{q}

f(x).

5.30. Задача. Пусть A ⊂ [−∞, p], p ∈ LimA и f : A → R — моно-
тонная функция. Доказать, что

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
n→∞

f(xn) (5.6.3)

для любой последовательности точек xn ∈ A \ {p}, сходящейся к p.

Решение. Рассмотрим произвольную последовательность точек xn ∈
A\{p}, сходящуюся к p. Надо проверить, что в (5.6.3) существует предел
справа, равный пределу слева. Так как предел слева существует и равен
a ∈ R, то для любой окрестности W ∈ Ne(a) существует окрестность
U ∈ Ne(p) такая, что для любой точки x ∈ U \ {p} верно f(x) ∈ W .
С другой стороны, предел последовательности xn ∈ A \ {p} равен p.
Следовательно, существует номер n0 такой, что имеем xn ∈ U \ {p} для
всех n ≥ n0. Отсюда выводим f(xn) ∈ W для всех n ≥ n0. Так как
окрестность W ∈ Ne(a) произвольная, то lim

n→∞
f(xn) = a и равенство

(5.6.3) доказано.

5.31. Замечание. Из равенства (5.6.3) можно сделать такой вывод:
предел монотонной функции может быть найден как предел правой ча-
сти (5.6.3) для одной подходяще выбранной последовательности точек
xn ∈ A \ {p}, сходящейся к p.

5.7 Теорема о пределе композиции функций.

5.32. Теорема. Пусть даны две функции f : A → B и g : B → R,
A,B ⊂ R, такие, что

lim
x→p
x∈A

f(x) = q, где p ∈ LimA,

а
lim
y→q
y∈B

g(y) = s, где q ∈ LimB.
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Тогда при одном из следующих двух условий:
1) либо f(x) 6= q

∣∣x→p
x∈A

,

2) либо s = g(q)
имеем

lim
x→p
x∈A

(g ◦ f)(x) = s.

Доказательство. Для любой окрестности W ∈ Ne(s) cуществует
окрестность U ∈ Ne(q) такая, что g(y) ∈ W для любой точки y ∈ U ∩
B \ {q}. Далее, существует окрестность V1 ∈ Ne(p) такая, что f(x) ∈ U
для любой точки x ∈ V1 ∩A \ {p}.

1) Если f(x) 6= q
∣∣x→p
x∈A

, то существует окрестность V2 ∈ Ne(p) такая,

что f(x) 6= q для любой точки x ∈ V2∩A\{p}. Тогда имеем g ◦f(x) ∈W
для любой точки x ∈ V ∩A \ {p}, где окрестность V = V1 ∩ V2 ∈ Ne(p).

2) Если в окрестности V1 могут быть точки x такие, что f(x) = q,
в силу условия s = g(q) в такой точке имеем g ◦ f(x) = g(q) = s ∈ W .
Последнее обеспечивает g ◦ f(x) ∈W для любой точки x ∈ V1 ∩A \ {p}.
По определению предела имеем lim

x→p
x∈A

g ◦ f(x) = s.

5.33. Задача. Доказать, что «невыполнение первого условия» тео-
ремы 5.32 эквивалентно тому, что точка p является предельной для
множества f−1(q).

5.34. Задача. Проверить, что пример функций

R 3 x 7→ f(x) =

{
x sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0,

и R 3 y 7→ g(y) = | sign y| показывает, что без второго условия теоре-
ма 5.32 неверна

5.8 Предел функции и алгебраические операции.

Следующее утверждение является обобщением теоремы 3.43.

5.35. Теорема. Сумма пределов равна пределу суммы: если

lim
x→p
x∈A

f(x) = a, и lim
x→p
x∈A

g(x) = b,
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и определена сумма a+ b, то

lim
x→p
x∈A

(f(x) + g(x)) = lim
x→p
x∈A

f(x) + lim
x→p
x∈A

g(x). (5.8.4)

Таким образом,

lim
x→p
x∈A

(f(x) + g(x)) =


a+ b, eсли a ∈ R, b ∈ R,
+∞, eсли a > −∞, b = +∞,
−∞, eсли a < +∞, b = −∞.

(5.8.5)

Доказательство. Рассмотрим два случая, оставшийся рассматри-
вается по аналогии.

1) a, b ∈ R. Фиксируем произвольное ε > 0. По теореме 5.17 суще-
ствует окрестность V1 ∈ Ne(p) такая, что для всех x ∈ V1 ∩ A \ {p}
выполняется неравенство

|f(x)− a| < ε

2
,

и существует окрестность V2 ∈ Ne(p) такая, что для всех x ∈ V2∩A\{p}
выполняется неравенство

|g(x)− b| < ε

2
.

Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∈ Ne(p), имеем

|(f(x) + g(x))− (a+ b)| ≤ |f(x)− a|+ |g(x)− b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Следовательно, lim
x→p
x∈A

(f(x)+g(x)) = a+b, и равенство (5.8.4) в этом случае

доказано.
2) Пусть теперь a > −∞, b = +∞. В этом случае функция f(x)

ограничена снизу при x из A, достаточно близких к точке p: существуют
число L ∈ R и окрестность V1 ∈ Ne(p) такие, что f(x) ≥ L для всех
x ∈ V1 ∩ A (проверить это!). Фиксируем произвольное число r ∈ R и
найдем окрестность V2 ∈ Ne(p) такую, что для всех x ∈ V2 ∩ A \ {p}
выполняется неравенство

g(x) > r − L.

Тогда для всех x ∈ V ∩A, где V = V1 ∩ V2 ∈ Ne(p), имеем

f(x) + g(x) > L+ (r − L) = r.

Следовательно, lim
x→p
x∈A

(f(x)+g(x)) = +∞, и равенство (5.8.4) в этом случае

также доказано.
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5.36. Теорема. Произведение пределов равно пределу произведения:
если

lim
x→p
x∈A

f(x) = a, и lim
x→p
x∈A

g(x) = b,

и определено произведение a · b, то

lim
x→p
x∈A

f(x) · g(x) =


a · b, eсли a ∈ R, b ∈ R,
(sign a) · ∞, eсли a ∈ R \ {0}, b = +∞,
(− sign a) · ∞, eсли a ∈ R \ {0}, b = −∞.

(5.8.6)

Доказательство. Рассмотрим два случая, остальные рассматри-
ваются по аналогии.

1) a, b ∈ R. Так как функции f(x) и g(x) сходятся к числам в R,
то они ограничены при x → p по множеству A: существуют число L ∈
(0,∞) и окрестность V1 ∈ Ne(p) такие, что |f(x)| ≤ L и |g(x)| ≤ L для
всех x ∈ V1 (проверить это!, см. задачу 5.23).

Фиксируем произвольное ε > 0. Существует окрестность V2 ∈ Ne(p)
такая, что для всех x ∈ V2 ∩A \ {p} выполняется неравенство

|f(x)− a| < ε

2L
,

и существует окрестность V3 ∈ Ne(p) такая, что для всех x ∈ V3∩A\{p}
имеем

|g(x)− b| < ε

2L
.

Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∩ V3 ∈ Ne(p), получаем

|f(x) · g(x)− a · b| = |(f(x)− a) · g(x) + a · (g(x)− b)|
≤ |f(x)− a| · |g(x)|+ |a| · |g(x)− b|

<
ε

2L
· L+

ε

2L
· L = ε.

Следовательно, lim
x→p
x∈A

f(x) · g(x) = a · b, и равенство (5.8.6) в этом случае

доказано.
2) a ∈ R \ {0}, b = +∞. Положим для определенности a < 0. Фикси-

руем произвольное число α между a и 0: a < α < 0. По теореме 5.24 о
неравенстве пределов найдется окрестность V1 такая, что

f(x) < α для всех x ∈ V1 ∩A \ {p}.
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С другой стороны, для произвольного r ∈ (−∞, 0) найдется окрестность
V2 такая, что

g(x) > − r

|α|
для всех x ∈ V2 ∩A \ {p}.

Тогда для всех x ∈ V ∩A \ {p}, где V = V1 ∩ V2 ∈ Ne(p), имеем

|f(x) · g(x)| > |α| · −r
|α|

= −r.

Поскольку f(x) · g(x) — отрицательное число при x ∈ V ∩A \ {p}, то

f(x) · g(x) < r.

Поэтому lim
x→p
x∈A

f(x) · g(x) = −∞, и равенство (5.8.6) в этом случае тоже

доказано.

5.37. Теорема. Eсли lim
x→p
x∈A

f(x) = a 6= 0, то

lim
x→p
x∈A

1

f(x)
=

1

lim
x→p
x∈A

f(x)
. (5.8.7)

Таким образом,

lim
x→p
x∈A

1

f(x)
=

{
1
a , eсли a ∈ R \ {0},
0, eсли a = ±∞.

(5.8.8)

Доказательство. В случае a ∈ R \ {0} надо показать, что для
любого ε > 0 ∣∣∣ 1

f(x)
− 1

a

∣∣∣ =
|f(x)− a|
|f(x) · a|

< ε
∣∣x→p
x∈A

. (5.8.9)

Фиксируем 0 < ε < |a|. Тогда для некоторой окрестности V1 имеем

|f(x)− a| < |a|
2ε

2

для всех x ∈ V1∩A\{p}. По теореме о неравенстве пределов существует
также окрестность V2 такая, что

|f(x)| ≥ |a|
2

или
1

|f(x)|
≤ 2

|a|
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для всех x ∈ V2 ∩ A \ {p}. Отсюда для всех x ∈ V ∩ A \ {p}, где V =
V1 ∩ V2 ∈ Ne(p), имеем оценку сверху для правой части (5.8.9):

|f(x)− a|
|f(x) · a|

<
|a|2ε

2
· 2

|a| · |a|
= ε.

Первый случай доказан.
Во втором случае для получения оценки∣∣∣ 1

f(x)

∣∣∣ < ε

надо лишь найти такую окрестность V0, начиная с которой будет спра-
ведливо неравенство ε−1 < |f(x)|. Существование такой окрестности V0

гарантировано условием lim
x→p
x∈A

f(x) = ±∞.

5.38. Задача. Если функция f : A→ R сходится к числу a ∈ R при
x→ p ∈ LimA по множеству A, g : A→ R сходится к числу b ∈ R \ {0}
при x→ p по множеству A, то существует предел отношения функций,
равный отношению пределов, когда оно определено:

lim
x→p
x∈A

f(x)

g(x)
=
a

b
. (5.8.10)

Таким образом,

lim
x→p
x∈A

f(x)

g(x)
=

{
a
b , eсли a ∈ R, b ∈ R \ {0},
0, eсли a ∈ R, b = ±∞.

(5.8.11)

5.9 Критерий Гейне сходимости функции.

5.39. Критерий сходимости Гейне. Функция f : A → R имеет
предел при x→ p ∈ LimA по множеству A тогда и только тогда, когда
для каждой последовательности sn ∈ A \ {p}, n ∈ N, сходящейся к p,
последовательность {f(sn)} является сходящейся. Более того, все такие
пределы lim

n→∞
f(sn) совпадают и их общее значение равно lim

x→p
x∈A

f(x).

Доказательство. Необходимость. Пусть lim
x→p
x∈A

f(x) = a. Тогда

для любой окрестности U ∈ N (a) существует окрестность V ∈ Ne(p)
такая, что f(x) ∈ U для любой точки x ∈ V ∩ A \ {p}. Пусть теперь
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sn ∈ A \ {p} — произвольная последовательность, сходящаяся к точке p
(такие последовательности существуют в соответствии с задачей 4.18).
Тогда по теореме 5.32 о пределе композиции имеем lim

n→∞
f(sn) = a.

Достаточность. Рассмотрим, прежде всего, две различные после-
довательности {sn ∈ A\{p}}n∈N и {s′n ∈ A\{p}}n∈N, сходящиеся к точке
p, и покажем, что пределы

lim
n→∞

f(sn) и lim
n→∞

f(s′n)

совпадают. Составим для этого третью последовательность

s1, s
′
1, s2, s

′
2, . . . , sn, s

′
n, . . . .

Понятно, что значения элементов этой последовательности принадле-
жат множеству A \ {p} и сходятся к точке p. По условию теоремы по-
следовательность f(s1), f(s′1), f(s2), f(s′2), . . . , f(sn), f(s′n), . . . сходится,
и тогда две ее подпоследовательности f(sn) и f(s′n) сходятся к одно-
му и тому же пределу. Таким образом, все последовательности вида
{f(sn)} при условии A \ {p} 3 sn → p при n→∞ имеют общий предел,
который мы обозначим буквой a.

Докажем теперь, что предел lim
x→p
x∈A

f(x) = a. Рассмотрим произволь-

ную базисную систему {Bn} окрестностей точки p. Если неверно, что
lim
x→p
x∈A

f(x) = a, то найдется окрестность U ∈ N (a) такая, что для любого

n ∈ N существует точка sn ∈ Bn ∩ A \ {p} такая, что f(sn) /∈ U . Тогда
очевидно sn → p при n → ∞, а с другой f(sn) /∈ U для всех n ∈ N.
Таким образом, предел последовательности f(sn) не может быть рав-
ным a. Получено противоречие с доказанным выше условием, что этот
предел должен равняться a.

5.10 Критерий Коши существования предела функции

5.40. Критерий сходимости Коши. Функция f : A → R имеет
конечный предел при x → p ∈ LimA по множеству A тогда и толь-
ко тогда, когда для любого ε > 0 найдется элементарная окрестность
V ∈ Ne(p) такая, что для любых точек x, y ∈ V ∩ A \ {p} выполняется
неравенство

|f(x)− f(y)| < ε.

Доказательство. Необходимость. Пусть lim
x→p
x∈A

f(x) = a. Тогда
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для любого ε > 0 существует окрестность V ∈ Ne(p) такая, что

|f(x)− a| < ε

2

для любой точки x ∈ V ∩A \ {p}. Пусть теперь x, y ∈ V ∩A \ {p} — две
произвольные точки. Тогда выводим

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− a|+ |f(y)− a| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Достаточность. Дано, что для любого ε > 0 найдется элементар-
ная окрестность V ∈ Ne(p) такая, что для любых точек x, y ∈ V ∩A\{p}
выполняется неравенство

|f(x)− f(y)| < ε.

Покажем, что функция f : A→ R удовлетворяет критерию 5.39 сходи-
мости Гейне. Рассмотрим для этого произвольную последовательность
точек {sn ∈ A \ {p}}n∈N, сходящуюся к точке p, и покажем, что суще-
ствует предел последовательности

lim
n→∞

f(sn).

Фиксируем произвольное число ε > 0. Существует номер n0 такой, что
для всех n ≥ n0 будет выполняться xn ∈ V ∩ A \ {p}. Тогда для любых
номеров n,m ≥ n0 имеем

|f(sn)− f(sm)| < ε.

Таким образом, проверено, что последовательность {f(sn)} фундамен-
тальная. Следовательно, она сходится и ее предел конечен. Более того,
выполняются условия сходимости Гейне и, следовательно, существует
конечный предел

lim
x→p
x∈A

f(x) = a ∈ R

5.41. Задача. Сформулировать арифметический критерий Коши
сходимости функции f : A→ R при x→ p ∈ LimA по множеству A для
случаев, когда

1) p ∈ R;
2) p = +∞;
3) p = −∞.
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5.11 Верхний и нижний пределы функции

Приводимые ниже понятия верхнего и нижнего пределов функции f :
A→ R в точке p ∈ LimA обобщают таковые для последовательностей.

Пусть p ∈ R. Как известно, всякому числу δ > 0 соответствует эле-
ментарная окрестность Oδ(p) ∈ Ne(p). Сопоставим числу δ величины

u(δ) = sup
x∈Oδ(p)∩A\{p}

f(x)

и
l(δ) = inf

x∈Oδ(p)∩A\{p}
f(x).

В силу включения

Oδ(p) ⊂ Oδ1(p) при δ < δ1 (5.11.12)

из задачи 2.61 выводим, что функция

0 < δ 7→ u(δ)

монотонно возрастает: u(δ) ≤ u(δ1) при 0 < δ < δ1, а функция

0 < δ 7→ l(δ)

монотонно убывает: l(δ) ≥ l(δ1) при 0 < δ < δ1. При этом всегда верны
соотношения

l(δ1) ≤ l(δ) ≤ u(δ) ≤ u(δ1), 0 < δ < δ1. (5.11.13)

По теореме 5.28 заключаем, что существуют пределы функций u(δ)
и l(δ) при δ → 0+. Первый из них называется верхним пределом функ-
ции f в точке p по множеству A и обозначается символом

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

u(δ) = lim
δ→0+

sup
x∈Oδ(p)∩A\{p}

f(x). (5.11.14)

Второй предел называется нижним пределом функции f в точке p по
множеству A и обозначается символом

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

l(δ) = lim
δ→0+

inf
x∈Oδ(p)∩A\{p}

f(x). (5.11.15)

Из соотношений (5.11.13) выводим неравенство

lim
x→p
x∈A

f(x) ≤ lim
x→p
x∈A

f(x). (5.11.16)
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Рассмотрение случая, когда предельной точкой является +∞ или
−∞, можно свести к предыдущему следующим образом. Элементар-
ную окрестность точки +∞ удобно параметризовать действительным
числом δ > 0:

Oδ(+∞) =
{
x ∈ R | x > 1

δ

}
.

Аналогично
Oδ(−∞) =

{
x ∈ R | x < −1

δ

}
.

Такое определение элементарных окрестностей несобственных точек со-
гласуется с определением 4.12. Более того, для элементарных окрест-
ностей Oδ(+∞) и Oδ(−∞) справедлива иерархия (5.11.12):

Oδ(+∞) ⊂ Oδ1(+∞) при δ < δ1

и
Oδ(−∞) ⊂ Oδ1(−∞) при δ < δ1.

Рассмотрим теперь функцию f : A → R и пусть +∞ ∈ LimA.
В определение величин u(δ) и l(δ) можно подставить элементарную
окрестность Oδ(+∞), δ > 0. Полученные функции будут обладать свой-
ством монотонности, сформулированным выше. Поэтому определены
величины

lim
x→+∞
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

u(δ) = lim
δ→0+

sup
x∈Oδ(+∞)∩A\{+∞}

f(x) (5.11.17)

и

lim
x→+∞
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

u(δ) = lim
δ→0+

sup
x∈Oδ(+∞)∩A\{+∞}

f(x), (5.11.18)

называемые, соотвественно, верхним и нижним пределами функции f в
точке +∞ по множеству A. Для этих пределов справедливо неравенство
(5.11.16) в точке p = +∞.

Аналогично предыдущему определяются верхний и нижний преде-
лы функции f в точке −∞ по множеству A, который для которых также
выполняется неравенство (5.11.16) в точке p = −∞.

5.42. Задача. 1) Доказать, что верхний предел функции f : A→ R
в точке p ∈ LimA по множеству A равен

sup
{sn}

lim
n→∞

f(sn),
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где верхняя грань берется по всем последовательностям sn ∈ A \ {p},
n ∈ N, для которых существует lim

n→∞
f(sn).

2) Доказать, что нижний предел функции f : A → R в точке p ∈
LimA по множеству A равен

inf
{sn}

lim
n→∞

f(sn),

где нижний предел берется по всем последовательностям sn ∈ A \ {p},
для которых существует lim

n→∞
f(sn).

5.43. Признак существования предела. Функция f : A → R
имеет предел при x→ p ∈ LimA по множеству A тогда и только тогда,
когда в неравенстве (5.11.16) имеет место равенство:

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
x→p
x∈A

f(x). (5.11.19)

Доказательство. 1-ый случай: lim
x→p
x∈A

f(x) = a ∈ R.

Необходимость. По условию для любого ε > 0 существует окрест-
ность Oδ(p) ∈ Ne(p) такая, что

|f(x)− a| < ε

2

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}.
Отсюда выводим

a− ε

2
< f(x) < a+

ε

2

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}. Следовательно, имеем

u(δ) = sup
x∈Oδ(p)∩A\{p}

f(x) ≤ a+
ε

2
,

и
l(δ) = inf

x∈Oδ(p)∩A\{p}
f(x) ≥ a− ε

2
.

Таким образом,
lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

u(δ) ≤ a+
ε

2
,

а
lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

l(δ) ≥ a− ε

2
.
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Теперь выводим

0 ≤ lim
x→p
x∈A

f(x)− lim
x→p
x∈A

f(x) ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Так как ε — произвольное положительное число, равенство верхнего
предела с нижним доказано.

Достаточность. Пусть теперь верхний и нижний пределы совпа-
дают и равны a ∈ R. Тогда для любого ε найдется число δ0 > 0 такое,
что

a− ε < l(δ) ≤ u(δ) < a+ ε

для любой точки δ ∈ (0, δ0). По определению величин u(δ) и l(δ) имеем

l(δ) ≤ f(x) ≤ u(δ)

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}. Из написанного выше находим

a− ε < l(δ) ≤ f(x) ≤ u(δ) < a+ ε

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}. Отсюда выводим

|f(x)− a| < ε

для любой точки x ∈ (Oδ(p) ∩ A) \ {p}. Так как выбор ε произволен,
получаем требуемое: lim

x→p
x∈A

f(x) = a.

2-ой случай: lim
x→p
x∈A

f(x) = +∞.

Необходимость. По условию для любого L > 0 существует окрест-
ность Oδ(p) ∈ Ne(p) такая, что

f(x) > L

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}.
Отсюда выводим

l(δ) = inf
x∈Oδ(p)∩A\{p}

f(x) ≥ L.

Таким образом,

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

u(δ) ≥ lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
δ→0+

l(δ) ≥ L.
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Так как L — произвольное число, выводим

lim
x→p
x∈A

f(x) = lim
x→p
x∈A

f(x) = +∞.

Достаточность. Пусть теперь верхний и нижний пределы совпа-
дают и равны +∞. Тогда для любого ε найдется число δ0 > 0 такое,
что

L < l(δ)

для любой точки δ ∈ (0, δ0). По определению величины l(δ) имеем

l(δ) ≤ f(x)

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩A \ {p}. Из написанного выше выводим

L < f(x)

для любой точки x ∈ Oδ(p) ∩ A \ {p}. Так как выбор L произволен,
получаем требуемое: lim

x→p
x∈A

f(x) = +∞.

3-ий случай: lim
x→p
x∈A

f(x) = −∞ рассматривается аналогично. Дока-

зать!

5.44. Примеры. Доказать, что функция Дирихле

D(x) =

{
1, если x ∈ Q,
0, если x /∈ Q,

x ∈ R, не имеет предела в каждой точке области определения.

Указание. В любой окрестности точки p ∈ R есть как рациональ-
ные, так и иррациональные точки. Отсюда по определению верхнего
и нижнего пределов получаем, что lim

x→p
D(x) = 1, а lim

x→p
D(x) = 0, где

p ∈ R — произвольная точка.

5.12 Асимптотические отношения сравнения. Символы O и o, пра-
вила оперирования с ними.

Пусть на множестве A ⊂ R заданы две функции f и g, и фиксирована
точка p ∈ LimA.
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5.45. Определение. Будем говорить, что функция f(x) бесконечно
мала относительно функции g(x) при x, стремящемся к p по множе-
ству A, если для каждого ε > 0 справедливо следующее асимптотиче-
ское неравенство

|f(x)| ≤ ε|g(x)|
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

В этом случае говорят также, что f(x) есть o-малое от g(x) при x→ p
по множеству A, и пишут f(x) = o(g(x))

∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

5.46. Основные свойства. 1) f(x) = o(1) | x→p
x∈A\{p}

тогда и только

тогда, когда f(x)→ 0
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

2) f(x) = o(g(x))
∣∣ x→p
x∈A\{p}

тогда и только тогда, когда существует

функция α(x) = o(1) такая, что f(x) = α(x)g(x)
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

Доказательство. Доказательство первого свойства вытекает непо-
средственно из сравнения двух определений.

Докажем второе свойство. Необходимость. Положим

α(x) =

{
f(x)
g(x) , если g(x) 6= 0,

0 иначе.
(5.12.20)

Так как для любого ε > 0 существует V ∈ Ne(p), что |f(x)| ≤ ε|g(x)|
для любого x ∈ V ∩ A \ {p}, то для таких x одновременно получаем
f(x) = α(x)g(x) и |α(x)| ≤ ε. Согласно арифметическому определению
предела 5.1 имеем α(x) = o(1).

Достаточность очевидна.

5.47. Задача. Доказать, что если g(x) 6= 0
∣∣ x→p
x∈A\{p}

, то f(x) =

o(g(x))
∣∣ x→p
x∈A\{p}

тогда и только тогда, когда f(x)
g(x) → 0

∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

5.48. Задача. Доказать, что
1) если k < n, то xn = o(xk)

∣∣
x→0

и xk = o(xn)
∣∣
x→∞;

2) xn = o(ex)
∣∣
x→∞ для любого положительного числа n.

5.49. Определение. Говорят, что f(x) есть O-большое от g(x) при
x→ p по множеству A, и пишут f(x) = O(g(x))

∣∣ x→p
x∈A\{p}

, если найдётся

такая константа C <∞, что

|f(x)| ≤ C|g(x)|
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.
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5.50. Задача. Доказать, что f(x) = O(g(x))
∣∣ x→p
x∈A\{p}

тогда и только

тогда, когда функция α(x), определенная формулой (5.12.20), асимпто-
тически ограничена при x→ p по множествуA, т. е. α(x) = O(1)

∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

5.51. Определение. Будем говорить, что вещественнозназная функ-
ция f(x) эквивалентна функции g(x) при x → p по множеству A, и
писать f(x)∼g(x), если

f(x)− g(x) = o(g(x))
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

5.52. Предложение. Доказать, что f(x) ∼ g(x)
∣∣ x→p
x∈A\{p}

тогда и

только тогда, когда существует вещественнозначная функция

u(x)→ 1
∣∣ x→p
x∈A\{p}

такая, что f(x) = u(x)g(x)
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

Доказательство. Если f ∼ g, то f(x) − g(x) = α(x)g(x)
∣∣ x→p
x∈A\{p}

,
где

α(x)→ 0
∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

Отсюда выводим f(x) = (1 + α(x))g(x) и, стало быть, функция u(x) =
1 + α(x) удовлетворяет требуемым условиям: u(x)→ 1

∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

Если же f(x) = u(x)g(x), где u→ 1
∣∣ x→p
x∈A\{p}

, то

f(x)− g(x) = (1− u(x))g(x) = o(g(x)) | x→p
x∈A\{p}

.

Функцию u(x) со значениями в R называют асимптотической еди-
ницей при x→ p по множеству A, если u(x) ∼ 1

∣∣ x→p
x∈A\{p}

.

Ниже всюду в этом разделе там, где под знаками =, ∼ или → нет
приписки x→ p, x ∈ A \ {p}, она незримо присутствует.

5.53. Задачи. Основные свойства асимптотических сравне-
ний.

1) Отношение асимптотической эквивалентности
рефлексивно: f ∼ f ;
симметрично: если f ∼ g, то g ∼ f ; и
транзитивно: если f ∼ g и g ∼ h, то f ∼ h.
2) Если f1 ∼ g1, f2 ∼ g2, то f1f2 ∼ g1g2. Если к тому же функции g1

и g2 неотрицательны, то f1 + f2 ∼ g1 + g2.
3) Если f ∼ g и g → a, то f → a.
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5.54. Задача. Доказать, что если g(x) 6= 0 при x→ p, то f(x) ∼ g(x)

тогда и только тогда, когда f(x)
g(x) → 1.

5.55. Задачи.
1) Если f = o(g), то f = O(g). Если f ∼ g, то f = O(g).
2) Если f = o(g) и g = O(h), то f = o(h).
3) Если f1 = o(g1) и f2 = O(g2), то f1f2 = o(g1g2).
4) Если f1 = o(g1) и f2 = o(g2), то f1 + f2 = o(|g1|+ |g2|).
5) При x→ 0 всякий полином P (x) эквивалентен своему младшему

члену, а при x→∞ — старшему.
6) ex −

(
1 + . . .+ xk

k!

)
∼ xk+1

(k+1)!

∣∣
x→0

для любого k ∈ N.
7) ln(1 + x)− x ∼ − x2

2

∣∣
x→0

.
8) ln(1 + x)−

(
x− x2

2

)
∼ x3

3

∣∣
x→0

.
9) sinx− x ∼ − x3

3!

∣∣
x→0

.
10) sinx−

(
x− x3

3!

)
∼ x5

5!

∣∣
x→0

.
11) arcsinx− x ∼ x3

6

∣∣
x→0

.
12) arcsinx−

(
x+ x3

6

)
∼ 3x5

40

∣∣
x→0

.
13) cosx− 1 ∼ − x2

2

∣∣
x→0

.
14) cosx−

(
1− x2

2

)
∼ x4

4!

∣∣
x→0

.
15) arccosx−

(
π
2 −

(
x+ x3

6

))
∼ 3x5

40

∣∣
x→0

.
16) tg x− x ∼ x3

3

∣∣
x→0

.
17) tg x−

(
x+ x3

3

)
∼ 2x5

15

∣∣
x→0

.
18) arctanx− x ∼ − x3

3

∣∣
x→0

.
19) arctanx−

(
x− x3

3

)
∼ x5

5

∣∣
x→0

.

Приведенные асимптотические сравнения можно применять при рас-
крытии неопределенностей вида 0

0 .

5.56. Метод раскрытия неопределенностей вида 0
0 с помо-

щью асимптотических разложений. Рассмотрим отношение двух
функций f(x)

g(x) таких, что каждая из них имеет предел 0 при x → 0.
Такую ситуацию называют неопределенностью вида 0

0 .
Понятно, что общие теоремы вычисления пределов в этом случае не

работают.
Способ нахождения пределов в этом случае состоит в следующем.
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1) Находим порядок стремления к нулю знаменателя:

g(x) = bxk + o(xk), где k > 0, а b 6= 0;

2) находим порядок стремления к нулю числителя:

f(x) = axl + o(xl), где l > 0, а a 6= 0;

3) тогда
f(x)

g(x)
=

axl + o(xl)

bxk + o(xk)
;

4) дальнейший анализ сводится к рассмотрению трех случаев:
a) k = l: в этом случае

f(x)

g(x)
=
axk + o(xk)

bxk + o(xk)
=
a+ o(1)

b+ o(1)
→ a

b

∣∣∣
x→0

;

a) l > k: в этом случае

f(x)

g(x)
=

axl + o(xl)

bxk + o(xk)
=
axl−k + o(xl−k)

b+ o(1)
→ 0 |x→0;

a) l < k: в этом случае

f(x)

g(x)
=

axl + o(xl)

bxk + o(xk)
=

a+ o(1)

bxk−l + o(xk−l)
→ ±∞|x→0;

5.57. Примеры. 1) Применим изложенный выше метод для нахож-
дения предела lim

x→1

x2−1
2x2−x−1 .

Очевидно здесь мы имеем неопределенность вида 0
0 . Делаем замену

переменной x− 1 = y. Тогда

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim
y→0

(1 + y)2 − 1

2(1 + y)2 − (1 + y)− 1

= lim
y→0

(1 + y)2 − 1

2(1 + 2y + y2)− y − 2
= lim
y→0

(1 + y)2 − 1

3y + o(y)

= lim
y→0

2y + o(y)

3y + o(y)
=

2

3
.

2) Найти предел lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1 . Опять неопределенность вида 0

0 . Де-
лаем замену переменной x−1 = y. Тогда y → 0 при x→ 1. Знаменатель
x50−2x+1 = (1+y)50−2(1+y)+2 = (1+50y+o(y))−2(1+y)+2 = 48y+o(y)
при y → 0. Аналогично числитель x100 − 2x+ 1 = 98y + o(y) при y → 0.
Следовательно, lim

x→1

x100−2x+1
x50−2x+1 = lim

y→0

98y+o(y)
48y+o(y) = 98

48 = 49
24 .
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6 Непрерывные функции

6.1 Определение непрерывности функции в точке и ее свойства

Приведем классическое определение непрерывности.

6.1. Определение. Фиксируем множество A ⊂ R, функцию f :
A→ R и точку p ∈ A. Мы говорим, что функция f : A→ R непрерывна
в точке p ∈ A, если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для
всех x ∈ A с условием |x− p| < δ выполняется соотношение

|f(x)− f(p)| < ε. (6.1.1)

Функция f : A → R называется непрерывной на A, если она непре-
рывна в каждой точке множества A.

Понятно, что если p — изолированная точка множества A, то в такой
точке функция f : A→ R всегда будет непрерывной (существует такое
δ, что точка x ∈ A с условием |x− p| < δ — только одна: сама точка p).

Если же p — предельная точка множества A, то приведенное опре-
деление эквивалентно следующему (см. теорему 5.17).

6.2. Лемма. Фиксируем множество A ⊂ R, функцию f : A → R
и точку p ∈ A, предельную для множества A. Функция f : A → R
непрерывна в точке p ∈ A тогда и только тогда, когда

lim
x→p
x∈A

f(x) = f(p). (6.1.2)

Лемма 6.2 говорит о том, что в предельной точке p ∈ A функция f
непрерывна в том случае, когда предел

lim
x→p
x∈A

f(x)

существует и равен f(p).
Заметим, что непрерывность — локальное свойство.

6.3. Предложение о локальном характере непрерывности.
1) Пусть функция f : A → B непрерывна в точке p ∈ A. Тогда для
любой окрестности V ∈ Ne(p) функция f : A ∩ V → B непрерывна в
точке p.

2) Пусть задана функция f : A → B. Если имеется окрестность V
такая, что функция f : A∩V → B непрерывна в точке p, то и функция
f : A→ B непрерывна в точке p.
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6.4. Топологический критерий непрерывности. Функция f :
A→ B непрерывна в точке p ∈ A тогда и только тогда, когда для любой
окрестности U ∈ Ne(f(p)) существует окрестность V ∈ Ne(p) такая, что
для любой точки x ∈ V ∩A имеем f(x) ∈ U .

Доказательство. Эта теорема является прямым следствием топо-
логического определения 5.16 предела функции.

6.5. Теорема о непрерывности композиции. Если функция f :
A → B непрерывна в точке p ∈ A, и функция g : B → S непрерывна в
точке q = f(p), то композиция g ◦ f : A→ S непрерывна в точке p.

Доказательство. Если p — изолированная точка, то композиция
непрерывна в точке p по определению. Действительно, если p — изо-
лированная точка, то существует окрестность V ∈ Ne(p) такая, что
f(x) = q для любой точки x ∈ V ∩A. Тогда для любой точки x ∈ V ∩A
имеем g ◦ f(x) = g(q) = g ◦ f(p). По определению композиция g ◦ f
непрерывна в точке p.

Во всех остальных случаях теорема 6.5 является следствием теоре-
мы 5.32 о пределе композиции.

6.1.1 Примеры и свойства непрерывных функций

1) Любая постоянная функция непрерывна.
2) Тождественное отображение idA : A→ A непрерывно.
3) Сужение непрерывного отображения непрерывно.
4) Экспоненциальная функция expx непрерывна на R.

6.6. Предложение о наследовании непрерывности. Если функ-
ция f : A→ B непрерывна в точке p ∈ A, а функция g : D → B такова,
что p ∈ D, D ⊂ A и f(x) = g(x) для всех точек x ∈ D, то функция
g : D → B непрерывна в точке p.

6.1.2 Непрерывность промежуточной функции

Следующая лемма — прямое следствие теоремы 5.25 и определения
непрерывности.

6.7. Лемма о непрерывности промежуточной функции. Если
функции f, u, v : A → R таковы, что f(x) ∈ [u(x), v(x)] для всех x ∈ A,
функции u, v непрерывны в точке p ∈ A и u(p) = v(p), то функция f
также непрерывна в точке p.
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6.1.3 Асимптотическое свойство точечных неравенств для непре-
рывных функций

6.8. Предложение об асимптотическом неравенстве. Если
функции f, g : A→ R непрерывны в точке p ∈ A и f(p) < g(p), то f(x) <
g(x) в некоторой окрестности точки p, т. е. существует окрестность V ∈
Ne(p) такая, что

f(x) < g(x) для всех x ∈ V ∩A (или f(x) < g(x) |x→p
x∈A

).

Сформулированное утверждение — прямое следствие теоремы 5.24.

6.1.4 Непрерывность и арифметические операции.

Следствием утверждений раздела 3.7 является следующая

6.9. Теорема. Сумма и произведение непрерывных функций непре-
рывны: если функции f, g : A→ R непрерывны в точке p ∈ A, то функ-
ции f + g и f · g также непрерывны в этой точке.

Если функция f непрерывна в точке p и f(p) 6= 0, то функция 1
f

непрерывна в точке p.

6.10. Пример. Каждая рациональная функция, т. е. функция, пред-
ставимая в виде отношения двух полиномов, непрерывна во всех точках,
где знаменатель не обращается в нуль.

6.1.5 Критерий непрерывности Гейне

Прямым следствием критерия 5.39 и определения непрерывности яв-
ляется

6.11. Критерий непрерывности Гейне. Функция f : A → R
непрерывна в точке p ∈ A в том и лишь в том случае, когда она каждую
последовательность xn ∈ A, сходящуюся к p, переводит в последова-
тельность f(xn), сходящуюся к f(p).

6.2 Точки разрыва функции.

6.12. Определение. Говорят, что функция f : (a, b) → R имеет в
точке x области определения разрыв первого рода, если f имеет конеч-
ный предел слева в точке x:

lim
x→p
x<p

f(x), обозначаемый символом f(p− 0),
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и конечный предел справа в точке x:

lim
x→p
x>p

f(x), обозначаемый символом f(p+ 0),

и при этом нарушается хотя бы одно из равенств в соотношениях

f(p− 0) = f(p) = f(p+ 0). (6.2.3)

Если же один из пределов не существует или равен бесконечности,
то говорят, о разрыве второго рода с соответствующей стороны.

6.13. Задача. Доказать, что если в соотношениях (6.2.3) справед-
ливы все равенства, то функция f : (a, b)→ R непрерывна в точке p.

6.14. Задача. Приведите примеры функций, имеющих в заданной
точке разрывы второго рода.

6.15. Пример. Функция Римана [0, 1] 3 x 7→ R:

f(x) =

{
1
n , если x = m

n , где m и n — взаимно простые числа,
0, если x — иррациональное число,

разрывна при каждом рациональном значении x и непрерывна при каж-
дом иррациональном значении x.

Разрывность функции Римана в рациональных точках, вытекает из
критерия непрерывности Гейне. В самом деле, для точки x ∈ [0, 1] ∩ Q
возьмем произвольную последовательность [0, 1] \Q 3 xn → x. Тогда, с
одной стороны, f(xn) = 0→ 0, а с другой f(x) 6= 0.

Пусть теперь x ∈ [0, 1] — произвольная иррациональная точка. Фик-
сируем ε > 0 и n ∈ N — такие, что 1

n < ε. Тогда имеем включения

{x ∈ [0, 1] : f(x) ≥ ε} ⊂
{
x ∈ [0, 1] : f(x) ≥ 1

n

}
⊂
{
x =

p

q
∈ [0, 1] : p, q ∈ N, q ≤ n, p ≤ q

}
= Dε. (6.2.4)

Множество Dε состоит из конечного набора рациональных точек и по-
этому число δ = min{|t − x| : t ∈ Dε} строго положительное. Поэтому
для любого y ∈ [0, 1] такого, что |y − x| < δ, имеем

|f(y)− f(x)| ≤ |f(y)| < ε.

Непрерывность в точке x доказана.
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6.16. Пример. Функция Дирихле [0, 1] 3 x 7→ R:

χ(x) =

{
1, если x ∈ Q, где x — рациональное число,
0, если x ∈ [0, 1] \Q — иррациональное число,

разрывна во всех точках отрезка [0, 1].

Для решения этой задачи, достаточно применить критерий непре-
рывности Гейне.

6.17. Теорема. Всякая монотонная функция f : 〈a, b〉 → R может
иметь разрывы только первого рода, причем не более чем в счетной
совокупности точек.

Доказательство. Пусть для определенности область определения
функции f : (a, b) → R — открытый интервал и f — неубывающая
функция. Тогда по теореме 5.28 функция f имеет предел слева в каж-
дой точке p области определения:

f(p− 0) = lim
x→p
x<p

f(x) = sup
x<p

f(x),

а по задаче 5.29 — предел справа

f(p+ 0) = lim
x→p
x>p

f(x) = inf
p<x

f(x).

Очевидно, f(x) ≤ f(p) в каждой точке для x < p, поэтому f(p−0) ≤ f(p)
по теореме 5.24 о неравенстве пределов. Аналогично, f(p) ≤ f(p + 0).
Таким образом, p — точка непрерывности, если f(p − 0) = f(p + 0), и
p — точка разрыва, если f(p− 0) < f(p+ 0).

Следовательно, каждой точке разрыва соответствует интервал

(f(p− 0), f(p+ 0))

в области значений функции, имеющий ненулевую длину. При этом раз-
личным точкам разрыва соответствуют различные интервалы. В самом
деле, если p < q — точки разрыва, то для любых точек p < x < z < y < q
имеем f(p) ≤ f(x) ≤ f(z) ≤ f(y) ≤ f(q). Отсюда по теореме 5.24 о нера-
венстве пределов выводим

f(p) ≤ f(p+ 0) ≤ f(z) ≤ f(q − 0) ≤ f(q).

187



Из последних неравенств заключаем, что пересечение

(f(p− 0), f(p+ 0) ∩ (f(q − 0), f(q + 0))

пустое.
Таким образом, различным точка разрыва соответствуют непересе-

кающиеся интервалы положительной длины. В каждом таком интерва-
ле выберем рациональную точку. Таким образом, мы получаем инъек-
тивное отображение из множества точек разрыва во множество рацио-
нальных точек.

Следовательно, совокупность точек разрыва или конечная, или счет-
ная.

6.18. Теорема. Всякая неубывающая функция g : [a, b]→ R равна
сумме двух функций:

g = g1 + g2, (6.2.5)

где g1 : [a, b]→ R — неубывающая непрерывная функция, а g2 : [a, b]→
R — функция скачков:

g2(x) =
∑

k, ck<x

g+
k +

∑
k, ck≤x

g−k . (6.2.6)

6.3 Глобальные свойства непрерывных функций.

6.3.1 Теоремы Вейерштрасса о непрерывных функциях на замкну-
том отрезке.

6.19. Теорема Вейерштрасса об экстремумах. Любая непре-
рывная вещественная функция, определенная на ограниченном отрезке
вещественной оси, обладает наибольшим и наименьшим значениями:
если отображение f : [a, b] → R непрерывно, то найдутся такие точки
p, q ∈ [a, b], что

f(p) ≤ f(x) ≤ f(q)

для любой точки x ∈ [a, b].

Доказательство. Пусть A = [a, b], B = f(A), M = supB и yn ∈
B — какая-нибудь последовательность, сходящаяся к M . Для каждого
номера n найдётся точка xn ∈ A такая, что yn = f(xn). По теореме
Вейерштрасса о частичных пределах последовательность xn обладает
подпоследовательностью xnk , сходящейся к некоторой точке q ∈ [a, b].
Поскольку функция f непрерывна, то f(xnk)→ f(q) |k→∞ по признаку
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6.11 непрерывности Гейне. С другой стороны, так как f(xn)→M |n→∞,
то f(xnk)→M |k→∞. Ввиду единственности предела f(q) = M .

Следовательно, для всех x ∈ [a, b] имеем f(x) ≤ f(q).
Существование наименьшего значения функции f устанавливается

аналогично.

6.20. Следствие. Всякая непрерывная R-значная функция, опре-
деленная на отрезке [a, b] ⊂ R, ограничена.

6.21. Задача. Привести примеры, показывающие, что для разрыв-
ных функций на отрезке, а также для непрерывных функций на про-
межутках, отличных от отрезков, заключения предыдущих двух утвер-
ждений не верны.

6.3.2 Теорема Больцано — Коши о промежуточных значениях.

6.22. Теорема Больцано — Коши. Если функция f : [a, b] →
R непрерывна, то прообраз f−1(y) любой точки y отрезка [f(a), f(b)]
(или отрезка [f(b), f(a)]) не пуст и, более того, содержит наибольший и
наименьший элементы.

Доказательство. Предположим для определённости, что a ≤ b и
что f(a) ≤ f(b). Фиксируем произвольное число y ∈ [f(a), f(b)]. Дока-
жем, что множество f−1(y) непустое.

Пусть X = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ y} и p = supX. Поскольку a ∈ X
и a ≤ b, то p ∈ [a, b]. По критерию точной верхней границы найдётся
последовательность xn ∈ X, сходящаяся к p. Так как функция f непре-
рывна, то f(xn) → f(p) |n→∞. Поскольку f(xn) ≤ y, то по теореме о
неравенстве пределов f(p) ≤ y.

Покажем, что y ≤ f(p). Это так, если p = b. Поэтому будем предпо-
лагать, что p < b. Так как на полуинтервале (p, b] нет точек множества
X, то f(t) > y для каждого t ∈ (p, b]. Пусть tn ∈ (p, b] — какая-нибудь
последовательность, сходящаяся к p. В силу непрерывности функции f
и по теореме о неравенстве пределов имеем f(p) = lim

n→∞
f(tn) ≥ y.

Таким образом, f(p) = y, т. е. p ∈ f−1(y), причём p = max f−1(y),
так как f(t) > y для всех t ∈ (p, b].

Привести доказательство существования наименьшего элемента про-
образа f−1(y).

6.23. Следствие. Для всякой непрерывной R-значной функции,
определенной на замкнутом отрезке [a, b] ⊂ R, такой, что f(a) · f(b) < 0
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(т. е. функция f принимает значения разных знаков на концах отрезка
[a, b]), уравнение

f(x) = 0

имеет решение на отрезке [a, b].

6.24. Задача. Многочлен нечетной степени имеет, по крайней мере,
один вещественный корень.

6.25. Задача. Непрерывная вещественная функция преобразует
промежутки в промежутки, а отрезки — в отрезки.

6.3.3 Признак Больцано строгой монотонности.

6.26. Признак Больцано строгой монотонности. На всяком
промежутке T ⊂ R любая непрерывная инъективная вещественная функ-
ция f строго монотонна.

Доказательство. Достаточно показать, что если f строго возрас-
тает на какой-нибудь паре точек x, y ∈ T , то на любой другой паре
различных точек она также строго возрастает.

1ый шаг. Пусть x < y и f(x) < f(y), а точка z ∈ T такова, что
x < y < z.

Докажем, что вместе с f(x) < f(y) имеем также и f(y) < f(z).
Допустим, что это не так: f(y) > f(z). Тогда согласно теореме Больца-
но — Коши прообраз f−1(t) любой точки t интервала

(max(f(x), f(z)), f(y))

имеет, по крайней мере, по одному прообразу на каждом из интервалов
(x, y) и (y, z). Это несовместимо с инъективностью отображения f .

Аналогично можно доказать, что f(z) < f(x) для любой точки z < x.
Если теперь x < z < y и f(x) < f(z), то по доказанному имеем f(z) <

f(y). Если же f(x) > f(z), для функции −f имеем −f(x) < −f(z),
откуда в силу доказанного получаем −f(z) < −f(y). Из последних двух
неравенств выводим f(x) > f(y), что противоречит предположению.

Следовательно, если функция f возрастает на паре точек x и y, то
она возрастает и на произвольной тройке точек, две из которых x и y.

2oй шаг. Из доказанного на первом шаге вытекает, что функция f
строго возрастает на произвольной четвёрке точек, две из которых x и
y, а две другие точки z, u промежутка T произвольные.

Действительно, пусть, например, x < z < y. Тогда в силу доказан-
ного имеем f(x) < f(z) < f(y). Если z < y < u, то в силу доказанного
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получаем f(z) < f(y) < f(u). Все остальные случаи взаимного распо-
ложения точек рассматриваются аналогично.

6.3.4 Теорема о существовании непрерывной обратной функции.

6.27. Теорема об обратной функции. Если f : T → R — непре-
рывная и строго возрастающая функция на промежутке T ⊂ R, то

1) образ f(T ) промежутка T является промежутком того же типа,
что и T , с концами inf f(T ), sup f(T );

2) отображение f : T → f(T ) обратимо;
3) обратное к нему отображение g : f(T )→ T непрерывное и строго

возрастающее.

Доказательство. Будем полагать, что промежуток T содержит, по
крайней мере, две точки. Тогда и образ содержит не менее двух точек.

1) Воспользуемся предложением 1.95 для проверки того, что образ
X = f(T ) является промежутком. Фиксируем две произвольные точки
a, b ∈ X и докажем, что [a, b] ⊂ X. Так как a = f(x) и b = f(y) для
некоторых x, y ∈ T , x < y, то по теореме Больцано — Коши о промежу-
точных значениях для любой точки c ∈ (a, b) найдется точка z ∈ (x, y)
такая, что f(z) = c. Следовательно, [a, b] ⊂ X и X — промежуток.

Так как функция f строго возрастает на T , точка u ∈ T будет ми-
нимальным (максимальным) элементом промежутка T тогда и только
тогда, когда её образ f(u) окажется минимальным (максимальным) эле-
ментом промежутка X.

2) Отображение f : T → X = f(T ) инъективно и сюръективно, т. е.
биективно и, значит, обратимо.

3) Легко видеть, что обратное отображение g = f−1 : X → T строго
возрастающее. Покажем, что оно непрерывно в каждой точке p ∈ X.
Пусть U — какая-либо элементарная окрестность точки q = g(p). Со-
гласно топологическому критерию непрерывности нам достаточно уста-
новить наличие такой элементарной окрестности V точки p, что

g(V ∩X) ⊂ U.

Допустим, что q — внутренняя точка промежутка T . В этом случае
можно считать, что U = (q − ε, q + ε) ⊂ T , ε > 0. Согласно пункту 1)
множество f(U) является интервалом и, значит, содержит некоторую
элементарную окрестностью V точки p. Поскольку отображения f и g
взаимно обратны, то g(V ) ⊂ g(f(U)) = U .

Допустим теперь, что q — крайняя точка промежутка T , например,
его левый конец. Рассмотрим два случая:
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1) q ∈ R;
2) q = −∞.
В первом случае U = (q − ε, q + ε) содержит промежуток S = [q, q +

ε) ⊂ T . Согласно пункту 1) имеем f(S) = [f(q), f(q+ε)). Пусть f(q+ε) =
f(q)+δ (т. е. f(q) ∈ R), δ > 0. Положим V = (f(q)−δ, f(q)+δ). Если же
f(q) = −∞, то положим V = [−∞, f(q + ε). В обоих случаях V ∩ X =
f(S), а так как отображения f и g взаимно обратны, то g(V ∩ X) =
g(f(S)) = S ⊂ U . Тем самым, в любом из двух возможных случаев V
является нужной элементарной окрестностью точки p = f(q).

Во втором случае в качестве элементарной окрестности точки −∞
возьмем произвольный промежуток S = [−∞, r) ⊂ T . Согласно пунк-
ту 1) имеем f(S) = [f(q), f(r)). Если f(q) = −∞, положим V = [−∞, f(r)).
Если же f(q) ∈ R, положим V = (f(q)− δ, f(q) + δ), где δ = f(r)− f(q).
В обоих случаях V ∩ X = f(S), а так как отображения f и g взаим-
но обратны, то g(V ∩ X) = g(f(S)) = S ⊂ U . Тем самым, в любом из
двух возможных случаев V является нужной элементарной окрестно-
стью точки p = f(q).

6.28. Примеры. Примеры обратимых отображений:
1) sin : [−π2 ,

π
2 ]→ [−1, 1], обратная функция arcsin : [−1, 1]→ [−π2 ,

π
2 ];

2) cos : [0, π]→ [−1, 1], обратная функция arccos : [−1, 1]→ [0, π];
3) tan : (−π2 ,

π
2 )→ R, обратная функция arctan : R→ (−π2 ,

π
2 );

4) exp : R→ (0,∞), обратная функция ln : (0,∞)→ R;
5) 2x : R→ (0,∞), обратная функция log2 : (0,∞)→ R.

6.3.5 Равномерная непрерывность, теорема Кантора и модуль непре-
рывности

6.29. Определение. Фиксируем множество A ⊂ R, функцию f :
A → R. Мы говорим, что функция f : A → R равномерно непрерывна
на A, если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для всех
x, y ∈ A с условием |x− y| < δ выполняется соотношение

|f(x)− f(y)| < ε. (6.3.7)

6.30. Примеры. 1) Если функция f : A → R равномерно непре-
рывна на A, то f непрерывна в каждой точке множества A. Поэтому
функция signx не является равномерно непрерывной на R.

2) Постоянная функция f : A → R, f(x) = a ∈ R для всех x ∈ A,
равномерно непрерывна на множестве A.

3) Тождественная функция idA : A → R, f(x) = x ∈ R для всех
x ∈ A, равномерно непрерывна на множестве A.
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4) Функция x2 равномерно непрерывна на любом промежутке [a, b] ⊂
R, но не является таковой на R.

5) Функция 1
x равномерно непрерывна на [a,+∞) для любого a > 0,

но не является равномерно непрерывной на (0,+∞).

6.31. Теорема Кантора. Пусть дан промежуток [a, b] ⊂ R. Всякая
непрерывная на [a, b] функция f : [a, b]→ R равномерно непрерывна на
нем.

Доказательство. По условию теоремы функция

f : [a, b]→ R

непрерывна во всех точках отрезка [a, b]. Возьмем произвольное ε >
0. Для каждой точки x ∈ [a, b] найдется элементарная окрестность
Oδx(x) = (x− δx, x+ δx) такая, что выполняется неравенство

|f(y)− f(x)| < ε

2
для любой точки y ∈ [a, b] ∩ Oδx(x) . (6.3.8)

Семейство интервалов S = {Oδx(x) | x ∈ [a, b]} образует покрытие от-
резка [a, b]:

[a, b] ⊂
⋃

x∈[a,b]

Oδx(x).

По теореме 4.6 существует положительное число δ такое, что всякий от-
резок [α, β] ⊂ [a, b], длина β−α которого не превосходит δ, принадлежит
какому-нибудь интервалу покрытия S. Тогда две произвольные точки
y, z ∈ [a, b] такие, что |y − z| < δ, принадлежат какому-нибудь интер-
валу покрытия покрытия S, например y, z ∈ Oδx0 (x0). Оценим теперь
приращение функции f в точках y, z: из неравенства (6.3.8) имеем

|f(y)− f(z)| ≤ |f(y)− f(x0)|+ |f(z)− f(x0)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, для произвольных точек y, z ∈ [a, b] таких, что |y− z| <
δ, имеем |f(y)− f(z)| < ε.

Следовательно, данная функция f : [a, b] → R равномерно непре-
рывная.

6.32. Определение. Пусть даны множество A ⊂ R и функция f :
A → R. Функция ω : [0, h) → R, где 0 < h ≤ ∞, называется модулем
непрерывности функции f на множестве A, если она удовлетворяет
следующим условиям:
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1) ω — неотрицательная возрастающая функция;
2) имеет предел в 0, равный нулю:

lim
t→0

ω(t) = 0.

3) для любых x1, x2 ∈ A таких, что |x1 − x2| < h, выполняется нера-
венство

|f(x1)− f(x2)| ≤ ω(|x1 − x2|).

6.33. Предложение. Если функция f : A→ R имеет модуль непре-
рывности, то она равномерно непрерывна.

Доказательство. Действительно, предположим, что для данной
функции f существует функция ω : [0, h)→ R, удовлетворяющая усло-
виям 1) – 3) определения 6.32. Зададим произвольно ε > 0. Так как
ω(t) → 0 при t → 0, то найдется δ ∈ (0, h) такое, что ω(t) < ε для лю-
бого 0 ≤ t < δ. Возьмем произвольно точки x1, x2 ∈ A, для которых
|x1 − x2| < δ. Тогда |f(x1) − f(x2)| ≤ ω(|x1 − x2|) < ε. Так как ε > 0
произвольно, то, тем самым, равномерная непрерывность функции f
доказана.

6.34. Определение. Говорят, что функция f : A → R удовлетво-
ряет условию Липшица, если функция t ∈ [0,∞) 7→ Ct, где C > 0 —
постоянная, является ее модулем непрерывности:

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| для всех x, y ∈ A.

Если функция t ∈ [0, h) 7→ Ctα, где C и α постоянные, причем C > 0
и 0 < α ≤ 1, есть модуль непрерывности функции f , то говорят, что f
удовлетворяет условию Гёльдера с показателем α:

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α для всех x, y ∈ A, |x− y| ≤ h.

Следующая теорема является обратной к предложению 6.33.

6.35. Теорема. Пусть даны множество A ⊂ R и функция f : A→ R.
Предположим, что функция f равномерно непрерывна. Тогда функция
f : A→ R имеет модуль непрерывности.

В качестве такового можно взять функцию

ω(t) = { sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| ≤ t}. (6.3.9)

Найдется h > 0 такое, что при 0 ≤ t < h величина ω(t) конечна и
обладает свойствами определения 6.32.
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Доказательство. Пусть даны множество A ⊂ R и функция f :
A→ R. Для произвольного t ≥ 0 определим величину ω(t) как указано
в (6.3.9).

При всяком t ≥ 0 функция ω(t) равна точной верхней грани некото-
рой неотрицательной функции. Отсюда выводим, что ω(t) ≥ 0 для всех
t ≥ 0.

Пусть t1, t2 таковы, что 0 ≤ t1 < t2. Если x1, x2 ∈ A и |x1 − x2| ≤ t1,
то имеем также |x1− x2| ≤ t2. Следовательно, значение ω(t2) определя-
ется по более широкому набору пар (x1, x2) сравнительно со значением
ω(t1), и, значит, ее значение не может быть меньше значения ω(t1). Та-
ким образом, в силу известных свойств точной верхней грани функции
отсюда вытекает, что

ω(t1) = { sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| ≤ t1}

≤ { sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| ≤ t2} = ω(t2) (6.3.10)

Таким образом, первое условие определения 6.32 модуля непрерывно-
сти для функции ω выполнено.

По условию функция f : A → R равномерно непрерывна. Зададим
произвольно ε > 0. Согласно определению равномерной непрерывности,
по нему найдется δ(ε) > 0 такое, что если x1, x2 ∈ A таковы,

что |x1 − x2| < δ(ε), то |f(x1)− f(x2)| < ε

2
. (6.3.11)

Отсюда следует, во-первых, что для ε = 1 имеем

ω(δ(1)) = { sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| ≤ δ(1)} ≤ 1/2.

Следовательно, для t ∈ [0, h], где h = δ(1), значение ω(t) конечное.
Во-вторых, из (6.3.11) вытекает, что для t ∈ [0, δ(ε)) имеем

ω(t) = { sup
x1,x2∈A

|f(x1)− f(x2)| : |x1 − x2| ≤ t} ≤ ε/2 < ε.

Так как для этого потребовалось лишь, чтобы выполнялось неравенство
t < δ, то, тем самым, доказано, что ω(t) → 0 при t → 0+, так что для
функции ω выполняется также и второе условие определения 6.32.

Пусть точки x1, x2 ∈ A таковы, что |x1−x2| < h. Положим t = |x1−
x2|. Тогда в силу (6.3.9), очевидно, |f(x1)− f(x2)| ≤ ω(t) = ω(|x1 − x2|).
Мы получаем, что третье условие определения 6.32 также выполняется
с функцией ω, определенной формулой (6.3.9).

Теорема доказана.
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7 Основные элементарные функции

7.1 Линейные функции и их функциональное описание. Существо-
вание разрывной линейной функции.

Аддитивной функцией, определенной на R, называется функция f :
R→ R, обладающая свойством

f(x+ y) = f(x) + f(y) (7.1.1)

для всех x, y ∈ R. Пример аддитивной функции хорошо известен: лег-
ко проверить, что линейная функция f(x) = ax, x ∈ R, где a ∈ R —
фиксированное число, аддитивна. Мы сейчас докажем, что при одном
дополнительном условии всякая аддитивная функция будет линейной
функцией, указанной в этом примере.

7.1. Теорема. Если аддитивная функция f : R → R либо непре-
рывна, либо монотонна, то f(x) = ax, x ∈ R, для некоторого числа
a ∈ R.

Доказательство. Из условия (7.1.1) получаем, что f(0) = 0 и да-
лее f(0) = f(x + (−x)) = f(x) + f(−x) = 0. Следовательно, линейная
функция нечетная. Пусть f(1) = a.

Для любого фиксированного x ∈ (0,∞) по индукции имеем f(nx) =
nf(x), где n ∈ N — натуральное число. Полагая в последнем равенстве
x = 1

m , а n = m, получаем mf( 1
m ) = f(1) = a. Следовательно, f( 1

m ) =
a · 1

m . C другой стороны, f( nm ) = nf( 1
m ) = a · nm . Таким образом, для

любого рационального числа q ∈ Q имеем f(q) = a · q.
Далее, в случае непрерывной линейной функции f рассмотрим про-

извольную точку x ∈ R \ Q и последовательность рациональных чисел
qn → x при n→∞. Тогда имеем

f(x) = lim
n→∞

f(qn) = lim
n→∞

a · qn = a · x, (7.1.2)

так что в этом случае теорема доказана.
Если же линейная функция f монотонна (например, монотонно воз-

растает), то для произвольно выбранной точки x ∈ R \ Q рассмотрим
две последовательности рациональных точек qn < x и x < sn такие, что
sn − qn → 0 при n → ∞. Тогда 0 ≤ f(sn) − f(qn) = a · sn − a · qn =
a · (sn − qn)→ 0 при n→∞. Следовательно, x не является точкой раз-
рыва монотонной функции f и поэтому функция f непрерывна. В силу
доказанного выше она линейна.

Всякую аддитивную непрерывную на R функцию будем называть
линейной.
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7.2 Экспонента и натуральный логарифм

Напомним, что функция

R 3 x 7→ exp(x) =

∞∑
n=1

xn

n!

называется экспоненциальной.

7.2. Свойства экспоненциальной функции.
1) exp(x+ y) = expx · exp y;
2) exp : R → (0,∞) — непрерывная и строго монотонно возрастаю-

щая функция;
3) exp : R→ (0,∞) — биективное отображение.

Доказательство. Первое свойство экспоненты доказано в теореме
3.101.

Докажем, что функция exp : R → (0,∞) непрерывная и строго воз-
растающая. Действительно, очевидно expx > 1, если x > 0. Для поло-
жительного x ∈ R по свойству (3.79) имеем expx · exp(−x) = exp 0 = 1,
откуда exp(−x) = [expx]−1 > 0. Если x < y — два числа, то exp(y−x) =
exp y · exp(−x) = exp y · [expx]−1 > 1. Следовательно, expx < exp y.

Непрерывность экспоненты в точке x ∈ R проверяется непосред-
ственно: с учетом (3.11.61) выводим

exp y − expx = expx · (exp(y − x)− 1) = expx ·O(y − x) = O(y − x)

при y → x.
Заметим, что из неравенства 0 < x < expx непосредственно выводим

lim
x→∞

expx =∞, и, следовательно, lim
x→−∞

expx = 0.

По теореме 6.27 функция exp : R → (0,∞) имеет непрерывную
обратную. Обратную функцию называют натуральным логарифмом и
обозначают символом ln.

7.3. Свойства натурального логарифма.
1) ln : (0,∞)→ R — биективное отображение;
2) ln : (0,∞)→ R — непрерывная и строго монотонно возрастающая

функция;
3) lnxy = lnx+ ln y.

Доказательство. Первые два свойства выводим из теоремы об об-
ратной функции. Для доказательства третьего рассмотрим exp(lnx +
ln y) = exp(lnx) exp(ln y) = xy = exp(lnxy). Отсюда в силу биективно-
сти экспоненты получаем 3).
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7.2.1 Предел lim
x→0

ln(1+x)
x

= 1

Докажем, что lim
x→0

ln(1+x)
x = 1. Для этого сделаем следующую замену:

ln(1 + x) = y. Так как ln — непрерывная функция, то y → 0 при x→ 0.
Из равенства ln(1 + x) = y выводим x = exp y − 1. По теореме о замене
переменной в предельных переходах получаем

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
y→0

y

exp y − 1
= lim
y→0

y

y + o(y)
= 1

(здесь в последнем переходе использовано асимптотическое разложение
(3.11.61) при n = 1).

7.4. Задача. Доказать, что lim
x→+∞

ln x
xα = 0 для любого положитель-

ного α ∈ R.
Свойство логарифма, сформулированное в этой задаче выражают

словами: логарифм растет медленнее любой степени x.

Указание: С помощью замены lnx = y задача сводится к пределу
lim

y→+∞
y
ey = 0.

7.3 Определения показательной и логарифмической функций. Их
характеристические свойства.

По свойству (3.79) экспонента удовлетворяет следующему функцио-
нальному соотношению

f(x+ y) = f(x) · f(y) (7.3.3)

для всех значений x, y ∈ R.
Заметим, что этому же соотношению удовлетворяет также функция

fa(x) = exp(x ln a), (7.3.4)

где a ∈ (0,∞) — произвольное положительное число. Из школьного
курса математики известно, что функции вида (7.3.4) называются по-
казательными и обозначаются символом ax. Наша ближайшая цель —
показать, что при одном дополнительном условии все функции, удовле-
творяющие функциональному соотношению (7.3.3), суть функции вида
(7.3.4) (т. е. показательные).
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7.5. Теорема. Пусть a ∈ (0,∞), а функция ga : R → R удовлетво-
ряет следующим двум условиям:

1) ga(1) = a (условие нормировки),
2) ga(x + y) = ga(x) · ga(y) для всех x, y ∈ R (экспоненциальное

свойство или свойство показательной функции).
Тогда функция ga : R → R тождественно совпадает с функцией

fa(x) = exp(x ln a), определенной в (7.3.4).

Доказательство. Пусть a ∈ (0,∞) — фиксированное число. Для
каждого x ∈ R положим fa(x) = exp(x ln a). Функция fa монотонна
непрерывна и обладает свойствами 1 и 2. Функция ga из условия теоре-
мы обладает следующими свойствами:

a) ga(0) = 1, ибо a = ga(1 + 0) = ga(1) · ga(0) = a · ga(0);
b) ga(−x) = 1/ga(x) для каждого x ∈ R;
c) ga

(
m
n

)
= fa

(
m
n

)
, поскольку

ga

(m
n

)n
= ga

(m
n

)
· . . . · ga

(m
n

)
︸ ︷︷ ︸

n раз

= ga

(
n · m

n

)
= ga(m)

= ga(1) · . . . · ga(1)︸ ︷︷ ︸
m раз

= a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
m раз

= fa(1) · . . . · fa(1)︸ ︷︷ ︸
m раз

= fa

(m
n

)n
.

Из свойств a)–b) вытекает, что любые две функции, обладающие свой-
ствами 1 и 2, совпадают на множестве рациональных чисел. Если при
этом они обе непрерывные, то они совпадают также и на множестве
действительных чисел, так как Q плотно в R.

Если же функция ga монотонная, например, возрастающая, то фик-
сируем точку x ∈ R и рассмотрим произвольные последовательности
рациональных чисел un < p и vn > p, сходящиеся к точке p. Тогда для
функций fa и ga получаем

fa(un) = ga(un) ≤ ga(p) ≤ ga(vn) = fa(vn).

Так как функция fa непрерывная, то

fa(p) = lim
n→∞

fa(un) ≤ ga(p) ≤ lim
n→∞

fa(vn) = fa(p).

Следовательно, fa(p) = ga(p) для всех p ∈ R.
Функцию fa называют показательной функцией, а число a — ее ос-

нованием. Значение этой функции в точке x ∈ R обозначают символом
ax.
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7.6. Следствие.
1) ex = expx, x ∈ R;
2) ax = exp(x · ln a), x ∈ R, и поэтому

ax = lim
n→∞

n∑
k=1

(x ln a)k

k!
.

Функция ax : R → (0,∞) переменной x при a 6= 1 обратима соглас-
но теореме 6.27. Обратную к ней функцию обозначают loga и называ-
ют логарифмом по основанию a. Функция loga непрерывная и строго
монотонная. Характеристические свойства логарифмической функции
состоят в том, что

1) loga a = 1;
2) loga xy = loga x+ loga y.

0 1 2 3 4 5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

Логарифмическая функция

7.4 Определение степенной функции. Свойства степенной функ-
ции.

Степенной функцией называется функция вида

xα = exp(α lnx), (7.4.5)

где α ∈ R — фиксированное число, а переменная x принимает значения
из (0,∞), значение функции xα всегда неотрицательно. Определенная
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равенством (7.4.5) степенная функция обладает при x, y > 0 известным
из школьного курса математики свойствами (Проверить):

1) xα · yα = (x · y)α;
2)
(
xα
)β

= xαβ =
(
xβ
)α;

3) x−α = 1
xα ;

4) xα

xβ
= xα−β ;

5)
(
x
y

)α
= xα

yα .
Таким образом, степенная функция удовлетворяет функционально-

му уравнению

f(x · y) = f(x) · f(y) при любых положительных x, y ∈ R. (7.4.6)

7.7. Теорема. Единственной функцией, не равной тождественно
нулю, определенной и непрерывной в промежутке (0,∞) и удовлетворя-
ющей на нем условию (7.4.6), является степенная функция вида (7.4.5).

Доказательство. Из условия (7.4.6) при x = y имеем f(x2) =
f(x)2 ≥ 0. Так как любое число y ∈ (0,∞) можно представить в виде
y = x2, выводим, что функция f из условия теоремы принимает неот-
рицательные значения.

Пусть в точке x ∈ (0,∞) функция f(x) 6= 0. Существует число α ∈ R
такое, что f(x) = xα. Покажем, что для любого рационального числа
вида p = n

m , m > 0, имеем равенство

f(xp) =
(
xp
)α
. (7.4.7)

Действительно,

f
(
x

1
m

)m
= f

(
x

1
m

)
· . . . · f

(
x

1
m

)︸ ︷︷ ︸
m раз

= f
(
x

1
m · . . . · x 1

m︸ ︷︷ ︸
m раз

)
= f(x) = xα.

Отсюда имеем f
(
x

1
m

)
=
(
x

1
m

)α. Далее, выводим

f
(
x
n
m

)
= f

(
x

1
m · . . . · x 1

m︸ ︷︷ ︸
n раз

)
= f

(
x

1
m

)
· . . . · f

(
x

1
m

)︸ ︷︷ ︸
n раз

=
(
x

1
m

)α · . . . · (x 1
m

)α︸ ︷︷ ︸
n раз

=
((
x

1
m

)α)n
=
(
x
n
m

)α
.

Пусть теперь y > 0, и y = xβ , где β ∈ R. Пусть последовательность {pn}
рациональных точек сходится к β. В силу (7.4.7) имеем

f(xpn) =
(
xpn
)α
. (7.4.8)
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Так как левая и правая части равенства (7.4.8) непрерывны, можно
перейти к пределу при n→∞ и получить равенство

f(xβ) =
(
xβ
)α
.

Отсюда выводим равенство f(y) = yα, справедливое для любого y ∈
(0,∞).
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7.5 Тригонометрические функции.

7.5.1 Определение тригонометрических функций

Напомним известные из школьного курса математики функции sinx и
cosx. Для этого рассмотрим окружность S на координатной плоскости
с центром в начале координат O и радиуса 1. Отложим от оси абсцисс
против часовой стрелки угол α. Величина этого угла равна «длине дуги
окружности», заключенной между сторонами угла. Пусть точка B —
это пересечение луча OB, не лежащего на оси абсцисс, с окружностью.
Тогда абсцисса точки B — это косинус угла α, а ордината этой точки —
синус угла α (см. рисунок ниже).
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sinα

cosα

tanα =
sinα

cosα

O A = (1, 0)

В вышеприведенном определении остается лишь выяснить понятие
«длины дуги окружности». Заметим, что определенная для всех дей-
ствительных значений x ∈ R функция

exp(ix) = f(x) + ig(x) (7.5.9)

имеет действительную и мнимую части f(x) и g(x), удовлетворяющие
следующим соотношениям:

f2(x) + g2(x) = 1 для всех x, y ∈ R, (7.5.10)

так как f2(x)+g2(x) = | exp(ix)|2 = exp(ix)·exp(ix) = exp(ix)·exp(−ix) =
exp 0 = 1 в силу задачи 3.99.

Таким образом, мы имеем непрерывное отображение

R 3 x 7→ eix ∈ S, (7.5.11)

которое называется параметризацией окружности S. Свойства этой па-
раметризации установлены в следующем утверждении.

7.8. Лемма. Существует δ > 0, что
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1) отображение (α − δ, α + δ) 3 β 7→ eiβ инъективно при любом
фиксированном α ∈ R;

2) длина дуги окружности ei[0,α] равна α;
3) f(α) = cosα, g(α) = sinα для всех α ∈ (−δ, δ).

Доказательство. Предположим eiα = eiβ . Тогда

|eiα − eiβ | = |eiβ | · |ei(α−β) − 1| = |ei(α−β) − 1|
= |i(α− β) + o(α− β)| = |α− β| · |i+ o(1)| ≥ |α− β| · |1− |o(1)|| > 0

при |α−β| → 0. Понятно, что равенство |α−β| · |i+ o(1)| = 0 невозмож-
но, если |α − β| достаточно мало. Таким образом, первое утверждение
доказано.

Из (3.13.82) и (7.5.9) выводим

exp(ix) =

∞∑
n=0

inxn

n!
=

∞∑
k=0

i2kx2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

i2k+1x2k+1

(2k + 1)!

=

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
= f(x) + ig(x) (7.5.12)

Отсюда имеем

f(x) = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . . =

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
,

g(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . . =

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
.

Следовательно, g(x) > 0 при x ∈ (0, α), где при необходимости число
α > 0 из предыдущего рассуждения следует уменьшить. Следователь-
но, увеличению параметра x от нуля соответствует движение точки eix
вдоль единичной окружности против часовой стрелки.

7.9. Определение. Длина дуги окружности определяется как верх-
няя граница длин вписанных в дугу ломаных. Формально рассмотрим
для этого разбиение P = {0 = α0 < α1 < α2 < . . . < αn = α} отрезка
[0, α]. Назовем диаметром разбиения P величину

∆(P) = max
k=1,...,n

|αk − αk−1|.
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Разбиению P соответствует ломаная, вписанная в дугу ei[0,α], с узлами
в точках eiαk , k = 1, . . . , n. Длина ломаной равна сумме длин составля-
ющих ее отрезков:

n∑
i=1

|eiαk − eiαk−1 |.

Длина дуги ei[0,α] равна по определению

sup
P

n∑
i=1

|eiαk − eiαk−1 |. (7.5.13)

Понятно, что при измельчении разбиения длина вписанной ломаной
лишь увеличивается. Поэтому переход к верхней границе в (7.5.13) про-
исходит при ∆(P)→ 0.

Продолжение доказательства леммы 7.8. Заметим, что ана-
логично началу доказательства можно написать

n∑
i=1

|eiαk − eiαk−1 | =
n∑
i=1

|ei(αk−αk−1) − 1|

=

n∑
i=1

(αk − αk−1) · |i+ o(1)|,

где для любого ε > 0 можно найти такое δ > 0, что |o(1)| < ε как только
∆(P) < δ. Поскольку 1− |o(1)| ≤ |i+ o(1)| ≤ 1 + |o(1)|, то при ∆(P) < δ
получаем

α(1− ε) ≤
n∑
i=1

|eiαk − eiαk−1 | ≤ α(1 + ε),

так как
n∑
i=1

(αk − αk−1) = α.

Следовательно,

sup
P

n∑
i=1

|eiαk − eiαk−1 | = α. (7.5.14)

Поскольку дуга ei[0,α] находится на единичной окружности, то ее
длина в точности равна величине угла ∠AOB, где B = eiα. В соответ-
ствии со школьным курсом математики абсцисса f(α) точки B — это в
точности cosα, а ее ордината g(α) — это sinα.
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7.5.2 Предел lim
x→0

sin x
x

= 1.

7.10. Следствие. Справедливо равенство

lim
x→0

sinx

x
= 1. (7.5.15)

Доказательство. Доказательство очевидно, так как g(x) = sinx =
x+ o(x).

7.5.3 Формула Эйлера. Функциональное описание тригонометри-
ческих функций

7.11. Теорема. Справедлива формула Эйлера:

eix = exp(ix) = cosx+ i sinx (7.5.16)

для всех x ∈ R.

Доказательство. Справедливость формулы Эйлера при малых
значениях параметра x вытекает из леммы 7.8. Действительно, при до-
статочно малых значениях параметра x точка eix лежит на единичной
окружности в первом квадранте координатной плоскости. Ее действи-
тельная часть — это проекция точки eix на ось абсцисс, т. е. совпадает с
cosx , а ее мнимая часть — проекция точки eix на ось ординат совпадает
c sinx.

Для доказательства формулы (7.5.16) остается показать ее справед-
ливость при остальных значениях аргумента. Это мы получим как след-
ствие доказываемой ниже теоремы 7.12.

Известные из школьного курса математики функции sinx и cosx
удовлетворяют соотношению

cos(y ± x) = cosx · cos y ∓ sinx · sin y для всех x, y ∈ R. (7.5.17)

Кроме того, имеем ei(x+y) = eix · eiy. С учетом (7.5.9) отсюда имеем

f(x+ y) + ig(x+ y) = (f(x) + ig(x)) · (f(y) + ig(y))

= f(x)f(y)− g(x)g(y) + i(f(x)g(y) + f(y)g(x)).

Следовательно,

f(x+ y) = f(x)f(y)− g(x)g(y) для всех x, y ∈ R, (7.5.18)

g(x+ y) = f(x)g(y) + f(y)g(x) для всех x, y ∈ R. (7.5.19)
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Аналогично из соотношений ei(x−y) = eix · e−iy и e−iy = f(y) − ig(y)
выводим

f(x− y) = f(x)f(y) + g(x)g(y) для всех x, y ∈ R, (7.5.20)

g(x− y) = f(x)g(y)− f(y)g(x) для всех x, y ∈ R. (7.5.21)

Складывая (7.5.18) и (7.5.20), получаем

f(y + x) + f(y − x) = 2f(x) · f(y) для всех x, y ∈ R. (7.5.22)

Из (7.5.17) выводим, что cosx тоже удовлетворяет соотношению (7.5.22).
Основная цель данного раздела — доказать, что f(x) совпадает с

функцией cosx.
Установим для этого следующий результат.

7.12. Теорема. Единственной функцией ϕ,
1) определенной и непрерывной на R,
2) удовлетворяющей условию (7.5.22),
3) не равной тождественно нулю и
4) принимающей в любой окрестности нуля значения, меньшие еди-

ницы,
является функция cos ax, где a ∈ (0,∞) — некоторое положительное
вещественное число.

Доказательство. Полагая в соотношении

ϕ(y + x) + ϕ(y − x) = 2ϕ(x) · ϕ(y) для всех x, y ∈ R (7.5.23)

x = 0, получаем 2ϕ(y) = 2ϕ(0) · ϕ(y). Так как ϕ(y) 6= 0 для некоторого
y ∈ R, то ϕ(0) = 1. Если положим в (7.5.23) y = 0, то получим ϕ(−x) =
ϕ(x), т. е. ϕ(x) — четная функция.

Так как ϕ(x) — непрерывная функция, то найдется такое положи-
тельное число c, что ϕ(x) > 0 для всех x ∈ [0, c]. По условию 4) теоремы
можно считать, что 0 < ϕ(c) < 1. Так как функция cosx непрерывна,
найдется такое θ ∈ (0, π2 ), что ϕ(c) = cos θ. Если в (7.5.23) положить
x = y = 1

2c, то получим[
ϕ
(1

2
c
)]2

=
ϕ(0) + ϕ(c)

2
=

1 + cos θ

2
=
[
cos
(1

2
θ
)]2

. (7.5.24)

Так как оба значения ϕ
(

1
2c
)
и cos

(
1
2θ
)
неотрицательны, то из получен-

ного соотношения получаем

ϕ
(1

2
c
)

= cos
(1

2
θ
)
. (7.5.25)
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Равенство (7.5.25) является базой индукции: если соотношение

ϕ
( 1

2n
c
)

= cos
( 1

2n
θ
)

(7.5.26)

доказано, то подставляя в (7.5.25) 1
2n c вместо c, и

1
2n θ вместо θ, получаем

ϕ
( 1

2n+1
c
)

= cos
( 1

2n+1
θ
)
.

Далее, из (7.5.23) имеем

ϕ(y + x) = 2ϕ(x) · ϕ(y)− ϕ(y − x) для всех x, y ∈ R. (7.5.27)

Подставляя x = y = c
2n в (7.5.27), с помощью равенства (7.5.26) выводим

ϕ
(

2 · c
2n

)
= 2
[
ϕ
( c

2n

)]2
− 1 = 2

[
cos
( θ

2n

)]2
− 1 = cos

(
2 · θ

2n

)
. (7.5.28)

При x = c
2n , y = 2 c

2n с помощью равенств (7.5.28) из (7.5.27) выводим

ϕ
(

3 · c
2n

)
= 2ϕ

( c

2n

)
ϕ
(

2
c

2n

)
− ϕ

( c

2n

)
= 2 cos

( θ
2n

)
cos
(

2
θ

2n

)
− cos

( θ
2n

)
= cos

(
3 · θ

2n

)
.

Если доказано равенство

ϕ
(
m · c

2n

)
= cos

(
m · θ

2n

)
, (7.5.29)

то подставляя в (7.5.27) x = c
2n , y = m c

2n с помощью (7.5.29) получаем

ϕ
(

(m+ 1) · c
2n

)
= 2ϕ

( c

2n

)
ϕ
(
m

c

2n

)
− ϕ

( c

2n

)
= 2 cos

( θ
2n

)
cos
(
m
θ

2n

)
− cos

( θ
2n

)
= cos

(
(m+ 1) · θ

2n

)
.

Таким образом, равенство (7.5.29) для всех m ∈ Z и n ∈ N доказано.
Поскольку совокупность двоично-рациональных чисел плотна в R (см.
задачу 1.71), справедливо равенство

ϕ(x · c) = cos(x · θ) (7.5.30)

для всех x ∈ R. Полагая x = t
c , a = θ

c , получаем утверждение теоремы.
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7.13. Следствие. Формула Эйлера (7.5.16) cправедлива при всех
значениях аргумента x.

Доказательство. Поскольку формула Эйлера уже доказана при
малых значениях параметра x, то число θ из начала доказательства
теоремы 7.12 очевидно совпадает c аргументом c. Так что f(x) = cosx
для всех значений аргумента x.

Совпадение g(x) = sinx можно получить из формул sinx =
√

1− cos2 x
и g(x) =

√
1− f(x)2 c учетом доказанного равенства f(x) = cosx, x ∈ R,

нечетности функции g(x), и положительности g(x) при x ∈ (0, π). До-
кажите!

7.14. Следствие. Функции cos и arccos. Функция cos : R → R
непрерывна. Функция cos : [0, π] → [−1, 1] обратима согласно теоре-
ме 6.27. Обратную к ней функцию обозначают arccos. Функция arccos
непрерывная и строго убывающая.

7.15. Следствие. Функции sin и arcsin. Функция sin : R → R
непрерывна. Функция sin : [−π/2, π/2] → [−1, 1] обратима по теоре-
ме 6.27. Обратную к ней функцию обозначают arcsin. Функция arcsin
непрерывна и строго возрастающая.

7.16. Следствие. Функции tan и arctan. Функция

tan =
sin

cos
:
(
−π

2
,
π

2

)
→ R

обратима согласно теореме 6.27. Обратную к ней функцию будем обо-
значать arctan. Обе функции tan и arctan непрерывные и строго воз-
растающие.

8 Дифференциальное исчисление функций одной
переменной

8.1 Определение производной

Будем говорить, что функция f дифференцируема в точке p и писать
f ∈ D(p), если она определена в некоторой окрестности этой точки и
если отношение приращения функции к приращению аргумента

f(t)− f(p)

t− p
,
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рассматриваемое как функция переменной t, имеет конечный предел
при t, стремящемся к p. Этот предел

lim
t→p

f(t)− f(p)

t− p
,

называется производной функции f в точке p и обозначается одним из
символов f ′(p) или Df(p). Символ D(p) обозначает класс всех функ-
ций, дифференцируемых в точке p. Функцию f называют дифферен-
цируемой, если она дифференцируема в каждой точке своей области
определения Dom f .

Множество всех точек, в которых функция f дифференцируема, бу-
дем обозначать Dom f ′ или DomDf . Функцию, которая каждой точке
t ∈ Dom f ′ сопоставляет число f ′(t), называют производной функции f
и обычно обозначают одним из следующих символов

f ′, Df,
df

dx
.

Последний символ используют в том случае, когда выражение f кроме
x содержит другие буквы, которые в данный момент негласно предпо-
лагаются постоянными, а f рассматривают как функцию переменной
x. Например,

d

dx
(x− y) = 1,

d

dy
(x− y) = −1.

8.2 Односторонние производные

Если разностное отношение

f(x)− f(p)

x− p

функции f в точке p имеет предел при x, стремящемся к p справа,
то этот предел называют правой производной функции f в точке p и
обозначают либо D+f(p), либо f ′+(p).

8.1. Задачи. 1) Привести определение левой производной D−f(p)
функции f в точке p.

2) Функция f дифференцируема в точке p в том и лишь в том слу-
чае, когда она определена в некоторой окрестности этой точки и облада-
ет конечными и равными между собой односторонними производными
D−f(p) и D+f(p). В этом случае D−f(p) = D+f(p) = Df(p).
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8.3 Кинематическая интерпретация производной

Со времён Ньютона выражение f(t) обычно интерпретируют как поло-
жение движущейся точки в момент времени t. В этом случае дробь

f(t)− f(p)

t− p
называют средней скоростью на промежутке времени от p до t, а её
предел при t, стремящемся к p, т. е. производную f ′(p) называют (мгно-
венной) скоростью функции f в момент времени p.

8.4 Геометрическая интерпретация производной.

Пусть f : X → R — дифференцируемая в точке p функция. Отметим
какую-нибудь точку q ∈ X и рассмотрим прямую Lq на плоскости R2,
проходящую через точки (p, f(p)) и (q, f(q)) графика Γf функции f . Эта
прямая является графиком функции

lq(x) = f(p) + kq · (x− p),

где kq = f(q)−f(p)
q−p — угловой коэффициент прямой Lq. Если q прибли-

жать к p, то kq устремится к f ′(p) и, следовательно, прямая Lq будет
стремиться занять положение прямой K, являющейся графиком функ-
ции

l(x) = f(p) + f ′(p) · (x− p). (8.4.1)

Эту прямую называют касательной к графику функции f в точке (p, f(p)).
Позже будут указаны более глубокие причины такого названия. Таким
образом, значение производной есть угловой коэффициент касательной
к графику исходной функции в соответствующей точке графика.

8.5 Теорема о лейбницевом разложении

Функция A : R→ R называется линейной, если она непрерывна и адди-
тивна. Напомним, что для любой линейной функции существует число
a ∈ R такое, что A(v) = a · v. Заметим, что a = A(1), и поэтому опреде-
ляется единственным образом.

8.2. Теорема о лейбницевом разложении. Функция f диффе-
ренцируема в точке p в том и только в том случае, когда она определена
в некоторой окрестности этой точки и существует такое линейное отоб-
ражение A : R→ R, что

f(x) = f(p) +A(x− p) + o(x− p) при x→ p. (8.5.2)
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В этом случае A(v) = f ′(p)v для всех v ∈ R.

Доказательство. Допустим, что f ∈ D(p). Для каждого v ∈ R
положим A(v) = Df(p)v, и пусть ϕ(x) = f(x)− (f(p) +A(x− p)).

Тогда

ϕ(x)

x− p
=
f(x)− f(p)−Df(p)(x− p)

x− p
=
f(x)− f(p)

x− p
−Df(p) →

x→p
0.

Пусть теперь функция f и линейное отображение A : R→ R таковы,
что справедлива формула (8.5.2). Поскольку отображение A линейное,
то существует такое число a ∈ R, что для любого v ∈ R имеет место
равенство A(v) = a · v (a = A(1)). Таким образом,

f(x)− (f(p) + a · (x− p)) =
x→p

o(x− p),

стало быть,

f(x)− f(p)

x− p
=
a · (x− p) + o(x− p)

x− p
→
x→p

a,

т. е. a = Df(p).

8.3. Замечание. Из уравнения касательной (8.4.1) и разложения
(8.5.2) можно сделать такой вывод:

f(x)− l(x) = o(x− p) при x→ p.

Другими словами, разность между значениями функции f и касатель-
ной l в точке x отличаются на величину более высокого порядка срав-
нительно с разностью x−p. Это свойство касательной полностью ее ха-
рактеризует: никакая другая прямая, проходящая через точку (p, f(p)),
таким свойством не обладает.

8.6 Определение дифференциала

Линейное отображение A, для которого справедлива формула (8.5.2),
называют дифференциалом функции f в точке p и обозначают df(p).
Образ элемента v ∈ R при отображении df(p) будем обозначать df(p)v
или df(p)〈v〉 и называть значением дифференциала df в точке p на эле-
менте (векторе) v. Особо отметим формулу

df(p)〈v〉 = f ′(p) · v для всех v ∈ R. (8.6.3)
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8.4. Задачи. 1) Всякая постоянная функция c : R → R дифферен-
цируема. В любой точке p ∈ R её производная и дифференциал равны
нулю: Dc(p) = 0 ∈ R, а dc(p) = 0 — нулевое отображение, т. е. dc(p)v = 0
для всех v ∈ R.

2) Каждое линейное отображение A : R→ R дифференцируемо. Его
дифференциал в любой точке p ∈ R совпадает с ним самим, а произ-
водная постоянна.

3) Если f ∈ D(p), то f(x)− f(p) =
x→p

O(x− p). Например,

|f(x)− f(p)| ≤
x→p

(
|Df(p)|+ 1

5

)
|x− p|.

Класс функций, непрерывных в точке p и равных нулю в этой точке
обозначим C0(p).

4) Лемма об отношении "o-малое". Пусть ϕ — функция, опре-
делённая в окрестности точки p и равная нулю в этой точке. Тогда

ϕ(x) =
x→p

o((x− p)k), k ∈ N,

в том и лишь в том случае, когда функция ϕ представима в виде

ϕ(x) = o(1)(x− p)k при x→ p.

Указание: Вытекает непосредственно из определений.
5) Следствие. Функция, дифференцируемая в точке p, непрерывна

в этой точке.
Указание: Действительно,

f(x) = f(p) +Df(p)(x− p) + o(1)(x− p) = f(p) + o(1) при x→ p.

8.7 Основные правила дифференцирования.

8.5. Правила дифференцирования суммы и произведения.
Если функции f и g дифференцируемы в точке p, то функции f + g
и fg также дифференцируемы в этой точке, причём

D(f + g)(p) = Df(p) +Dg(p)

и
D(fg)(p) = Df(p)g(p) + f(p)Dg(p) — формула Лейбница.
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Доказательство. Область задания как функции f+g, так и функ-
ции fg есть множество Dom f ∩Dom g ∈ N (p). Лейбницево разложение
8.2 функций f и g имеет вид

f(x) = f(p) +Df(p)(x− p) + o(1)(x− p),
g(x) = g(p) +Dg(p)(x− p) + o(1)(x− p)

при x→ p. Поэтому

f(x) + g(x) = (f(p) + g(p)) + (Df(p) +Dg(p))(x− p) + (o(1) + o(1))(x− p),

f(x)g(x) = f(p)g(p) + (Df(p)g(p) + f(p)Dg(p)) + γ(x)(x− p),

где γ(x) — сумма шести слагаемых, каждое из которых стремится к
нулю при x→ p: γ(x) = [f(p)o(1)+Df(p)(x−p)(Dg(p)+o(1))+o(1)(g(p)+
Dg(p)(x − p) + o(1)(x − p))]. Таким образом, γ(x) = o(1) при x → p.
Остаётся воспользоваться теоремой о лейбницевом разложении.

8.6. Правило дифференцирования дроби. Если функции f и g
дифференцируемы в точке p и g(p) 6= 0, то функция f

g также диффе-
ренцируема в точке p и справедлива формула(

f

g

)′∣∣∣
p

=
f ′g − fg′

g2

∣∣∣
p
.

Доказательство. Поскольку функция g непрерывна в точке p и
g(p) 6= 0, то |g| > 0 в некоторой окрестности этой точки (по лемме о
неравенстве пределов) и потому Dom 1

g ∈ N (p). Вычислим производную
функции 1

g :

1
g(x) −

1
g(p)

x− p
=

g(p)− g(x)

g(x)g(p)(x− p)
→
x→p
− g′(p)

(g(p))2
.

Остаётся продифференцировать произведение f · 1
g .

8.7. Правило дифференцирования композиции. Если функция
f дифференцируема в точке p, а функция g дифференцируема в точке
q = f(p), то функция g ◦ f дифференцируема в точке p и имеет место
формула

D(g ◦ f)(p) = Dg(f(p)) ·Df(p). (8.7.4)
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Доказательство. Установим, что Dom g ◦ f ∈ N (p). Поскольку
функции f и g дифференцируемы в точках p и q, то множества Dom f
и Dom g являются окрестностями точек p и q соответственно. Так как
функция f непрерывна в точке p, то согласно топологическому опреде-
лению предела 5.16 у точки p имеется такая окрестность V , что

f(V ∩Dom f) ⊂ Dom g.

Следовательно, V ∩ Dom f ⊂ Dom g ◦ f и потому множество Dom g ◦ f
является окрестностью точки p.

По лемме об "o-малом" лейбницево разложение функции g прини-
мает вид

g(y) = g(q) +Dg(q)(y − q) + β(y)(y − q),

где β ∈ C0(q). Отсюда

g(f(x)) = g(f(p)) +Dg(f(p))(f(x)− f(p)) +β(f(x))(f(x)− f(p)). (8.7.5)

Поскольку функция f ∈ D(p), то для справедливо лейбницево разложе-
ние в точке p:

f(x)− f(p) = Df(p)(x− p) + o(1)(x− p) при x→ p.

Подставляя в (8.7.5) лейбницево разложение разности f(x)−f(p) в точке
p, имеем

g(f(x)) = g(f(p)) +Dg(f(p))Df(p)(x− p)
+Dg(f(p))o(1)(x− p) + β(f(x))(Df(p) + o(1))(x− p)

при x→ p. Теперь остается заметить, что выражение

[Dg(f(p))o(1) + β(f(x))(Df(p) + o(1))]

есть величина o(1) при x→ p (Почему!). Таким образом,

g(f(x)) = g(f(p)) +Dg(f(p))Df(p)(x− p) + o(1)(x− p) при x→ p.

Отсюда получаем правило (8.7.4) дифференцирования композиции.

8.8. Правило дифференцирования обратной функции. Пусть
f : X → Y и g : Y → X — взаимно обратные отображения подмножеств
числовой прямой и пусть f дифференцируемо в точке p ∈ X. В такой
ситуации отображение g дифференцируемо в точке q = f(p) в том и
лишь в том случае, когда
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1) производная Df(p) 6= 0,
2) отображение g непрерывно в точке q,
3) множество Y является окрестностью точки q.
Кроме того,

Dg(q) =
1

Df(g(q))
.

Доказательство. Необходимость очевидна. Действительно, если
g ∈ D(q), то Y ∈ N (q) и g непрерывна в точке q. Более того, композиция
g ◦ f дифференцируема в точке p и значение производной равно 1:

g′(f(p)) · f ′(p)) = 1.

Отсюда f ′(p) = 1
g′(q) 6= 0.

Докажем достаточность. Так как функция f ∈ D(p), то её можно
представить в виде

f(x) = f(p) +Df(p)(x− p) + α(x)(x− p),

где α ∈ C0(p). Отсюда для каждого y ∈ Y ввиду равенства f(g(y)) = y
имеем

y = q +Df(p)(g(y)− g(q)) + α(g(y))(g(y)− g(q)).

И поскольку Df(p) 6= 0, а функция α(g(y)) ∈ C0(q), то

g(y)− g(q) =
1

Df(p)
(y − q) +

α(g(y))

Df(p)
· g(y)− g(q)

y − q
· (y − q).

Так как α(g(y)) → 0 при y → q, то полученное разложение будет лейб-
ницевым для функции g в точке q, если отношение

g(y)− g(q)

y − q
= O(1) при y → q.

Действительно, полагая y = f(x) и учитывая, что x → p при y → q,
имеем

g(y)− g(q)

y − q
=

x− p
f(x)− f(p)

=
1

f(x)−f(p)
x−p

=
1

Df(p) + o(1)
= O(1)

при y → q.
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8.9. Задачи. 1) Составить и запомнить таблицу производных из-
вестных функций.

2) Дифференцируемость, производная и дифференциал суть локаль-
ные понятия: если функции f и g совпадают в некоторой окрестности
точки p и f ∈ D(p), то g ∈ D(p), Dg(p) = Df(p), dg(p) = df(p).

3)Лемма о производной промежуточной функции: если функ-
ции f, u, v : X → R таковы, что f(x) ∈ [u(x), v(x)], u, v ∈ D(p), u(p) =
v(p), u′(p) = v′(p), то f ∈ D(p) и Df(p) = u′(p).

4) Условия 2 и 3 правила дифференцирования обратного отображе-
ния без ущерба для истины можно отбросить, если отображение f :
X → Y непрерывно.

5) Пусть f ∈ D(p), а xn и yn — такие сходящиеся к точке p последо-
вательности, что xn 6= yn для всех n ∈ N. Тогда

f(yn)− f(xn)

yn − xn
→

n→∞
Df(p),

если выполнено хотя бы одно из двух следующих условий:
1) p ∈ [xn, yn];
2) функция f дифференцируема в некоторой окрестности точки p,

а её производная непрерывна в точке p.
Без дополнительных условий утверждение неверно. Привести при-

меры.
6) Пусть wn : R → R — такая 21−n-периодическая функция, что

wn(x) = |x| при x ∈ [−2−n, 2−n], и пусть w(x) =
∑
n≥0

wn(x) Функция

w непрерывна, но в любой точке не дифференцируема. Такие функции
впервые обнаружил Вейерштрасс.

8.10. Замечание.
1) На практике выражения типа x2 и ex трактуют и как функции

переменной x, и как значения этих функций в точке x. Выбор трактовки
диктуется смыслом текста (контекстом).

2) Результат вычисления производной функции f(x) переменной x

часто записывают так: (f(x))′ = g(x) или df(x)
dx = g(x). Например,

(lnx)′ =
1

x
,

d

dx
tx = tx ln t.

Такая форма записи равенства функций формально некорректна, так
как, заменив букву x именем конкретного числа, можно получить невер-
ное и даже нелепое равенство.
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Чтобы узаконить использование равенств типа (f(x))′ = g(x), можно
считать такое равенство синонимом следующих высказываний:
«функции (f(x))′ и g(x) переменной x совпадают на множестве Dom f ′»,
«для всех p ∈ Dom f ′ верно (f(x))′|p = g(p).»

3) В подобных ситуациях букву x полезно трактовать как функцию
переменной x, т. е. как тождественное отображение id : R→ R, посколь-
ку оно определяется формулой id(x) = x для всех x ∈ R.

8.11. Лемма о знаке производной. I. Если D+f(p) > 0 (< 0), то
f(x) >

x→p+0
f(p) (f(x) <

x→p+0
f(p)).

II. Если D−f(p) > 0 (< 0), то f(x) <
x→p−0

f(p) (f(x) >
x→p−0

f(p)).

Доказательство. Пусть D−f(p) > 0. Поскольку

f(x)− f(p)

x− p
→

x→p−0
D−f(p) > 0,

то по теореме о неравенстве пределов f(x)−f(p)
x−p >

x→p−0
0, и, следователь-

но, f(x)− f(p) <
x→p−0

0.

Другие утверждения леммы устанавливаются аналогично.

8.12. Следствие. Если f ∈ D(p) и Df(p) > 0, то у точки p имеется
такая окрестность (q < r), что f(t) < f(p) для всех t ∈ (q < p) и
f(t) > f(p) для всех t ∈ (p < r).

Говорят, что p естьточка минимума (строгого минимума) функции
f : X → R, если

f(x) ≥ f(p) для всех x ∈ X

(если f(x) > f(p) для всех x ∈ X \ {p}). Говорят, что p есть точ-
ка локального минимума (строгого локального минимума) функции
f : X → R, если у точки p имеется такая окрестность U , что p является
точкой минимума (строгого минимума) функции f : U ∩X → R. Анало-
гично определяются точки максимума, строгого максимума, локаль-
ного максимума и строгого локального максимума функции. Точки ло-
кального минимума и точки локального максимума называют точками
локального экстремума.
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8.8 Необходимое условие локального экстремума.

8.13. Лемма Ферма. Если p — точка локального экстремума функ-
ции f , то либо

1) f недифференцируема в этой точке, либо
2) f дифференцируема в этой точке, и в этом случае Df(p) = 0.

Доказательство. Если f ∈ D(p) и Df(p) 6= 0, то по следствию
леммы о знаке производной, p не может быть точкой локального экс-
тремума функции f .

8.14. Теорема Ролля о среднем. Если функция f непрерывна
на отрезке [a < b] и дифференцируема в каждой его внутренней точке,
и если f(a) = f(b), то имеется такая точка p ∈ (a, b), что Df(p) = 0.

Доказательство. Согласно теореме Вейерштрасса об экстрему-
мах, на отрезке [a, b] имеются такие точки p, q, что f(p) ≤ f(x) ≤ f(q)
при любом x ∈ [a < b]. Если f(p) = f(q), то f постоянна на [a < b] и,
стало быть, Df = 0 на всём интервале (a < b).

В ином случае одна из отмеченных точек принадлежит интервалу
(a < b) и, значит, в силу леммы Ферма является искомой.

8.15. Теорема Лагранжа о среднем. Если функция f непре-
рывна на ограниченном отрезке [a, b] и дифференцируема в каждой его
внутренней точке, то на интервале (a, b) найдётся такая точка p, что

Df(p) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Доказательство. Пусть l(t) — функция, график которой — это
прямая на плоскости R2, проходящая через точки (a, f(a)) и (b, f(b)),
т. е.

l(t) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(t− a).

Функция (f− l) удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля и, значит,
имеется такая точка p ∈ (a, b), чтоDf(p)−Dl(p) = 0. Остаётся заметить,
что Dl(p) = f(b)−f(a)

b−a .
Заключение теоремы Лагранжа эквивалентно утверждению: каса-

тельная к графику Γf , в точке (p, f(p)) параллельна прямой, проходя-
щей через точки (a, f(a)) и (b, f(b)). Почему?

Разность f(b)− f(a) называют приращением функции f от a до b и
ее обозначают символом f

∣∣b
a
.
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8.16. Теорема о приращениях. Если функции f и h непрерывны
на отрезке [a ≤ b] ⊂ R и |f ′(x)| ≤ h′(x) для всех x ∈ [a, b], за исключе-
нием, быть может, конечной совокупности точек, то∣∣f ∣∣b

a

∣∣ ≤ h∣∣b
a
.

Доказательство. Достаточно считать, что неравенство |f ′(t)| ≤
h′(t) выполнено в каждой точке t ∈ (a, b). (Почему?) Неравенство |f ′| ≤
h′ эквивалентно следующей паре неравенств −h′ ≤ f ′ ≤ h′, которая,
в свою очередь равносильна следующей паре неравенств h′ + f ′ ≥ 0 и
h′ − f ′ ≥ 0.

Пусть g = h − f . Функция g непрерывна на отрезке [a, b] ⊂ R
и g′(t) ≥ 0 в каждой внутренней точке этого отрезка. Из теоремы
Лагранжа следует, что для всякой пары точек x < y интервала (a, b)
g(x) ≤ g(y). Так как функция g непрерывна, то по теореме о неравен-
стве пределов g(a) = lim

x→a+0
g(x) ≤ g(y) для всякого y ∈ (a, b). Отсюда

по той же причине g(a) ≤ lim
y→b−0

g(y) = g(b). Тем самым f
∣∣b
a
≤ h

∣∣b
a
.

Аналогично устанавливается неравенство −h
∣∣b
a
≤ f

∣∣b
a
.

9 Приложения дифференциального исчисления

9.1 Производная и монотонные функции.

9.1. Теорема о дифференциальных признаках монотонно-
сти. Если функция f непрерывна на промежутке T и если её произ-
водная неотрицательна (положительна) в каждой его внутренней точке,
то функция f возрастает (строго возрастает) на этом промежутке.

Доказательство. Если 0 ≤ Df , то согласно теореме о приращени-
ях f

∣∣y
x

= f(y)− f(x) ≥ 0 для любой пары точек x < y промежутка T .
Если же Df > 0, то f возрастает и если бы на T была бы такая пара

точек x < y, что f(x) = f(y), то на отрезке [x, y] функция f была бы
постоянной и, стало быть, имела нулевую производную.

9.2. Задача. Сформулировать и доказать аналогичные дифферен-
циальные признаки убывания.

9.2 Дифференциальные признаки экстремума.

9.3. Достаточные признаки локального экстремума.
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I. Если функция f непрерывна на интервале T = (a, b), a < b, и
p ∈ T — такая точка, что на интервале (a, p) производная f ′ < 0, а на
интервале (p, b) производная f ′ > 0, то p есть точка строгого минимума
функции f на T .

II. Если f ′(p) = 0, а f ′′(p) > 0 (< 0), то p является точкой строгого
локального минимума (максимума) функции f .

Доказательство. I. Первое утверждение — это прямое следствие
признаков строгого убывания и возрастания.

9.4. Пример. f(x) =
√
| sinx|, T = [−1, 1], p = 0.

II. Функция f ′ определена на некоторой окрестности точки p, ибо
обладает производной f ′′(p). В таком случае согласно условию f ′′(p) > 0
и лемме 8.11 о знаке производной у точки p имеется такая окрестность
(a < b), что f ′(t) < f ′(p) = 0 для всех t ∈ (a < p), f ′(t) > f ′(p) = 0
для всех t ∈ (p < b). Пункт I говорит о том, что p есть точка строгого
минимума функции f на окрестности (a, b) точки p.

9.3 Выпуклые функции.

Пусть E — какое-нибудь векторное пространство (например, R2). Мно-
жество B ⊂ E называют выпуклым, если оно вместе с любой парой
своих точек p, q содержит отрезок [p, q], их соединяющий:

[p, q] = {x = p+ t(q − p) : t ∈ [0, 1]}
= {x = τ1p+ τ2q : τ1, τ2 ∈ R+, τ1 + τ2 = 1}.

9.5. Определение. Говорят, что функция f является выпуклой на
промежутке T , если надграфик

Hf : {(x, y) ∈ R2 : x ∈ T, y ≥ f(x)}

функции f : T → R является выпуклым подмножеством плоскости R2.
Функцию f называют вогнутой на промежутке T , если на этом

промежутке функция −f выпуклая.

9.6. Задачи. Функция f : T → R является выпуклой тогда и толь-
ко тогда, когда всякая хорда, соединяющая какие-либо точки графика,
находится выше дуги графика, соединяющей эти же точки.
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9.7. Дифференциальные признаки выпуклости. I. Если функ-
ция f дифференцируема на промежутке T и её производная возрастает
на этом промежутке, то функция f выпукла на T .

II. Если функция f дважды дифференцируема на промежутке T и её
вторая производная неотрицательна на этом промежутке, то функция
f выпукла на T .

Доказательство. I. Пусть (a, y) и (b, z) — какие-либо точки над-
графика функции f , т. е. такие точки, что a, b ∈ T , f(a) ≤ y, f(b) ≤ z.
Допустим, что a < b, и пусть

R 3 t 7→ l(t) = y +
z − y
b− a

(t− a)

— функция, график которой есть прямая, проходящая через рассматри-
ваемые точки. Наша цель — показать, что отрезок, соединяющий точки
(a, y) и (b, z), лежит выше графика функции f : [a, b] → R, т. е. что
f(t) ≤ l(t) при любом t ∈ [a, b]. Для этого достаточно установить, что
функция h = f − l ≤ 0 на [a, b].

Так как f(a) ≤ y = l(a) и f(b) ≤ z = l(b), то h(a) ≤ 0 и h(b) ≤ 0.
Допустим, что на нашем отрезке есть точка c, где h(c) > 0. В этом
случае h

∣∣c
a
> 0. По теорема Лагранжа 8.15 о среднем существует точка

p ∈ (a, c) такая, что Dh(p) > 0. Поэтому Dh(t) > 0 для всех t ∈ [p, b],
ибо функция Dh возрастающая. Следовательно, h(b) ≥ h(c) > 0 в то
время, как h(b) ≤ 0.

II. Этот признак является простым следствием предыдущего.

9.8. Определение. Выпуклой комбинацией точек p1, . . . , pk про-
странства E называют всякую точку вида τ1p1+. . .+τkpk, где τ1, . . . , τk —
неотрицательные числа такие, что τ1 + . . .+ τk = 1.

9.9. Физическая интерпретация. Пару (p,m), где p ∈ E, m ∈
R+ назовём массивной точкой, а число m — её массой. Барицентром
(центром масс) системы массивных точек (p1,m1), . . . , (pk,mk) называ-
ют точку

p =
1

m

k∑
i=1

mipi,

где m =
k∑
i=1

mi — масса рассматриваемой системы массивных точек.

Тем самым, выпуклую комбинацию τ1p1 + . . .+ τkpk можно трактовать
как барицентр системы точек тотальной единичной массы.
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9.10. Барицентрический критерий выпуклости. Множество
B ⊂ E выпукло в том и только в том случае, когда каждая выпуклая
комбинация любой системы его точек является точкой этого множества
(барицентрическое условие выпуклости).

Доказательство. Достаточность барицентрического условия яв-
ляется прямым следствием определения выпуклости.

Допустим, что множество B выпуклое и покажем, что любая выпук-
лая комбинация k его точек принадлежит B при k ≥ 2. Если k = 2, то
это утверждение истинно. Пусть рассматриваемое утверждение верно
для некоторого k ≥ 2.

Рассмотрим k + 1 точку p0, . . . , pk ∈ B и неотрицательные числа

τ0, . . . , τk такие, что
k∑

n=0
τn = 1. Положим p =

k∑
i=1

τi
τ pi при условии,

что τ =
k∑
i=1

τi > 0 (случай τ = 0 очевиден). Согласно индукционному

предположению p ∈ B. Поэтому

k∑
i=0

τipi = τ0p0 + τ

k∑
i=1

τi
τ
pi = τ0p0 + τp ∈ B,

ибо p0, p ∈ B, τ0 + τ = 1, а множество B выпуклое.

9.11. Неравенство Йенсена. Пусть f — выпуклая функция на
промежутке T . Тогда для любой выпуклой комбинации τ1x1 + . . .+τkxk
точек x1, . . . , xk ∈ T имеет место неравенство

f(τ1x1 + . . .+ τkxk) ≤ τ1f(x1) + . . .+ τkf(xk),

где τi — произвольные неотрицательные числа, удовлетворяющие усло-
вию τ1 + . . .+ τk = 1.

Доказательство. Пусть x =
k∑
i=1

τixi — какая-либо выпуклая ком-

бинация точек промежутка T , а y =
k∑
i=1

τif(xi), где

τi ≥ 0, τ1 + . . .+ τk = 1.

Точки
(x1, f(x1)), . . . , (xk, f(xk))
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принадлежат надграфику Hf , являющемуся выпуклым множеством.
Благодаря барицентрическому критерию выпуклости имеем

(x, y) =
(∑

τixi,
∑

τif(xi)
)

=
∑

τi · (xi, f(xi)) ∈ Hf .

Это означает, что f(x) ≤ y.

9.12. Пример.
sin(α+ β + γ)

3
≥ 1

3 (sinα+sinβ+sin γ) для всех точек
α, β, γ ∈ [0, π].

9.13. Неравенство Юнга.

aτ11 · . . . · a
τk
k ≤ τ1a1 + . . .+ τkak (9.3.1)

для любых положительных чисел a1, . . . , ak, τ1, . . . , τk таких, что τ1 +
. . . + τk = 1. Знак равенства в (9.3.1) возможен тогда и только тогда,
когда a1 = . . . = ak.

В частности, отсюда выводим неравенство между средним геомет-
рическим и средним арифметическим:

k
√
a1 · . . . · ak ≤

1

k
(a1 + . . .+ ak).

Доказательство. Функция ex выпуклая. Поэтому в силу неравен-
ства Йенсена имеем

aτ11 · . . . · a
τk
k = eτ1 ln a1 · · · eτk ln ak = eτ1 ln a1+...+τk ln ak ≤

≤ τ1eln a1 + . . .+ τke
ln ak = τ1a1 + . . .+ τkak.

В силу строгой выпуклости функции ex равенство "=" вместо "≤" здесь
возможно тогда и только тогда, когда все числа a1, . . . , ak равны между
собой.

9.14. Неравенство Гёльдера. Пусть xi ≥ 0, yi ≥ 0, i = 1, . . . , n, —
два набора неотрицательных вещественных чисел, и 1

p + 1
q = 1, p ∈

(1,∞). Тогда
n∑
i=1

xiyi ≤
( n∑
i=1

xpi

) 1
p

·
( n∑
i=1

yqi

) 1
q

. (9.3.2)

Знак равенства в (9.3.2) возможен тогда и только тогда, когда векторы
(xp1, . . . , x

p
n) и (yq1, . . . , y

q
n) пропорциональны.
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Доказательство. Пусть X =
n∑
i=1

xpi > 0 и Y =
n∑
i=1

yqi > 0. Полагая

в (9.3.1) a1 =
xpi
X , a2 =

yqi
Y , имеем

xiyi

X
1
pY

1
q

≤ 1

p

xpi
X

+
1

q

yqi
Y
.

Суммируя эти неравенства по i от 1 до n, получаем

n∑
i=1

xiyi

X
1
pY

1
q

≤ 1.

Из последнего выводим (9.3.2).
Поскольку знак равенства в (9.3.1) при k = 2 возможен лишь при

a1 = a2, заключаем что в (9.3.2) он возможен лишь при пропорциональ-
ности xpi = λyqi или yqi = µxpi , i = 1, . . . , n, где λ, µ ∈ [0,∞).

9.15. Неравенство Минковского. Пусть xi ≥ 0, yi ≥ 0, i =
1, . . . , n, — два набора неотрицательных вещественных чисел, и число
p ∈ (1,∞). Тогда( n∑

i=1

(xi + yi)
p

) 1
p

≤
( n∑
i=1

xpi

) 1
p

+

( n∑
i=1

ypi

) 1
p

. (9.3.3)

Доказательство. Применим неравенство Гёльдера к каждой сум-
ме в правой части тождества

n∑
i=1

(xi + yi)
p =

n∑
i=1

xi(xi + yi)
p−1 +

n∑
i=1

yi(xi + yi)
p−1.

Тогда левая часть будет оценена сверху в соответствии с неравенством
Гёльдера величиной

n∑
i=1

(xi+yi)
p ≤

( n∑
i=1

xpi

) 1
p
( n∑
i=1

(xi+yi)
p

) 1
q

+

( n∑
i=1

ypi

) 1
p
( n∑
i=1

(xi+yi)
p

) 1
q

.

После деления полученного неравенства на
(

n∑
i=1

(xi + yi)
p

) 1
q

(если она

отлична от нуля) приходим к (9.3.3).
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9.16. Задачи. Пусть f — функция, выпуклая на интервале T . Тогда
1) функция f непрерывна на интервале T .
2) в каждой точке интервала T функция f обладает односторонними

производными.
3) На T функции D−f и D+f возрастают, причём D−f ≤ D+f .

Указание. Ниже рассматриваются лишь точки интервала T = (a <
b).

Для каждой пары различных точек p, q положим

kp,q =
f(q)− f(p)

q − p
и lp,q(t) = f(p) + kp,q(t− p).

График функции lp,q(t) есть прямая, проходящая через точки (p, f(p))
и (q, f(q)), а kp,q = (угловой коэффициент этой прямой) =(средняя ско-
рость функции f на участке [p, q]) = Dlp,q.

1) Для любых x и y имеем f(t) ≤ lx,y(t) на [x, y] и f(t) ≥ lx,y(t) вне
[x, y].

Пусть x < y < z — произвольные точки интервала T .
2) f(t) ∈ [lx,y(t), ly,z(t)] при t ∈ [x, z].
Поэтому функция f непрерывна в каждой точке t ∈ T согласно

теореме о непрерывности промежуточной функции.
3) kx,y ≤ kx,z ≤ ky,z.
4) Функции kx,y и ky,z переменной y возрастают на интервалах (x <

b) и (a < z), соответственно.
5) Существуют lim

y→z−0
ky,z = D−f(z) и lim

y→x+0
kx,y = D+f(x), причём

6) D+f(x) ≤ kx,z ≤ D−f(z), если x < z.
7) kx,y ≤ ky,z ⇒ D−f(y) ≤ ky,z ≤ D+f(y)⇒ D−f(y) ≤ D+f(y).
В итоге: если x < z, то D−f(x) ≤ D+f(x) ≤ D−f(z) ≤ D+f(z).

9.4 Правило Лопиталя.

9.17. Правило Лопиталя. Если функции f и g дифференцируемы
на полуинтервале T = [a, b) ⊂ R и если

1) либо lim
x→b|T

f(x) = lim
x→b|T

g(x) = 0, либо lim
x→b|T

g(x) =∞,

2) Df(x)
Dg(x) →

x→b|T
c и Dg 6= 0 на T ,

то f(x)
g(x) →

x→b|T
c.

Доказательство. Так как Dg 6= 0 на T , то отображение g : T → R
будет строго монотонным (в противном случае в силу теоремы Ролля
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производная равна нулю в некоторой точке). Поэтому знак её произ-
водной постоянен на T . Будем для определенности предполагать, что
Dg > 0, а под знаком→ всюду незримо присутствует приписка x→ b−0.

I. Пусть f → 0 и g → 0. Положим f(b) = g(b) = 0. Теперь преобра-
зованные функции f и g непрерывны на отрезке [a, b].

1) Допустим, что c = 0. В этом случае для любого ε > 0 найдётся
такая точка p < b, что

|Df(t)| ≤ εDg(t) для всех t ∈ [p, b).

Поэтому согласно теореме о приращениях для всякого x ∈ (p, b) имеем
|f(x)| =

∣∣f ∣∣b
x

∣∣ ≤ εg∣∣b
x

= ε|g(x)|. Следовательно, fg → 0 = c.
2) Если c ∈ R, то Df−cDg

Dg → 0. В соответствии с предыдущим пунк-
том

f

g
− c =

f − cg
g

→ 0.

3) Если c =∞, то существует такая точка a′ < b, чтоDf > Dg > 0 на
полуинтервале [a′, b). Значит, на [a′, b) функции f и g строго возрастают
и, стало быть, отличны от нуля, ибо f(b) = 0 = g(b).

Поскольку Dg
Df → 0, то g

f → 0 согласно пункту 1. И, значит,

f

g
→∞ = c.

II. Пусть теперь g → ∞. Предположим сначала, что c = 0. В этом
случае для любого ε > 0 найдётся такая точка p, что для любого t ∈ [p <
b) выполнено неравенство |Df(t)| ≤ ε

2Dg(t) и потому в силу теоремы о
приращениях для каждого x ∈ [p, b) будем иметь:

|f(x)| =
∣∣f(p) + f

∣∣x
p

∣∣ ≤ ∣∣f(p)|+
∣∣f ∣∣x

p

∣∣ ≤
|f(p)|+ ε

2
g
∣∣x
p

= |f(p)| − ε

2
g(p) +

ε

2
g(x).

Поскольку g → ∞, то на интервале (p, b) имеется такая точка q, что
ε
2g(x) ≥ |f(p)| − ε

2g(p) для всякого x ∈ [q, b). Сопоставляя полученные
неравенства, видим, что для любого ε > 0 найдется число q ∈ [p, b)
такое, что для всех x ∈ (q, b) имеем соотношение

|f(x)| < εg(x).

Отсюда выводим f
g → 0 = c.

Случаи c ∈ R и c =∞ исследуются так же, как и в ситуации I.
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10 Многократная дифференцируемость

Для каждой функции f и для любого натурального числа k опреде-
лим k-ю производную Dkf следующим образом:

D0f = f, D1f = Df, . . . , Dkf = D(Dk−1f).

10.1. Определение. Будем говорить, что функция f дифференци-
руема один раз в точке p, если она дифференцируема в этой точке.
При k ≥ 2 будем говорить, что функция f дифференцируема k раз в
точке p и писать f ∈ Dk(p), если она дифференцируема в некоторой
окрестности точки p, а её производная Df дифференцируема k − 1 раз
в точке p.

Если f ∈ Dk(p) для всех k ∈ N, то будем говорить, что функция
f бесконечно дифференцируема в точке p, и писать f ∈ D∞(p). Будем
говорить, что функция f дифференцируема k раз на множестве M и
писать f ∈ Dk(M), если f ∈ Dk(x) для всех x ∈M . Если f ∈ Dk(Dom f),
то будем писать f ∈ Dk.

10.2. Задачи. 1) Лемма о локализации. Многократная дифферен-
цируемость является локальным понятием: если функции f и g совпа-
дают в некоторой окрестности точки p и g ∈ Dk(p), то f ∈ Dk(p) и
Dkf(p) = Dkg(p).

2) Если f ∈ Dk+1(p), то у точки p имеется такая окрестность U , что
f ∈ Dk(U).

10.3. Сумма функций класса Dk. Если функции f, g ∈ Dk(p), то
(f + g) ∈ Dk(p) и

Dk(f + g)
∣∣
p

= (Dkf +Dkg)
∣∣
p
.

10.4. Произведение функций класса Dk. Если функции f, g ∈
Dk(p), то fg ∈ Dk(p) и справедлива формула Лейбница:

Dk(fg)
∣∣
p

=
( k∑
i=0

CikD
k−ifDig

)∣∣∣
p
. (10.0.1)

Доказательство. При k = 1 теорема верна. Допустим, что она ис-
тинна для некоторого k ≥ 1, и рассмотрим какие-нибудь функции f и g
класса Dk+1(p). В этой ситуации у точки p найдётся такая окрестность
U , что функции f, g принадлежат классу Dk(U), и, стало быть, утвер-
ждение (10.0.1) истинно для каждого x ∈ U . А так как все производные
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порядка ≤ k функций f и g принадлежат классу D1(p), то правая часть
формулы (10.0.1), а вслед за ней и левая, принадлежат этому классу.

Условимся считать Csnϕ = 0 для любых n, s ∈ Z и любой функции
ϕ, если либо s < 0, либо s > n.

Так как формула (10.0.1) выполняется в любой точке x ∈ U и все
функции, участвующие в этой формуле, дифференцируемы в точке p,
то в этой точке выполняются следующие равенства:

Dk+1(fg) = D(Dkfg) = D
(∑
i∈Z

CikD
k−ifDig

)
=
∑
i∈Z

CikD
k+1−ifDig +

∑
s∈Z

CskD
k−sfDs+1g

s=i−1
=

∑
i

CikD
k+1−ifDig +

∑
i

Ci−1
k Dk+1−ifDig

=
∑
i

(Cik + Ci−1
k )Dk+1−ifDig =

∑
i∈Z

Cik+1D
k+1−ifDig

=

k+1∑
i=0

Cik+1D
k+1−ifDig.

10.5. Композиция функций класса Dk. Если f ∈ Dk(p), а g ∈
Dk(f(p)), то g ◦ f ∈ Dk(p).

Доказательство. Теорема справедлива для k = 1 согласно пра-
вилу дифференцирования композиции. Предположим теперь, что она
верна для некоторого k ≥ 1, и пусть f(x) и g(y) — какие-либо функ-
ции классов Dk+1(p) и Dk+1(q), q = f(p), соответственно. В этом случае
функции f и g дифференцируемы на некоторых окрестностях X и Y
точек p и q, соответственно. Так как функция f непрерывна в точке p,
то согласно топологическому критерию непрерывности существует та-
кая окрестность U точки p, что для всех x ∈ U ∩X имеем f(x) ∈ Y . Тем
самым множество V = U ∩X является окрестностью точки p такой, что
для всех x ∈ V имеем f ∈ D(x), а g ∈ D(f(x)). Поэтому согласно прави-
лу дифференцирования композиции в любой точке x ∈ V функция g ◦f
дифференцируема и справедлива формула

D(g ◦ f)|x = Dg(f(x)) ·Df(x) = (((Dg) ◦ f) ·Df) |x. (10.0.2)

Поскольку f,Df ∈ Dk(p), а Dg ∈ Dk(f(p)), то согласно индукци-
онному предположению (Dg) ◦ f ∈ Dk(p) и, следовательно, функция
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((Dg)◦f) ·Df дифференцируема k раз в точке p, будучи произведением
функций класса Dk(p).

Согласно формуле (10.0.2) функции D(g ◦ f) и ((Dg) ◦ f) · Df сов-
падают на окрестности V точки p и потому D(g ◦ f) ∈ Dk(p). Значит,
g ◦ f ∈ Dk+1(p).

Согласно принципу математической индукции рассматриваемая тео-
рема верна для каждого натурального k ≥ 1, а, следовательно, и для
k =∞.

10.6. Следствие. Если f ∈ Dk(p) и f(p) 6= 0, то 1
f ∈ D

k(p).

10.7. Признак k-кратной дифференцируемости обратной функ-
ции. Пусть f и g — такие взаимно обратные отображения, что f ∈
Dk≥2(p), Df(p) 6= 0. Тогда g ∈ Dk(q), где q = f(p).

Доказательство. Допустим, что Df(p) > 0. Так как k ≥ 2, то
функция Df непрерывна в точке p и, стало быть, Df > 0 на некотором
интервале T , содержащем p. Следовательно, функция f непрерывна и
строго возрастает на T . Поэтому функция g непрерывна на интервале
X = f(T ) (теорема об обратной функции). Согласно правилу диффе-
ренцирования обратной функции для всех x ∈ X имеем

g ∈ D(x) и Dg(x) = (Df(g(x)))−1 = ω ◦ (Df ◦ g)|x, (10.0.3)

где ω : R \ {0} → R — отображение, задаваемое формулой ω(r) = r−1.
Опираясь на предыдущую теорему, формулу (10.0.3), и лемму о ло-

кализации, получаем следующую цепочку заключений.
Так как g ∈ D1(q), Df ∈ Dk−1(f(q)), ω ∈ D∞, то ω◦(Df ◦g) ∈ D1(q).

Следовательно, Dg ∈ D1(q) и поэтому g ∈ D2(q).
Так как g ∈ D2(q), Df ∈ Dk−1(f(q)), ω ∈ D∞, то ω◦(Df ◦g) ∈ D2(q).

Следовательно, Dg ∈ D2(q). Отсюда g ∈ D3(q).
Продолжая этот процесс, получаем g ∈ Dk(q).
Итак, теорема справедлива для каждого натурального числа k ≥ 2,

а, стало быть, и для k =∞.

10.1 Локальная аппроксимация функций полиномами

10.8. Лемма о степенно́й оценке приращения. Если функция g
непрерывна на отрезке [p, q] и для любой точки t ∈ (p, q) имеем |Dg(t)| ≤
c|t− p|s, где s > −1, то ∣∣g∣∣t

p

∣∣ ≤ c

s+ 1
|t− p|s+1
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для всех t ∈ [p, q].

Доказательство. Пусть h(x) = c
s+1 |x− p|

s+1 sign(q − p). Функция
h : R → R непрерывна, причём Dh(x) = c|x − p|s в любой точке x ∈
R \ {p}. Согласно теореме о приращениях для всякого t ∈ [p, q] имеем∣∣g∣∣t

p

∣∣ ≤∣∣h∣∣t
p

∣∣.
(Модуль в правой части необходим, когда q < p.)

10.2 Формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано

10.9. Теорема о разложении Тейлора c остаточным членом
в форме Пеано. Если f ∈ Dk(p), то имеется, и к тому же лишь один,
полином

P (x− p) = a0 + a1(x− p) + . . .+ ak(x− p)k

степени, не большей k, такой, что

f(x) = P (x− p) + ϕ(x),

где ϕ(x) =
x→p

o((x − p)k). В этом случае aj = Djf(p)
j! для всех j ∈

{0, . . . , k}.

Доказательство. 1) Если полином P (z) =
∑
i≥0

ciz
i =
z→0

o(zk), то

c0 = . . . = ck = 0.
Для k = 0 имеем c0 = lim

z→0
P (z) = lim

z→0

P (z)
zk

zk = 0. Допустим, что уже
установлены равенства c0 = . . . = cj−1 = 0, где j ≤ k. Тогда P (z) =∑
n≥j

cnz
n и потому cj = lim

z→0

P (z)
zj = lim

z→0

P (z)
zk

zk−j = 0, если j ≤ k. Таким

способом, по индукции легко доберёмся до ck.
2) Если функция g ∈ Dk(p) такова, что D0g(p) = . . . = Dkg(p) = 0,

где k ≥ 1, то g(x) =
x→p

o((x− p)k).

Пусть ε > 0. Так какDk−1g(p) = 0 иD(Dk−1g)(p) = 0, тоDk−1g(x) =
x→p

o(|x− p|) (лейбницево разложение функции Dk−1g). Поэтому найдётся
такой отрезок T = [r < p < q], что |Dk−1g(t)| ≤ ε|t − p|1 для каждого
t ∈ T .

Отсюда, последовательно применяя лемму 10.8 о степенно́й оценке
приращения, получаем неравенство

|D0g(x)| ≤ ε

k!
|x− p|k,
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справедливое для каждого x ∈ T . Тем самым

g(x) = D0g(x) =
x→p

o(|x− p|k).

3) Если g(x) = f(x)−
k∑
j=0

Djf(p)
j! (x−p)j , то D0g(p) = . . . = Dkg(p) = 0.

Из пункта 1 следует единственность искомого полинома, а пункты
2 и 3 доказывают существование и указывают его вид.

10.10. Определение. Полином

P (x) =

k∑
j=0

Djf(p)

j!
(x− p)j

называют k-ым полиномом Тейлора функции f(x) в точке p, а ряд

∞∑
j=0

Djf(p)

j!
(x− p)j

— рядом Тейлора функции f в точке p. Понятно, что ряд Тейлора
функции f в точке p можно написать лишь в том случае, когда f ∈
D∞(p).

10.11. Задачи. 1) Ряд Тейлора производной равен ряду производ-
ных ряда Тейлора. Точнее: производная (n+ 1)-го члена ряда Тейлора
функции f является n-ым членом ряда Тейлора функции Df .

2) Найти ряды Тейлора в точке 0 следующих функций: expx, cosx,
sinx, ln(1 + x), (1 + x)s, 1

1+x2 , arctanx.

10.3 Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа

10.12. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагран-
жа. Допустим вещественная функция f : [a, b] → R дифференциру-
ема k + 1 раз во всех точках интервала (a, b) и Dkf ∈ C[a, b]. Пусть
p, x ∈ [a, b]. Тогда существует точка θ, лежащая между p и x, такая, что

f(x) =

k∑
j=0

Djf(p)

j!
(x− p)j +

Dk+1f(θ)

(k + 1)!
(x− p)k+1. (10.3.4)
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При k = 0 это утверждение превращается в теорему Лагранжа о
среднем значении. В общем случае теорема показывает, что функцию f
можно приблизить многочленом степени k; равенство (10.3.4) позволя-
ет оценить погрешность приближения, если известна верхняя граница
величины |Dk+1f(θ)|.

Доказательство. Пусть M — число, определяемое равенством

f(x) = P (x) +M(x− p)k+1, (10.3.5)

и пусть

g(t) = f(t)− P (t)−M(t− p)k+1 (a ≤ t ≤ b), (10.3.6)

где P (t) — k-ый полиномом Тейлора функции f(t) в точке p. Нам надо
показать, что (k + 1)!M = Dk+1f(θ) при некотором θ, лежащем между
p и x.

Из (10.3.6) имеем

Dk+1g(t) = Dk+1f(t)− (k + 1)!M (a < t < b). (10.3.7)

Значит, доказательство будет закончено, если мы проверим, что
Dk+1g(θ) = 0 при некотором θ, лежащем между p и x.

Так как

DlP (p) = Dl

( k∑
j=0

Djf(p)

j!
(t− p)j

)∣∣∣∣
t=p

= Dlf(p).

при l = 0, 1, . . . , k, мы имеем

g(p) = g′(p) = . . . = Dkg(p) = 0. (10.3.8)

Число M было выбрано так, что g(x) = 0. Поэтому согласно теореме
Лагранжа о среднем g′(x1) = 0 при некотором x1, лежащем между p
и x. Так как g′(p) = 0, то подобным же образом мы заключаем, что
g′′(x2) = 0 при некотором x2, лежащем между p и x1. После k+1 шагов
мы придем к выводу, что g(k+1)(xk+1) = 0 при некотором xk+1, лежащем
между p и xk, т. е. между p и x. Очевидно в качестве θ следует взять
xk+1.

10.13. Лагранжева оценка остатка разложения Тейлора.
Если функция f дифференцируема k + 1 раз на отрезке [p, x] и

|Dk+1f(t)| ≤M
233



при любом t ∈ [p, x], то

∣∣∣f(x)−
k∑

n=0

Dnf(p)

n!
(x− p)n

∣∣∣ ≤ M

(k + 1)!
|x− p|k+1.

Доказательство. Приведенная оценка очевидно вытекает из фор-
мулы (10.3.4). Однако мы приведем также и независимое доказатель-
ство.

Пусть g(t) = f(t)−
k∑
j=0

Djf(p)
j! (x− p)j . Тогда D0g(p) = . . . = Dkg(p) =

0, а |Dk+1g(t)| = |Dk+1f(t)| ≤M для всех t ∈ [p, x].
Отсюда, применяя последовательно лемму о степенно́й оценке при-

ращения к функции g, получаем нужное неравенство:

|g(x)| ≤ M

(k + 1)!
|x− p|k+1.

10.14. Знаменитые разложения в степенные ряды.
1) ez =

∑
j≥0

zj

j! для всех z ∈ C.

2) cosx = 1− x2

2! + x4

4! − . . . для всех x ∈ R.
3) sin y = y − y3

3! + y5

5! − . . . для всех x ∈ R.
4) arctan t = t− t3

3 + t5

5 − . . . для всех t ∈ [−1, 1].
5) ln(1+t) = t− t

2

2 + t3

3 −. . . для всех t ∈ (−1, 1] (формула Н. Меркатора).
6) Ньютоново разложение бинома:
(1 + x)s = 1 + sx+ s(s−1)

2! x2 + s(s−1)(s−2)
3! x3 + . . . для всех x ∈ (−1, 1).

Доказательство. 1) Для вещественных z — это следствие равен-
ства ez = exp z. Для комплексных — определение.

2) Поскольку |Dj cosx| ≤ 1, то ввиду лагранжевой оценки остатка
разложения Тейлора

∣∣∣cosx−
k∑
j=0

Dj cos 0

j!
xn
∣∣∣ ≤ |x|k+1

(k + 1)!
→
k→∞

0.

Следовательно, cosx = lim
k→∞

k∑
j=0

Dj cos(0)
j! xn.

3) Устанавливается аналогично предыдущему пункту.
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4) Пусть gk(t) = arctan t−
k∑
j=0

(−1)j t
2j+1

2j+1 . Тогда

|Dgk(t)| =
∣∣∣ 1

1 + t2
−

k∑
j=0

(−t2)j
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

1 + t2
−1− (−t2)k+1

1 + t2

∣∣∣ =
t2k+2

1 + t2
≤ t2k+2.

Отсюда, опираясь на лемму о степенно́й оценке приращения, получаем

|gk(t)| ≤ |t|
2k+3

2k + 3
→
k→∞

0

для всякого t ∈ [−1, 1]. Следовательно, arctan t = lim
k→∞

k∑
j=0

(−1)j t
2j+1

2j+1 .

5) Для каждого t > −1 положим gk(t) = ln(1+t)−
k∑
j=0

(−1)jtj+1

j+1 . Тогда

|Dgk(t)| =
∣∣∣ 1

1 + t
−

k∑
j=0

(−t)j
∣∣∣ =
|t|k+1

1 + t
.

Отметим какую-нибудь точку u > −1. Тогда для каждого t > u

справедливо неравенство |Dgk(t)| ≤ |t|
k+1

1+u . Отсюда, опираясь на лемму
о степенно́й оценке приращения, заключаем, что

|gk(t)| ≤ |t|k+2

(k + 2)(1 + u)
→
k→∞

0

для всех t ∈ [u, 1]. Поскольку u— произвольная точка интервала (−1, 0),
то |g(t)| →

k→∞
0 для всех t ∈ (−1, 1]. Следовательно,

ln(1 + t) = lim
k→∞

k∑
j=0

(−1)jtj+1

j + 1
.

Доказательство разложения 6) предоставляется читателю.

Приведем еще одно доказательство знаменитой формулы Эйлера.

10.15. Формула Эйлера.

eit = cos t+ i sin t.
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Доказательство. Доказательство очевидно заключено в следую-
щих соотношениях:

eit =
∑
k≥0

(it)k

k!
=
∑
k≥0

(
(it)2k

(2k)!
+

(it)2k+1

(2k + 1)!

)

=
∑
k≥0

(it)2k

(2k)!
+
∑
k≥0

(it)2k+1

(2k + 1)!

=
∑
k≥0

(−1)kt2k

(2k)!
+
∑
k≥0

i
(−1)kt2k+1

(2k + 1)!
= cos t+ i sin t.

10.4 Формула Тейлора с остаточным членом в форме Коши

Хотя формулой Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, вви-
ду его простоты, удобно пользоваться, все же в отдельных случаях эта
форма непригодна для оценки остатка. В таких случаях приходится
прибегать к другим формам остаточного члена, менее простым. Сфор-
мулируем ниже следующий результат.

10.16. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Ко-
ши. Допустим вещественная функция f : [a, b] → R дифференциру-
ема k + 1 раз во всех точках интервала (a, b) и Dkf ∈ C[a, b]. Пусть
p, x ∈ [a, b]. Тогда существует число η ∈ (0, 1) такое, что что

f(x) =

k∑
j=0

Djf(p)

j!
(x− p)j +

Dk+1f(p+ η(x− p))
k!

(1− η)k(x− p)k+1.

(10.4.9)
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11 Теория рядов

11.1 Ряды

11.1.1 Понятие ряда. Примеры. Необходимый признак сходимости.
Признак Коши сходимости ряда

Рядом принято называть символ

∞∑
k=1

ak, (11.1.1)

который имеет следующее содержательный смысл:
1) последовательность {ak ∈ R}, k ∈ N, элементы которой называют

членами ряда: говорят, что {ak} — общий член;
2) знак суммы означает, что члены ряда складываются по следую-

щему правилу: последовательности членов ряда соответствует последо-
вательность частичных сумм

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

. . . . . .

Sn = a1 + a2 + . . .+ an, (11.1.2)

. . . . . . .

3) Суммой S ряда (11.1.1) называют предел, если он существует,
частичных сумм (11.1.2):

S = lim
n→∞

Sn =

∞∑
k=1

ak. (11.1.3)

Если S ∈ R, то ряд называется сходящимся (или суммируемым). Если
S = ±∞, то говорят, что ряд расходится к ±∞.

Очевидно, что если ряд (11.1.3) сходится, то сходится также и ряд

∞∑
k=k0

ak, (11.1.4)

где k0 — произвольное натуральное число. Таким образом, никакое ко-
нечное число членов ряда не влияет на его сходимость.

Основная проблема теории рядов состоит в том, чтобы по пове-
дению членов ряда сделать вывод о его сходимости.

237



11.1. Необходимый признак сходимости. Если ряд сходится,
его общий член стремится к нулю.

Доказательство. В самом деле, ak = Sk − Sk−1. Так как после-
довательности {Sk} и {Sk−1} имеют общий предел при k → ∞, то
lim
k→∞

ak = 0.

11.2. Примеры. 1) Ряд
∞∑
k=0

qk = 1 + q+ q2 + . . .+ qn+ . . . называется

бесконечной геометрической прогрессией. Очевидно, что при |q| ≥ 1 не
выполняется необходимый признак сходимости. При |q| < 1 для нахож-
дения частичной суммы этого ряда воспользуемся формулой 1.11.20:
имеем

Sn =
1− qn+1

1− q
.

На основании формулы (1.11.20) находим значение суммы бесконечной
геометрической прогрессии:

lim
n→∞

Sn =
1

1− q
=

∞∑
k=0

qk = 1 + q + q2 + . . .+ qk + . . . .

2) Ряд
∞∑
k=1

(−1)k расходится. Здесь последовательность частичных

сумм Sn имеет два различных частичных предела: S2n = 0 → 0 при
n → ∞, и S2n+1 = −1 → −1 при n → ∞, и поэтому не может быть
сходящейся.

3) Гармонический ряд
∞∑
k=1

1
k расходится. Сделаем следующее наблю-

дение:

S2n = 1 +
1

2
+
(1

3
+

1

22

)
+
(1

5
+ . . .+

1

23

)
+ . . .+

( 1

2n−1 + 1
+ . . .+

1

2n

)
≥ 1 +

1

2
+ 2 · 1

22
+ 22 · 1

23
+ · · ·+ 2n−1 · 1

2n
≥ 1 + n · 1

2
→∞

при n→∞. Следовательно, lim
n→∞

S2n =∞, и гармонический ряд расхо-
дится.

3) Ряд
∞∑
k=1

1
k2 сходится. Действительно, достаточно проверить, что

последовательность Sn =
n∑
k=1

частичных сумм ряда монотонна и огра-

ничена. Из соотношения Sn+1 = Sn + 1
(n+1)2 выводим монотонность:
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Sn+1 > Sn, n ∈ N. Далее получаем ограниченность сверху частичных
сумм:

Sn = 1 +
1

2 · 2
+

1

3 · 3
+ . . .+

1

n · n
+

1

(n+ 1) · (n+ 1)

≤ 1 +
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(n− 1) · n
+

1

n · (n+ 1)

= 1 +
(

1− 1

2

)
+
(1

2
− 1

3

)
+ . . .+

( 1

n− 1
− 1

n

)
+
( 1

n
− 1

n+ 1

)
= 2− 1

n+ 1
≤ 2 для всех n ∈ N.

4) Знакопеременный гармонический ряд
∞∑
k=1

(−1)k−1

k сходится. В этом
случае

S2n =
(

1− 1

2

)
+
(1

3
− 1

4

)
+ . . .+

( 1

2n− 1
− 1

2n

)
=

1

1 · 2
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

(2n− 1) · 2n

≤ 1 +
1

32
+

1

52
+ . . .+

1

(2n− 1)2
=

2n∑
k=1

1

k2
≤
∞∑
k=1

1

k2
<∞.

Таким образом, монотонно возрастающая (Почему?) последователь-
ность S2n ограничена сверху и, следовательно, cходится. С другой сто-
роны, последовательность

S2n+1 = S2n +
1

2n+ 1

сходится к тому же пределу. Следовательно, существует предел lim
n→∞

Sn.
(Доказать?)

5) Экспоненциальный ряд
∞∑
k=0

xk

k! сходится для любого x ∈ R. Сходи-

мость этого ряда непосредственно выводится из следствия 3.78.

11.3. Критерий Коши сходимости ряда. Ряд

∞∑
k=1

ak (11.1.5)
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сходится тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется номер
n0 ∈ N такой, что для любых m ≥ l ≥ n0 выполняется неравенство∣∣∣∣ m∑

k=l

ak

∣∣∣∣ < ε. (11.1.6)

Доказательство. Для вывода критерия Коши сходимости ряда
применим критерий Коши 3.74 к последовательности частичных сумм
{Sn}: последовательность {Sn} сходится R тогда и только тогда, когда
для любого ε > 0 найдется номер n1 ∈ N такой, что для любых m ≥ l ≥
n1 выполняется неравенство |Sm−Sl| < ε. Последнее удобно переписать
в виде неравенства |Sm − Sl−1| < ε, справедливого для любых m ≥ l ≥
n1 + 1. Заметим теперь, что

|Sm − Sl−1| =
∣∣∣∣ m∑
k=l

ak

∣∣∣∣ < ε.

Последнее эквивалентно (11.1.6) для m ≥ l ≥ n0 = n1 + 1.

11.1.2 Действия над рядами

Рассмотрим сходящиеся ряды
∞∑
n=1

an и
∞∑
n=1

bn. (11.1.7)

Сопоставим этим рядам их линейную комбинацию
∞∑
n=1

(αan + βbn), α, β ∈ R. (11.1.8)

11.4. Предложение. Если ряды (11.1.7) сходятся, то сходится так-
же и их линейная комбинация (11.1.8). Более того, сумма линейной
комбинации (11.1.8) равна линейной комбинации сумм:

∞∑
n=1

(αan + βbn) = α

∞∑
n=1

an + β

∞∑
n=1

bn.

Доказательство. Действительно,
m∑
n=1

(αan + βbn) = α

m∑
n=1

an + β

m∑
n=1

bn.

Так как пределы в правой части этого равенства при n→∞ существу-
ют, то существует также и предел слева.
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11.1.3 Абсолютно сходящиеся ряды и их перестановки

11.5. Определение. Ряд
∞∑
k=1

ak называется абсолютно сходящим-

ся, если сходится ряд
∞∑
k=1

|ak|, составленный из модулей членов исход-
ного ряда.

11.6. Теорема. Если ряд сходится абсолютно, то он сходится. Об-
ратное неверно.

Доказательство этой теоремы вытекает из доказываемого ниже
мажорантного признака при bk = |ak|, см. теорему 11.9.

Ряд примера 4 из 11.2 сходится неабсолютно.

11.7. Определение. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1

an, (11.1.9)

и произвольное биективное отображение σ : N→ N. Ряду и отображе-
нию σ сопоставим ряд

∞∑
n=1

aσn . (11.1.10)

Ряд (11.1.10) называется перестановкой ряда (11.1.9).

Заметим, что значения частичных сумм рядов (11.1.9) и (11.1.10)
могут значительно отличаться друг от друга. Естественно, возникает
вопрос как могут отличаться суммы этих рядов, если только оба ряда
сходятся, или что можно сказать о сумме одного из рядов, если другой
ряд сходится.

11.8. Теорема. Если ряд (11.1.9) сходится абсолютно, то любая его
перестановка (11.1.10) также сходится, причем его сумма равна сумме
исходного ряда.

Доказательство. Фиксируем произвольное ε > 0. Существует n0 ∈
N такое, что для любого n ≥ n0 верно неравенство

∞∑
k=n

|ak| <
ε

2
.
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Пусть m0 = max{σ−1(1), σ−1(2), . . . , σ−1(n0)}. Понятно, что m0 ≥ n0.
Для любого n ≥ m0 имеем

{σ1, σ2, . . . , σn} ⊃ {1, 2, . . . , n0},
{σ1, σ2, . . . , σn} ⊂ {1, 2, . . . , n0, . . . , L},

где L = max{σ1, σ2, . . . , σn}. Отсюда получаем оценки

∣∣∣ ∞∑
k=1

ak −
n∑
k=1

aσk

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=n0+1

|ak|+
L∑

k=n0+1

|ak| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Так как ε > 0 — произвольное число, из последних неравенств выводим
как сходимость ряда (11.1.10), так и совпадение суммы переставленного
ряда с суммой исходного.

11.1.4 Мажорантные признаки сходимости

11.9. Теорема. Пусть даны ряды
∞∑
k=1

ak и
∞∑
k=1

bk.

1) Если для членов этих рядов выполняется соотношение:

|ak| ≤ L · bk |k→∞, (11.1.11)

где L ∈ (0,∞) — фиксированное число, то из сходимости ряда
∞∑
k=1

bk

вытекает абсолютная сходимость ряда
∞∑
k=1

ak.

2) Если для членов этих рядов выполняется соотношение:

0 ≤ ak ≤ L · bk |k→∞, (11.1.12)

где L ∈ (0,∞) — фиксированное число, то из расходимости ряда
∞∑
k=1

ak

вытекает расходимость ряда
∞∑
k=1

bk.

Доказательство. 1) Пусть условие |ak| ≤ bk выполняется для всех

k ≥ n1. Так как ряд
∞∑
k=1

Lbk сходится, то для любого ε > 0 вытекает

существование n2 такого, что при всех m ≥ n ≥ n2 выполняется соот-
ношение

L ·
m∑
k=n

bk < ε.
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Отсюда для ряда
∞∑
k=1

ak имеем соотношения

∣∣∣∣ m∑
k=n

ak

∣∣∣∣ ≤ m∑
k=n

|ak| ≤ L ·
m∑
k=n

bk < ε

для всех m ≥ n ≥ n0 = max(n1, n2). Отсюда по критерию Коши 11.3

сходимости ряда получаем как сходимость ряда
∞∑
k=1

ak, так сходимость

ряда
∞∑
k=1

|ak|, т. е. его абсолютную сходимость.

2) Пусть условие 0 ≤ ak ≤ bk выполняется для всех k ≥ n1. Из
неравенства

m∑
k=n1

ak ≤ L ·
m∑

k=n1

bk

выводим расходимость ряда
∞∑

k=n1

bk, так как по условию
m∑

k=n1

ak = +∞.

11.10. Теорема. Если ряд
∞∑
k=1

ak сходится (расходится) и

ak
bk
→ K ∈ (0,∞) при k →∞, (11.1.13)

то и ряд
∞∑
k=1

bk сходится (расходится).

Доказательство. Из условия (11.1.13) получаем, что

ak
bk
∈
(K

2
,

3K

2

)∣∣∣
k→∞

.

Отсюда имеем bk ≤ 2
K ak

∣∣
k→∞. В силу теоремы 11.9 имеем сходимость

ряда
∞∑
k=1

bk, если только ряд
∞∑
k=1

ak сходится. Если же он расходится,

то по той же теореме расходится и ряд
∞∑
k=1

bk, так как верна оценка

ak ≤ 3K
2 bk

∣∣
k→∞.

11.11. Теорема. Пусть даны ряды
∞∑
k=1

ak и
∞∑
k=1

bk. Если

ak+1

ak
≤ bk+1

bk

∣∣∣
n→∞

, (11.1.14)
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то
1) из сходимости ряда

∞∑
k=1

bk вытекает сходимость ряда
∞∑
k=1

ak, а

2) из расходимости ряда
∞∑
k=1

ak вытекает расходимость ряда
∞∑
k=1

bk.

Доказательство. Действительно, по условию теоремы соотноше-
ние (11.1.14) выполняется для всех k ≥ n, где n ∈ N — некоторое число.
Тогда для k > n имеем соотношения

an+1

an
≤ bn+1

bn
,

an+2

an+1
≤ bn+2

bn+1
,

. . . . . . . . .

ak
ak−1

≤ bk
bk−1

.

Перемножая почленно эти неравенства выводим

ak
an
≤ bk
bn

для всех k > n.

Отсюда имеем
ak ≤

an
bn
bk для всех k > n.

Доказываемые утверждения мы выводим теперь из теоремы 11.9.

11.1.5 Телескопический признак сходимости

11.12. Теорема. Пусть члены ряда
∞∑
k=1

ak неотрицательны и мо-

нотонно стремятся к нулю. Ряд
∞∑
k=1

ak сходится тогда и только тогда,
когда сходится ряд

∞∑
k=1

2ka2k . (11.1.15)

Доказательство. Пусть данный ряд
∞∑
k=1

ak сходится и Sn =
n∑
k=1

ak

— последовательность его частичных сумм. Обозначим символом Tn =
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n∑
k=1

2k−1a2k последовательность частичных сумм ряда

∞∑
k=1

2k−1a2k =
1

2

∞∑
k=1

2ka2k . (11.1.16)

В этих обозначениях по индукции имеем оценки

S2 = a1 + a2 ≥ a2 = T1,

S4 = a1 + a2 + a3 + a4 ≥ a2 + 2a22 = T2,

. . . . . .

S2l = a1 + a2 + . . .+ a2l ≥ Tl−1 + a2l−1+1 + . . .+ a2l

≥ Tl−1 + 2l−1a2l = Tl.

. . . . . .

Следовательно, монотонная последовательность частичных сумм Tl огра-
ничена сверху и поэтому в силу теоремы 3.30 существует конечный пре-
дел lim

l→∞
Tl. Таким образом, в силу соотношения (11.1.16) ряд (11.1.15)

сходится.
Пусть теперь сходится ряд (11.1.15). В предыдущих обозначениях по

индукции имеем оценки

a1 + 2T1 = a1 + 2a2 ≥ a1 + a2 + a3 = S3,

a1 + 2T2 = a1 + 2a2 + 22a22 ≥ S3 + a4 + a5 + a6 + a7 = S7,

. . . . . .

a1 + 2Tl = a1 + 2a2 + . . .+ 2la2l ≥ Sl−1 + a2l + . . .+ a2l+1−1 = S2l+1−1.

. . . . . .

Следовательно монотонная подпоследовательность S2l+1−1 последова-

тельности {Sn} частичных сумм данного ряда
∞∑
k=1

ak ограничена сверху.

Поэтому в силу теоремы 3.30 подпоследовательность S2l+1−1 сходится.
В cилу задачи 3.60 монотонная последовательность Sn также является

сходящейся. Сходимость ряда
∞∑
k=1

ak доказана.

11.1.6 Признак сходимости Д’Аламбера

11.13. Теорема. Ряд
∞∑
k=1

ak (11.1.17)
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сходится абсолютно при условии

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

< 1. (11.1.18)

Если же
|ak+1|
|ak|

≥ 1 |k→∞, (11.1.19)

то ряд (11.1.17) расходится.
Существуют как сходящиеся, так и расходящиеся ряды, для которых

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

≤ 1 ≤ lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

. (11.1.20)

Доказательство. Пусть выполнено условие (11.1.18). Возьмем про-
извольное промежуточное число α, удовлетворяющее соотношениям

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

< α < 1.

В силу задачи 3.65 cуществует l ∈ N такое, что

|ak+1|
|ak|

< α < 1

для всех k ≥ l. Тогда для произвольного k > l имеем

|ak| =
|ak|
|ak−1|

· |ak−1|
|ak−2|

· · · · · |al+1|
|al|

· |al| (11.1.21)

< αk−l · |al| =
|al|
αl
· αk.

Поскольку ряд
∞∑
k=0

|al|
αl
· αk сходится, то в силу мажорантного признака

сходимости 11.9 ряд (11.1.17) сходится абсолютно.
Если же выполнено условие (11.1.19), то cуществует m ∈ N такое,

что
|ak+1|
|ak|

≥ 1 (11.1.22)

для всех k ≥ m. Применим соотношение (11.1.21) с числом m вместо l.
С учетом (11.1.22) приходим к соотношениям

|ak| =
|ak|
|ak−1|

· |ak−1|
|ak−2|

· · · · · |am+1|
|am|

· |am| ≥ |am|
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для любого k ≥ m. Так как am 6= 0, для ряда (11.1.17) не выполняется
необходимый признак сходимости и он расходится.

Для рядов
∞∑
n=1

1
n и

∞∑
n=1

1
n2 выполняется условие (11.1.20), однако пер-

вый ряд расходится, а второй сходится.
Для ряда

1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+

1

23
+

1

33
+ . . .

имеем

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

= lim
k→∞

(2

3

)k
= 0,

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

= lim
k→∞

(3

2

)k
= +∞.

11.14. Пример. Применим признак Д’Аламбера для доказательства

сходимость экспоненциального ряд
∞∑
k=0

xk

k! . Здесь для фиксированного

x ∈ R имеем общий член ak = xk

k! и поэтому

|ak+1|
|ak|

=
|x|k+1

(k + 1)!
· k!

|x|k
=
|x|
k + 1

→ 0 при k →∞.

Следовательно, выполнено условие (11.1.18) и поэтому экспоненциаль-
ный ряд сходится абсолютно.

11.1.7 Признак Коши сходимости

11.15. Теорема. Ряд
∞∑
k=1

ak (11.1.23)

сходится абсолютно при условии

lim
k→∞

k
√
|ak| < 1. (11.1.24)

Если же для некоторой подпоследовательности {kl} справедливо
kl

√
|akl | ≥ 1 |l→∞, (11.1.25)

то ряд (11.1.23) расходится.
Существуют как сходящиеся, так и расходящиеся ряды, для которых

lim
k→∞

k
√
|ak| = 1. (11.1.26)
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Доказательство. Пусть выполнено условие (11.1.24). Возьмем про-
извольное промежуточное число α, удовлетворяющее соотношениям

lim
k→∞

k
√
|ak| < α < 1.

В силу задачи 3.65 cуществует n ∈ N такое, что

k
√
|ak| < α < 1

для всех k ≥ n. Тогда для произвольного k ≥ 1 имеем

|ak| < αk.

Поскольку ряд
∞∑
k=0

αk сходится, то в силу мажорантного признака схо-

димости 11.9 ряд (11.1.23) сходится абсолютно.
Если же выполнено условие (11.1.25), то cуществует m ∈ N такое,

что
kl

√
|akl | ≥ 1

для всех l ≥ m. Отсюда имеем |akl | ≥ 1 для всех l ≥ m. Следовательно,
для ряда (11.1.23) не выполняется необходимый признак сходимости и
он расходится.

Контпримеры к условию (11.1.26) такие же, как и в предыдущей
теореме.

11.16. Задача. Доказать, что условие (11.1.25) вытекает из нера-
венства

lim
k→∞

k
√
|ak| > 1. (11.1.27)

Понятно, что условие (11.1.27) формально сильнее условия (11.1.25).
Существует ли ряд, для которого выполняется условие (11.1.25), но не
выполняется условие (11.1.27)?

11.1.8 Признаки сходимости Куммера, Раабе, Бертрана и Гаусса

11.17. Теорема. Пусть последовательность {cn > 0} такова, что
ряд

∞∑
n=1

1

cn
(11.1.28)

расходится. Ряду
∞∑
n=1

an (11.1.29)
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с положительными членами сопоставим последовательность

Kn = cn ·
an
an+1

− cn+1. (11.1.30)

Если
Kn ≥ δ > 0 |n→∞, (11.1.31)

то ряд (11.1.29) сходится.
Если

Kn ≤ 0 |n→∞, (11.1.32)

то ряд (11.1.29) расходится.

Доказательство. Пусть Kn ≥ δ > 0 для всех n ≥ n0. Тогда для
n ≥ n0 имеем

cnan − cn+1an+1 ≥ δan+1. (11.1.33)

Отсюда выводим cnan − cn+1an+1 ≥ 0 или cnan > cn+1an+1 Таким об-
разом, монотонно убывающая последовательность cnan имеем предел
α > 0.

Следовательно, ряд

∞∑
n=n0

(cnan − cn+1an+1)

сходится. Из (11.1.33) и мажорантного признака сходимости выводим,

что ряд
∞∑
n=1

an также сходится.

Если же для всех n ≥ n0 имеем

Kn = cn ·
an
an+1

− cn+1 ≤ 0,

то верно также и такое неравенство:

an+1

an
≥

1
cn+1

1
cn

∣∣∣∣∣
n→∞

.

Из теоремы 11.11 получаем расходимость ряда
∞∑
n=1

an, так как ряд
∞∑
n=1

1
cn

расходящийся по условию теоремы.
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11.18. Задача. Доказать, что условие (11.1.32) расходимости в при-
знаке Куммера вытекает из соотношения

lim
n→∞

Kn < 0. (11.1.34)

Понятно, что условие (11.1.34) формально сильнее условия (11.1.31).
Существует ли ряд, для которого выполняется условие (11.1.31), но

не выполняется условие (11.1.34).

11.19. Следствие. Полагая в признаке Куммера cn = 1 для всех
n ∈ N, получаем признак сходимости Д’Аламбера.

Доказательство. Действительно, в этом случае

Kn =
an
an+1

− 1 =
1

Dn
− 1,

где Dn = an+1

an
. Если выполняется условие (11.1.31), то lim

n→∞
Kn > 0, и

следовательно, lim
n→∞

Dn < 1. Легко проверить, что верно и обратное: из

lim
n→∞

Dn < 1 имеем lim
n→∞

Kn > 0. Следовательно, оба эти признака в
этом случае эквивалентны.

Заметим еще, что условие Kn ≤ 0 эквивалентно Dn ≥ 1.
Следствие доказано.

11.20. Признак Раабе. Полагая в признаке Куммера cn = n для
всех n ∈ N, получаем признак сходимости Раабе: составим для ряда
∞∑
n=1

an последовательность

Rn = n ·
( an
an+1

− 1
)
. (11.1.35)

Если lim
n→∞

Rn > 1, то ряд
∞∑
n=1

an сходится. Если Rn ≤ 1|n→∞, то этот
ряд расходится.

Доказательство. Положим в условии признака Куммера cn = n.

Ряд
∞∑
n=1

1
n , как известно, расходится.

Тогда последовательность Kn в признаке Куммера можно записать
в следующем виде:

Kn = n · an
an+1

− (n+ 1) = n ·
( an
an+1

− 1
)
− 1 = Rn − 1. (11.1.36)
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Теперь очевидно, что условие lim
n→∞

Rn > 1 (Rn ≤ 1 |n→∞) эквивалентно

условию lim
n→∞

Kn > 0 (Kn ≤ 0 |n→∞).

11.21. Признак Бертрана. Полагая в признаке Куммера cn =
n lnn для всех n ∈ N, получаем признак сходимости Бертрана: составим

для ряда
∞∑
n=1

an последовательность

Bn = lnn ·
[
n ·
( an
an+1

− 1
)
− 1
]
. (11.1.37)

Если lim
n→∞

Bn > 1, то ряд
∞∑
n=1

an сходится. Если lim
n→∞

Bn < 1, то этот ряд
расходится.

Доказательство. Положим в условии признака Куммера cn =

n lnn. Ряд
∞∑
n=1

1
n lnn , как известно, расходится.

Тогда последовательность Kn в признаке Куммера можно записать
в следующем виде:

Kn = n · lnn · an
an+1

− (n+ 1) ln(n+ 1)

= lnn ·
[
n ·
( an
an+1

− 1
)
− 1
]
− ln

(
1 +

1

n

)n+1

= Bn − ln
(

1 +
1

n

)n+1

. (11.1.38)

Очевидно, что условие lim
n→∞

Bn > 1 ( lim
n→∞

Bn < 1) эквивалентно условию

lim
n→∞

Kn > 0 ( lim
n→∞

Kn < 0).

11.22. Признак Гаусса. Пусть
∞∑
n=1

an — ряд с положительными

членами. Предположим, что отношение an
an+1

может быть записано в
следующей асимптотической форме:

an
an+1

= λ+
µ

n
+
θn
n2

при n→∞, (11.1.39)
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где θn — ограниченная величина. Ряд
∞∑
n=1

an

сходится, если

{
λ > 1,

λ = 1, µ > 1,
(11.1.40)

и

расходится, если

{
λ < 1,

λ = 1, µ ≤ 1.
(11.1.41)

Доказательство. Так как lim
n→∞

an
an+1

= λ, то случай λ 6= 1 сводится
к признаку Д’Аламбера.

Пусть теперь λ = 1. Тогда

Rn = n
( an
an+1

− 1
)

= µ+
θn
n
.

Поэтому случай µ 6= 1 сводится к признаку Раабе.
Если µ = 1, то имеем

Bn = lnn (Rn − 1) =
lnn

n
· θn → 0 при n→∞,

так что сходимость ряда в этому случае вытекает из признака Бертрана.

11.1.9 Степенные ряды в действительной области. Формула Коши
— Адамара

Рассмотрим ряд вида
∞∑
n=0

anx
n. (11.1.42)

Здесь числа an ∈ R фиксированы, n ∈ N, а x ∈ R — произвольное
действительное число. Ряды вида (11.1.42) называются степенными.
Числа an ∈ R называются коэффициентами степенного ряда.

Основной вопрос при исследовании сходимости степенного ряда со-
стоит в том, чтобы по каэффициентам степенного ряда найти совокуп-
ность всех x ∈ R, при которых ряд (11.1.42) сходится.

11.23. Формула Коши — Адамара. Пусть дан степенной ряд
(11.1.42). Положим

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

. (11.1.43)
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Тогда
1) для всех x ∈ R таких, что |x| < R, ряд (11.1.42) сходится абсо-

лютно.
2) для всех x ∈ R таких, что |x| > R, ряд (11.1.42) расходится.

Доказательство. Для проверки сходимости степенного ряда при
|x| < R <∞ применим признак Коши сходимости ряда: при

lim
k→∞

k

√
|ak||xk| < 1

ряд (11.1.42) сходится. Левая часть последнего неравенства равна |x|R−1.
Условие |x|R−1 < 1 сходимости ряда очевидно эквивалентно соотноше-
нию |x| < R.

Рассмотрим теперь случай R =∞. Имеем

lim
n→∞

n
√
|an| = 0.

Фиксируем число q ∈ (0, 1). Возьмем произвольное число x ∈ R и най-
дем n0 так, чтобы

n
√
|an||x|n = |x| n

√
|an| < q

для всех n ≥ n0. Тогда

lim
n→∞

n
√
|an||xn| ≤ q < 1

и поэтому ряд (11.1.42) сходится абсолютно.
Пусть теперь ank — такая подпоследовательность, что nk

√
|ank | → 1

R .

Тогда из условия |x| > R получаем |x| > 1
nk
√
|ank |

∣∣∣
k→∞

. Следовательно,

|xnkank | > 1
∣∣∣
k→∞

. Таким образом, не выполняется необходимый при-
знак сходимости, и ряд (11.1.42) расходится.

Возникает вопрос: что какая сходимость может быть на границе кру-
га сходимости, т. е. в точках |x| = R. Рассмотрим несколько примеров
раздела 10.14.

11.24. Примеры. 1) arctg t =
∞∑
n=0

(−1)nt2n+1

2n+1 = t − t3

3 + t5

5 − . . .. для

всех t ∈ [−1, 1].

Признаку Коши — Адамара имеем условие n

√
t2n+1

2n+1 = t2+
1
n

n
√

2n+1
→ t2 <

1 для сходимости ряда. Таким образом, ряд сходится при всяком |t| < 1,
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и расходится при |t| > 1. При t = ±1 имеем ряд ±
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 , сходящийся

по признаку Лейбница (см. ниже 11.30).

2) ln(1 + t) =
∞∑
n=1

(−1)n−1tn

n = t − t2

2 + t3

3 − . . . для всех t ∈ (−1, 1]

(формула Н. Меркатора).

Признаку Коши — Адамара имеем условие n

√
|t|n
n = |t|

n
√
n
→ |t| < 1

для сходимости ряда. Таким образом, ряд сходится при всяком |t| < 1, и

расходится при |t| > 1. При t = 1 имеем ряд
∞∑
n=1

(−1)n−1

n , сходящийся по

признаку Лейбница (см. ниже 11.30). При t = −1 имеем гармонический

ряд
∞∑
n=1

(−1)n−1(−1)n

n = −
∞∑
n=1

1
n .

6) Биноминальный ряд:

1+
∞∑
n=1

s(s−1)(s−2)·...·(s−(n−1))xn

n! = 1+sx+ s(s−1)
2! x2 + s(s−1)(s−2)

3! x3 + . . .

сходится для всех x ∈ (−1, 1). Чтобы это проверить, применим признак
Д’Аламбера. Общий член ряда равен an = s(s−1)(s−2)·...·(s−(n−1))xn

n! . От-
сюда

|an+1|
|an|

=
|s(s− 1)(s− 2) · . . . (s− (n− 1))| · (s− n)|x|n+1n!

|s(s− 1)(s− 2) · . . . · (s− (n− 1))||x|n(n+ 1)!

=
|s− n||x|
n+ 1

→ |x|.

Следовательно, при |x| < 1 биноминальный ряд сходится абсолютно, а
при |x| > 1 ряд расходится.

Читатель может продолжить дальнейшее исследование и показать,
что сходимость в граничных точках зависит от s:

1) если s > 0, то биноминальный ряд сходится также и в граничных
точках x = −1 и x = 1;

2) если −1 < s < 0, то биноминальный ряд сходится в граничной
точке x = 1 и расходится в граничной точке x = −1;

3) если s ≤ −1, то биноминальный ряд расходится в граничных точ-
ках x = −1 и x = 1.

Отметим, что в качестве частного случая при s = −1 получаем бес-
конечную геометрическую прогрессию:

1

1± x
= 1∓ x+ x2 ∓ x3 + . . . .
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11.1.10 Условно сходящиеся ряды и их перестановки. Признаки
сходимости Абеля и Дирихле

11.25. Определение. Ряд
∞∑
k=1

ak называется условно сходящимся,

если он сходится, но не абсолютно (т. е. ряд
∞∑
k=1

ak сходится, а ряд
∞∑
k=1

|ak|, составленный из модулей членов исходного ряда, расходится).

11.26. Предложение. Если ряд
∞∑
k=1

ak сходится условно, то

∞∑
k=1

a+
k = +∞ и

∞∑
k=1

a−k = +∞,

где a+
k = |ak|+ak

2 , a−k = |ak|−ak
2 .

Доказательство. Действительно, имеем
n∑
k=1

ak =
n∑
k=1

a+
k −

n∑
k=1

a−k .

Отсюда вытекает, что если ряд
∞∑
k=1

a+
k сходится, то сходится также и ряд

∞∑
k=1

a−k . Тогда из соотношения
n∑
k=1

|ak| =
n∑
k=1

a+
k +

n∑
k=1

a−k вытекает, что

сходится и ряд
∞∑
k=1

|ak|. Таким образом, предположение о сходимости

ряда
∞∑
k=1

a+
k приводит к противоречию.

Аналогично предыдущему мы прийдем к противоречию предполо-

жив сходимость ряда
∞∑
k=1

a−k .

11.27. Теорема Римана о перестановках условно сходящих-

ся рядов. Если ряд
∞∑
k=1

ak сходится условно, то для любого A ∈ R
существует перестановка σ этого ряда такая, что

∞∑
k=1

aσ(k) = A. (11.1.44)

Доказательство. Обозначим символами p1, p2, p3, . . . неотрицатель-

ные члены ряда
∞∑
k=1

ak в том порядке, в каком они встречаются, и пусть
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q1, q2, q3, . . . — абсолютные величины отрицательных членов исходного
ряда также в их естественном порядке.

Ряды
∞∑
k=1

pk,
∞∑
k=1

qk отличаются от рядов
∞∑
k=1

a+
k ,

∞∑
k=1

a−k только нуле-
выми членами и поэтому расходятся.

Мы построим две последовательности {mn}, {kn} натуральных чи-
сел такие, что ряд

p1 + . . .+ pm1 − q1 − . . .− qk1
+ pm1+1 + . . .+ pm2 − qk1+1 − . . .− qk2 + . . . , (11.1.45)

являющийся перестановкой исходного ряда
∞∑
k=1

ak, будет сходящимся и

удовлетворять условию (11.1.44).
Пусть m1, k1 — наименьшие из натуральных чисел, удовлетворяю-

щих условиям

p1 + . . .+ pm1 > A,

p1 + . . .+ pm1 − q1 − . . .− qk1 < A;

пусть m2, k2 — наименьшие из натуральных чисел, удовлетворяющих
условиям

p1 + . . .+ pm1
− q1 − . . .− qk1 + pm1+1 + . . .+ pm2

> A,

p1 + . . .+ pm1
− q1 − . . .− qk1 + pm1+1 + . . .+ pm2

− qk1+1 − . . .− qk2 < A,

и т. д. Мы можем продолжить этот выбор так как ряды
∞∑
k=1

pk,
∞∑
k=1

qk

расходящиеся.
Если символами An и Bn обозначить обозначить частичные суммы

ряда (11.1.45), последние члены которых pmn и −qkn , то

|An −A| ≤ pmn , |Bn −A| ≤ qkn .

Следовательно, An → A и Bn → A, так как pn → 0 и qn → 0 при n→∞.
По построению перестановки ясно, что никакое число, отличное от

A, не может быть частичным пределом последовательности частичных
сумм ряда (11.1.45).

11.28. Метод суммирования Абеля. Пусть даны две последова-
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тельности {ak}, {bk}, k ≥ 0, и положим

Ak =

p∑
j=k

aj , где 0 ≤ k ≤ p — фиксированное число, (11.1.46)

A−1 = 0. (11.1.47)

Тогда для любых натуральных 0 ≤ p ≤ q имеем

q∑
k=p

akbk =

q−1∑
k=p

Ak(bk − bk+1) +Aqbq −Ap−1bp.

Доказательство. Заметим, что ak = Ak−Ak−1. Для натуральных
0 ≤ p ≤ q имеем

q∑
k=p

akbk =

q∑
k=p

(Ak −Ak−1)bk

=

q∑
k=p

Akbk −
q∑

k=p

Ak−1bk =

q∑
k=p

Akbk −
q−1∑

k=p−1

Akbk+1

=

q−1∑
k=p

Ak(bk − bk+1) +Aqbq −Ap−1bp. (11.1.48)

11.29. Признак сходимости Дирихле. Пусть дан ряд

∞∑
k=0

akbk. (11.1.49)

Тогда при выполнении условий

D1) частичные суммы ряда
∞∑
k=0

ak ограничены в совокупности, т. е.

для некоторой постоянной L ∈ (0,∞) имеем соотношение∣∣∣∣ n∑
k=0

ak

∣∣∣∣ ≤ L
для всех n ∈ N;
D2) последовательность bk монотонно сходится к нулю

ряд (11.1.49) сходится.
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Доказательство. Для определенности будем предполагать, что bk
монотонно убывает. Тогда bk − bk−1 ≥ 0 для всех k ≥ 1.

Покажем, что для ряда (11.1.49) выполняется критерий Коши. Для

оценки суммы
q∑

k=p

akbk, где 0 ≤ p ≤ q, применим метод суммирования

Абеля (11.28). Полагая Ak =
k∑
j=0

aj , имеем

∣∣∣∣ q∑
k=p

akbk

∣∣∣∣ ≤ q−1∑
k=p

|Ak| · |bk − bk+1|+ |Aq| · |bq|+ |Ap−1| · |bp|

≤ L
(q−1∑
k=p

(bk − bk+1) + bq + bp

)
= 2Lbp. (11.1.50)

Так как bp → 0 при p → ∞, то для любого ε > 0, существует n0 такое,
что для всех p ≥ n0 верно неравенство |bp| ≤ ε

2L . Тогда для всех q ≥ p ≥
n0 из (11.1.50) выводим ∣∣∣∣ q∑

k=p

akbk

∣∣∣∣ < ε.

Таким образом, для ряда (11.1.49) выполняется критерий Коши.
В качестве следствия мы получаем

11.30. Признак сходимости Лейбница. Знакопеременный ряд

∞∑
k=0

(−1)kbk, (11.1.51)

в котором последовательность {bk} монотонно стремится к нулю при
k →∞, сходится.

Доказательство. Действительно, полагаем ak = (−1)k в признаке
Дирихле 11.29. Тогда очевидно выполняются условияD1 и D2 признака
Дирихле и поэтому ряд (11.1.51) сходится.

11.31. Признак сходимости Абеля. Пусть дан ряд

∞∑
k=0

akbk. (11.1.52)
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Тогда при выполнении условий

A1) ряд
∞∑
k=0

ak сходится;

A2) последовательность bk монотонна и ограничена
ряд (11.1.52) сходится.

Доказательство. Для определенности будем предполагать, что bk
монотонно убывает и |bk| ≤ K для любого k. Тогда bk − bk+1 ≥ 0 для
всех k ≥ 0.

Покажем, что для ряда (11.1.52) выполняется критерий Коши. Фик-

сируем произвольное ε > 0. Для оценки суммы
q∑

k=p

akbk, где 0 < p ≤ q,

применим метод суммирования Абеля (11.28). Так как ряд
∞∑
k=0

ak схо-

дится, существует l такое, что для любого k ≥ l будем иметь |Ak| < ε
2K ,

где Ak =
k∑
j=l

aj . Тогда для l ≤ p ≤ q имеем

∣∣∣∣ q∑
k=p

akbk

∣∣∣∣ ≤ q−1∑
k=p

|Ak| · |bk − bk+1|+ |Aq| · |bq|+ |Ap−1| · |bp|

<
ε

2K
·
(q−1∑
k=p

(bk − bk+1) + bq + bp

)
=

ε

2K
· 2bp ≤ ε. (11.1.53)

Тaким образом, для всех q ≥ p ≥ l из (11.1.53) выводим∣∣∣∣ q∑
k=p

akbk

∣∣∣∣ < ε.

Следовательно, для ряда (11.1.52) выполняется критерий Коши.

11.32. Замечание. Признак Абеля можно получить также как пря-
мое следствие признака Дирихле. Действительно, по условию теоремы
Абеля существует конечный предел lim

k→∞
bk = b. Положим βk = b − bk.

Тогда ряд
∞∑
k=0

akβk

сходится по признаку Дирихле. Но сумма двух сходящихся рядов
∞∑
k=0

akβk +

∞∑
k=0

akb
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равна сумме исходного ряда
∞∑
k=0

akbk. Следовательно, он сходится.

11.33. Пример. В качестве примеров условно сходящихся рядов
рассмотрим классические ряды Дирихле:

∞∑
n=1

sinn

n
и

∞∑
n=1

cosn

n
. (11.1.54)

Сходимость этих рядов удобно исследовать одновременно:
∞∑
n=1

cosn

n
+ i

∞∑
n=1

sinn

n
=

∞∑
n=1

ein

n
. (11.1.55)

Полагаем в признаке Дирихле an = ein, bn = 1
n . Очевидно, что bn моно-

тонно стремится к нулю. Остается проверить, что частичные суммы

ряда
∞∑
k=1

ak ограничены в совокупности. Действительно, по формуле

(1.11.20) для суммы геометрической прогрессии имеем

n∑
k=0

eik = 1 + ei + e2i + . . .+ ein =
ei(n+1)−1

ei − 1
=

(ei(n+1) − 1)(e−i − 1)

(ei − 1)(e−i − 1)

=
ein − ei(n+1) − e−i + 1

2− (ei + e−i)
=
ein − ei(n+1) − e−i + 1

2(1− cos 1)
.

Отсюда вытекает, что ∣∣∣∣ n∑
k=0

eik
∣∣∣∣ ≤ 2

1− cos 1

Таким образом, мы видим, что оценки∣∣∣∣ n∑
k=0

cos k

∣∣∣∣ ≤ 2

1− cos 1
и
∣∣∣∣ n∑
k=0

sin k

∣∣∣∣ ≤ 2

1− cos 1

не зависят от n. Следовательно, для рядов (11.1.54) выполняются усло-
вия признака Дирихле и поэтому они сходятся.

Докажем, что ряды (11.1.54) не являются абсолютно сходящимися.
Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что∑

n≥1

cos2 n

n
=
∑
n≥1

sin2 n

n
=∞,
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ибо | cosn| ≥ cos2 n, | sinn| ≥ sin2 n. Для этого заметим, что

∑
n

cos2 n

n
+
∑
n

sin2 n

n
=
∑
n

1

n
=∞.

Следовательно, одна из рассматриваемых сумм также равна∞. Но так
как cos2 n−sin2 n = cos 2n, а сумма ряда

∑
n≥1

cos 2n
n согласно предыдущим

рассуждениям конечна, то и сумма каждого из рассматриваемых рядов
бесконечна.

11.1.11 Умножение рядов

Пусть даны ряды
∞∑
i=0

ai и
∞∑
j=0

bj . Сопоставим этим двум рядам третий

ряд
∞∑
k=0

ck, где

ck =
∑
i+j=k

aibj , k ∈ N, (11.1.56)

Члены ряда
∞∑
k=0

ck в этой теореме сформированы по правилу умножения

полиномов. Его обычно называют произведением (по Коши) рядов
∞∑
i=0

ai

и
∞∑
j=0

bj .

Ниже формулируются достаточные условия, при которых произве-
дение рядов сходится и его сумма равна произведению сумм.

11.34. Теорема Мертенса об умножении рядов. Если ряд
∞∑
i=0

ai

сходится абсолютно, а ряд
∞∑
i=0

bi сходится, то ряд
∞∑
k=0

ck, где ck опреде-

лены формулой (11.1.56), сходится и

∞∑
k=0

ck =
( ∞∑
i=0

ai

)( ∞∑
j=0

bj

)
.

Доказательство. Достаточно установить, что последовательность

xn =
( n∑
i=0

ai

)( ∞∑
j=0

bj

)
−

n∑
k=0

ck
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стремится к нулю.
Пусть ε > 0. Согласно условию теоремы, последовательности An =

∞∑
i=n

|ai| и Bn =
∞∑
j=n

bj сходятся к нулю. Поэтому имеются такая константа

C ∈ R и номер m, что

An ≤ C и |Bn| ≤ C при любом n ∈ N, и

An ≤
ε

2C
и |Bn| ≤

ε

2C
при любом n ≥ m.

Поскольку

n∑
k=0

ck =
∑
i+j≤n

aibj =

n∑
i=0

n−i∑
j=0

aibj =

n∑
i=0

(
ai

n−i∑
j=0

bj

)
,

то для каждого номера n ≥ 2m имеем

|xn| =
∣∣∣ n∑
i=0

ai

∞∑
j=0

bj −
n∑
i=0

ai

n−i∑
j=0

bj

∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
i=0

ai

( ∞∑
j=0

bj −
n−i∑
j=0

bj

)∣∣∣
=
∣∣∣ n∑
i=0

ai

∞∑
j=n−i+1

bj

∣∣∣ =
∣∣∣ n∑
i=0

aiBn−i+1

∣∣∣ ≤ n∑
i=0

|ai||Bn−i+1|

=

m∑
i=0

|ai||Bn−i+1|+
n∑

i=m+1

|ai||Bn−i+1|

≤
m∑
i=0

|ai|
ε

2C
+

n∑
i=m+1

|ai|C ≤ A0
ε

2C
+Am+1C ≤ C

ε

2C
+

ε

2C
C = ε.

11.35. Контрпример. Пусть an = bn = (−1)n−1

√
n

для всех n ∈ N.

Ряды
∞∑
n=0

an и
∞∑
n=0

bn сходятся условно, однако, ряд
∞∑
n=0

cn, являющийся

их произведением по Коши, сходящимся не является ибо его члены не
стремятся к нулю. Действительно, в этом случае

cn = (−1)n−1
( 1

1 ·
√
n

+
1√

2 ·
√
n− 1

+ . . .+
1√

l ·
√
n− l + 1

+ . . .+
1√
n · 1

)
.

Каждое слагаемое в скобках больше 1
n , поэтому |cn| > 1 при n > 1.

Необходимый признак сходимости ряда
∞∑
n=1

cn не выполняется.
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11.36. Задача. Получить основное свойство экспоненциальной функ-
ции: exp(x+y) = (expx) · (exp y) для любых x, y, как следствие теоремы
об умножении рядов 11.34 и разложения бинома 1.11.23.
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Приложение. Вещественные числа по Вейерштрассу.
Исходный материал — арифметика рациональных чисел.
Пусть в этом пункте буквы α, β, γ обозначают последовательности

Коши рациональных чисел. Сумма и произведение последовательностей
определяются следующими формулами:

(α+ β)n := αn + βn, (α · β)n := αn · βn.

Будем говорить, что последовательности α и β сближаются, и писать
α ∼ β, если |αn − βn| →

n→∞
ε, для всякого рационального числа ε > 0,

т. е. если αn − βn →
n→∞

0.
Вещественным числом (по Вейерштрассу) называют всякое множе-

ство вида [α] := {β : β ∼ α}.
Множество всех вейерштрассовских чисел обозначим через WR и

снабдим его операциями сложения и умножения, а также отношением
порядка следующим образом. Пусть x и y — произвольные вейерштрас-
совские числа. Выберем любые последовательности α ∈ x и β ∈ y и
положим

x+ y := [α+ β], x · y := [α · β].

Кроме того, будем считать, что x ≤ y, если имеются такие последова-
тельности α ∈ x и β ∈ y, что αn ≤ βn для всех n ∈ N.

Упражнения. 0. Отношение сближения ∼ является отношением
эквивалентности, т.е. рефлексивно, симметрично и транзитивно.

1. Операции + и · определены корректно, т. е. не зависят от выбора
представителей α и β чисел x, y ∈WR.

2. Система вейерштрассовских чисел (WR,+, ·,≤) обладает всеми
свойствами системы вещественных чисел, приведенными в разделе 1.2.
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