
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê I ÷àñòè 3 ñåìåñòðà

Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

1. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè (ïîëóîïðåäåë¼í-
íîñòè) äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïîðÿäêà n.

Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå îòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè (ïîëóîïðåäåë¼ííî-
ñòè) äëÿ äèôôåðåíöèàëà ïîðÿäêà n.

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) = x3+y2.
Èññëåäîâàòü çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò
òî÷êè.

2. Ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Äîêàçàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè

f(x, y) = x2y(x+ y − 1).

3. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Äîêàçàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííåé òî÷êå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êëàññà ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ äî ïîðÿäêà r.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïóñòü

f(x) =

{
x3 sin 1

x
, x 6= 0,

0, x = 0.

Êàêîìó êëàññó Dr è êàêîìó êëàññó Cr ïðèíàäëåæèò ýòà ôóíêöèÿ?

5. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ãîìåîìîðôèçìà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Îòîáðàæåíèå f : [0, 2π)→ R2 âèäà

f(t) = (sin t, cos t)

ïåðåâîäèò ïðîìåæóòîê â îêðóæíîñòü. ßâëÿåòñÿ ëè îíî ãîìåîìîðôèçìîì ïðî-
ìåæóòêà è îêðóæíîñòè?

1



6. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ëîêàëüíîì ãîìåîìîðôèçìå.

7. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå Cr-äèôôåîìîðôèçìà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Îòîáðàæåíèå f : R2 → R2 çàäàíî êàê

f(x, y) = (x3, y3).

ßâëÿåòñÿ ëè îíî ãîìåîìîðôèçìîì? ßâëÿåòñÿ ëè îíî äèôôåîìîðôèçìîì?

8. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó îá îáðàòíîé ôóíêöèè ê íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

9. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáðàòíàÿ ê Cr-ãëàäêîé
ôóíêöèè � Cr-ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

10. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå íåÿâíîé ôóíêöèè.

11. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïóñòü x + y = ey. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ â ýòîì óðàâíåíèè
ìîæíî âûðàçèòü y ÷åðåç x? Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ y′(x).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ â Cr-ãëàäêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Cr-
ãëàäêàÿ.

12. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïåðâóþ òåîðåìó î âûïðÿìëåíèè.

13. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü âòîðóþ òåîðåìó î âûïðÿìëåíèè.

14. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ðàíãå.

15. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû óðàâíå-
íèé.

16. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñèñòå-
ìû C1-ãëàäêèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìîé ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé {

x2 + y2 + z2 = 1,
x+ y + z = 0.

Îñíîâû ãëàäêîãî àíàëèçà

17. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ãëàäêîãî âëîæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì.

Ïðèìåðû çàäà÷. ßâëÿþòñÿ ëè âëîæåííûìè ìíîãîîáðàçèÿìè

• òî÷êà íà ïëîñêîñòè;
• ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé;

• ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ïðÿìîé;

• îòêðûòûé êðóã íà ïëîñêîñòè;
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• çàìêíóòûé êðóã íà ïëîñêîñòè;

• ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè;

• ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè.

18. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î êðàå ìíîãîîáðàçèÿ.

19. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ãðàôèêå îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð çàäà÷è. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèåì ïîâåðõíîñòü z = sinx·cos y â R3?
Êàêîé ðàçìåðíîñòè è êàêîé ãëàäêîñòè ýòî ìíîãîîáðàçèå? Åñòü ëè ó íåãî êðàé?

20. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéäèòå âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ xy = 0.

21. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû
óðàâíåíèé.

Ïðèìåð çàäà÷è. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèåì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû{
x2 + y2 = z2,

z ≥ 1.

Êàêîé ðàçìåðíîñòè è êàêîé ãëàäêîñòè ýòî ìíîãîîáðàçèå? Åñòü ëè ó íåãî êðàé?

22. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ãëàäêîì âëîæåíèè îáëàñòè.

Ïðèìåð çàäà÷è. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèåì ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y, z) òàêèõ,
÷òî 

x = r + s2,

y = r − s2, r ∈ (−1, 1),
z = s, s ∈ (−1, 1).

Êàêîé ðàçìåðíîñòè è êàêîé ãëàäêîñòè ýòî ìíîãîîáðàçèå? Åñòü ëè ó íåãî êðàé?

23. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ìíîæåñòâó.

24. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå êàñàòåëüíîãî êîíóñà ê ìíîæåñòâó.

Äîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

25. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

26. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ãðàäèåíòàõ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè êàñàòåëüíóþ ïðÿìóþ è íîðìàëüíóþ ïëîñêîñòü ê êðè-
âîé, çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé{

x2 + y2 = z2,

2x− 3y + 2z = 4,

â òî÷êå (3, 4, 5).
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27. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íà
ìíîãîîáðàçèè.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f(x, y) = y + x4

íà êðèâîé y = x4.

28. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ íàõîæäå-
íèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

29. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà íà ìíîãîîá-
ðàçèè.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéäèòå ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f(x, y) = x2 + y2 + z2 − 6x− 8y

íà ïîâåðõíîñòè x2 + y2 + z2 = 25.

Ñèñòåìû ìíîæåñòâ è ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè

30. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå k-ìåðíîãî ïðîìåæóòêà â Rk.

31. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå äðîáÿùåéñÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ïðîìåæóòêîâ S1 íà ïðÿìîé R ÿâëÿåòñÿ äðîáÿùåéñÿ
ñèñòåìîé.

Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà k-ìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ Sk â Rk ÿâëÿåòñÿ äðîáÿùåéñÿ
ñèñòåìîé.

Ïðèìåðû çàäà÷. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé äðîáÿùèìèñÿ ñèñòåìàìè?

• âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà;
• âñå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà;
• âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà;

32. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà.

33. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå êîëüöà ìíîæåñòâ.

34. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé êîëüöà ìíîæåñòâ (íå íóæíî ïðî-
âåðÿòü âñå àêñèîìû, åñëè ýòîãî íå òðåáóåòñÿ â áèëåòå; äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèé).

Ïðèìåðû çàäà÷. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé êîëüöàìè?

• âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà;
• âñå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà;
• âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
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35. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå àëãåáðû ìíîæåñòâ.

Ïðèìåðû çàäà÷. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé àëãåáðàìè?

• {∅,R};
• {∅, (−∞, 0), [0,+∞), (−∞,+∞)};
• âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è äîïîëíåíèÿ ê íèì;

• âñå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà è äîïîëíåíèÿ ê íèì.

36. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå σ-àëãåáðû ìíîæåñòâ.

Ïðèìåðû çàäà÷. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìíîæåñòâ íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé σ-àëãåáðàìè?

• {∅,R};
• {∅, (−∞, 0), [0,+∞), (−∞,+∞)};
• âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è äîïîëíåíèÿ ê íèì;

• âñå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà è äîïîëíåíèÿ ê íèì.

37. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè íà Rk.

Ïðèìåð çàäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ� ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, òî ìíîæåñòâî
{x : ϕ(x) > 1} � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî.

Ìåðà è ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë

38. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðû íà äðîáÿùåéñÿ ñèñòåìå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ñ÷èòàþùàÿ ìåðà #A, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ìíî-
æåñòâó A êîëè÷åñòâî òî÷åê â í¼ì, ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé íà âñåõ ïîäìíî-
æåñòâàõ â R.

39. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ìåðû Ëåáåãà â Rk.

Äîêàçàòü ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Ëåáåãà â Rk.

Äîêàçàòü ñ÷¼òíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû Ëåáåãà â Rk.

40. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà îò ñòóïåí÷àòîé ôóíê-
öèè.

Çàäà÷è. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

• Êîððåêòíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü (íåçàâèñèìîñòü îò ïðåäñòàâëåíèÿ ñòóïåí÷àòîé
ôóíêöèè).

• Ëèíåéíîñòü.
• Ìîíîòîííîñòü (èíòåãðàë îò áîëüøåé ôóíêöèè áîëüøå).

• Îãðàíè÷åííîñòü (ìîäóëü èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà ìîäóëÿ).
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41. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

Äîêàçàòü ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà (ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè ñ îäíîé ñòóïåíüþ).

Äîêàçàòü ïðèíöèï èñ÷åðïûâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè,
ñ÷èòàÿ åãî äîêàçàííûì äëÿ îòäåëüíîé ñòóïåíè.

42. Äîêàçàòü, ÷òî èç ïðèíöèïà èñ÷åðïûâàíèÿ ñëåäóåò ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü ìå-
ðû.

Èíòåãðàëüíàÿ íîðìà

43. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèÿ èíòåãðàëüíîé îöåíêè è èíòåãðàëüíîé íîðìû.

Çàäà÷è. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîé íîðìû:

• Äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè èíòåãðàëüíàÿ íîðìà ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòàðíûì
èíòåãðàëîì îò ìîäóëÿ.

• Îäíîðîäíîñòü.
• Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà.
• Ìîíîòîííîñòü.

44. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñ÷¼òíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ èíòå-
ãðàëüíîé íîðìû ðÿäà èç íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.

45. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèÿ íîñèòåëÿ ôóíêöèè.

46. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïðåíåáðåæèìîé ôóíêöèè.

47. Äîêàçàòü, ÷òî f ïðåíåáðåæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χsuppf ïðåíåáðå-
æèìà.

48. Äîêàçàòü, ÷òî χA ïðåíåáðåæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ìíîæåñòâî
ìåðû íóëü.

49. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ‖f‖ <∞, òî f êîíå÷íà ïî÷òè âñþäó.

Èíòåãðàë Ëåáåãà

50. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàäà÷è. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà.

• Êîððåêòíîñòü (íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ
ôóíêöèé).

• Ëèíåéíîñòü.
• Îãðàíè÷åííîñòü (ìîäóëü èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ).
• Ìîíîòîííîñòü (èíòåãðàë îò áîëüøåé ôóíêöèè áîëüøå).

• Ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé èíòåãðèðóåìî.

• Ìàêñèìóì äâóõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé èíòåãðèðóåì.

• Ìèíèìóì äâóõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé èíòåãðèðóåì.
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51. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé çàìêíóòî ïî èíòåãðàëüíîé
íîðìå.

52. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î íîðìàëüíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäàõ.

53. Äîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäÿùåéñÿ ïî èíòåãðàëüíîé íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïî÷òè âñþäó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

54. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Áåïïî Ëåâè î ïðåäåëå ìîíîòîííîé
îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé.
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