
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè êî II ÷àñòè 3 ñåìåñòðà

(âåðñèÿ îò 1 ÿíâàðÿ 2017 ã.)

Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè â òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà

1. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î çàìêíóòîñòè ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëå-
áåãó ôóíêöèé.

Äîêàçàòü å¼.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿä èç èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ íîðìàëüíî, òî
åãî ñóììà � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

2. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Áåïïî Ëåâè î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n→∞

1∫
−1

1

1 + x2n
dx.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î âåðõíåé îãèáàþùåé.

Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î íèæíåé îãèáàþùåé.

Äîêàçàòü å¼.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
n→∞

+∞∫
−∞

n2 + n

n2 + n2x2 − x2
dx.

5. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðèññà î ïîëíîòå ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ ïî
Ëåáåãó ôóíêöèé.

Äîêàçàòü å¼.

Èçìåðèìûå ôóíêöèè

6. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè.

Çàäà÷è. Ïóñòü f, g èçìåðèìûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè. Äîêàçàòü, ÷òî
èçìåðèìû ôóíêöèè f + g, f · g, max{f, g}, min{f, g}, |f |.

7. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ñðåçêè ôóíêöèè.
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8. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î ñðåçêå.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ cuthf â ñëó÷àå, êîãäà h èçìåðèìà, à f èíòåãðèðóåìà.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ cuthf â ñëó÷àå, êîãäà h èíòåãðèðóåìà, à f èçìåðèìà.

9. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè.

Äîêàçàòü åãî.

10. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá èçìåðèìîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòü å¼.

11. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó Ôàòó î ïðåäåëå èíòåãðàëîâ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòü å¼.

Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà

12. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà è ìåðû èçìåðèìîãî
ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòü, ÷òî èçìåðèìûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò σ-êîëüöî.

Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà, ïðîäîëæåííàÿ íà èçìåðèìûå ìíîæåñòâà, ñ÷¼òíî-àääèòèâíà.

Çàäà÷à. Ïóñòü íàáîð èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {An}∞n=1 òàêîâ, ÷òî An ⊂ An+1.
Äîêàçàòü, ÷òî

µ
( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Çàäà÷à. Ïóñòü íàáîð èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {An}∞n=1 òàêîâ, ÷òî An ⊃ An+1 è
µ(A1) < +∞. Äîêàçàòü, ÷òî

µ
( ∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Ñâÿçü èçìåðèìûõ ôóíêöèé è ìíîæåñòâ

13. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ëåáåãîâà ìíîæåñòâà Ef (a) âåùåñòâåííîçíà÷-
íîé ôóíêöèè f .

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : X → R èçìåðèìà, òî ìíîæåñòâî Ef (a) èçìå-
ðèìî äëÿ ëþáîãî a ∈ R.
Çàäà÷è. Ïóñòü f : X → R. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âñå ìíîæåñòâà

Ef (a) = {x ∈ supp f : f(x) ≥ a}, a ∈ R,

èçìåðèìû, òî èçìåðèìû òàêæå ìíîæåñòâà {x : f(x) > a}, {x : f(x) < a},
{x : f(x) ≤ a}, {x : f(x) = a}, {x : f(x) 6= a}.
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14. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïðîñòîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ g èçìåðèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç-
ìåðèìû âñå ìíîæåñòâà {x : g(x) = a}, a ∈ R \ {0}.

15. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ëåáåãà èçìåðèìîñòè âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíê-
öèè.

Äîêàçàòü êðèòåðèé Ëåáåãà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ñ÷èòàÿ êðèòåðèé Ëåáåãà äîêàçàííûì äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè, äîêà-
çàòü åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè.

16. Ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ èíòåãðèðóåìîé âåùåñòâåííîçíà÷-
íîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòü åãî.

Ïîâòîðíûé èíòåãðàë

17. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ ìåð µ× ν íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäå-
íèè ìíîæåñòâ ñ ìåðîé (X,µ), (Y, ν).

Äîêàçàòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ââåä¼ííîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-àääè-
òèâíîé ìåðîé.

18. Ñôîðìóëèðîâàòü ýëåìåíòàðíóþ òåîðåìó Ôóáèíè.

Äîêàçàòü å¼.

19. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î ïîâòîðíîé íîðìå.

Äîêàçàòü å¼.

20. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ôóáèíè äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòü å¼.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ðàññòàâèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå∫
Ω

f(x, y) dx dy,

ãäå îáëàñòü Ω îãðàíè÷åíà êðèâûìè y = x2, y = 1, y = 4.

21. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Òîíåëëè äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé.

Äîêàçàòü å¼.

22. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Êàâàëüåðè�Ëåáåãà.

Äîêàçàòü å¼.

Èçìåðèìîñòü è îòîáðàæåíèÿ
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23. Ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè ìåðû Ëåáåãà íà èçìåðèìûõ ìíîæå-
ñòâàõ.

Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A êîíå÷íîé ìåðû ìîæíî âëîæèòü
â îòêðûòîå ìíîæåñòâî U òàê, ÷òî |U \ A| < ε.

Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî A êîíå÷íîé ìåðû ìîæíî âëî-
æèòü êîìïàêò K òàê, ÷òî |A \K| < ε.

Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû ìîæíî âëîæèòü
â áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî òîé æå ìåðû.

Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû ìîæíî âëî-
æèòü áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî òîé æå ìåðû.

24. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå σ-àëãåáðû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòü, ÷òî îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè
áîðåëåâñêèé.

25. Ñôîðìóëèðîâàòü N -ñâîéñòâî Ëóçèíà äëÿ îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñ N -ñâîéñòâîì ïåðåâîäèò èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî â èçìåðèìîå.

Äîêàçàòü, ÷òî ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò N -ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíî ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò N -ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò N -
ñâîéñòâîì.

Èñêàæåíèå ìåðû Ëåáåãà ïðè îòîáðàæåíèÿõ

26. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î äâîè÷íûõ êóáàõ.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂ Rk è v ∈ R âûïîëíåíî |v+A| = |A|.
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂ Rk è λ > 0 âûïîëíåíî
|λA| = λk|A|.
Ïóñòü Λ(x1, . . . , xk) = (λ1x1, . . . , λkxk), ãäå λi > 0, i = 1, . . . , k. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂ Rk âûïîëíåíî |Λ(A)| = λ1 · . . . · λk|A|.

27. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå èñêàæåíèÿ ìåðû J(L) ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæå-
íèè L : Rk → Rk.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ L : Rk → Rk ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî J(L), ÷òî |L(A)| = J(L)|A| äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ Rk.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L : Rk → Rk � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è detL = 0, òî
J(L) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè U : Rk → Rk � îðòîãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî J(U) = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L : Rk → Rk � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è detL 6= 0, òî
J(L) = | detL|.
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28. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî èñêàæåíèÿ ìåðû J(x, f) ïðè íåïðå-
ðûâíîì îòîáðàæåíèè f .

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → Rk äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x ∈ U è detDf(x) = 0 òî J(x, f) = 0.

Äîêàçàòü, ÷òî åñëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : U → Rk äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x ∈ U è detDf(x) 6= 0 òî J(x, f) = | detDf(x)|.

29. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î ìíîæåñòâå òî÷åê âûðîæäåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìî-
ãî îòîáðàæåíèÿ.

Äîêàçàòü å¼.

30. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó î ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì.

Äîêàçàòü å¼.

31. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó îá èñêàæåíèè ìåðû ïðè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîì îòîáðàæåíèè.

Äîêàçàòü å¼.

32. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå Ëåáåãà.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè è äèôôåîìîðôíîé çàìåíû ïåðåìåí-
íîé.

Äîêàçàòü å¼ äëÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, ñ÷èòàÿ äîêàçàííîé äëÿ ñòóïåí÷à-
òîé.

Äîêàçàòü å¼ â ñëó÷àå ãîìåîìîðôíîé çàìåíû ïåðåìåííîé, ñ÷èòàÿ äîêàçàííîé
äëÿ äèôôåîìîðôèçìà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïóñòü B = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1}. Ïîäõîäÿùåé çàìåíîé
ïåðåìåííîé ñâåñòè òðîéíîé èíòåãðàë ê îäèíàðíîìó:∫∫∫

B

f(x2 + y2 + z2) dx dy dz.

Èíòåãðàë Ëåáåãà ñ ïàðàìåòðîì

33. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó â èíòåãðàëå
Ëåáåãà.

Äîêàçàòü èõ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè ïðåäåë

lim
α→+∞

1∫
0

xα sin
1

x
dx.
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34. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïî ïàðàìåòðó â èíòå-
ãðàëå Ëåáåãà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðè êàêèõ α îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ I(α)? Áóäåò ëè îíà íåïðå-
ðûâíà?

I(α) =

1∫
0

xα(1− x)−α dx.

35. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó
â èíòåãðàëå Ëåáåãà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðè êàêèõ α îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ I(α)? Áóäåò ëè îíà äèô-
ôåðåíöèðóåìà? ×åìó ðàâíà å¼ ïðîèçâîäíàÿ?

I(α) =

+∞∫
1

e−xα

x
dx.

Ýéëåðîâû ôóíêöèè

36. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå B-ôóíêöèè Ýéëåðà.

Äîêàçàòü, ÷òî B-ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü B(1, x).

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü B(n, x) ïðè öåëûõ n.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñâåñòè ê B-ôóíêöèè èíòåãðàë

π
2∫

0

sinp x cosq x dx.

37. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå Γ-ôóíêöèè Ýéëåðà.

Äîêàçàòü, ÷òî Γ-ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòü, ÷òî Γ-ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü Γ(n) ïðè öåëûõ n.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü Γ(n+ 1
2
) ïðè öåëûõ n.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñâåñòè ê Γ-ôóíêöèè èíòåãðàë

1∫
0

lnp
1

x
dx.

38. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè.

Äîêàçàòü å¼.
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39. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Ýéëåðà � Ãàóññà.

Äîêàçàòü å¼.

40. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó äîïîëíåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè.

Äîêàçàòü å¼.

41. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó ñâÿçè ìåæäó Γ- è B-ôóíêöèÿìè Ýéëåðà.

Äîêàçàòü å¼.

42. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Ìóàâðà �Ñòèðëèíãà.

Êàêèå-òî øàãè äîêàçàòåëüñòâà? ß ïîäóìàþ.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ ïàðàìåòðîì

43. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.

Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî ïà-
ðàìåòðó.

44. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòå-
ãðàëà ïî ïàðàìåòðó.

Äîêàçàòü èõ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðè êàêèõ α îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ I(α)? Íåïðåðûâíà ëè îíà?

I(α) =

∞∫
1

sinx

xα
dx.

45. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåñîáñòâåííî-
ãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.

Äîêàçàòü èõ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðè êàêèõ α îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ I(α)? Äèôôåðåíöèðóåìà
ëè îíà? ×åìó ðàâíà å¼ ïðîèçâîäíàÿ?

I(α) =

∞∫
1

sinx

x
e−xα dx.

46. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòü åãî.

47. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê Àáåëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòü åãî.

48. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê Äèðèõëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Äîêàçàòü åãî.

Ýòî âñ¼.
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