
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ
Îñíîâíûå âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó 14 ÿíâàðÿ,

àóä. èì. Ìàëüöåâà
ñåìåñòð 1, ÷àñòü III

Ïðîèçâîäíàÿ.

1. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå.

2. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ëåâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïðàâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè.

5. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè.

6. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè Ëåéáíèöà äëÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

7. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíê-
öèé.

8. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû è ïðî-
èçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

9. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé âåëè÷èíû 1
g
è îò-

íîøåíèÿ f
g
ôóíêöèé f è g.

10. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé âåëè-
÷èíû 1

g
è îòíîøåíèÿ f

g
ôóíêöèé f è g.

11. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

12. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé.

13. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.

14. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèè.

15. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ sin : [−π
2
, π
2
]→ [−1, 1] èìååò îáðàòíóþ arcsin, è íàéòè

ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

16. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ cos : [0, π]→ [−1, 1] èìååò îáðàòíóþ arccos, è íàéòè
ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

17. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ tg : (−π
2
, π
2
) → R èìååò îáðàòíóþ arctg, è íàéòè

ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

18. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ctg : (0, π) → R èìååò îáðàòíóþ arcctg, è íàéòè
ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

19. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ exp : R → (0,+∞) èìååò îáðàòíóþ ln, è íàéòè
ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

20. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ1 sh : R → R èìååò îáðàòíóþ arsh, è íàéòè ïðîèç-
âîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.
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21. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ1 ch : [0,+∞)→ [1,+∞) èìååò îáðàòíóþ arch, è íàé-
òè ïðîèçâîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

22. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ1 th : R → R èìååò îáðàòíóþ arth, è íàéòè ïðîèç-
âîäíóþ îáðàòíîé ôóíêöèè.

Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

23. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

24. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè.

25. Ñôîðìóëèðîâàòü ëåììó Ôåðìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

26. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó Ôåðìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

27. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ðîëëÿ î ñðåäíåì.

28. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Ðîëëÿ î ñðåäíåì.

29. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.

30. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Ëàãðàíæà î ñðåäíåì.

31. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ïðèðàùåíèÿõ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

32. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ïðèðàùåíèÿõ äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèè.

33. Äîêàçàòü, ÷òî | sinx− sin y| ≤ |x− y| ïðè x, y ∈ R.
34. Äîêàçàòü, ÷òî | arctg x− arctg y| ≤ |x− y| ïðè x, y ∈ R.
35. Äîêàçàòü, ÷òî sinx < x ïðè x > 0.

36. Äîêàçàòü, ÷òî cosx > 1− x2

2
ïðè x > 0.

37. Äîêàçàòü, ÷òî sinx > x− x3

6
ïðè x > 0.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé

38. Ñôîðìóëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ ôóíê-
öèè.

39. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè.

40. Ñôîðìóëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè.

41. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äèôôåðåíöèàëüíûé ïðèçíàê ìîíîòîííîãî
óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

42. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè.

43. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè.

1Íàïîìèíàþ, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê shx = ex−e−x

2 , chx = ex+e−x

2 ,

thx = sh x
ch x , è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ch2 x− sh2 x = 1.
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44. Ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè.

45. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-
ìà ôóíêöèè.

46. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà.

47. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè.

48. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå âîãíóòîé ôóíêöèè.

49. Ñôîðìóëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ïðèçíàêè âûïóêëîé ôóíêöèè.

50. Ñôîðìóëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ïðèçíàêè âîãíóòîé ôóíêöèè.

51. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ïðèçíàêè âûïóêëîñòè
ôóíêöèè.

52. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå âûïóêëîé êîìáèíàöèè òî÷åê âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

53. Ñôîðìóëèðîâàòü áàðèöåíòðè÷åñêèé êðèòåðèé âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà.

54. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü áàðèöåíòðè÷åñêèé êðèòåðèé âûïóêëîñòè ìíî-
æåñòâà.

Íåðàâåíñòâà

55. Ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

56. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëûõ ôóíê-
öèé.

57. Ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

58. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

59. Ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

60. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

61. Ñôîðìóëèðîâàòü íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

62. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ íàáîðà ÷èñåë.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

63. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ.

64. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ëîïèòàëÿ f → 0, g → 0 è f ′

g′
→ 0, òî è f

g
→ 0.

65. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ëîïèòàëÿ g → +∞ è f ′

g′
→ 0, òî è f

g
→ 0.

66. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ. Ñ÷èòàÿ ñëó-
÷àé f ′

g′
→ 0 ðàçîáðàííûì, äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ′

g′
→ c ∈ R, òî è f

g
→ c.

Ìíîãîêðàòíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü

67. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ôóíêöèè, k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.

68. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ôóíêöèè, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå.
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69. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà âçÿòèÿ k-é ïðîèçâîäíîé ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé.

70. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðàâèëà âçÿòèÿ k-é ïðîèçâîäíîé ñóììû è
ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

71. Äîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé k ðàç äèôôå-
ðåíöèðóåìà.

72. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f, g ∈ Dk(p) è f(p) 6= 0, òî 1
f
, g
f
∈ Dk(p).

73. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ Dk(p), f ′(p) 6= 0 è g � îáðàòíàÿ ê f , òî g ∈ Dk(f(p)).

Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãî÷ëåíàìè

74. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ëåììó î ñòåïåííîé îöåíêå ïðèðàùåíèÿ.

75. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî äëÿ
k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå.

76. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî
äëÿ k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ìíî-
ãî÷ëåí, àïïðîêñèìèðóþùèé ôóíêöèþ ñ íóæíûì ïîðÿäêîì, òî îí åäèíñòâåí.

77. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî äëÿ
k ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè g ∈ Dk(p) è Djg(p) =
0, j = 1, . . . , k, òî g(x) = o(|x− p|k).

78. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà
äëÿ k + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

79. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
ôîðìå Ëàãðàíæà äëÿ k + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

80. Äîêàçàòü, ÷òî cosx = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
= 1− x2

2!
+ x4

4!
− . . . äëÿ x ∈ R.

81. Äîêàçàòü, ÷òî sinx = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k+1)!
= x− x3

3!
+ x5

5!
− . . . äëÿ x ∈ R.

82. Äîêàçàòü, ÷òî ln(1+x) = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k xk+1

k+1
= x− x2

2
+ x3

3
− . . . äëÿ x ∈ (−1, 1).

83. Äîêàçàòü, ÷òî arctg x = lim
n→∞

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

2k+1
= x− x3

3
+ x5

5
− . . . äëÿ x ∈ (−1, 1).

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

84. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R íåïðåðûâíà, òî f(x) = ax.

85. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R ìîíîòîííà, òî f(x) = ax.

86. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî a > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ga : R → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ga(1) = a è ga(x + y) =
ga(x) · ga(y).
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