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×èñëîâûå ðÿäû

1. Îáúÿñíèòü ñìûñë, âêëàäûâàåìûé â ñèìâîë ðÿäà
∞∑
k=1

ak (îáùèé ÷ëåí ðÿäà,

÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà, ñóììà ðÿäà).

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà
∞∑
k=1

qk ïðè |q| < 1.

2. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà.

Çàäà÷à. Ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

∞∑
k=n

ak.

3. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ðÿäà, ðàñõîäÿùåãîñÿ ê +∞ (ê −∞). Ïðèâåñòè
ïðèìåð ðÿäà, ðàñõîäÿùåãîñÿ ê +∞.

4. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé Êîøè äëÿ ðÿäîâ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè, äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

sin(k2)
2k

.

5. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

k
√
k ðàñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à. Ïóñòü ak 6= 0 äëÿ âñåõ k ∈ N è ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä

∞∑
k=1

1
ak
? Îòâåò îáîñíîâàòü.

6. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü câîéñòâî ëèíåéíîñòè äëÿ ðÿäîâ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè ñóììó ðÿäà
∞∑
k=1

( 1
2k

+ 1
3k
).

7. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ äëÿ ðÿäîâ ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷à. Ïóñòü ak ≥ 0 è ðÿä
∞∑
k=1

ak ñõîäèòñÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

a2k.

8. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â òåðìèíàõ îòíîøåíèé
êîýôôèöèåíòîâ

(ak+1

ak
≤ bk+1

bk

)
.

9. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåëåñêîïè÷åñêèé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå p, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

1
kp
.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå p, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

1
k lnp k

.
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10. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïåðåñòàíîâêè ðÿäà.

Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

11. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

12. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê ñõîäèìîñòè àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ
ðÿäà.

Ïðèâåñòè ïðèìåð ðÿäà, êîòîðûé ñõîäèòñÿ, íî íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

(−1)
k(k−1)

2

2k
.

13. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ïåðåñòàíîâêàõ àáñîëþòíî ñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà.

14. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà àáñî-
ëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

15. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
k=1

(k!)2

(2k)!
.

16. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Êîøè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
k=1

(
2k+3
3k+2

)k
.

17. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Êóììåðà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà.

18. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Ðààáå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

19. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Áåðòðàíà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
ðÿäà.

20. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Ãàóññà àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

21. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ñòåïåííîãî ðÿäà.

22. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ôîðìóëó Êîøè � Àäàìàðà äëÿ ñòåïåííîãî
ðÿäà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè âñå x, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

(x−1)k√
k
.

Óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

23. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Ðèìàíà î ïåðåñòàíîâêàõ óñëîâíî ñõî-
äÿùèõñÿ ðÿäîâ.

24. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ Àáåëÿ.

25. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Àáåëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

26. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðèçíàê Äèðèõëå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Ïðèìåð çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

sin πk
2

k
.
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27. Ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê Ëåéáíèöà ñõîäèìîñòè ðÿäîâ.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå p, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

(−1)k
kp

.

28. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ ïî Êîøè.

Ïðèìåð çàäà÷è. Íàéòè êâàäðàò Êîøè ðÿäà
∞∑
k=0

xk.

29. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó Ìåðòåíñà îá óìíîæåíèè ðÿäîâ.

Ïåðâîîáðàçíûå

30. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå (òî÷íîé) ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè.

31. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè íà îäíîì è òîì æå ïðîìåæóòêå
îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

32. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

33. Äàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ è ïðèâåñòè èõ îñíîâíûå
ñâîéñòâà.

34. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè äëÿ íåîïðåäåë¼ííîãî
èíòåãðàëà.

35. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðè¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ íåîïðå-
äåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè lnx.

36. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïðè¼ì çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðåäåë¼ííîì
èíòåãðàëå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f(x) = 1
x(1+ln2 x)

, x > 0.

Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

37. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

38. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíê-
öèè â ïðîñòûå äðîáè.

Çàäà÷à. Âûâåñòè ïåðâîîáðàçíóþ îò âûðàæåíèÿ âèäà 1
(x−c)k , ãäå k ∈ N.

Çàäà÷à. Âûâåñòè ïåðâîîáðàçíóþ îò âûðàæåíèÿ âèäà x
(x2+1)k

, ãäå k ∈ N.
39. Âûâåñòè ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàç-

íóþ îò âûðàæåíèÿ âèäà 1
(x2+1)k

.

Çàäà÷à. Ïîêàçàòü, ÷òî çàìåíîé ïåðåìåííîé âûðàæåíèå âèäà ax+b
(x2+px+q)k

ìîæ-

íî ñâåñòè ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âûðàæåíèé 1
(y2+1)k

è y
(y2+1)k

. Íàéòè ýòó çà-
ìåíó.

40. Ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ âûäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ÷àñòè
ïåðâîîáðàçíîé.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Îñòðîãðàäñêîãî, íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ
ôóíêöèè 1

(x2+1)2
.
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Ðàçáèåíèÿ è ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè

41. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (èíäèêàòîðà)
ìíîæåñòâà.

42. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà.

43. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïîäðàçáèåíèÿ.

44. Äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáûõ äâóõ ðàçáèåíèé îòðåçêà ñóùåñòâóåò îáùåå ïîäðàçáè-
åíèå.

45. Äîêàçàòü, ÷òî ó îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ îòðåçêà èíòåðâàëàìè ñóùåñòâóåò ïîä-
÷èí¼ííîå åìó ðàçáèåíèå.

46. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè íà îòðåçêå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé åñòü ñòóïåí÷àòàÿ
ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé åñòü ñòó-
ïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì èç äâóõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé åñòü ñòó-
ïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì èç äâóõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé åñòü ñòóïåí-
÷àòàÿ ôóíêöèÿ.

Ìåðà è ýëåìåíòàðíûé èíòåãðàë

47. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðû íà îòðåçêå.

48. Îïðåäåëèòü ìåðó Ëåáåãà íà îòðåçêå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé.

49. Îïðåäåëèòü ìåðó Äèðàêà íà îòðåçêå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìåðà Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé.

50. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà îò ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè
ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà êîððåêòíî.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

51. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà ïî ïðîèçâîëüíîìó ïðî-
ìåæóòêó. Äîêàçàòü ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ýëåìåíòàðíîãî èíòåãðàëà.

52. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ôóíê-
öèé.

Èíòåãðàëüíàÿ íîðìà è ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé
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53. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé íîðìû Äàðáó íà ïðîñòðàíñòâå
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè èíòåãðàëü-
íîé íîðìû.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëü-
íîé íîðìû.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ èí-
òåãðàëüíîé íîðìû.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíóþ íîðìó ôóíêöèè Äèðèõëå ïî ìåðå Ëåáåãà
íà îòðåçêå [0, 1].

54. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè è èíòåãðàëà ïî êîíå÷íî-
àääèòèâíîé ìåðå.

Çàäà÷à Ïóñòü c ∈ [a, b], δc � ìåðà Äèðàêà íà [a, b] è f : [a, b] → R � îãðàíè-

÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
b∫
a

f dδc = f(c).

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå
êîððåêòíî.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ïî
êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè èíòåãðàëà
ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà
ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå.

Çàäà÷à. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà
ïî êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðå.

55. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó ôóíêöèè è èíòåãðàëà
Ðèìàíà.

Çàäà÷à. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå χ : [0, 1]→ R îïðåäåëÿåòñÿ êàê χ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x 6∈ Q.

Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó
íà îòðåçêå [0, 1].

56. Ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà.

57. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î çàìêíóòîñòè ïðîñòðàíñòâà èíòå-
ãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Êëàññè÷åñêèå êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè

58. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå.

59. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü êîëåáàíèå â íóëå ôóíêöèè f(x) = (x2 + 1) sin 1
x
, f(0) = 0.
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60. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü I êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ êî-
ëåáàíèé.

61. Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

62. Äîêàçàòü, ÷òî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

63. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü II êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ êî-
ëåáàíèé.

64. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå âåðõíåãî èíòåãðàëà Äàðáó.

65. Ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå íèæíåãî èíòåãðàëà Äàðáó.

Çàäà÷à. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå χ : [0, 1]→ R îïðåäåëÿåòñÿ êàê χ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x 6∈ Q.

Âû÷èñëèòü âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû Äàðáó äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå íà
îòðåçêå [0, 1].

66. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè Äàðáó.

Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè Ëåáåãà

67. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ìåðû íóëü.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

68. Ïðèâåñòè ïîñòðîåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íåñ÷¼òíî.

69. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

70. Îáúÿñíèòü çíà÷åíèå òåðìèíà ¾ïî÷òè âñþäó¿.

Çàäà÷à. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ¾ïî÷òè âñå ÷èñëà èððàöèîíàëüíû¿? Îòâåò
îáîñíîâàòü.

71. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó.

Çàäà÷à. Áóäåò ëè èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êàí-
òîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçêå [0, 1]? Îòâåò îáîñíîâàòü.

Çàäà÷à. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ëåáåãà äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóå-
ìûõ ôóíêöèé � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

72. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó. Äîêàçàòü
íåîáõîäèìîñòü êðèòåðèÿ Ëåáåãà.

73. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ëåáåãà èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó. Äîêàçàòü
äîñòàòî÷íîñòü êðèòåðèÿ Ëåáåãà.

Ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó
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74. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òî ôóíê-

öèÿ F (x) =
x∫
a

f(t) dt äèôôåðåíöèðóåìà ïî÷òè âñþäó íà [a, b].

Ïðèìåð çàäà÷è. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x) =
x2∫
x

cos(t2) dt.

75. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f : [a, b]→ R èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òî ôóíê-

öèÿ F (x) =
x∫
a

f(t) dt óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

76. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, èìåþùåé
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà.

77. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ïåðâîîáðàçíûå îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íîå
÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

Îñíîâíûå ôîðìóëû èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

78. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ôîðìóëó Íüþòîíà �Ëåéáíèöà äëÿ îïðåäå-
ë¼ííîãî èíòåãðàëà.

79. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðå-
äåë¼ííîì èíòåãðàëå.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âû÷èñëèòå

çíà÷åíèå èíòåãðàëà
2π∫
0

x sinx dx.

80. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííîé âû÷èñëèòå çíà÷å-

íèå èíòåãðàëà
π/4∫
0

tg x dx.

Ïðèìåð çàäà÷è. Â èíòåãðàëå
2π∫
0

f(t) cos t dt ñäåëàéòå çàìåíó ïåðåìåííîé

x = sin t.

81. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé. Äîêàçàòü ôîðìóëó çàìåíû
ïåðåìåííîé äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè.

82. Ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé. Ñ÷èòàÿ ôîðìóëó äîêàçàí-
íîé äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè, äîêàçàòü å¼ äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé
ôóíêöèè.

83. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ïåðâóþ òåîðåìó î ñðåäíåì.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ïåðâîé òåîðåìû î íàéòè ïðåäåë lim
n→∞

1∫
0

xn

1+x
dx.

84. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì.

Ïðèìåð çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ âòîðîé òåîðåìû î ñðåäíåì îöåíèòü çíà÷åíèå

èíòåãðàëà
200π∫
100π

sinx
x
dx.
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Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà

85. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé (ïóòè).

86. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå äëèíû ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

87. Äîêàçàòü, ÷òî äëèíà ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé àääèòèâíà.

88. Äîêàçàòü ôîðìóëó äëèíû äëÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Çàäà÷à. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû äëèíû ôîðìóëó äëÿ ïëîñêîé êðèâîé,
çàäàííîé êàê ãðàôèê â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ y = f(x).

Çàäà÷à. Âûâåñòè èç îáùåé ôîðìóëû äëèíû ôîðìóëó äëÿ ïëîñêîé êðèâîé,
çàäàííîé êàê ãðàôèê â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r = g(ϕ).

89. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü îáëàäàåò ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè.

90. Âûâåñòè ôîðìóëó ïëîùàäè äëÿ êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.

91. Âûâåñòè ôîðìóëó ïëîùàäè äëÿ îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé, çàäàííîé â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

92. Âûâåñòè ôîðìóëó îáú¼ìà äëÿ òåëà âðàùåíèÿ.

93. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå.
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