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ðåò÷ùê óåíåó�ò1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á÷ ÛËÏÌØÎÏÍ ËÕÒÓÅ ×ÁÍ ÏÂßÑÓÎÑÌÉ (�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÎÁ ÉÎÔÕÉÔÉ×-ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ), ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÅÌ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ�ÒÅÄÅÌÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÎÅ�ÒÑÍÏ ÓÅÊÞÁÓ, Á ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ ÌÅË�ÉÉ, ÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ (× �ÒÉÍÅÒÁÈ) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÞÎÅÍ ÓÒÁÚÕ (�ÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ, ËÁË×Ù ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ).÷ÏÔ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ Ë ÏÂÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÑÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É �ÒÅÄÅÌÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï X , × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) ÓÁÍÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X É �ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔ-ËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ;(2) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ;(3) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ.îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R.ðÒÉÍÅÒ 1.2 (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R). îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU ⊂ R ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ(ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ ×ÓÅ y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ
|y − x|< ", ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × U .îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÏÊ ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÅÊ.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÁËÓÉÏÍÙ 1|3 ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ.åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁÎÁ É ÎÁ ×ÓÑËÏÍÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.3. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É Y ⊂
⊂X|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ Y ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÏÂßÑ×É× ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ U ∩ Y , ÇÄÅ U|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-



8 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÖÅÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X . ðÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÅÊ ÎÁ Y , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ X .�ÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Y , �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÏÔËÒÙ-ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÎÁÂÖÅÎ-ÎÙÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R.÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ðÒÉÍÅÒ 1.4 (ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ). ðÕÓÔØ X|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï. ïÂßÑ×ÉÍ ×ÓÅ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÍÉ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÁËÓÉÏÍÙ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. �ÁËÏÅ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.÷×ÉÄÕ ÁËÓÉÏÍÙ 2 ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ.óÁÍÉ �Ï ÓÅÂÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙ, ÎÏ ÔÁËÏÅ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, É ×ÏÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÅÚÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.ðÒÉÍÅÒ 1.5. ðÕÓÔØ Z ⊂ R|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ZÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ). �ÏÇÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÎÁ Z ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.íÎÏÇÏ ÒÁÚÕÍÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï X , ÎÁ �ÁÒÁÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ � (Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) �(x; y) > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y, É �(x; y) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ x= y;(2) �(x; y) = �(y; x);(3) �(x; z)6 �(x; y) + �(y; z).÷ÅÌÉÞÉÎÁ �(x; y) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ x É y, Á ÓÁÍÁ ÆÕÎË-�ÉÑ � ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ.ðÒÉÍÅÒ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅ-ÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(x; y) = |x − y|. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ | �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï (ÉÌÉ �ÌÏÓËÏÓÔØ), × ËÏÔÏÒÏÍ �|ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞ-ËÁÍÉ. ÷ ÜÔÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÁËÓÉÏÍÁ 3 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ �ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ



1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 9ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ�; × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÅ ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.ëÏÌØ ÓËÏÒÏX|ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ÌÀÂÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÅY ⊂X ÆÕÎË�ÉÑ � ÔÁËÖÅ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÍÅÔÒÉËÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ. ðÕÓÔØ Rn|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (�ËÏÏÒÄÉÎÁÔ�) (x1; : : : ; xn);ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ(ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ n-ÍÅÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÇÒÏÚÉÔ �ÕÔÁÎÉ�Á). ðÒÉn= 2 ÜÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÒÉ n= 3|�ÏÂÙÞÎÏÅ� (ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.îÁ Rn ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ (ÓÒÅÄÉ �ÒÏÞÉÈ) ÔÁËÉÅ ÍÅÔÒÉËÉ.Lp-ÍÅÔÒÉËÁ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p>1; ÅÓÌÉ x=(x1; : : : ; xn)É y=(y1; : : : ; yn), ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ �p(x; y)=(|x1−y1|p+: : :+|xn−yn|p)1=p.L∞-ÍÅÔÒÉËÁ: ÅÓÌÉ x = (x1; : : : ; xn) É y = (y1; : : : ; yn), ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ�∞(x; y) = max(|x1 − y1|; |x2 − y2|; : : : ; |xn − yn|).äÌÑL1- É L∞-ÍÅÔÒÉË �ÒÏ×ÅÒËÁ ÁËÓÉÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÁ. äÌÑ Lp-ÍÅÔÒÉËÉ �ÒÉ p > 1 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ; ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.67.îÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏ-ÂÏÍ ××ÅÓÔÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.7. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÔÒÉ-ËÏÊ �; ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈X É ÞÉÓÌÁ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍB"(x) = {y ∈X : �(x; y)< "}:íÎÏÖÅÓÔ×Ï B"(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ x É ÒÁÄÉÕ-ÓÏÍ ".ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.8. ðÕÓÔØ X|ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï U ⊂X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × U (Ô. Å. ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ B"(x) ⊂ U).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÁËÏÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅ ÓÌÏ×Á �ÏÔËÒÙÔÙÊ� ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑÎÁ R ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.



10 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒòÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÄÁÎ-ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . ÷ÏÔ ×ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÉÍÅÒ 1.9. ÷ÓÅ Lp-ÍÅÔÒÉËÉ (16 p6 ∞) ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ Rn ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ Rn ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �∞(x; y)6 �p(x; y)6 n1=p · �∞(x; y):éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ Rn É ×ÓÑËÏÇÏ " > 0ÉÍÅÅÍ B";�p(x)⊂B";�∞(x)⊂Bn1=p";�p(x);ÔÁË ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Lp-ÍÅ-ÔÒÉËÉ, ÇÄÅ p <∞, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ L∞-ÍÅÔÒÉËÉ.þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ×ÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. þÁÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.10. âÁÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ V1 ⊂ X É V2 ⊂ X �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÂÁÚÅ, ÔÏ V1 ∩ V2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÉÚ ÂÁÚÙ.åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÁ ÂÁÚÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÂÁÚÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÏÔËÒÙÔÙÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂X , �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ × ×ÉÄÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÉÚ ÂÁÚÙ, Á ÔÁËÖÅ ∅ É ×Ó�Å X .ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ X . ÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X Ó ÍÅ-ÔÒÉËÏÊ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ B"(x) �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ x ∈X É " > 0 ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. âÏ-ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B"(x) �ÒÉ " < 1(ÉÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, " < 1=2006): ÏÎÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×, É ÜÔÉ ÂÁÚÙ ÚÁÄÁÀÔ ×ÓÅ ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ R ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØÓ �ÏÍÏÝØÀ ÂÁÚÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ (p; q), ÇÄÅ p É q|ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.



1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 11ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÅÚ �ÏÍÏÝÉ ÍÅÔ-ÒÉËÉ.ðÒÉÍÅÒ 1.11 (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ). ðÕÓÔØ T | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �ÒÏÓÔÏËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ �ÏÒÑÄËÁ ×ÅÒÛÉÎ). ÷×ÅÄÅÍ ÎÁÎÅÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. ëÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ T ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÍÅÓÌÉ, ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ×ÓÅ �ÂÌÉÚËÉÅ� Ë ÎÅÍÕ. æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ � ∈ T É ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU(�; ")⊂ T , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �′, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× � É �′ ÍÏÖÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× � É �′ Ó ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ×Ó�Å ÍÅÎØÛÅ ". ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ U(�; ") ⊂ T ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×;Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÅÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ|ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ××ÅÓÔÉ.÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.12. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ X \ F ⊂
⊂X ÏÔËÒÙÔÏ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.1.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.13. ðÕÓÔØ X|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �Ï-ÇÄÁ:(1) ÓÁÍÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X É �ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ;(2) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ;(3) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.14. ðÕÓÔØ X|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É M ⊂
⊂X|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á MÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ M .úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �M . ÷×ÉÄÕ �ÕÎËÔÁ (2)�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ ÚÁÍË-ÎÕÔÏ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ �ÏÎÑÔÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÔÁËÏ×: �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á M Ë ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ �M ÍÙ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M ×ÓÅÔÅ ÔÏÞËÉ x, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ × M ÎÅ ÌÅÖÁÔ, ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �ÓËÏÌØ ÕÇÏÄ-ÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÏÔ x� ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÉÍÅÀÔÓÑ; ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË x ÎÅÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.



12 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÁÂÚÁ�Õ �ÒÉÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉM ⊂ X. �ÏÇÄÁ �M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË x ∈ X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ∋ x ÉÍÅÅÍ U ∩M 6=∅. (∗)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ �M ; �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊃ M ÉÍÅÅÍ F ∋ x.ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á|ÜÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ, �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ U = X \ F , �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ×ÓÑËÏ-ÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ X ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ U ∩ M = ∅, ÉÍÅÅÍU 6∋ x, ÉÌÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ: ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÔÏU ∩M 6=∅. îÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ (∗).úÁËÏÎÞÉÍ ÜÔÕ ÌÅË�ÉÀ ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ ×ÁÖÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÕÓÔØX|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É x ∈X .ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ ÔÏÞËÉ x ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÅ x.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.17. ðÕÓÔØ X|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ xÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ux, ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ UxÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔËÒÙÔÏ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. åÓÌÉ ÖÅ,ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ËÁÖÄÏÊÉÚ Ó×ÏÉÈ ÔÏÞÅË. 2. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É �ÒÅÄÅÌÙ÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÍÎÏÇÏ×ÁÖÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÔÏÞËÅ x ∈X ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØU ∋ x, ÞÔÏ f(U)⊂ V .ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈X .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ X É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ



2. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É �ÒÅÄÅÌÙ 13×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ⊂ Y ÅÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1(V ) ⊂ XÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ��ÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�: �ÕÓÔØ V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÏ, É �ÕÓÔØx ∈ f−1(V ). �ÁË ËÁË f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ 2.1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ux ⊂ X , ÞÔÏ Ux ∋ xÉ f(Ux) ⊂ V |ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ux ⊂ f−1(V ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïf−1(V ) ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ux É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÏÔËÒÙÔÏ.��ÏÇÄÁ�: �ÕÓÔØ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÙ; ÞÔÏÂÙ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ X , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅ-ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V ∋ f(x) ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U = f−1(V ) ÏÔËÒÙÔÏ,ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, É f(U)⊂ V .÷ÁÖÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÇÏÍÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ðÕÓÔØX É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ,×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÏÎÏ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÏÔËÒÙÔÙÅ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É Y , ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y , Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Õ ÎÉÈ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ, ÔÁË ÞÔÏ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅÜÔÏ �ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ� �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,a ∈X , É f|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × Y ÉÌÉ ÉÚ X \ {a} × Y . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÔÏÞËÁ b ∈ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ f �ÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ~f : X → Y , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ~f(z) ={ f(z); z 6= a;b; z = aÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ a. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: b= limx→a f(x).éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, b = limx→a f(x), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ bÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÞÔÏ f(V \ {a})⊂ U .



14 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ÷ ÜÔÕ ÖÅ ÓÈÅÍÕ ×�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ É �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ,�ÏÌÏÖÉÍ �N = N ∪ {∞} É ××ÅÄÅÍ ÎÁ �N ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï U ⊂ �N ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÌÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ∞É ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N, ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ∞.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË an ∈ X , ÇÄÅ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï|ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f : N→X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(n) = an.åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ N É �N \ {∞}, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.4 �ÒÉÍÅÎÉÍÏÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N > 0, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n>NÉÍÅÅÍ an ∈ U |× �ÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÅÌÁ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÅÌ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÆÕÎË-�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÏÂÝÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ×ÅÒÅÎ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ (ÇÌÕ�ÙÊ �ÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÏÔËÒÙÔÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉ ×ÓÅ X|ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÚÁ�ÒÅÝÅ-ÎÏ,|ÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈X ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÅÌÏÍ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × X).þÔÏÂÙ ÏÔÓÅÞØ ÔÁËÕÀ �ÁÔÏÌÏÇÉÀ, ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.5. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓ-ÄÏÒÆÏ×ÙÍ (ÉÌÉ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅËx; y ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ∋ x É V ∋ y, ÞÔÏU ∩ V =∅.óÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÈÁÕÓÄÏÒ-ÆÏ×Ï: × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× U ∋ x É V ∋ y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÔ-ËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ Bd=2(x) É Bd=2(y), ÇÄÅ d|ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ x É y (ÔÏ,ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).÷ÓÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ× ËÕÒÓÅ, ÂÕÄÕÔ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍÉ. îÅÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÖÉÚÎÉÔÏÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.6. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÞ-ËÁ x ∈X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x} ÏÔËÒÙÔÏ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÏÞËÁ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ, ÅÓÌÉ ��ÏÂÌÉÚÏÓÔÉ ÏÔ ÎÅÅ�ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ X É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á;�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï É ÞÔÏ a ∈ X|ÎÅ-



3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 15ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X \ {a}→ Y�ÒÅÄÅÌ limx→a f(x) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ, ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ, �ÒÅÄÅÌÁÍÉ f(x) �ÒÉ x, ÓÔÒÅ-ÍÑÝÅÍÓÑ Ë a, ÂÕÄÕÔ Ä×Å ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ b1 É b2. ðÏÓËÏÌØËÕ Y ÈÁÕÓ-ÄÏÒÆÏ×Ï, × ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁV1 ∋ b1 É V2 ∋ b2. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1 É U2, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ a, ÞÔÏf(U1 \ {a}) ⊂ V1 É f(U2 \ {a}) ⊂ V2. �ÁË ËÁË ÔÏÞËÁ a ÎÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÁ,ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U1 ∩ U2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕa′ 6= a. �ÏÇÄÁ f(a′) ∈ V1 ∩ V2, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ V1 É V2 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.íÎÏÇÉÅ (ÎÏ ÎÅ ×ÓÅ!) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ× ÁÎÁÌÉÚÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÍÉ�:ÔÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ËÏÇÄÁ ×ÁÖÎÁ ÎÅ ÍÅÔÒÉËÁ ËÁË ÔÁËÏ×ÁÑ, Á ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÅÀ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÑ). äÌÑ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ,Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÒÅÄÅÌÁÍÉ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÉ×ÙÞÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.8. ðÕÓÔØ X |ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É M ⊂
⊂X|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �M ⊂X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ�ÒÅÄÅÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ N|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M . óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �M ⊂ N , Á ÚÁ-ÔÅÍ, ÞÔÏ N ⊂ �M .�M ⊂ N : �ÕÓÔØ x ∈ �M . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÛÁÒ B1=n(x) ÉÍÅÅÔÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó M ; ×ÙÂÅÒÅÍ × ÜÔÏÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÔÏÞËÕ (�ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ xn. ðÏÓËÏÌØËÕ �(xn; x) < 1=n, ÉÍÅÅÍlimn→∞

xn = x, ÔÁË ÞÔÏ x ∈N .N ⊂ �M : �ÕÓÔØ x ∈N , ÔÏÇÄÁ x = limn→∞
xn, ÇÄÅ xn ∈M ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÅÄÅÌÁ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊃ x ÎÁÊÄÅÔ-ÓÑ (É ÎÅ ÏÄÎÏ!) ÞÉÓÌÏ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ xn ∈ U ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, U ∩M 6= ∅,ÏÔËÕÄÁ x ∈ �M . 3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁîÁ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q.íÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÅÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀ�. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÁÄÏ,



16 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × �ÒÉÎ�É�Å ÍÏÇÌÁ Ë ÞÅÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ(�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ËÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÚÁÄÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = (−1)n?),É ×Ï ×ÔÏÒÙÈ, ÎÁÄÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ ËÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {an} ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N , ÞÔÏ |am − an|< ", ËÁË ÔÏÌØËÏ m;n>N .(÷ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ "|ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ×ÅÄØ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ×ÉÄ,ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ ÚÎÁÅÍ!)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ä×Å ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} É
{bn} ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ limn→∞

(an − bn) = 0.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ∼.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ �ÒÅÄÅÌÏ×, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R.åÓÌÉ limn→∞
an = a ∈ Q, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó a. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÉÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÑËÏÊ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÞÉÓÌÏÍ a, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ×ÌÏÖÅÎÉÅ Q × R; ÄÁÌÅÅ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ Q ×ÌÏÖÅÎÏ× R ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ. �Å�ÅÒØ ÎÁ-ÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉÏÂÌÁÄÁÀÔ �ÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. äÌÑ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÁÑÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕa ∈ Q, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |an − a|< "=2 �ÒÉ n>N . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉm;n>N , ÔÏ |am − an| 6 |am − a|+ |an − a|< "=2 + "=2 = ".1�Ï ÅÓÔØ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏ (a ∼ a ÄÌÑ ×ÓÅÈ a), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÅÓÌÉ a∼ b, ÔÏ b∼ a)É ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ (ÅÓÌÉ a∼ b É b∼ 
, ÔÏ a∼ 
).



3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 17ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.(îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ M , ÞÔÏ |an| 6M ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ {an} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅN , ÞÔÏ |am − an| < 1, ËÁË ÔÏÌØËÏ m;n > N . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉN , ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ aN − 1É aN + 1; �ÏÓËÏÌØËÕ ËÒÏÍÅ ÎÉÈ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ×, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {an} É {bn}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an ± bn} É {anbn} ÔÁËÖÅ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×Ù-ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |(am ± bm) − (an ± bn)| 6 |am − an| + |bm − bn|,Á ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ {an} É {bn} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅM , ÞÔÏ
|an| 6M É |bn| 6M ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ N ÎÁÓÔÏÌØËÏ ×ÅÌÉËÏ,ÞÔÏ |am − an|< "=2M É |bm − bn|< "=2M �ÒÉ m;n>N , ÔÏ
|ambm − anbn|= |am(bm − bn) + (am − an)bn| 6

6 |am| · |bm − bn|+ |am − an| · |bn|<M "2M +M "2M = ":éÍÅÑ ÜÔÏ × ×ÉÄÕ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ (ÓÏÏÔ×. ÒÁÚÎÏÓÔØ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ) ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑ-ÍÉ {an} É {bn}, ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {an + bn} (ÓÏÏÔ×. {an − bn}, {anbn}).þÔÏÂÙ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} ÉÌÉ {bn} ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÑÌÁÓØ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ. äÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ ÌÅÇËÏ: ÅÓÌÉ {an} ∼ {a′n}, Ô. Å. an − a′n → 0, ÔÏÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (an + bn)− (a′n + bn) = an − a′n ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑË ÎÕÌÀ. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏ Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5:ÅÓÌÉ an − a′n → 0 É |bn| 6M �ÒÉ ×ÓÅÈ n, ÔÏ |anbn − a′nbn| 6M · |an − a′n|,É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.éÔÁË, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÏ-ÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÕÌÑ É �ÒÏ-ÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ).þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ.



18 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ {an}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ 
 > 0 É N ∈ N, ÞÔÏ an > 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N , ÌÉÂÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ 
 < 0 É N ∈ N, ÞÔÏ an 6 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ n >N .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ {an} ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÏÍÅÒÏ× n ∈ NÉÍÅÅÍ |an| > ". ðÏÓËÏÌØËÕ {an} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅN ∈ N, ÞÔÏ �ÒÉ m;n > N ÉÍÅÅÍ |am − an| < "=2. �ÁË ËÁË, × ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n>N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |an| > ", ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉm > N ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ am > "=2, ÌÉÂÏ am < −"=2. �ÁË ËÁË �ÒÉ m;m′ > NÉÍÅÅÍ |am − am′ |< "=2, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈm>N . ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× �ÏÌÁÇÁÅÍ
= "=2, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ �ÏÌÁÇÁÅÍ 
=−"=2.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ {an}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÔÒÅ-ÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ 
 > 0, ÞÔÏ |an| > 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏN ∈ N. ðÏÌÏÖÉÍ bn = 1=an �ÒÉ n > N É bn = 0 �ÒÉ n < N . éÚ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |bm − bn| = |am − an|aman 6
|am − an|
2 , ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÇÏ �ÒÉ ×ÓÅÈm;n > N , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {bn} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. �ÁËËÁË limn→∞

anbn = 1, ÞÉÓÌÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {bn},ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÞÉÓÌÕ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔØÀ {an}. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ �ÏÌÅ.þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {an}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ 
 > 0, ÞÔÏ an > 
 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ 
 < 0, ÞÔÏ an 6 
 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ËÒÏÍÅËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an}, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ|ÞÔÏÏÎÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ. îÁÄÏ ÅÝÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 3.6), ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÅÞÉÓÌÏ| ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(1) ×ÓÑËÏÅ � ∈ R ÌÉÂÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ;(2) � ∈ R �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ−� ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ;



3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 19(3) ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÔØ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ � > � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � − � �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ×ÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ××ÅÌÉ ÎÁ R ÓÔÒÕËÔÕÒÕ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ.äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ (�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ |a|=max(a;−a)) É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ. üÔÁ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑÞÉÔÁÔÅÌÀ.ëÏÌØ ÓËÏÒÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓÍÙÓÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ× �ÅÒ×ÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R É �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÙ ×ÓÅ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ �ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ �ÒÅÄÅÌÏ×� (�ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ�ÒÅÄÅÌÏ× É �Ò.), �ÏÓËÏÌØËÕ × ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚ ÍÙ ÓÔÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÅÖ-ÄÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÔÁÌÏ ÚÁËÏÎÎÙÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁ| ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅ-ÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {an}n∈N ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ limn→∞
an = �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {an}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ limn→∞

an=�(�ÒÅÄÅÌ ÂÅÒÅÔÓÑ × R!).ìÅÍÍÁ 3.8 (�ÁËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ�). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁ-ËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ n > �; ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ∈ R ÎÁÊÄÅÔÓÑÔÁËÏÅ r ∈ Q, ÞÔÏ 0< r < ".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ � = 1=" É r = 1=n. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {am}, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÞÉÓÌÏ �, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 3.5; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, am <M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ M ∈ Q É ×ÓÅÈ m. ðÕÓÔØn|ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ n >M + 1. �ÏÇÄÁ n− am > 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ



20 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒm, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n − �, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {n− am}, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÇÏ r > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |an − �| 6 r �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N .ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×É-ÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |am − an| 6 r �ÒÉm;n > N . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ ×ÓÅÈ m;n > N ÉÍÅÅÍ |am − aN | 6 r, ÉÌÉ,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, an − r 6 am 6 an + r. ÷×ÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ an − r 6 � 6 an + r, Ô. Å. |an − �| 6 r.�ÁË ËÁË ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n>N , �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1 (�ÒÉÜÔÏÍ �ÏÄ " �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).�ÅÏÒÅÍÁ 3.9 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ� ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ �ÔÏÇÄÁ�.ðÕÓÔØ {�n}| ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅrn ∈ Q, ÞÔÏ |�n − rn|< 1=n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {rn} ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: ÉÍÅÅÍ
|rm − rn| 6 |�m − �n|+ 1m + 1n ;É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÉ m;n > N ÉÍÅÅÍ |�m − �n| < "=3, Á ÔÁËÖÅ1=m < "=3 É 1=n < "=3, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ m É n ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï |rm − rn| < ". ðÕÓÔØ �|ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {rn};ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7 (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÚ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ,ÞÔÏ limn→∞

rn = �. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {rn} É {�n − rn} ÏÂÅÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌ (×ÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ n-Ê ÞÌÅÎ�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1=n), ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÅÓÔØ É Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {�n}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ| �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ × ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ,ÇÄÅ ÍÙ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË



3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 21ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ëÏÛÉ ×ÁÖ-ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ �ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. �ÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ⊂ R ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 
 ∈ R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: x 6 
 �ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ X (ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �×ÅÒÈ-ÎÉÍÉ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X). �ÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á XÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ supX .ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ (ÉÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏ-ÓÔÉ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ �×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ�) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ� (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ). ÷Ï×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÉÍÅÅÔÓÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 3.11 (Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ). ÷ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÎÅ�Õ-ÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ R ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1 ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅÑ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X (ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ××ÉÄÕ�ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ� 3.8). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {xn}, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å x1 ÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÏ, �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, Á xn+1 ÓÔÒÏÉÍ �Ï xn ÔÁË: ÅÓÌÉ xn + 1=2n ÔÁËÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÔÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ xn+1 = xn + 1=2n, × �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ xn+1 = xn. éÚ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÞÉÓÌÏ xn + 1=2n−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÄÌÑ X .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 06 xn+1 − xn 6 1=2n, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ m> n ÉÍÅÅÍ06 xm − xn 6
12n + : : :+ 12m−1 = 12n−1 − 12m−2 6

12n−1 ;ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏËÒÉÔÅÒÉÀ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ x). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x|×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X .(1) x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ X . ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, y ∈ XÉ y > x. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ x + 1=2n−1 < y; ÉÍÅÅÍxn + 1=2n−1 6 x+ 1=2n−1 < y, × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ xn + 1=2n−1|×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ X .(2) x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ X . ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏ-ÔÉ×, y < x É y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ x. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅn ∈ N, ÞÔÏ xn > y; �ÏÓËÏÌØËÕ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ÄÌÑ X , Á xn|ÎÅÔ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



22 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒõ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ Ó×ÅÒÈÕ, ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈ-ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.10 �Ï �ÏÎÑÔÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ; ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÎÏÇÄÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÉÛÕÔ supX =+∞.�ÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á X ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ 
, ÞÔÏ 
 6 x �ÒÉ×ÓÅÈ x ∈X . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.11 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ) ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ. �ÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf X . éÎÏÇÄÁ �ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÎÉÚÕ, ÒÁ×ÎÁ −∞.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÏÌÎÏÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.(1) ÷ÓÑËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.(2) ðÒÉÎ�É� ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×: ÅÓÌÉ[a1; b1℄⊃ [a2; b2℄⊃ : : :⊃ [an; bn℄⊃ : : :|ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚËÏ×ÎÁ R, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ.(õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ|×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÅÅ ÞÌÅÎÏ×; ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÌÅ×ÙÈ ËÏÎ�Ï×.)4. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ�Å�ÅÒØ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Å ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× {U�}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÍ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏX =⋃� U�, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {U�1 ; : : : ; U�n}, ÞÔÏX = U�1 ∪ : : : ∪ U�n (ËÒÁÔËÏ ÜÔÕ ÍÙÓÌØ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÔÁË: ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔ-ËÒÙÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ).ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó X .ðÒÉÍÅÒ 4.2. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ⊂ R ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ Z ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ× M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ui = (i − 1; i + 1) ∩M . ñÓÎÏ, ÞÔÏ M = ⋃i∈Z

Ui É ÞÔÏ ÎÅ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ�ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.



4. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ 23ðÒÉÍÅÒ 4.3. éÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1) ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ×ÓÅ ÖÅÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ: ÉÍÅÅÍ (0; 1) = ⋃n>2(1=n; 1− 1=n), É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÑÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÎÅ ×ÙÂÅÒÅÛØ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÚÉÔÉ×ÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ÷ÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄⊂ R ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.üÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÌÅÍÍÏÊ çÅÊÎÅ|âÏÒÅÌÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ [a; b℄ = ⋃� U�|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ. ðÏÌÏ-ÖÉÍX = {x ∈ (a; b℄ : ÏÔÒÅÚÏË [a;x℄ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÍÎÏÖÅÓÔ× U�}:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ X 6=∅: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ a ∈ U�0 , ÔÏÇÄÁ [a; a+ ")⊂ U�0ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0, É, ÓËÁÖÅÍ, ÏÔÒÅÚÏË [a; a+ "=2℄ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏÌÉÛØ ÏÄÎÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á.äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ � = supX ; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � ∈ X . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ� ∈ U�. �ÁË ËÁË �| ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ
 ∈ U� ∩X ; �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÉÍÅÅÍ [a; 
℄⊂ U�1 ∪ : : : ∪ U�nÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ �1; : : : ; �n; ÔÏÇÄÁ [a; �℄ ⊂ U�1 ∪ : : : ∪ U�n ∪ U� , ÔÁË ÞÔÏ� ∈X .ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ � = b. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ � ∈ U�; ÅÓÌÉ � < b,ÔÏ ÉÍÅÅÍ (� − "; � + ")⊂ U� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0. �ÏÇÄÁ, ÄÏÂÁ×ÌÑÑ, ÅÓÌÉÎÁÄÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U� Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ× U�, �ÏËÒÙ×ÁÀ-ÝÉÈ [a; �℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, � + "=2 ∈X , × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ,ÞÔÏ � = supX .ëÏÌØ ÓËÏÒÏ � = b, ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× U�, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ, Ó ÎÅÊ ÎÁÄÏ ÎÅÍÎÏ-ÇÏ �ÏÒÁÂÏÔÁÔØ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ|ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. ðÕÓÔØ X|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ×Ï É Y ⊂ X | ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ Y ËÏÍ-�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÉ, ÚÁÄÁÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y |×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÔØÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U� ⊂ X , ÞÔÏ Y ⊂ ⋃� U�. äÏ-ÂÁ×É× Ë ÜÔÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X \ Y , �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ X . ÷×ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ X ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ X . ÷ÙÂÒÏÓÉÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ-



24 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X \ Y , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÔÁÍ ÅÓÔØ; ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁU�1 ; : : : ; U�n ÏÂÑÚÁÎÙ �ÏËÒÙ×ÁÔØ Y , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.6. ðÕÓÔØ X | ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É K ⊂
⊂X|ÅÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ K ÚÁÍËÎÕÔÏ × X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.15 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ z =∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ V ∋ x, ÞÔÏV ∩ K = ∅. ïÄÎÁËÏ ÖÅ ××ÉÄÕ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ X ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉx ∈ K ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ux ∋ x É Vx ∋ z,ÞÔÏ Ux ∩ Vx = ∅. éÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, K = ⋃x∈KUx; ××ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ-ÓÔÉ K ÉÍÅÅÍ K ⊂ Ux1 ∪ : : : ∪ Uxn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{x1; : : : ; xn}; ÔÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V = Vx1 ∩ : : : ∩ Vxn ÓÏÄÅÒÖÉÔ zÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó K, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× R.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.7. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ R ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ��ÏÇÄÁ� ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 4.4 É 4.5, Á �ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ�|ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.6 É �ÒÉÍÅÒÁ 4.2.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞÅÍ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. �ÏÇÄÁ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï f(X)⊂ Y ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(X)⊂ ⋃U�, ÇÄÅ ×ÓÅ U� ÏÔËÒÙÔÙ × Y . �Ï-ÇÄÁ X = ⋃ f−1(U�), ÇÄÅ ×ÓÅ f−1(U�) ÏÔËÒÙÔÙ × X ××ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ f . �ÁË ËÁË X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÉÍÅÅÍ X = f−1(U�1) ∪ : : : ∪ f−1(U�n)ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ �1; : : : ; �n. ïÔÓÀÄÁ f(X) ⊆ U�1 ∪ : : : ∪ U�n , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ-×ÁÌÏÓØ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ 4.6, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.9. ðÕÓÔØ f : X → Y |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞÅÍ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, Á Y ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï.�ÏÇÄÁ f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.8 ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÔÁËÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.



4. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ 25óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.10. ðÕÓÔØ f : X → R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. �ÏÇÄÁ f ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ X ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 4.8 É 4.7, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(X)⊂ RÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑÇÒÁÎÉ) É ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÇÏ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÔ f(X) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ).åÝÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÕÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.11. ÷ÓÑËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ⊂ RÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ××ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÌÉ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅÍ) ÍÎÏÖÅÓÔ× X É Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ�ÁÒ (x; y), ÇÄÅ x ∈X , Á y ∈ Y .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.12. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.�Ï�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÉÈ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × Y ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÁÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁU × V ⊂ X × Y , ÇÄÅ U ⊂ X É V ⊂ Y | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×× X × Y ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (�ÒÏ×ÅÒ-ËÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ|�ÒÏÄÅÌÁÊÔÅ ÅÅ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RnÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.13. ðÕÓÔØ X É Y | ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X × Y ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙ-ÔÉÅ × �ÏËÒÙÔÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X × Y ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×É-ÄÁ U� × V� , ÇÄÅ U� | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X , Á V� | ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Y . äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{x} × Y ⊂ X × Y ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó Y (�ÁÒÅ (x; y) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ y ∈ Y ); ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÉÎ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ó X × Y ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ {x} × Y �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ



26 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ Y . ÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÍÕ �ÏËÒÙÔÉÀ X × Y ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ U� × V� , ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ××ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ Y É ÔÏÌØ-ËÏ ÞÔÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ �1; : : : ; �n, ÞÔÏ {x} × Y ⊂ U�1 × V�1 ∪ : : : ∪ U�n × V�n . ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ux �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ U�i , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x; ÔÏÇÄÁUx × Y ⊂ U�1 × V�1 ∪ : : : ∪ U�n × V�n . ðÏÓËÏÌØËÕ X = ⋃x∈X Ux, ××ÉÄÕËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉX ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ x1; : : : ; xm, ÞÔÏX = Ux1 ∪ : : : ∪ Uxm .óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, X × Y = (Ux1 × Y ) ∪ : : : ∪ (Uxm × Y ); ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ X × YÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÏËÒÙÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÛÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÁÍÏ X × Y ÔÁËÖÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÁÛÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ.äÏËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. óÎÁ-ÞÁÌÁ|ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.14. ðÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ
{(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : a1 6 x1 6 b1; : : : ; an 6 xn 6 bn}(�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ai < bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.15. ÷ÓÑËÉÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ × Rn ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÔÁËÏÊ ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.7.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.16. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ Rn ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.(ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ,ÅÓÌÉ ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ|ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ XÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÅ.)äÌÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.17. ðÕÓÔØ {xn}n∈N |�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË × ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X É a ∈X . �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ aÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ xn ∈ U . ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë a.�Å�ÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÌÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔ-ÒÁÎÓÔ× ÏËÁÖÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ.



4. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ 27ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.18. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀÔÏÞËÕ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, × ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �×ÓÀÄÕ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÊ�.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÇÌÁ-ÓÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.19. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X ; �) ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�.ðÕÓÔØ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ a ∈X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ua ∋ a, ÞÔÏ xn ∈ Ua ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n. ÷×ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ X ÉÍÅÅÍ X = Ua1 ∪ : : : ∪ UamÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ a1; : : : ; am ∈X , ÔÁË ÞÔÏ xn ∈X ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÞÔÏ ÎÅÌÅ�Ï.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÔÏÇÄÁ� ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÌÅÍÍÁ, �ÏÌÅÚÎÁÑÉ ÓÁÍÁ �Ï ÓÅÂÅ.ìÅÍÍÁ 4.20 (Ï ÌÅÂÅÇÏ×ÏÍ ÞÉÓÌÅ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏËÒÙ-ÔÉÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÛÁÒ B"(x)ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÒÙÔÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÓËÏÍÏÇÏ �ÌÅÂÅÇÏ×Á ÞÉ-ÓÌÁ� ÎÅ ÎÁÛÌÏÓØ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ xn ∈X ,ÞÔÏ B1=n(xn) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÒÙÔÉÑ. ÷×É-ÄÕ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn} ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ym ∈X , ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÔÏÞËÅ y ∈X , É�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ "m, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏm ∈ N ÛÁÒ B"m(ym) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×�ÏËÒÙÔÉÑ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÜÔÕ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÍÅÅÍ y ∈ U , ÇÄÅ U|ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ× �ÏËÒÙÔÉÅ. �ÁË ËÁË U ÏÔËÒÙÔÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ B"(y) ⊂ U .åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉ ×ÓÅÈ m > N ÉÍÅÅÍ �(ym; y) < "=2 É |"m| < "=2, ÔÏ ÉÚÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ m>N ÉÍÅÅÍ B"m(ym)⊂
⊂ B"(y). ðÏÓËÏÌØËÕ B"(y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × U , �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó×ÙÂÏÒÏÍ ÞÉÓÅÌ "m.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. éÔÁË, �ÕÓÔØ
{U�}|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ



28 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ; ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ.÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X ÛÁÒ B"(x)ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ U�. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ × �ÏËÒÙÔÉÉ ⋃x∈XB"(x) =X ; ÜÔÉÍ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÚÁÊÍÅÍÓÑ.÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÔÏÞËÕ x1 ∈X ; ÅÓÌÉ B"(x1) =X , ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ�ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ×ÓÅÇÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÏ; ÅÓÌÉÎÅÔ, ÔÏ ×ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ x2 ∈X \B"(x1); ÅÓÌÉ B"(x1)∪B"(x2) 6=X ,ÔÏ ×ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ x3 ∈X \ (B"(x1) ∪ B"(x2)), É Ô. Ä. åÓÌÉ ÜÔÏÔ�ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ B"(x); × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈N, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �(xm; xn)> " �ÒÉ m 6= n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ, ÎÉ ÌÀÂÁÑ ÅÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÄÅÌÁ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ:ÅÓÌÉ �(yn; yn+k) > " �ÒÉ k > 0 É lim yn = y, ÔÏ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉk→∞, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �(yn; y)> " �ÒÉ ×ÓÅÈ n, ÞÔÏ ÎÅÌÅ�Ï.ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØÀ ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.5. ó×ÑÚÎÏÓÔØ; �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅüÔÁ ÌÅË�ÉÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ Ä×ÕÍ ÓÌÁÂÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÅÍÁÍ ÉÚ�ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ� (�Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ �ÒÉÌÏÖÅÎÉ-ÑÍÉ). ó×ÑÚÎÏÓÔØðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓ-ÌÏ×ÉÊ:(1) X �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×;(2) X �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×;(3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ É ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ×ÓÅÇÏ X �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂
⊂X , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ.�Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ó×ÑÚÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.



5. ó×ÑÚÎÏÓÔØ; �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ 29ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÒÉÍÅÒ 5.2. ðÕÓÔØ M ⊂ R|Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÑ-ÚÁÎÏ ÂÙÔØ �×Ù�ÕËÌÙÍ�: ÅÓÌÉ a; b ∈M É a < b, ÔÏ [a; b℄⊂M .÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a < z < b É z =∈M , ÔÏ ÉÍÅÅÍM = (M ∩ (−∞; z)) ∪ (M ∩ (z;∞));ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅM ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÒÉ×ÅÓÔÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÍÎÏÇÉÍÔÒÕÄÎÅÅ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. ÷ÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄⊂ R Ó×ÑÚÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔ-ÌÉÞÎÏÅ ÏÔ [a; b℄ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÏÔËÒÙÔÏÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ [a; b℄; ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ∋ a (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÎÉÍ M ÎÁÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M = [a; b℄ | ÜÔÏ É ÄÁÓÔ ÖÅÌÁÅÍÏÅ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÌÏÖÉÍ X = {x ∈ (a; b℄ : [a;x℄ ⊂M}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï M ÏÔËÒÙÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ a, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×É-ÄÁ [a; a + ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0, ÔÁË ÞÔÏ X 6= ∅. ðÕÓÔØ � = supX ;�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � ∈X . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Ó�Å�ÉÆÉ-ËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌxn ∈X , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ � = limn→∞
xn. ðÏÓËÏÌØËÕ [a;xn℄⊂M ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ÉÍÅ-ÅÍ [a; �) ⊂ ⋃n [a;xn℄ ⊂M . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, � ∈M , ÔÁË ËÁË M ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM . óÔÁÌÏÂÙÔØ, [a; �℄⊂M É � ∈X . ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ � = b. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ� < b, ÔÏ, ××ÉÄÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ[� − "; � + "℄ ⊂M . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, [a; � + "℄ = [a; �℄ ∪ [� − "; � + "℄ ⊂ MÉ � + " ∈ X , × �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ � = supX . úÎÁÞÉÔ, � = b ÉM = [a; b℄|�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÈ ÏÂÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ó×ÑÚ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞÅÍ X Ó×ÑÚÎÏ. �ÏÇÄÁ f(X)⊂ Y ÔÁË-ÖÅ Ó×ÑÚÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, f(X) ÎÅÓ×ÑÚÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1; U2 ⊂ Y , ÞÔÏ f(X) ⊂ U1 ∪ U2,



30 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒU1 ∩ U2 ∩ f(X) =∅, É ÏÂÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ f(X) ∩ U1 É f(X) ∩ U2 ÎÅ�ÕÓÔÙ.ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× f−1(U1) É f−1(U2) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ |�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÏÂÌÁÄÁ-ÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓ×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ⊂X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x É y. �ÏÇÄÁ X Ó×ÑÚÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. �ÏÇÄÁ X = U1 ∪ U2, ÇÄÅÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1 É U2 ÎÅ�ÕÓÔÙ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ÷ÙÂÅÒÅÍÔÏÞËÉ x ∈ U1 É y ∈ U2, É �ÕÓÔØ I ⊂ X | Ó×ÑÚÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁI = (I ∩ U1) ∪ (I ∩ U2), �ÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ × I × ÉÎ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ É ÎÅ�ÕÓÔÙ (ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÄÒÕÇÏÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ y). úÎÁÞÉÔ, I ÎÅÓ×ÑÚÎÏ|�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 É 5.5, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ× R (ÔÁËÏÊ, ËÁË (a; b℄, (−∞; a), É Ô. Ä., × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÁÍÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ.ïÂÏÂÝÁÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÏÔÒÅÚÏË [a; b℄⊂ R É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [a; b℄→ R, ÞÔÏ f(a) = xÉ f(b) = y.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 É 5.5 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÎÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn,ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ × Rn, É ×ÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï× Rn. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉÍÅÒÙ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ (ÕÖÅ ÓÒÅÄÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × R2).ó×ÑÚÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R ÍÏÖÎÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ R Ó×ÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [a; b℄, �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÏÍ (a; b℄ ÉÌÉ [a; b) ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (a; b), ÇÄÅ a; b ∈ R ∪
∪ {±∞}. (ðÒÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÈ ∞ É −∞ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÎÅ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ;ÓÌÕÞÁÊ a= b ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÑÚÎÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × R ÎÅÔ.



5. ó×ÑÚÎÏÓÔØ; �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ 31òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁM ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ a= infM ,b= supM . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (a; b)⊂M . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a < 
 < b, ÔÏ (�ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÅÊ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ u É v,ÞÔÏ a < u < 
 < v < b É �ÒÉ ÜÔÏÍ u; v ∈M ; �ÒÉÍÅÒ 5.2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ[u; v℄⊂M É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 
 ∈M .éÔÁË, (a; b)⊂M , ÎÉËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ a ÉÌÉ ÂÏÌØÛÉÅ b, ×Ï ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ×ÈÏÄÑÔ ÌÉ × M ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ a É b|�ÒÉ ÜÔÏÍ�ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÁÒÉÁÎÔÙ (a; b), [a; b), (a; b℄ É [a; b℄.óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ Ó×ÅÒÈÕ É/ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ, ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁ-ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.îÅÌÉÛÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉ Ï ËÁËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× × Rn �ÒÉ n > 1 ÒÅÞÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.�Å�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏ× Ë ËÏÎËÒÅÔ-ÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ f|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f([a; b℄)ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ × R. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ, �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÍÅÖÄÕ f(a) É f(b).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8 É 4.7 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï f([a; b℄) ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ; ÏÄÎÁËÏ ×ÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ × RÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ.ðÏ�ÏÌÎÅÎÉÅóÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ | ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ 3.1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ (X; �)|ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË xn ∈X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅN ∈ N, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈm;n >N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(xm; xn)< ".�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÌÅË�ÉÉ 3, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ,ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÙÔØ �ÏÌÎÙÍ ×Ï×ÓÅ ÎÅÏÂÑÚÁÎÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1) (Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó R)



32 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÎÅ�ÏÌÏÎ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ xn = 1=n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (ÔÁË ËÁË ÏÎÁÓÈÏÄÉÔÓÑ × R ⊃ (0; 1)), ÎÏ �ÒÅÄÅÌÁ × (0; 1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ. éÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �ÏÌÎÏ; ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÎÏ É Rn (×ÌÀÂÏÊ ÉÚ Lp-ÍÅÔÒÉË).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ X|�ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ⊂ X �ÏÌÎÏ (× ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ) × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ É {yn}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × Y , ÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈X ××ÉÄÕ�ÏÌÎÏÔÙ X , É y ∈ Y ××ÉÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ Y .ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ Y �ÏÌÎÏ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË {yn} ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ y ∈ X , ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {yn} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÁÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ××ÉÄÕ �ÏÌÎÏÔÙ Y , ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ × Y . ÷×É-ÄÕ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÅÌÁ ÉÍÅÅÍ y ∈ Y .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÇÏ �Ï-�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (X; i), × ËÏÔÏÒÏÊ X|�ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, i : X →X|×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, É ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á i(X)⊂X ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ X.þÁÓÔÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ �ÁÒÕ (X; i), Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X , �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i ÏÂÙÞÎÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �Ï�ÏÌÎÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 5.13. õ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X; �) ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ (X1; i1) É (X2; i2)| Ä×Á �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X; �), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : X1 → X2, ÞÔÏ' ◦ i1 = i2.ðÒÉÍÅÒÏÍ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÌÕÖÉÔØ ÌÀÂÁÑ �ÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ�ÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X É ×ÌÏÖÅÎÉÑ × ÎÅÇÏ ÅÇÏ ��ÌÏÔ-ÎÏÇÏ� �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X (�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5.13 ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ�ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ X ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn} É {yn} ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ limn→∞
�(xn; yn) = 0 (ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÌÅË�ÉÉ 3).



6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ 33ìÅÍÍÁ 5.14. åÓÌÉ {xn} É {yn}| Ä×Å ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlimn→∞
�(xn; yn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ,ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �(xn; yn) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË a, b, 
 É d × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÍ�(a; d) 6 �(a; b) + �(b; 
) + �(
; d) (�ÓÔÏÒÏÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ�), ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|�(xm; ym)− �(xn; yn)| 6 �(xm; xn) + �(ym; yn);× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ m;n→∞, ÞÔÏ ÉÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ.éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÌÅÍÍÕ 5.14, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ X , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ {xn} É {yn}, ËÁËlim �(xn; yn); ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ × ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.óÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅ i : X →X Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË× ÌÅË�ÉÉ 3, ÓÏ�ÏÓÔÁ×É× ÔÏÞËÅ x ∈X ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, × ËÏÔÏÒÏÊ xn = x �ÒÉ ×ÓÅÈ n ∈ N. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ X �ÌÏÔÎÏ × X , É ÔÏÞ-ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ 3.7, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X �ÏÌÎÏ (ÚÁ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ limn→∞
rn = � É limn→∞

�(�n; rn) = 0, ÔÏlimn→∞
�n = �, ÞÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.13 �ÒÏÄÅ-ÌÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ � ∈X1 É � = lim i1(xn), ÔÏ �ÏÌÏ-ÖÉÍ '(�) = lim i2(xn)).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.15. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ X | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï; ×ÌÏÖÉÍ ÅÇÏ × �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ X. �ÏÇÄÁ X ÚÁÍËÎÕÔÏ × X ××ÉÄÕ ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ X, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ X , ÏÂÑÚÁÎÏ Ó X ÓÏ×�ÁÄÁÔØ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, X =X �ÏÌÎÏ.6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁîÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÉ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ×ÁÖÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏ-



34 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÔÏÒÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ R É �ÒÏÞÉÈÓ×ÑÚÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ×ÓÑËÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ,×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ, ÎÏ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó R): × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÏ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7).óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÉÇÒÁÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Á�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p.ðÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁ-ÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p-ÉÞ-ÎÙÈ �ÉÆÒ (�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ p− 1). äÁ×ÁÊÔÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÜÔÉÍ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. ãÅÌÙÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a0; a1; : : :}, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ai| p-ÉÞÎÙÅ �ÉÆÒÙ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Zp.âÕÄÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÅÂÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÉÆÒ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔÒÅÞØ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ × ×ÉÄÅ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ×ÌÅ×Ï� �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: a0, ÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÇÏ | a1, ÅÝÅ ÌÅ×ÅÅ | a2, É Ô. Ä. �Ï-ÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÅÌÏÅp-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÅÇÏ × p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á ÚÁÔÅÍÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÓÌÅ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �È×ÏÓÔÏÍ� ÉÚ ÎÕÌÅÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅ N × Zp. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 39 ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Z5 ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑÔÁË: : : : 000124.îÁÄ �ÅÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅÌÙ×ÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÞÔÏ É ÎÁÄ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. óÕÍÍÏÊ (ÓÏÏÔ×. ÒÁÚÎÏÓÔØÀ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ) �ÅÌÙÈp-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (a0; a1; : : :) É (b0; b1; : : :) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ ÎÉÈ �Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÏÏÔ×. ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) �× ÓÔÏÌÂÉË� × p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØÄ×Á ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ �ÏÄ ÄÒÕÇÉÍ (b0 �ÏÄ a0, b1 �ÏÄ a1, É Ô. Ä.).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ××ÉÄÕ �ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÌÅ×Ï� ÎÁÛÉÈ p-ÉÞÎÙÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÚÁÎÑÔØ ÅÄÉ-



6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ 35ÎÉ�Õ� × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ; ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ �ÉÆÒÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÊ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅ-ÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏ�É-ÁÔÉ×ÎÏÓÔØ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ. . . ), ÞÔÏ É Õ ÏÂÙÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ m| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É a ∈ Zp, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ (a)m ∈ Z �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ × p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ × ×ÉÄÅam−1 : : : a1a0 (Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ m ÍÌÁÄÛÉÍÉ ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ). �ÏÇÄÁ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ mÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ× Õ (a ± b)m É (ab)m ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË m ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚ-ÒÑÄÏ× Õ (a)m ± (b)m É (a)m(b)m ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,(a + b)
 = a
 + b
, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m Õ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ m ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÙÈ �ÅÌÙÈÞÉÓÅÌ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÌÙÅp-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØ�Ï.ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × Zp, Á �ÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅ-ÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÔÁÔØ, �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (Ô. Å. ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ)ÔÁËÖÅ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × Zp ËÁË �ÏÄËÏÌØ�Ï; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ −1 ËÁË ÜÌÅ-ÍÅÎÔ Z5 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ : : : 4444.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÎÉÀ ÎÕÌÑÓ�ÒÁ×Á, ÔÁË ÞÔÏ �ÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ��ÏÓÌÅÄÎÑÑ� (Ô. Å. ËÒÁÊÎÑÑ �ÒÁ×ÁÑ) �ÉÆÒÁ ÅÓÔØ ÎÕÌØ.�Å�ÅÒØ ××ÅÄÅÍ ÎÁ Zp ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. åÓÌÉ a ∈ Zp ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÅÇÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊÎÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ |a|p = p−n, ÇÄÅ n|ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pn. åÓÌÉ a= 0, �ÏÌÁÇÁÀÔ |a|p = 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ a; b ∈ ZpÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ |a− b|p.íÎÏÖÅÓÔ×Ï Zp, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) ÉÚ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ 1.6 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ; �ÏÓËÏÌØËÕ |x − z|p = |(x − y) ++ (y − z)|p, ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ × ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |a + b|p 6 |a|p + |b|p. ÷ÅÒÎÏ ÄÁÖÅÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ Zp ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|a+ b|p 6max(|a|p; |b|p): (6.1)



36 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ s ÎÕÌÅÊ, Á ÞÉÓÌÏ b|ÎÁ t ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ a+ b ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ min(s; t) ÎÕÌÅÊ,ÔÁË ÞÔÏ |a+ b|p 6 p−min(s;t).îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (6.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, × p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÞÉÓÌÏ ÔÅÍ �ÍÅÎØÛÅ�(ÂÌÉÖÅ Ë ÎÕÌÀ), ÞÅÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ p ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,limn→∞
pn = 0.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ × Zp ÍÏÇÕÔ �ÒÉ-ÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p−n, ÇÄÅ n|�ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÓÅÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ × ÜÔÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÔØ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ p−n. äÁÌÅÅ, ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ p−n ÅÓÔØ ÎÅÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ n ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ× ÔÁËÉÅÖÅ, ËÁË Õ ÞÉÓÌÁ a, Ô. Å. �ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ pn�: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌb ∈ Zp, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ b− a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ pn. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÊÛÁÒ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × Zp ÎÅÔ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Zp ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË Zp|ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ {xn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÜÌÅÍÅÎÔÏ× Zp. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÌÁÄÛÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ÞÉÓÅÌ xn ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ p-ÉÞÎÙÈ �ÉÆÒ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a0) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ÒÁÚÒÑÄÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y0 �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, É ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÞÌÅ-ÎÙ, ÍÌÁÄÛÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ a0. äÁÌÅÅ, ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ×ÔÏÒÁÑ Ó�ÒÁ×Á �ÉÆÒÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a1); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ y1 ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ É ÉÄÕÝÉÊ �ÏÚÄÎÅÅ, ÞÅÍ y0, É ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅÔÅ ÞÌÅÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÁÑ Ó�ÒÁ×Á �ÉÆÒÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ a1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y0; y1; : : : É p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ a= : : : a2a1a0. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ |yn − a|p 6 p−n−1, ÉÍÅÅÍlimn→∞
yn = a.ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Zp ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÌÎÙÍ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.15). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × Zp ×ÅÒÅÎ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ËÒÉ-ÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÞÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} × Zp ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ limn→∞

(xn+1 − xn) = 0.



6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ 37äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ� ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ limn→∞
xn = x,ÔÏ É limn→∞

xn+1 = x, ÏÔËÕÄÁ limn→∞
(xn+1 − xn) = 0.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÞÁÓÔÉ �ÔÏÇÄÁ� ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Zp �ÏÌÎÏ ××ÉÄÕÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.15, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ. é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á (6.1), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

|xm − xn|p = |(xm − xm−1) + (xm−1 − xm−2) + : : :+ (xn+1 − xn)|p 6

6max(|xm − xm−1|p; : : : ; |xn+1 − xn|p);�ÒÉÞÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉm;n→∞.äÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÍÅÓÔÁ ÎÅÉÍÅÅÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9. úÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ⊂ Zp ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ Zp.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ x ∈ Zp; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ xn �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÞØÑ p-ÉÞÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó n ��ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ� (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, n�ÅÒ×ÙÍÉ, ÓÞÉÔÁÑ Ó�ÒÁ×Á) �ÉÆÒÁÍÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ x. �ÏÇÄÁ x− xn ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ pn, ÔÏ ÅÓÔØ |x− xn|p 6 p−n, ÏÔËÕÄÁ limn→∞
xn = x.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Zp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï�ÏÌÎÅÎÉ-ÅÍ Z ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ Zp ×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a 6= b|Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ Zp, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U; V ⊂ Zp, ÞÔÏU ∋ a, V ∋ b É U ∪ V = Zp. é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÌÁÄÛÉÅ n ÒÁÚÒÑÄÏ×Õ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÎÅ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ b, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å U ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× ÞÉÓÌÁ a �Ï ÍÏÄÕÌÀ pn, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å V |ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ pn ×ÓÅÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ× U .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å Zp ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ �ÅÒ-×ÕÀ Ó�ÒÁ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ �ÉÆÒÕ × Ä×ÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ; ÜÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÍÅÓÔÏ,ÇÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ p). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ Zp ËÅÇÏ �ÏÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ (Ô. Å. ÄÏÂÁ×ÉÔØ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ1 ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m=n, ÇÄÅ1îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ m=pk , ÇÄÅ k ∈ N:ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ), ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ Zp, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n1 ∈ Zp, ÞÔÏ nn1 = 1.



38 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒm;n ∈ Zp É n 6= 0; ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m=n É m′=n′ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉmn′ = nm′); �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÌÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅ-ÍÏÅ Qp. óÌÏÖÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÏÂÙÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ. ðÏÌÅ Qp Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ a ∈ Q �ÏÌÁÇÁÀÔ |a|p = p−n, ÅÓÌÉ a ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ× ×ÉÄÅ pn(s=t), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ s É t Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ É ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ-ÍÉ Ó p; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔÞÉÓÌÏ |a− b|p). 7. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïá ÔÅ�ÅÒØ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÁÍ ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ.éÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄⊂ R ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÕÄÁÌÉÍÓÒÅÄÎÀÀ ÉÚ ÎÉÈ ËÁË ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (1=3; 2=3); ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× [0; 1=3℄∪ [2=3; 1℄. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×ÄÌÉÎÙ 1=3 ÔÁËÖÅ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ ÎÉÈ ÓÒÅÄÎÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ; Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×ÄÌÉÎÙ 1=32 �ÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÕ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, É ÔÁË ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C ⊂ [0; 1℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÏÔ ÏÔÒÅÚËÁ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×; ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÔÏÒÏ-×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ.0 11=3 2=31=9 2=9 7=9 8=9òÉÓ. 1. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏëÁËÏ×Ù ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÁÎÔÏÒÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C? éÚ ÓÁÍÏÇ�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ C ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ-�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ×ÉÄÁ 0;a1a2a3 : : :, × ËÏÔÏÒÏÊ×ÓÅ aj ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 2. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, C ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.) úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ x ∈ C × ×ÉÄÅ ÄÒÏÂÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ 0222 : : : ÎÁ 1000 : : : × ÔÒÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÁÑ �ÉÆÒÁ 1). äÁÌÅÅ, C ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÔÁË ËÁË �ÏÌÕÞÅ-ÎÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏ×) É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ: ÅÓÌÉ �; � ∈C, É � < �, ÔÏ ÔÒÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ� É � ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ � = 0;a1; : : : ; ak0 : : : É � = 0;a1; : : : ; ak2 : : : ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k, É ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 0;a1; : : : ; ak11 ÎÅ ÌÅÖÉÔ× C É ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ ÍÅÖÄÕ � É �.



7. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 39ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÄÁÌØÛÅ, ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÊ ×ÁÖÎÏÊ ÏÂÝÅÊËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ïÂßÑÓÎÉÍ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.ðÕÓÔØ {Xi}i∈I|ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ-×ÁÎÎÏÅ �ÉÎÄÅËÓÁÍÉ� ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ). óÏÇÌÁÓ-ÎÏ ÏÂÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÁË ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× {xi}i∈I ,ÇÄÅ x� ∈X� ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ I . (åÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, I = {1; 2}, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÁÒ (x1; x2), ÇÄÅ x1 ∈ X1 É x2 ∈X2, ÔÏ ÅÓÔØÏÂÙÞÎÏÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.) ïÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏i∈IXi.ëÁË ÖÅ ÚÁÄÁÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X = ∏i∈IXi, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁÂÙÌÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÉ �ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ� Xi?îÁ ÌÀÂÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ∏i∈IXi Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ (ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ� ∈ I) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÅË�ÉÉ pr� : ∏i∈IXi → X�, ÓÔÁ×ÑÝÉÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒÕ {xi}i∈I ÜÌÅÍÅÎÔ x� ∈ X�. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ�ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.÷�ÒÏÞÅÍ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �ÒÏÅË�ÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ: ÅÓÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÔÏ ×ÓÅ �ÒÏÅË�ÉÉ (É ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÕÄÁ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÕÄÕÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ,ÎÏ Ï Ó×ÑÚÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÒÅÞÉ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÂÙÌ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ�ÒÏÅË�ÉÊ ÅÝÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ�ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ�).éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÏÅË�ÉÑ pr� : X → X� ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U� ⊂X� ÅÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ pr−1� (U�) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØÏÔËÒÙÔ × X ; ÄÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ, ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅËÏÎÅÞÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏÕÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1. ðÕÓÔØ {Xi}i∈I | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á {�1; : : :



40 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ: : : ; �n} ⊂ I É ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U1; : : : ; Un, ÇÄÅ Uj ⊂X�j |ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ïpr−1�1 (U1) ∩ : : : ∩ pr−1�n(Un)⊂ ∏i∈I Xi: (7.1)�ÏÇÄÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ (7.1) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ×∏i∈IXi; ÜÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.ðÒÏ×ÅÒËÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ (7.1) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×É-ÄÁ (7.1) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÉÄÁ (7.1). åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-ÓÏ× I ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7.1 ÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÞÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 4.12. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ (7.1) ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØÔÁË: ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ × �×ÅËÔÏÒÅ� {xi}i∈I ÍÏÇÕÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØÓÑ × ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, Á ÎÁ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ ÎÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÈ) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÓÔØ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.2. åÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Xi ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ù, ÔÏ É�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏i∈IXi ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ X = ∏i∈IXi, É �ÕÓÔØ x = {xi}i∈I É y == {yi}i∈I | Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X . �ÏÇÄÁ x� 6= y�ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ I . �ÁË ËÁË X� ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ-�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U; V ⊂X�, ÞÔÏ U ∋ x� É V ∋ y�.íÎÏÖÅÓÔ×Á pr−1� (U) É pr−1� (V ) ÏÔËÒÙÔÙ × X , ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. çÏÒÁÚÄÏÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.13.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ �ÉÈÏÎÏ×Á). åÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á XiËÏÍ�ÁËÔÎÙ, ÔÏ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏i∈IXi ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ �ÉÈÏÎÏ×Á ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ ÍÙ ÅÇÏ Ï�Õ-ÓÔÉÍ. ÷ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÁÍ ÎÉÖÅ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.



7. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 41ðÒÉÍÅÒÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊäÁÖÅ ÅÓÌÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÁ, ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÑ ÎÁ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ; ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÓ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {a1; a2; : : : ; an; : : :}, ÇÄÅ ×ÓÅ aj ∈ S.âÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,× ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏ× ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÏÝÎÏÓÔØËÏÎÔÉÎÕÕÍ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË).äÒÕÇÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÂÁÚÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁUa1;:::;an = {(x1; x2; : : :) : xi = ai �ÒÉ 16 i6 n} (7.2)(ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ a1; : : : ; an ∈ S). åÓÌÉ ÏÂÙÞ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Zp Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; 1; : : : ; p − 1}, ÔÏ ÜÔÁ ÂÁÚÁ ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÉ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{0; 1; : : : ; p− 1} ÓÏ×�ÁÄÅÔ Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ× × Zp. óÔÁ-ÌÏ ÂÙÔØ, Zp ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈp-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÏÓËÏÌØËÕ Zp ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏ É ÜÔÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ|× ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ �ÉÈÏÎÏ×Á.äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ä×ÕÈÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× {0; 2} (Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ)É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f : X → C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a1; a2; : : : × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÒÏÉÞ-ÎÕÀ ÄÒÏÂØ 0;a1a2 : : :; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É,×Ï-×ÔÏÒÙÈ, f É f−1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÎÏ Z2. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅ Zp ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ É ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ËÁËÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ðÕÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×ÅîÁÚÏ×ÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ËÏÒÎÅÍ, × ÇÒÁÆÅ ×ÙÄÅ-ÌÅÎÁ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÔÙ × ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× X1; X2; : : : ; Xn; : : : (ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N); ×ÅÒÛÉÎÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Xk, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ k-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. ëÏÒÅÎØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÒÅÂÒÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, É ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ k-ÇÏ



42 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÕÒÏ×ÎÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (k + 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉ k > 2 ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ k-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÏ×ÎÏ ÓÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ (k − 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ (Ó×ÏÉÍ ÒÏÄÉÔÅÌÅÍ)| ÓÍ. ÒÉÓ. 2.: : : ëÏÒÅÎØõÒÏ×ÅÎØ 1: : : ëÏÒÅÎØõÒÏ×ÅÎØ 2õÒÏ×ÅÎØ 3: : :òÉÓ. 2. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×ÏïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÕÔÅÊ ×ÄÅÒÅ×Å, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ × ËÏÒÎÅ É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ ÕÒÏ×-ÎÅÊ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ××ÅÄÅÍ ÎÁ X ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (�ÒÉ ÎÅÂÏÌØ-ÛÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ) X Ó × ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÍ Zp. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÄ-ÎÁËÏ, ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ (�ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ�) Ï�ÉÓÁÎÉÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÕÔÅÊ × ÄÅÒÅ×Å. éÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fi : Xi →Xi−1Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i > 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ×ÅÒÛÉÎÅ ÅÅ ÒÏÄÉÔÅÌÑ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,X = {(x1; x2; : : : ; xn; : : :) ∈ ∞∏j=1Xj : fj(xj) = xj−1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j > 1}:(ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Xj ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ fj .) �Ï�ÏÌÏÇÉÀ ÎÁ X Ï�ÒÅÄÅÌÉÍËÁË ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ∞∏j=1Xj , ÇÄÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ Xj ÄÉÓËÒÅÔ-ÎÁ. âÁÚÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ (7.2) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ Y , × ÔÅÒÍÉÎÁÈ�ÕÔÅÊ ÎÁ ÄÅÒÅ×Å Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÁÚÕ ÏÂÒÁÚÕÀÔÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÕÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, Á ÄÁÌÅÅÍÏÖÎÏ ÉÄÔÉ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∞∏i=1Ai, ÇÄÅ ×ÓÅ Ai|ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ �ÕÔÅÊ × ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚ ËÏÒÎÑ ×ÙÈÏÄÉÔ 
ard(A1) ÒÅÂÅÒ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ| 
ard(A2) ÒÅÂÅÒ, É Ô. Ä. (ÞÅÒÅÚ 
ard(A) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A).



7. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 43ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7.4. åÓÌÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ(×ËÌÀÞÁÑ ËÏÒÅÎØ) ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒ, ×ÅÄÕÝÉÈ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ × ÜÔÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.(îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÁ ×ÓÑËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ YÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÕX ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕ-ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�.äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ k ÓÌÏ× ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ1 {0; 1}:Rk = 〈0; 10; 110; : : : ; 1 : : : 1︸ ︷︷ ︸k−2 0; 1 : : : 1︸ ︷︷ ︸k−1 〉(ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ: R2 = 〈0; 1〉, R3 = 〈0; 10; 11〉). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚÓÌÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rk, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÒÕ-ÇÏÇÏ É ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ {xn}n∈N ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ m ∈ N,ÞÔÏ ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË (x1; : : : ; xm) ×ÈÏÄÉÔ × Rk.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Y → X Ég : X → Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÅ-ÒÅ×Á, ×ËÌÀÞÁÑ ËÏÒÅÎØ, �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÅÅ �ÏÔÏÍËÏ×(Ô. Å. ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ ÒÅÂÒÏÍ). ëÁÖÄÙÊ�ÕÔØ � ∈ Y �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, É Ô. Ä.; �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ �ÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (k1; a1); (k2; a2); : : :, ÇÄÅ ki|ÞÉÓÌÏ �ÏÔÏÍ-ËÏ× ×ÅÒÛÉÎÙ (i − 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÕÔØ, Á ai|ÎÏÍÅÒ ÔÏÇÏ ÉÚ �ÏÔÏÍËÏ× ×ÅÒÛÉÎÙ (i− 1)-ÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏ-ÈÏÄÉÔ �ÕÔØ; ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÁÒ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÔÁËÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�: ÓÌÏ×Ï ÎÏÍÅÒ a1 ÉÚ Rk1 , ÚÁÎÉÍ ×ÓÔÙË ÓÌÏ×Ï ÎÏÍÅÒ a2 ÉÚ Rk2 , É Ô. Ä. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ f(�) ∈X .ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ � ∈X|ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ ÉÅÄÉÎÉ�. ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÊ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁËÏÊ �ÕÔØ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å.ðÕÓÔØ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÉÓÈÏÄÉÔ k1 ÒÅÂÅÒ × ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ; ÎÁÊÄÅÍ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × Rk1 (�Ï �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ); ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÓÔÏÉÔ × Rk1 ÎÁÍÅÓÔÅ ÎÏÍÅÒ a1, �ÒÏÊÄÅÍ ÉÚ ËÏÒÎÑ × ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ-�ÏÔÏÍÏË ÎÏÍÅÒ a1,Á ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ÕÄÁÌÉÍ. ðÏ-1óÌÏ×ÏÍ ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ {0; 1} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊÉ ÅÄÉÎÉ�.



44 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �1.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ,ÉÓÈÏÄÉÔ k2 ÒÅÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÅÅ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ; ÎÁÊÄÅÍ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �1 ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ×ÈÏÄÑÝÉÊ × Rk2 , ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ a2 É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁÛ�ÕÔØ, �ÅÒÅÊÄÑ × ×ÅÒÛÉÎÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÎÏÍÅÒ a2 ÓÒÅÄÉ �Ï-ÔÏÍËÏ× ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉÛÌÉ �ÅÒÅÄ ÜÔÉÍ;ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÚ �1 ÕÄÁÌÉÍ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÕÔØ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å| ÜÔÏ ÉÅÓÔØ g(�).éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f É g|×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÂÉÅË�ÉÉ É ÞÔÏÏÎÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Y É X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.5. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ N ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Ai, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ; ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ AiÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Y = ∏i∈N

Ai ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÎÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Zp.�ÅÏÒÅÍÁ 7.6. ðÕÓÔØ K|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X →
→K, ÇÄÅ X|ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É " > 0, ÔÏ K �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ
6 " (ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, K�ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ "=2, É × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÉÓËÏÍÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÛÁÒÙÓ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÅÎÔÒÁÍÉ É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ.éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {"n}. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÛÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁ 6 "1 (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ); ËÁÖÄÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÉÁ-ÍÅÔÒÁ 6 "2 (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ); ËÁÖÄÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ 6 "3, É Ô. Ä.



8. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 45ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï.ëÁÖÄÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÅÒ×ÏÇÏÕÒÏ×ÎÑ. åÓÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÅÒÛÉ-ÎÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ v, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ××ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ V1; : : : ; Vk, ÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÍ k ×ÅÒÛÉÎ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑv1; : : : ; vk É ÓÏÅÄÉÎÉÍ v Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ vk, É Ô. Ä. (åÓÌÉ �ÏËÒÙÔÉÅ ËÁËÏ-ÇÏ-ÔÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÕÒÏ×ÎÑ, �ÏÓÞÉÔÁÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ä×ÁÖÄÙ, ÞÔÏÂÙ ÄÅÒÅ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 7.4.)ðÕÓÔØ X | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÕÔÅÊ × �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × K, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÅÒÅÚ K1 ⊇ K2 ⊇ : : :; ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ki ÎÅ�ÕÓÔÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ K \ Ki ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K, É �ÏÜÔÏÍÕ, ××ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ K, ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁK \Ki ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÉÁÍÅ-ÔÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ki ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∞⋂i=1Ki ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) ÒÁ×ÎÙÍ ÜÔÏÊÔÏÞËÅ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ y ∈ K ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÌÅÖÁÝÅÍ ×ÎÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É Ô. Ä.; ÏÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÔÁË ËÁË Ä×Á�ÕÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÅ m Ú×ÅÎØÅ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ,ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 6 "m.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.7. íÏÝÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ×ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ É ×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÚÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.8. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : (a; b)→ R × ÔÏÞËÅ x ∈ (a; b)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ limh→0 f(x+ h)− f(x)h



46 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-ÓÑ f ′(x), Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ x, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ xÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØR(x) = f(x+ h)− f(x)− 
hÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ limh→0(R(h)=|h|) = 0. éÚ ÜÔÏÊ �ÅÒÅÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f : (a; b)→ R ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÏÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x.÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÏÌØÎÏÅ) ÓÏ-ËÒÁÝÅÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ h, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë |h| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ h→ 0, ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ o(h). (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an}, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ limn→∞
an=n2 = 0, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ an = o(n2).) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ×ÉÄÅf(x+ h) = f(x) + 
h+ o(h) �ÒÉ h→ 0.÷ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ Ó o(h).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ f : (a; b) → R | ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, É �ÕÓÔØ x ∈ (a; b)|ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅ-ÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f . �ÏÇÄÁ f ′(x) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ′(x) = 
 6= 0, ÔÏ × ÔÏÞËÅ xÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ R(x) == f(x + h) − f(x) − 
h; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ �ÒÉ |h| < "ÉÍÅÅÍ |R(h)| 6 |
| · |h|=2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ |h| < " ÚÎÁË ÒÁÚÎÏÓÔÉf(x+ h)− f(h) ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÞÉÓÌÁ 
h, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ 
 > 0ÉÍÅÅÍ f(x+ h)> f(x), ÅÓÌÉ 0< h< " É f(x+ h)< f(x), ÅÓÌÉ −" < h < 0.úÎÁÞÉÔ, x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ.ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (×ËÕ�Å Ó ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ É Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ)ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ; ÎÉÖÅ ÍÙ ÎÁÍÅÔÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2. (1) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f : (a; b) → R �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏf ′(
) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ 
 ∈ (a; b).



8. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 47(2) ðÕÓÔØ f : (a; b)→ R É g : (a; b)→ R|ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÙÅ × ÔÏÞËÅ 
, É �ÕÓÔØ �; � ∈ R. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ �f + �g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ 
 É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ �f ′(
) + �g′(
).(3) ðÕÓÔØ f : (a; b)→ R É g : (a; b)→ R|ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÙÅ × ÔÏÞËÅ 
. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ fg ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ Ó É ÅÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ f ′(
)g(
) + f(
)g′(
).(4) ðÕÓÔØ f : (a; b)→ R É g : (a; b)→ R|ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÙÅ × ÔÏÞËÅ 
, É �ÕÓÔØ g(
) 6= 0. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f=g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ× ÔÏÞËÅ Ó É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ (f ′(
)g(
)− f(
)g′(
))=(g(
)2).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ g : (a; b) → (
; d) ⊂ R É f : (
; d) → R|Ä×ÅÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÞÅÍ g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ p ∈ (a; b), Á f ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ g(p) ∈ (
; d). �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ f ◦ g : (a; b)→ R, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (f ◦ g)(x) = f(g(x)), ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ p,É ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ p ÒÁ×ÎÁ f ′(g(p)) · g′(p).÷Ù ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔÅ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÄÌÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.3ÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÏÊ Ó o(|h|)).÷ Ó×ÑÚÉ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÍÅÓÔÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ (a; b) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÏÓÉ É r > 0|�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Cr, ÅÓÌÉ ÏÎÁ r ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É ÅÅ r-Ñ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÑÍÉËÌÁÓÓÁ C0). åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Cr ÄÌÑ ×ÓÅÈ r > 0, ÔÏ ÂÕ-ÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C∞ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ).ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ r-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ f (r)(x).ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ | �ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄ-ÎÅÍ�|Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b) × R2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Á-ÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ××ÉÄÅ �: t 7→ ('(t);  (t)); ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ ' É  ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ É �ÒÉÜÔÏÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ '′(t) É  ′(t) ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ� ('′(t);  ′(t)) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ), ÔÏ � (ÉÌÉ �(a; b)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊËÒÉ×ÏÊ. õÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ Õ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅÔ �ÉÚÌÏÍÏ×�.�ÅÏÒÅÍÁ 8.5 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). ðÕÓÔØ �: t 7→ ('(t);  (t))|ÔÁËÏÅÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ × R2, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ' É  



48 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ (a; b), �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b) ÉÍÅ-ÅÍ �′(t) = ('′(t);  ′(t)) 6= (0; 0). ðÏÌÏÖÉÍ �(a) = A, �(b) = B, É �ÕÓÔØA 6= B �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ (a; b) ×ÅËÔÏÒ �′(t) �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ �ÒÑ-ÍÏÊ AB.(óÍ. ÒÉÓ. 3Á.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅt ∈ [a; b℄, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ �(t) ÄÏ �ÒÑÍÏÊ AB ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ (�ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÉ t, ÒÁ×ÎÏÍ a ÉÌÉ b, ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-ÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ t ∈ (a; b)). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ t|ÉÓËÏÍÏÅ.

A
B ��(t) h|v| 
os � h|v| sin �vA BÁ) Â)òÉÓ. 3. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ É ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÔÏÞËÅ t(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ v = ('′(t);  ′(t))) ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ AB ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÕÇÏÌ �. éÍÅÅÍ �(t+ h) = �(t) + hv + o(h). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ d ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ �ÒÑÍÏÊ AB) ÉÍÅÅÍd(�(t+ h)) = d(�(t)) + h|v| sin � +O(|h|)(ÓÍ. ÒÉÓ. 3Â), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ h �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÚÎÁËÁ ÉÍÅ-ÅÍ d(�(t+ h))> d(�(t))|�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ f : [a; b℄→ R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ (a; b). �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ � ∈ (a; b), ÞÔÏ f(b) = f(a) + f ′(�)(b− a).(ðÏÌÏÖÉÔÅ '(t) = t,  (t) = f(t).)



8. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 49óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ f : [a; b℄→ R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ (a; b). åÓÌÉ f(a) = f(b), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ (a; b), ÞÔÏ f ′(�) = 0.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ/ÕÂÙ×ÁÎÉÑ (�ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. . . �) É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÁËÔ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ|ÆÏÒ-ÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË.ðÕÓÔØ f : R → R|�ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑ� ÆÕÎË�ÉÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÓÔÏÌØËÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÍÎÕÖÎÏ). ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÒÁÚÌÏÖÉÔØ f × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ� | ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÎÅÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn + : : : (8.1)óÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, É �ÏÎÉÍÁÔØ ÜÔÕ ÚÁ�ÉÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁË:f(x) = limn→∞
(a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn):ðÒÁ×ÄÁ, ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ (ÄÁÖÅ ÄÌÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ!), ÎÏ ÍÙ ÜÔÏ �ÒÏÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍÉ �Ï�ÒÏÂÕÅÍ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÊÔÉ a0: �ÏÌÁÇÁÑx= 0 × (8.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ a0 = f(0). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ a1, �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (8.1): f ′(x) = a1 + 2a2x+ 3a2x2 + : : : (8.2)(�ÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÁ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁËÏÎÎÏ, ÎÏ ÍÙ É ÎÁ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÍÏÔÒÉÍ.) ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅ�ÅÒØ x= 0 × (8.2), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ a1 = f ′(0). áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ É �ÒÏÞÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ: �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×Á× ÒÑÄ (8.1) n ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏf (n)(x) = n!an + 
n+1xn+1 + 
n+2xn+2 + : : : ;É �ÏÌÁÇÁÑ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å x= 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï an = f (n)(0)=n!.éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ× ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÓÁÍÏÇ�Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ×ÓÅÇÄÁ ÄÁÀÔ ÅÓÌÉ ÎÅÒÑÄ, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ.



50 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÅÏÒÅÍÁ 8.8. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f : (A;B)→ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n+ 1 ÒÁÚ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ a; x ∈ (A;B) ÉÍÅÅÍf(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)2 (x− a)2 + : : :+ f (n)(a)n! (x− a)n ++ f (n+1)(�)(n + 1)! (x− a)n+1; (8.3)ÇÄÅ � ∈ R|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÖÄÕ a É x.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ f : (A;B)→R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ Cn+1, É �ÕÓÔØa ∈ (A;B). �ÏÇÄÁf(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) + f ′′(a)2 (x− a)2 + : : :: : :+ f (n)(a)n! (x− a)n + o(|x− a|n) �ÒÉ x→ a. (8.4)úÁ�ÉÓØ Ó o(|x− a|n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅ-ÒÅÚ R(x) ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x) − (f(a) + f ′(a)(x − a) + : : : + f (n)(a)n! (x − a)n),ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlimx→aR(x)=|x− a|n = 0:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 8.8. ðÏÓËÏÌØËÕ (n + 1)-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÎÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ f(x) ÎÁ R(x) É ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ f(a) = f ′(a) = : : :: : := f (n)(a)=0; ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ, ÞÔÏ f(x)= f (n+1)(�)=(x− a)n+1ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ (a;x). �Å�ÅÒØ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x > a (�ÒÉ x < a ÒÁÓÓÕÖÄÅ-ÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8.5 (Ï ÓÒÅÄÎÅÍ) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b = x,'(x) = (x − a)n+1,  (x) = f(x). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ �1 ∈ (a;x) ÉÍÅÅÍ  ′(�)='′(�) =  (b)−  (a)'(b)− '(a) , Ô. Å.f ′(�1)(n+ 1)(�1 − a)n = f(x)(x− a)n+1 :ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÔÕ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, �ÏÌÏÖÉ× b = �2, '(x) = (x − a)n=n!, (x) = f ′(x); �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �2 ∈ (a; �1) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï f ′′(�2)n(n + 1)(�2 − a)n−1 = f ′(�1)(n+ 1)(�1 − a)n = f(x)(x− a)n+1 :



9. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ; ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ 51ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ; ËÏÇÄÁ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ (n+ 1)-Ê �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÏËÁ-ÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �n+1 ∈ (a; �n)⊂ (a;x) ÉÍÅÅÍf (n+1)(�n+1)(n + 1)! = f(x)(x− a)n+1 :ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔØ � = �n.æÏÒÍÕÌÁ (8.3) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ× ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÒÉ n= 0 ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ.æÏÒÍÕÌÁ (8.4) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ× ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ. äÌÑ ÅÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÌÁ Ë ËÌÁÓÓÕ Cr; ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ (× ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ) ×Ï ×ÔÏÒÏÍÓÅÍÅÓÔÒÅ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 18.3 ×Ù ÍÏÖÅÔÅ �ÒÏÞÉÔÁÔØÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ.9. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ; ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØðÕÓÔØ {fn}n∈N | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, Ó ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limn→∞
fn(x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ

1
1

1=n x
y

òÉÓ. 4. y = fn(x)
�ÒÅÄÅÌ f(x), ÔÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f : X → R; ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ {fn} �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ËÆÕÎË�ÉÉ f :f(x) = limn→∞

fn(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈X . (9.1)òÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ (9.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ " > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N ÉÍÅ-ÅÍ |fn(x) − f(x)| < ". ðÒÉ ÜÔÏÍ N ÍÏÖÅÔ(�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ") ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ x: ÅÓÌÉX = [0; 1℄ É ÆÕÎË�ÉÑ fn ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 4, ÔÏ f(x) ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ�ÒÉ x 6= 0 É ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ x= 0 É, ÓËÁÖÅÍ, �ÒÉ "= 0;1 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÏÇÏN , ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ [0; 1℄. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÜÔÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ N ÏÔ x ÍÏÖÎÏ ÕÊÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ X|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Y |ÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ



52 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒfn : X → Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ (ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔ ÄÌÑ ÑÓ-ÎÏÓÔÉ: ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ X) Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y , ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N ÉÍÅÅÍ�(fn(x); f(x)) < ".éÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ {fn} ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f , ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÉ �ÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X ÉÍÅÅÍ limn→∞
fn(x) = f(x).ïÂÒÁÔÎÏÅ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÉÄÅÌÉ, ÎÅ×ÅÒÎÏ.íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ �ÏÔÏÞÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÒÙ×Ù. ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ-ÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÔÁ �ÁÔÏÌÏÇÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 9.2. ðÕÓÔØ X |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Y |ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É �ÕÓÔØ {fn}n∈N | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × Y , ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀf : X → Y . åÓÌÉ ×ÓÅ fn : X → Y ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, ÔÏ É �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ limn→∞

fn(x) = f(x) ÄÌÑ×ÓÅÈ x ∈X|ÜÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÉ f , ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏÍ " > 0, É �ÕÓÔØx ∈X . îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �(f(x); f(y)) < " ÄÌÑ ×ÓÅÈ y, �ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ� Ë x (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å U ∋ x). þÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ f(x) É f(y), ÍÙ ÄÏÂÅ-ÒÅÍÓÑ ÏÔ f(x) ÄÏ f(y) ÚÁ ÔÒÉ ÛÁÇÁ.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N,ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N É �ÒÉ ×ÓÅÈ z ∈X ÉÍÅÅÍ �(f(z); fn(z))< "=3. äÁÌÅÅ,ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ n > N . ÷×ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ fnÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∋ x, ÞÔÏ �(fn(x); fn(y)) < "=3�ÒÉ ×ÓÅÈ y ∈ U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ U ÉÍÅÅÍ �(f(x); f(y)) < ".÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ:�(f(x); f(y))6 �(f(x); fn(x)) + �(fn(x); fn(y)) + �(f(y); fn(y))<< "3 + "3 + "3 = "(�ÅÒ×ÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÅÎØÛÅ "=3, ÔÁË ËÁË �(f(z); fn(z)) < "=3×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.÷ÚÇÌÑÎÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �Ó ÎÁÕÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-ÎÉÑ�. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É B(X) | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : X → R (ÆÕÎË�ÉÑ f , Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-



9. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ; ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ 53ËÏÅM > 0, ÞÔÏ |f(x)| 6M ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈X). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ f ∈B(x) �ÏÌÏÖÉÍ
‖f‖= supx∈X |f(x)|. îÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‖f‖ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÍ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ×ÒÅÍÑ ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ).íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏB(X)|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C (Á ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ × R). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ××ÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÄÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÌÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÍÅÎÎÏ× R (ÉÌÉ × C), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ.Sup-ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.3. (1) ðÕÓÔØ f ∈B(X). �ÏÇÄÁ ‖f‖= 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.(2) åÓÌÉ f ∈B(X) É �|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ‖�f‖= |�| · ‖f‖.(3) åÓÌÉ f; g ∈B(X), ÔÏ ‖f + g‖ 6 ‖f‖+ ‖g‖.(4) åÓÌÉ f; g ∈B(X), ÔÏ ‖fg‖ 6 ‖f‖ · ‖g‖.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ Ó�ÏËÏÊÎÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ-×ÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.åÓÌÉ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅB(X) ÍÅÔÒÉËÕ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �(f; g)=‖f−g‖,ÔÏ B(X) �ÒÅ×ÒÁÔÉÔÓÑ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.éÚ ÓÁÍÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sup-ÎÏÒÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ fn ∈ B(X) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ B(X) × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ X .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï B(X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ {fn}n∈N|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ

|fm(x)− fn(x)| 6 " ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈X É ÌÀÂÙÈ m;n >N . (9.2)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {fn(x)}ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = limn→∞
fn(x). ðÏ-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ∈ B(X) É ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn} ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë f .îÁÞÎÅÍ ÓÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÍ N ËÁË× ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (9.2); ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× n >N É �ÅÒÅÊÄÑ × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÅË �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ m→∞, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

|f(x)− fn(x)| 6 " ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈X . (9.3)



54 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ÷×ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ n >N , ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ " É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ n ∈ N ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9.3) ×ÌÅ-ÞÅÔ |f(x)| 6 |fn(x)| + " ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X . ïÔÓÀÄÁ |f(x)| 6 ‖fn‖+ " ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ x, É ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÎÉËÁË ÎÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏX |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É ×ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÅÒÎÏ ÉÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁX|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �Å�ÅÒØ ××ÅÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ,ÔÁËÏÅïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 9.5. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. þÅÒÅÚC(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C(X) ⊂ B(X) ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ B(X) ÎÏÒÍÕ,ÍÅÔÒÉËÕ É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ C(X) �ÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ × B(X) É �ÏÌÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2, �ÏÌÎÏÔÁ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÎÙÍ × ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.ë �ÏÎÑÔÉÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÄÅÊÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅÏÂÝÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ: ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ f : X → Y |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ �(f(x); f(y)) < ", ËÁË ÔÏÌØ-ËÏ �(x; y)< Æ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ; ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ×ÅÒÎÏ (�ÒÉÍÅÒ: X = Y == (0;+∞) É f(x) = 1=x). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 9.8. ðÕÓÔØ X É Y |ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. åÓÌÉ XËÏÍ�ÁËÔÎÏ É f : X → Y |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏÍ " > 0 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ Y ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(B"=2(a)) ⊂ X . üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X . ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �ÌÅÂÅÇÏ×Ï ÞÉÓÌÏ� Æ > 0 Ó ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X ÛÁÒ



10. éÎÔÅÇÒÁÌ 55BÆ(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× f−1(B"=2(a)) (ÌÅÍÍÁ 4.20). ðÏ-ÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �(f(x); f(y))< ", ËÁË ÔÏÌØËÏ x É y ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÏÄ-ÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ f−1(B"=2(a)), ÞÉÓÌÏ Æ|ÉÓËÏÍÏÅ.10. éÎÔÅÇÒÁÌ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÎÑÔÉÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÏÓÔÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.òÅÁÌØÎÏ ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (× ËÒÁÊ-ÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ), ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ. îÁÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ [a; b℄⊂ R|ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎË�ÉÑ f : [a; b℄→ CÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a=a0<<a1 < : : : < an = b, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÅ (ai; ai+1) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ limx→ai+0 f(x), limx→ai+1−0 f(x).äÁÌÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a= a0 < a1 < : : : < an = b ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2. ðÕÓÔØ [a; b℄⊂ R|ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎË�ÉÑ f : [a; b℄→ CÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a=a0<a1<: : :: : : < an = b, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (ai; ai+1).(õÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÁÈ ai ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ.) úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï;ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ PC([a; b℄) ⊂ B([a; b℄) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ ÞÅÒÅÚ B ÂÙÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ).îÁÄÏ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÊ ÔÒÁËÔÏ×ËÏÊ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÁ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [a; b℄ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÁË�ÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÏÍ, ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É �ÒÑÍÙ-ÍÉ x = a É x = b (ÕÞÁÓÔËÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ, ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ). üÔÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÍÏÔÉ×ÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.3. ðÕÓÔØ [a; b℄⊂ R|ÏÔÒÅÚÏË É f : [a; b℄→ C|ÆÕÎË-�ÉÑ, ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a1; : : : ; an. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [a; b℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁn∑i=1(ai − ai−1) · 
i;ÇÄÅ 
i|ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (ai−1; ai).



56 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒéÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [a; b℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ
Z ba f(x) dx.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.4. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(1) éÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [a; b℄ ÏÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ÂÕÄÅÔÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ.(2) åÓÌÉ f; g|ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É �; � ∈ C|ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ

∫ ba (�f(x) + �g(x)) dx = � ∫ ba f(x) dx+ � ∫ ba g(x) dx:(3) åÓÌÉ f|ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÔÏ
∣∣∣∣
∫ ba f(x) dx∣∣∣∣ 6 (b− a)‖f‖(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ‖f‖= supx∈[a;b℄ |f(x)|).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÎËÔÙ (1) É (2) �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÕÎËÔÁ (3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ f ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ a1; : : : ; an É 
i|ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ (ai−1; ai), ÔÏ |
i| 6 ‖f‖ ÄÌÑ ×ÓÅÈi, ÔÁË ÞÔÏ ∣∣∣

Z ba f(x) dx∣∣∣ 6
∑(ai − ai−1)|
i| 6 ∑(ai − ai−1)‖f‖.�Å�ÅÒØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ QC([a; b℄) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ sup-ÎÏÒÍÙ) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × B([a; b℄).÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈QC([a; b℄) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ (ÔÅÒÍÉÎ ÎÅÏÂÝÅ�ÒÉ-ÎÑÔÙÊ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.6. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á limn→∞

(fn + gn) = limn→∞
fn + limn→∞

gn ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ QC([a; b℄) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ×B([a; b℄).ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ É ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7. ÷ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ.



10. éÎÔÅÇÒÁÌ 57äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ‖f − g‖ 6 ". üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ðÏÓËÏÌØËÕ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.8ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Æ > 0,ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |x − y| < Æ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x) − f(y)| < ".åÓÌÉ a = a0 < a1 < : : : < an = b| ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉÄÌÉÎÙ, ÍÅÎØÛÅÊ Æ, É g|ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ×ÉÄÁ [ai; ai+1), ÇÄÅ 06 i < n, ÒÁ×ÎÏ f(ai), Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ× b ÒÁ×ÎÏ g(b), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.8. ÷ÓÑËÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏ-ÒÏÛÅÊ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏÆÁËÔÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9. ðÕÓÔØ Y |�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, É �ÕÓÔØ C|�ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓÌÉf : Y → C|ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁ-ÅÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�f : �Y → C, ÇÄÅ �Y |ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Y .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10.10. åÓÌÉ f : Y → C | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Y × �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C, ÔÏ ÏÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ Y × C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÞÅ-×ÉÄÎÁ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÎÕÖÎÁ ÎÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÎÉ �ÏÌ-ÎÏÔÁ C): ÅÓÌÉ y ∈ �Y É y = lim yn, ÇÄÅ yj ∈ Y , ÔÏ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ�f(y) = lim f(yn).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y = lim yn, ÇÄÅyj ∈ Y , ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(yn)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ �(f(u); f(v)) < ", ËÁË ÔÏÌØËÏ�(u; v) < Æ. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {yn} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ �(ym; yn) < Æ, ËÁË ÔÏÌØËÏ m;n > N ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,�(f(ym); f(yn)) < ", ËÁË ÔÏÌØËÏ m;n > N , ÔÁË ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{f(yn)} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim yn = lim y′n, ÔÏ lim f(yn) = lim f(y′n): ×ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, lim yn = lim y′n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim �(yn; y′n) = 0,É ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ lim �(f(yn); f(y′n)) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �f �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �f(y) == lim f(yn), ÇÄÅ y = lim yn É ×ÓÅ yj ÌÅÖÁÔ × Y , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ.



58 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ �Y . ðÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÁÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ " > 0. �ÁËËÁË f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Y , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ u; v ∈ Y É �(u; v) < Æ, ÔÏ �(f(u); f(v)) < "=3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ�(x; y) < Æ=2, ÔÏ �( �f(x); �f (y)) < ". ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ x; y ∈ �Y , �ÒÉ-ÞÅÍ x = limxn, y = lim yn, É ×ÓÅ xj , yj ÌÅÖÁÔ × Y . ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, �(x; y) = lim �(xn; yn) É �( �f(x); �f (y)) = lim �(f(xn); f(yn)), ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ �(f(xn); �f(x)) < "=3, �(f(yn); �f(y)) < "=3 É
|�(xn; yn) − �(x; y)| < Æ=2; ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�(xn; yn)< Æ, ÏÔËÕÄÁ �(f(xn); f(yn))< "=3. úÎÁÞÉÔ,�( �f(x); �f (y))6

6 �(f(xn); �f(x)) + �(f(yn); �f(y)) + �(f(xn); f(yn))< "3 + "3 + "3 = ":ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÞÅÒÅÚ I : PC([a; b℄) → C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4(3) ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖f − g‖ < "=(b − a), ÔÏ |I(f) − I(g)| < ", ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ I ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÎÁ PC([a; b℄). ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 10.9 ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï QC([a; b℄) ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. üÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÙ É ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.9 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ
Z ba g(x) dx = limn→∞

Z ba gn(x) dx, ÇÄÅ {gn}| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë g.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÑÄ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÏÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.11. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(1) åÓÌÉ f; g|ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É �; � ∈ C|ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ
∫ ba (�f(x) + �g(x)) dx = � ∫ ba f(x) dx+ � ∫ ba g(x) dx:(2) åÓÌÉ f|ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÔÏ

∣∣∣∣
∫ ba f(x) dx∣∣∣∣ 6 (b− a)‖f‖:(3) åÓÌÉ f; g| ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Éf(x)> g(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ [a; b℄, ÔÏ Z ba f(x) dx>

Z ba g(x) dx.



10. éÎÔÅÇÒÁÌ 59(4) åÓÌÉ f|ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÔÏ
∣∣∣∣
∫ ba f(x) dx∣∣∣∣ 6

∫ ba |f(x)| dx:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) É (2) ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3)ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÙ (× ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). ÷×ÉÄÕ (1), ÄÌÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.7 ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ gn,Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÅ ', ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ' ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (4) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4(3), �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ�ÅÒÅÈÏÄÅ Ë �ÒÅÄÅÌÕ ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØÀ�:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.12. åÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ fn, ÈÏÒÏÛÉÈÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ
Z ba f(x) dx = limn→∞

Z ba fn(x) dx.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ QC([a; b℄).åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ �ÏÔÏÞÅÞÎÕÀ, �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÅ 10.12 ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ; × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ gn = nfn ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, ÇÄÅ fn|ÆÕÎË�ÉÑÓ ÒÉÓ. 4.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï Ó×ÑÚÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 10.13 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á). ðÕÓÔØ f : [a; b℄→R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F : (a; b)→ R �Ï ÆÏÒÍÕÌÅF (x) = ∫ xa f(x) dx:�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ (a; b) ÉÍÅÅÍ F ′(x) = f(x).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ (a; b); ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ h > 0 ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(h) (ÓÏÏÔ×. m(h)) ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÓÏÏÔ×. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ) ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x;x + h℄; ÅÓÌÉ h < 0, ÔÏ ÞÅÒÅÚ M(h)



60 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÉ m(h) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ [x − h;x℄. éÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ(�ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ), ÞÔÏ limh→0M(h) = limh→0m(h) = f(x).äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ F (x + h) − F (x) = Z x+hx f(x) dx, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 10.11(3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ h 6= 0 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám(h)6
F (x+ h)− F (x)h 6M(h):õÓÔÒÅÍÌÑÑ × ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ h Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ.÷ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á.�ÅÏÒÅÍÁ 10.14. ðÕÓÔØ f : [a; b℄→ R|ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ [a; b℄, É �ÕÓÔØ ÆÕÎË-�ÉÑ F : [a; b℄→ R ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ F ′(x) = f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈx ∈ (a; b). �ÏÇÄÁ

∫ ba f(x) dx= F (b)− F (a): (10.1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ ~F (x) = Z xa f(t) dt. ðÏ ÓÁÍÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ~F ÉÍÅÅÍ Z ba f(x) dx = ~F (b) − ~F (a). æÏÒÍÕÌÁ (10.1) ÂÕÄÅÔ ÔÅ�ÅÒØÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ~F (x) − F (x) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x, Á ÜÔÏ, ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ 10.15. ðÕÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : [a; b℄→ R ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É f ′(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (a; b). �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÁ ÎÁ [a; b℄.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏx∈ [a; b℄ ÉÍÅÅÍ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 8.6, f(x)=f(a)+f ′(�)(x−a)=f(a).æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á ÏÔËÒÙ×ÁÅÔ ÛÉÒÏËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÄÌÑ Ñ×ÎÏÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÜÔÉÍÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÎÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÖÅ Ä×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÅÅ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÔÁËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ; �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ, Á ×ÔÏÒÏÅ (ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ)|ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3).



11. òÑÄÙ 61ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.16. ðÕÓÔØ f É g|ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C1 × ÎÅËÏÔÏÒÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄. �ÏÇÄÁ
∫ ba f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)∣∣∣∣x=bx=a − ∫ ba f(x)g′(x) dx: (10.2)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.17. ðÕÓÔØ '|×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ É f|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1 ÎÁÏÔÒÅÚËÅ ['(a);'(b)℄. �ÏÇÄÁ

∫ '(b)'(a) f(x) dx = ∫ ba f('(t))'′(t) dt: (10.3)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.18. éÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÏÛÉ. äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ (�ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅ-ÇÁ�), ÒÅÞØ Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÊÄÅÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ.11. òÑÄÙòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X . ëÁË ÏÂßÑÓÎÑÌÏÓØ × ÌÅË�ÉÉ 9,ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ �ÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. òÑÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍ-ÍÁ f1 + f2 + : : :+ fn + : : : ; (11.1)ÇÄÅ ×ÓÅ fj ÌÅÖÁÔ × C(X). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N �ÏÌÏÖÉÍ sn = f1 + : : :+ fn;ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Ê ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.òÑÄ (11.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limn→∞
sn.üÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ.òÑÄ f1 + f2 + : : :+ fn + : : : ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ ËÁË ∞∑i=1 fi.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.2. ðÕÓÔØ n0 ∈ N; ÒÑÄ f1 + f2 + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ fn0 + fn0+1 + : : : ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÒÑÄÏ× ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÖËÉ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ X , ÒÑÄÙ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ|�ÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÖÅ ÏÈ×ÁÔÙ×Á-ÀÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 11.1; �sup-ÎÏÒÍÁ� ÞÉÓÌÁ| ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ



62 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ fn ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÀÂÏÇÏ ��ÏÌ-ÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á�.ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.3. òÑÄ f1 + : : : + fn + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ
‖fn + : : :+ fn+m‖< " �ÒÉ ×ÓÅÈ n >N É m> 0.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.4. òÑÄ f1 + f2 + : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-ÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÎÏÒÍ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ× ‖f1‖+ ‖f2‖+ : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.5. åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖fn‖ + : : : + ‖fn+m‖ < " �ÒÉ ×ÓÅÈ n > NÉ m> 0. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É �ÏÄÁ×ÎÏ
‖fn + : : :+ fn+m‖< ", ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 11.3.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÆÒÁÚÁ �ÒÑÄ ÁÂ-ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ� �ÅÒÅÓÔÁÅÔ Ú×ÕÞÁÔØ Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÒÑÄ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ �Ï ÎÁÛÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÍÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÉÍÉ �ÏÞÔÉ ËÁË Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÎÅÞ-ÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ðÅÒ×ÙÊ É ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÍÕ|�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÌÅÎÏ×ÒÑÄÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.6. ðÕÓÔØ f1 + f2 + : : :+ fn + : : :|ÒÑÄ. åÇÏ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ f'(1) + f'(2) + : : :+ f'(n) + : : :, ÇÄÅ ' : N → N|×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÓÅ-ÂÑ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N.çÏ×ÏÒÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÑÚÙËÏÍ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ|ÜÔÏ ÒÑÄ,× ËÏÔÏÒÏÍ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÒÉ ÜÔÏÍ× ÎÏ×ÏÍ ÒÑÄÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕÒÁÚÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÑÄf1 + f3 + f5 + f2 + f7 + f9 + f11 + f4 + f13 + f15 + f17 + f6 + : : :(ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ, ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ, . . . ) | �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ ÒÑÄÁ f1 + f2 + f3 + : : :�ÅÏÒÅÍÁ 11.7. ðÕÓÔØ f1+ : : :+fn+ : : :|ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ,É �ÕÓÔØ '|�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N. �ÏÇÄÁ ÒÑÄ f'(1) + f'(2) + : : :: : :+ f'(n) + : : : ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÓÕÍÍÅ.



11. òÑÄÙ 63üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅÍÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÉÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.ìÅÍÍÁ 11.8. åÓÌÉ a1 + : : : + an + : : :|ÒÑÄ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×Å-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ aS = ∑i∈S ai, ÇÄÅ S �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × N, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÙ ×ÉÄÁ a1 + : : : + an = a{1;2;:::;n} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ,�ÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÉÄÁ {1; 2; : : : ; n}, É �ÒÉ ÜÔÏÍ aS 6 a1 + : : :+ an, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
{aS}S ⊂ N ËÏÎÅÞÎÏ É {a1 + : : : + an}n∈N ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÉÈ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ ‖fn‖ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÖÅ,ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ∑ ‖f'(n)‖; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ �ÅÒ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕÔÅÏÒÅÍÙ: ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ×ÌÅÞÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÌÀÂÏÊ ÅÇÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.ìÅÍÍÁ 11.9. ðÕÓÔØ f1 + f2 + : : :+ fn + : : :|ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑÒÑÄ × C(X). �ÏÇÄÁ f ∈ C(X) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ T ⊃ S,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × N, ÉÍÅÅÍ

∥∥∥∥f −
∑i∈T fi∥∥∥∥< ":äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, É �ÕÓÔØS ⊂ N|ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÄÁÎÎÏÍÕ " > 0. åÓÌÉN ∈ S|ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n >N ÉÍÅÅÍ {1; : : : ; n} ⊃ S,ÔÁË ÞÔÏ ‖f − (f1 + : : :+ fn)‖< " É f|ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ.ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ∈ C(X). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ N ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ‖f − (f1 + : : :+ fN )‖< "=2É �ÒÉ ÜÔÏÍ (××ÉÄÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ‖f1‖+ ‖f2‖+ : : :+ ‖fn‖+ : : :) ÉÍÅ-ÅÍ ‖fn‖ + : : : + ‖fn+m‖ < "=2 �ÒÉ ×ÓÅÈ n > N É m > 0; ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ⊂ N \ {1; : : : ; N}| ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, ÔÏ ∑j∈U ‖fj‖ < "=2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ



64 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒS = {1; : : : ; N}. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ T ⊃ {1; : : : ; N}|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ
∥∥∥∥f −

∑i∈T fi∥∥∥∥ 6 ‖f − (f1 + : : :+ fN )‖+ ∥∥∥∥
∑j∈T\{1;:::;n} fj∥∥∥∥<< "2 + ∑j∈T\{1;:::;n} ‖fj‖< "2 + "2 = ":÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ìÅÍÍÁ 11.9 ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ-ÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ∑ fi� × ×ÉÄÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÍÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÞÌÅÎÏ×ÒÑÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.7.õÓÌÏ×ÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.ðÒÉ×ÅÄÅÍðÒÉÍÅÒ 11.10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ1− 1√2 + 1√3 − 1√4 + : : : (11.2)üÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ n-À ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÞÅ-ÒÅÚ sn, ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, s1 > s3 > s5 : : : É s2 6 s4 6 s6 : : :, É s2m−1 > s2mÄÌÑ ×ÓÅÈ m ∈ N; ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {s2m−1}m∈N É {s2m}m∈NÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ, Á �Ï-ÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ s2m ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÜÔÉ Ä×Á �ÒÅÄÅÌÁ ÒÁ×ÎÙ ÉÑ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ. (ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕ-ÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÒÑÄ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÁÚÎÁËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÉÚÎÁËÏÍ ìÅÊÂÎÉ�Á.) áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (11.2) ÍÅÓÔÁ ÎÅÉÍÅÅÔ, ÔÁË ËÁË 1 + 1√2 + : : : + 1√n >

n√n = √n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ×ÓÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù. �Å�ÅÒØ�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÍ ÒÑÄ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ× ÔÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 11, ÚÁÔÅÍ �ÏÓÔÁ-×ÉÍ (
− 1√2)|ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 10, ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÓÔÏÌØ-ËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÞÔÏÂÙ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÌÁÂÏÌØÛÅ 21, ÚÁÔÅÍ (

− 1√4)|ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 20, ÚÁÔÅÍÓÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÞÔÏÂ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁ-ÌÁ ÂÏÌØÛÅ 31, ÚÁÔÅÍ (
− 1√6), É Ô. Ä. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ



11. òÑÄÙ 65�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ.(îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÞÌÅÎÙ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅ-ÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÉÍÅÌÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÉÄÁÖÅ ÌÀÂÙÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÙ; Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÏ× ÓÍ. × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ|�ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4.)óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÔÅÏÒÅÍÙ æÕ-ÂÉÎÉ� ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11.ðÕÓÔØ {fmn}m;n∈N|ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á C(X), ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑m;n∈N

fmn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É �ÕÓÔØ f | ÅÇÏÓÕÍÍÁ (××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.7 ÎÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÎÉ f ÎÅÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ �ÁÒÙ (m;n)). �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ N ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ ∑i∈N

fmi (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÅÇÏ ÓÕÍÍÕ hm) É ∑i∈N

fim (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ vm). äÁÌÅÅ, ÒÑÄÙ ∑m hmÉ ∑m vm ÏÂÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f = ∑m;n∈N

fmn.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÊÄÑ ÓÕÍÍÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÉÌÉ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á) É ÓÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ�=∑i;j ‖fij‖. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏm ÉÍÅÅÍ∑i ‖fmi‖6
6�, ∑i ‖fim‖ 6� (ÔÁË ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ É ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ-�Ù); ÔÁË ËÁË ‖hm‖ 6

∑i ‖fmi‖, ÔÏ ∑m ‖hm‖ 6 �, É ÒÑÄ ∑hm (Á ÔÁËÖÅ,ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ∑ vm) ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ∑hm = f (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ∑ vm ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÏ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ " > 0 É ÎÁÊÄÅÍ �Ï ÎÅÍÕ N ∈ N,ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⊃ {1; : : : ; N} × {1; : : : ; N}|ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × N × N, ÔÏ ∥∥∥f− ∑(i;j)∈Sfij∥∥∥<"=2 É ∣∣∣�−
∑(i;j)∈S‖fij‖∣∣∣<<"=2 (�ÅÒ×ÏÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 11.9, ×ÔÏÒÏÅ|××ÉÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ n>N ÉÍÅÅÍ ‖f − (h1 + : : :+ hn)‖ 6 ".÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

‖f−(h1+ : : :+hn)‖6

∥∥∥∥f− ∑i;j6n fij∥∥∥∥+∥∥∥∥(h1+ : : :+hn)− ∑i;j6n fij∥∥∥∥: (11.3)



66 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ "=2 ××ÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ ×ÙÂÏÒÁ n.þÔÏÂÙ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ j Ém ÉÍÅÅÍ ∥∥∥∥hj − n∑k=1 fjk∥∥∥∥= ∥∥∥∥
∞∑k=n+1 fjk∥∥∥∥ 6

∞∑k=n+1 ‖fjk‖:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∥∥∥∥(h1 + : : :+ hn)− ∑i;j6n fij∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥h1 − n∑k=1 f1k∥∥∥∥+ : : :+ ∥∥∥∥hn −
n∑k=1 fnk∥∥∥∥ 6

6

∞∑k=n+1(‖f1k‖+ : : :+ ‖fnk‖):óÕÍÍÁ ÒÑÄÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍÞÉÓÅÌ ‖fpq‖, ÇÄÅ p6 n, q > n. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ×ÙÂÏÒÕ n ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁÍÅÎØÛÅ "=2, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ "=2. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ × 11.3 ÍÅÎØÛÅ ". ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 11.12. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, ÅÓÌÉ Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ∑ fmn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏ× ∑hm É ∑ vm ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÔ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÈÏÒÏÛÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ× ÏÔÎÏÓÉÔ-ÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÒÑÄÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ‖fg‖ 6

6 ‖f‖ · ‖g‖ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.3(4)).îÁÞÎÅÍ, ËÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, Ó ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÏË. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅ-ÀÔÓÑ Ä×Á �ÓÔÅ�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁ� ×ÉÄÁ a0 + a1x + a2x2 + : : : É b0 + b1x ++ b2x2 + : : : åÓÌÉ ÉÈ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ É �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÞÉÓÔÏÆÏÒÍÁÌØÎÏ), ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ×ÉÄÁa0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + : : :: : :+ (a0bn + a1bn−1 + : : :+ anb0)xn + : : : (11.4)ïÂÏÂÝÁÑ (11.4) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.13. ðÕÓÔØ f1 + f2 + : : : + fn + : : : É g1 + g2 + : : :: : :+ gn+ : : :|Ä×Á ÒÑÄÁ. éÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ h1+ h1+ : : :: : :+ hn + : : :, ÇÄÅ hn = f0gn + f1gn−1 + : : :+ fng0.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.14. ðÕÓÔØ f1 + f2 + : : : + fn + : : : É g1 + g2 + : : :: : :+ gn + : : :|Ä×Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁ, É �ÕÓÔØ h1 + h1 + : : :: : : + hn + : : :| ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑hi ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏ× ∑ fi É∑ gj .



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 67äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÙ ∑ fi É ∑ gi ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔ-ÓÑ, ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÉÄÁ ∑ ‖figj‖ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ∑ ‖fi‖ · ‖gj‖,ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ( ∞∑i=1 ‖fi‖) ·
( ∞∑j=1 ‖gj‖); ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ ∑ figj ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, ÔÏ × ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈÓÕÍÍ ×ÏÊÄÕÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑn∑i;j=1 figj =( ∞∑i=1 fi) ·

( ∞∑j=1 gj);�ÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ figj ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑ-ÄÏ× ∑ fi É ∑ gj . åÓÌÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏ-ÇÏ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ��Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ�, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÌÉÓØ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i+ j = 2, ÚÁÔÅÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈi+ j = 3, É Ô. Ä., ÔÏ × ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ×ÏÊÄÕÔ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍ-ÍÙ ÒÑÄÁ ∑hi, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ figj ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ∑hk. ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÒÉÍÅÒ 11.15. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÒÑÄÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.14 �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒ-ÎÙÍ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ∑ fi É ∑ gi|ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÒÑÄ1− 1√2 + 1√3 − 1√4 + : : : �ÏÇÄÁ (n+ 1)-Ê ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ-�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ
±

( 1√1 · √n + 1√2 · √n − 1 + : : :+ 1√n ·
√1);ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1

p(n+ 1)=2 · p(n+ 1)=2 = 2=(n+ 1). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÝÉÊÞÌÅÎ Ë ÎÕÌÀ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏ× ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉüÔÕ ÌÅË�ÉÀ ÍÙ �ÏÓ×ÑÔÉÍ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÓÅÂÑ�ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ U ⊂ C)|ÏÔËÒÙÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÑ f : U → C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ), ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÎÁ



68 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 
 ∈ U ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ×ÉÄÁa0 + a1(x− 
) + a2(x− 
)2 + : : :+ an(x− 
)n + : : : ; (12.1)ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë f(x) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÉÄÁ {x : |x − 
| 6 r} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏr > 0 (�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ × U).ðÒÉÍÅÒ 12.2. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ,�ÒÉÞÅÍ ÒÑÄ (12.1) Ó×ÏÄÉÔÓÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ: ÌÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉ n É ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 
 ×ÅÒÎÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÏP (x)=P (
)+P ′(
)(x− 
)+ P ′′(
)2! (x− 
)2+ : : :+ P (n)(
)n! (x− 
)n: (12.2)äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ; ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Ï (12.2) ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.ðÒÉÍÅÒ 12.3. æÕÎË�ÉÑ f(x) = 1=x ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ C \ {0}. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ 
 6= 0 ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ1x = 1
 − 1
2 (x− 
) + 1
3 (x − 
)2 − 1
4 (x− 
)3 + : : :üÔÏÔ ÒÑÄ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {x : |x − 
| < |
|}.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ, × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÇÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ.íÎÏÇÏÅ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-ÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ- É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.åÓÌÉ ÎÉÖÅ ÒÅÞØ �ÏÊÄÅÔ �ÒÏÓÔÏ ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ (ÉÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ) × ÏÂÏÉÈÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. á �ÏËÁ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ ÓÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏÒÑÄÁ (12.1).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4.ðÕÓÔØ {xn}n∈N|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ Ó×ÅÒ-ÈÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÅ ×ÅÒÈÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÓÉÍ×ÏÌ +∞) limxn = infn supm>nxm; ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ, �ÏÌÁÇÁÀÔ limxn = +∞. äÒÕÇÏÅ



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 69ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ: lim supxn. õ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ; ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁÓ×ÅÒÈÕ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ.(áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÉÖÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ {xn}n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ lim xn = supn infm>nxm. äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ: lim inf xn.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.4 ÍÙ Ï�ÕÓËÁÅÍ: ×Ù × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �ÒÏ-×ÅÓÔÉ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.24.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.5 (ï.ëÏÛÉ|ö.áÄÁÍÁÒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ (12.1)É �ÏÌÏÖÉÍ R = 1/ lim n√|an| (ÅÓÌÉ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÕÌØ, �ÏÌÁÇÁÅÍR=+∞, ÅÓÌÉ × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ +∞, �ÏÌÁÇÁÅÍ R= 0). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ r < R ÒÑÄ (12.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �Ï sup-ÎÏÒÍÅ(ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÉÄÁ {x : |x − 
| 6 r}. îÁ-�ÒÏÔÉ×, �ÒÉ |x− 
|>R ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.þÉÓÌÏ R, ××ÅÄÅÎÎÏÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉ-ÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÅÝÅ �ÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ|áÄÁÍÁÒÁ�. íÎÏÖÅÓÔ×Ï {x : |x − 
| < R} ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.1) (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÕÎË-�ÉÑÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ R <+∞, �ÒÅÄÏÓÔÁ×É×ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÕÓÔØ r < R. �ÏÇÄÁ lim n√|an|< 1=r. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > r, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏ-ÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |an| < 1=�n. îÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å {x : |x − 
| 6 r} ÉÍÅÅÍ ‖an(x − 
)n‖ 6 |an|rn, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n,ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÍ ‖an(x − 
)n‖ < (r=�)n. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÒÑÄ ∑
‖an(x − 
)n‖ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ Ï�ÅÎÉ-×ÁÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ∑(r=�)n (�ÌÀÓ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ |x − 
| > R. �ÏÇÄÁ lim n√|an| > 1=|x − 
|, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÏÍÅÒÏ× n ∈ N ÉÍÅÅÍ |an| > 1=|x − 
|n É

|an(x − 
)n| > 1. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÒÑÄÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.6. óÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (12.1) ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉ-ÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉ-ÓÌÁ C; r > 0, ÞÔÏ |an| 6 Crn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > N (ËÏÒÏÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ:ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |an|=O(rn) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0).



70 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒúÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.7. ÷ ÔÏÞËÁÈ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ, ÒÑÄ (12.1) ÍÏÖÅÔ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ
∞∑i=1(−1)ixi=i ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ x= 1 É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ x=−1.éÔÁË, ×ÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ó×ÏÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.8. ÷ÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.�Å�ÅÒØ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÓÔÅ�ÅÎ-ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ×ÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙÓÒÁÚÕ �ÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.9. ðÕÓÔØa0 + a1(x− 
) + a2(x− 
)2 + : : :+ an(x− 
)n + : : : (12.3)| ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R > 0. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U = {x : |x − 
| < R} �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ f(x) == ∞∑k=0 ak(x− 
)k, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
 = 0, ÞÔÏ ÍÙ É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÏ ËÏÎ�Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ |p| < R, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∞∑l=0 bl(x − p)l É ÞÉÓÌÏ r > 0, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Dr = {x : |x− p| 6 r}.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r < R − |p| É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÄ×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11)a0++a1p+a1(x−p)++a2p2+2a2p(x−p)+a2(x−p)2+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+anpn+nanpn−1(x−p)+ n(n−1)2 anpn−2(x−p)2+ : : :+an(x−p)n+ : : :(12.4)(× ËÁÖÄÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ×ÉÄÁ amxm ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ x ÎÁ p+ (x− p) É ÒÁÓËÒÙ-ÌÉ �Ï ÂÉÎÏÍÕ îØÀÔÏÎÁ). ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ, ÓÔÏÑÝÉÊ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Dr. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, ÎÁ Dr ÉÍÅÅÍ ‖b(x − p)n‖ = |b|rn, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ sup-ÎÏÒÍ ÞÌÅÎÏ×



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 71Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÁ
|a0|++ |a1| · |p|+a1r++ |a2| · |p|2+2|a2| · |p|r+ |a2|r2+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .+ |an| · |p|n+n|an| · |p|n−1r+ n(n−1)2 |an| · |p|n−2r2+ : : :+ |an|rn+ : : :== |a0|+ |a1|(|p|+r)+ |a2|(|p|+r)2+ : : :+ |an|(|p|+r)n+ : : :ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× ∑ anxn É ∑ |an|xn ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ|áÄÁÍÁÒÁ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ |p| + r < R �Ï ×ÙÂÏÒÕ r,ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×Ù�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÁ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ 12.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �Å�ÅÒØ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÙÈ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÔÒÏË É ÓÕÍÍ ÓÔÏÌÂ�Ï× (É ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÉÇÒÅ ÒÑÄÙÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ �Ï sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ Dr). òÑÄ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚÓÕÍÍ ÓÔÒÏË, ÅÓÔØ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ∞∑m=0 amxm, É ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x). òÑÄ,ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË ∞∑m=0 bm(x − p)m,ÇÄÅ bj|ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÔÁËÖÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �Ï sup-ÎÏÒÍÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.10. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ�ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÒÑÄÁ ∑ bm(x − p)m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ R − |p|. òÅÁÌØ-ÎÏ ÜÔÏÔ ÒÁÄÉÕÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ (�ÒÉÍÅÒ: f(x) = 1=(1 + x), 
 = 0,p = 1=2). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12.3) × ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏÒÑÄÁ (12.3), ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÂÏÌØÛÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.ëÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ËÒÕÇÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.9 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ, ËÁËÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ. þÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÒÉÍÅÎÉÍ É × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÁÄÉÍÔÁËÏÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.11. ðÕÓÔØ U ⊂ C|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É p ∈ U .æÕÎË�ÉÑ f : U → C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ × ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlimx→p f(x)− f(p)x− p :



72 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒåÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ×ÔÏÞËÅ p. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ p ∈ U , ÏÎÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ1 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf(z) = zn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ f ′(z) = nzn−1, ËÁË É × ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.12. ðÕÓÔØ U|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R ÉÌÉ
C, 
 ∈ U É f : U → C|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÁ ÎÁ U , ÅÓÌÉ U ⊂ R, É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U , ÅÓÌÉ U ⊂ C; ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑf ′ : U → C ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ-ËÉ 
 ∈ U ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ (12.1), ÔÏ f ′ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ × ×ÉÄÅ ÒÑÄÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÞÌÅÎÎÙÍÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÑÄÁ (12.1), �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÒÕÇÅÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 
 ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ (12.1). íÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.9 (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 
 = 0). éÚ ×ÉÄÁ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (12.4) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f(x) = ∞∑m=0 bm(x − p)m ÉÍÅÅÍ b0 = ∞∑i=0 aipi = f(p) (ÞÔÏ É ÎÅÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ) É b1 = ∞∑i=1 iaipi−1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÑÄ ∞∑i=1 bi(x− p)i−1 ÁÂÓÏÌÀÔ-ÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ Dr Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÏÊ, ÎÏ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÔÏ ÎÅ×ÁÖÎÏ) ÆÕÎË�ÉÉ g(x). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉx 6= p ÉÍÅÅÍ g(x) = (f(x)− f(p))=(x− p), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏlimx→p f(x)− f(p)x− p = limx→p g(x) = g(p) = b1:úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ (× ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÅÓÌÉ fËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ) × ÔÏÞËÅ p, É �ÒÉ ÜÔÏÍf ′(p) = ∞∑i=1 iaipi−1: (12.5)ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12.5) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ |p|<R, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ′ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.îÁËÏÎÅ�, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12.5) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÞÌÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ f . ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.1îÁÚÙ×ÁÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÓÔÏ �ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ� ÎÅ �ÒÉÎÑÔÏ.



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 73úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.13. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ|áÄÁÍÁÒÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ,ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÄÌÑ f ′ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÒÑÄÁ ÄÌÑ f .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.14. ðÕÓÔØ U|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R ÉÌÉ C,
 ∈ U , f : U → C|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, É �ÕÓÔØ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ 
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅf(x) = a0 + a1(x− 
) + a2(x− 
)2 + : : :+ an(x− 
)n + : : : (12.6)�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N ÉÍÅÅÍ an = f (n)(
)=n!. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÑÄ �ÅÊ-ÌÏÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.12 ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (12.6) ÍÏÖÎÏÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ �ÏÞÌÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ. ðÏÌÏÖÉÍ x= 
|ÎÁÊ-ÄÅÍ a0, �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍ É �ÏÌÏÖÉÍ x= 
|ÎÁÊÄÅÍ a1, É Ô. Ä.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.15. ÷ÓÑËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C∞.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.16. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 12.15, ÎÅ×ÅÒ-ÎÏ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ (É ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ) ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1.69), ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅf(x) ={e−1=x2 ; x > 0;0; x6 0;ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÍ R, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÎÕÌÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, f ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÊ × ÎÕÌÅ: ××ÉÄÕÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 12.14 ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ×ÉÄÁ ∑ aixi, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë f , ÄÏÌÖÅÎÂÙÔØ ÅÅ ÒÑÄÏÍ �ÅÊÌÏÒÁ × ÎÕÌÅ É ËÁË ÔÁËÏ×ÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈÎÕÌÅÊ, ÎÏ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÎÁÛÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÎÕÌÅÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÉÔÕÁ-�ÉÑ �ÒÑÍÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÁ: ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙ-ÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ C, Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÕÖÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ÓËÏÔÏÒÏÊ ×Ù �ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ × ËÕÒÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ|�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.



74 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÌÑ ÎÁÞÁÌÁ|ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.17. óÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ f; g : U → C |ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 
 ∈ U ÒÑÄÁÍÉ
∞∑k=0 ak(x− 
)k É ∞∑k=0 bk(x − 
)k, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f + g É fg ÚÁÄÁÀÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÔÅ�ÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÕÍÍÏÊÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÓÕÍÍÕÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ|ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.14.úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ×ÄÌÑ f É g ÒÁ×ÎÙ R1 É R2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑ-ÄÏ× ÄÌÑ f + g É fg ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ min(R1; R2).ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.18. ðÕÓÔØ f : U → C|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(U)⊂ V , ÇÄÅ V ⊂ C|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; �ÕÓÔØ ÔÁËÖÅ g : V →C|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ g ◦ f : U → C ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ U (ÉÌÉ ËÁË U , ÔÁË É V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × R, Á ÎÅ C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈÓÌÕÞÁÑÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ. ðÕÓÔØ p ∈ U ,f(x) = a0 + a1(x− p) + a2(x− p)2 + : : : (12.7)× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. �ÏÇÄÁg(y) = b0 + b1(y − a0) + b2(y − a0)2 + : : : (12.8)× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ f(p) = a0. ÷ ÒÑÄ (12.8) �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ y (ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏ) �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (12.7) (ÔÏ ÅÓÔØ f(x)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÄÌÑ y − a0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ(Ï�ÑÔØ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ) ÒÁÓËÒÙÔØ ×ÓÅ ×ÎÅÛÎÉÅ ÓËÏÂËÉ (ÎÅ ÔÒÏÇÁÑ (x− p))É �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x− p ×ÉÄÁ
0 + 
1(x − p) + 
2(x − p)2 + 
3(x− p)3 + : : : ; (12.9)ÇÄÅ 
0 = b0, 
1 = b1a1, 
2 = b1a2 + b2a21, 
3 = b1a3 + 2b2a1a2 + b3a31, . . .äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ g ◦ f ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ÜÔÏÔ ÒÑÄ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 75÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ R|ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.8). úÁÍÅÞÁÎÉÅ× ËÏÎ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.17 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏn ∈ N ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁhn1(x− p) + hn2(x− p)2 + : : :+ hnm(x− p)m + : : : ;�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ×ÎÅÛÎÉÈ ÓËÏÂÏË (ÎÅ ÔÒÏÇÁÑ (x − p)) É �ÒÉ-×ÅÄÅÎÉÅÍ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÉÚ (a1(x − p) + a2(x − p)2 + a3(x − p)3 + : : :)n, ÎÅÍÅÎØÛÅ R, É ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë (f(x) − a0)n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÅ ÞÌÅÎÙ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó hnn(x − p)n. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁË-ÖÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ hij ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a0; a1; a2; : : : ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ:hij = Pij(a0; a1; a2; : : :), �ÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Pij Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ �ÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ a0; a1; a2; : : :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄb0 + b1h11(x− p) + b1h12(x− p)2 + b1h13(x− p)3 + b1h14(x− p)4 + : : :+ b2h21(x− p) + b2h22(x− p)2 + b2h24(x− p)4 + b2h24(x− p)4 + : : :+ b3h31(x− p) + b3h32(x− p)2 + b3h33(x− p)3 + b3h34(x− p)4 + : : :(12.10)éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g(f(x)) �ÒÉ ×ÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë p,Á ÒÑÄ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á (�Ï-ÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ×ÙÛÅ, hij = 0 �ÒÉ j < i, ×ÓÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ËÏ-ÎÅÞÎÙ), ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÑÄÏÍ (12.9). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11×ÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ (12.10) ÓÈÏÄÉÔÓÑÁÂÓÏÌÀÔÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p.þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ~f(z) == ∞∑i=0 |ai|zi É ~g(y) = ∞∑i=0 |bi|(y − |a0|)i; �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑ-ÄÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏ× (12.7) É (12.8) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙ), ÆÕÎË�ÉÉ ~f É ~g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅÆÕÎË�ÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË 0 É |a0|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚR ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.8) (ÏÎ ÖÅ | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁÄÌÑ ~g). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÏÅ r > 0, ÞÔÏ | ~f(z) − |a0|| < R, ËÁË ÔÏÌØËÏ |z| 6 r. õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÄ×ÏÊÎÏÊ ÒÑÄ (12.10) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {x : |x− p| 6 r}.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÍÅÅÍ ‖bihij(x − p)j‖= |bi| · |hij |rj ;�ÏÓËÏÌØËÕ hij = Pij(a0; a1; a2; : : :) É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Pij ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÉÍÅÅÍ |hij | 6 Pij(|a0|; |a1|; |a2|; : : :) = ~hij . ïÄÎÁËÏ ÖÅ Ä×ÏÊ-



76 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÎÏÊ ÒÑÄ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ
|b|0 + |b|1~h11r + |b|1~h12r2 + |b|1~h13r3 + |b|1~h14r4 + : : :+ |b|2~h21r + |b|2~h22r2 + |b|2~h24r4 + |b|2~h24r4 + : : :+ |b|3~h31r + |b|3~h32r2 + |b|3~h33r3 + |b|3~h34r4 + : : :ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: ÅÇÏ ÓÔÒÏËÁ ÎÏÍÅÒ i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë |bi|( ~f(r))i,Á ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏË ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ∑ bi( ~f(r))i = ~f(~g(r)). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11, ÎÁ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁËÖÅÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÉÓ-ÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÌÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ| ÉÎÁÞÅ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ,|ÏÄÎÁËÏ ÖÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÆÕÎË�ÉÑ f(x) = x3 ÁÎÁ-ÌÉÔÉÞÎÁ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ ÎÁ ×ÓÅÍ R, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ g(x) = 3√xÄÁÖÅ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÎÕÌÅ. þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÕ, ÎÁÄÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÁÓØ × ÎÕÌØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.19. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÓÏÏÔ×. U ⊂ C)|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : U → R (ÓÏÏÔ×. f : U → C) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ, p ∈ U , f ′(p) 6= 0 �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï W ∋ f(p), ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : f−1(W )→W ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ, Á ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f−1 : W → f−1(W ) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ ËÆÕÎË�ÉÉ y = x2.ìÅÍÍÁ 12.20. æÕÎË�ÉÑ f(x) =√x ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ (0;+∞).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ a ∈ (0;+∞). ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏ1, k-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ y=√x|ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ y=(1=2)(1=2−1) : : :: : : (1=2 − k + 1)x−1=2−k, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊÌÏÒÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 8.8) ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ

√x=√a+ 12a1=2−1(x− a) + 12“12 − 1”2! a1=2−2(x − a)2 + : : :: : :+ 12“12 − 1” : : :“12 − n + 1”n! a1=2−n(x− a)n +Rn+1(x);1÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ �ÉÚ �ÅÒ×ÏÏÓÎÏ×�. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØËÏÒÎÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ q (ÇÄÅ q ∈ N) ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÏÍÅ-ÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ y = xq . äÁÌÅÅ �ÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ y = x1=q; ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ y = xp=q �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉËÏÒÎÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ q É ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ p.



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 77ÇÄÅ Rn+1(x) = 12“12 − 1” : : :“12 − n”(n + 1)! �1=2−n−1(x− a)n+1(� ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ a É x).ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÅÒ×ÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ Rn+1(x)�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÉÍÅÅÍ
|Rn+1(x)| 6 √

|�|( |x− a|
|�| )n+1

6
√max(x; a)( |x− a|min(x; a))n+1:ðÒÉ |x− a|<a=3 ÉÍÅÅÍ |x− a|=min(x; a)< 1=2, ÏÔËÕÄÁ limn→∞

Rn+1(x) = 0.óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, × ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÆÕÎË�ÉÑ y =√x �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÅÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ.(îÁÛÁ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÕÂÁ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅ-�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ √x × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÒÁ×ÅÎ a.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÚÑÔÉÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÉÄÁ x 7→ kx + b, ÇÄÅ k 6= 0, ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÉ ÎÁ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÎÏÓÔØ, ÎÉ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÕÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÎÉ ÎÁ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÏÊ × ÎÕÌØ, ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p = 0,f(p) = 0, f ′(p) = 1. úÁ�ÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ × ×ÉÄÅf(x) = x−
∞∑i=2 aixi (×ÓËÏÒÅ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÅÎ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ), É ÂÕÄÅÍÉÓËÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ × ×ÉÄÅ g(y) = ∞∑i=1 biyi. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ bi ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÉ x= g(y) �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÑÄ f(g(y)) = y.ìÅÍÍÁ 12.21. éÍÅÅÍ b1 = 1; ÄÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× {ai} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P2; P3; : : : Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ bn = Pn(a2; a3; : : : ; an) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n> 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ x−

∞∑i=2 aixi �ÏÄÓÔÁ×ÉÍx= ∞∑i=1 biyi, ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÏÄÏÂÎÙÅ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÉ×-ÛÉÊÓÑ ÒÑÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y ÞÅÒÅÚ ∑ 
1yi. äÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× 
i �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:
1 = b1;
2 = b2 − a2b21;
3 = b3 − (2a2b1b2 + a3b31);



78 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÉ ÔÁË ÄÁÌÅÅ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ n-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
n = bn −Qn(a1; : : : ; an; b1; : : : ; bn−1);ÇÄÅ Qn|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÄÉÜÔÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ �ÅÒÅÄ ∑ aixi). ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÄÏÌÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 
1 = 1 É 
n = 0 �ÒÉ n > 1, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÌÅÍÍÙ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ b2 ÞÅÒÅÚb1 = 1 É a2, ÚÁÔÅÍ b3 ÞÅÒÅÚ a2, a3, b1 É b2 É Ô. Ä.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∞∑i=1 biyi ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ××ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ|áÄÁÍÁÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÜÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ∞∑i=1 |bi|yi. ïÄÎÁËÏ ÖÅ, ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 12.21 ÉÍÅÅÍ |bi| 6 ~bi == Pi(|a2|; |a3|; : : : ; |an|). äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ××ÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 12.6, ÉÍÅÅÍ
|an| 6 Crn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n> 2 É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ CÉ r, ÉÍÅÅÍ, ÄÁÌÅÅ, Pi(|a2|; |a3|; : : : ; |an|)6 ~bi = Pi(Cr2; Cr3; : : : ; Crn). óÔÁ-ÌÏ ÂÙÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ ÒÑÄÁ z + ∞∑i=2~bizi. ÷×ÉÄÕ ×ÓÅ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ 12.21, ÜÔÏÔ ÒÑÄ|ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ ÒÑÄÁ x + ∞∑i=2Crixi, ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ~f(x) = x + Cr2x21− rx . æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ~g(z) = −(1 + rz) + p(1 + rz)2 + 4z(Cr2 − r)2(Cr2 − r) ;É ÆÕÎË�ÉÑ ~g ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÁÎÁÌÉ-ÔÉÞÅÓËÉÈ (Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 12.20!). óÔÁÌÏÂÙÔØ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÒÑÄ ∞∑i=1 biyi. �ÅÍ ÓÁÍÙÍÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ∋ 0 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ f(g(y)) = y. ðÏÌÏÖÉÍ U = f−1(W );ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ÏÔËÒÙÔÏ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U →W É g : W → UÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅË�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ��ÒÉÎ�É� ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÉÑ�. ÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ: ÎÕÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊf ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.22. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÉÌÉ U ⊂ C)|Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U → C|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ f ÎÅ Ñ×ÌÑ-



12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 79ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ U , ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÎÕÌÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ× U .îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0 ÍÏÇÕÔ ÓÇÕÝÁÔØÓÑ ËÇÒÁÎÉ�Å ÏÂÌÁÓÔÉ U , ÎÏ ÎÅ ×ÎÕÔÒÉ ÅÅ.ìÅÍÍÁ 12.23. ðÕÓÔØ ∞∑i=0 ai(x− p)i|ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ËÒÕ-ÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ W , ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ W Ë ÆÕÎË�ÉÉ f . åÓÌÉ p|ÎÅÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ ai = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ f × ÔÏÞËÅ p ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ f(x) = (x − p)rg(x), ÇÄÅ r > 0,g(x) = ∞∑i=0 ai+r(x − p)r É ar 6= 0 (ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ W ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ g ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, ÔÁË ÞÔÏ p|ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ×ËÏÔÏÒÙÈ f É ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÓ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ ÚÁÍËÎÕÔÏ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ É ÏÔËÒÙÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉÒÑÄ �ÅÊÌÏÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÑ (ÁÚÎÁÞÉÔ, É ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ. åÓÌÉf ÉÍÅÅÔ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ × U , ÔÏ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ V 6= ∅, ÔÁË ÞÔÏV = U ××ÉÄÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.24. ðÕÓÔØ f É g|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔËÒÙ-ÔÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U , É �ÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f É g ÎÁ ÎÅ�ÕÓÔÏÅÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ U ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁ f = g ×ÓÀÄÕ ÎÁ U .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.24 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÎ�É�ÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅ-ÎÉÑ; ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÉÎ�É� ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ| ÏÞÅÎØ ÖÅÓÔËÉÊ ÏÂßÅËÔ: ÅÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏÍÁÌÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × �ÅÌÏÍ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÉËÉ Ä×ÕÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÓÏ×�ÁÄÁÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÈÏÄÉÌÉÓØ × ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏ-ÒÏÎÙ.ïÔÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 12.24 ÎÅ×ÅÒÎÏ (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ, É ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÕÀ × ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 12.16).



80 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ13. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ�Å�ÅÒØ ÍÙ, ÎÁËÏÎÅ�, ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÎÏÊ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ É ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. îÁÞÎÅÍ Ó �ÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.1. üËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ∈ C ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ exp(z) = 1 + z + z22! + z33! + : : :+ znn! + : : : (13.1)òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ (13.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙÓÅÊÞÁÓ É ÓÄÅÌÁÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.2. òÑÄ (13.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ × sup-ÍÅÔÒÉËÅ(É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ËÒÕÇÅ {z ∈ C : |z| 6R},ÇÄÅ R> 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ|áÄÁÍÁÒÁ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ12.5) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim n√1=n! = 0; ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á limn→∞

n√n! = +∞. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ,ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ R > 0 ÉÍÅÅÍ, �ÒÉ n >m= [R℄ + 1,n!>m!Rn−m ⇒ n√n!> n√m!=Rm ·R;ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ, ÓËÁÖÅÍ, R=2 �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÅÍ C (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÁ ×ÓÅÍ R) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (13.1) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ|ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ×ÓÅÍ C. ïÔÓÀÄÁ (ÉÌÉ �ÒÑÍÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ) ×ÙÔÅËÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÅÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.3. (1) æÕÎË�ÉÑ z 7→ exp(z) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.(2) exp(0) = 1; ÅÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ exp(x) ∈ R.(3) exp(z) = exp(z) (ÞÅÒÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ).ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÔÁËÏ×Ï:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z É w ÉÍÅÅÍexp(z + w) = exp(z) · exp(w).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ (× ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 11.13)ÒÑÄÙ ÄÌÑ exp(z) É exp(w), ÔÏ n-Ê ÞÌÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎznn! + zn−1w(n− 1)!1! + zn−2w2(n− 2)!2! + : : :+ wnn! ;



13. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 81ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ ÒÁ×ÎÏ (z + w)n=n!; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ÄÌÑ exp(z + w). åÓÌÉ R >max(|z|; |w|), ÔÏ× ËÒÕÇÅ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ É ÒÁÄÉÕÓÁ R ÒÑÄÙ ÄÌÑ exp(z) É exp(w) ÓÈÏÄÑÔ-ÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.14, ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë exp(z) exp(w), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.5. (1) åÓÌÉ x ∈ R, ÔÏ exp(x)> 0.(2) limx→+∞
exp(x) = +∞, limx→−∞

exp(x) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (1) åÓÌÉ x > 0, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÅÓÌÉ x < 0, ×ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.4, exp(x) = 1= exp(−x).(2) ðÒÉ x > 0 ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, exp(x) > 1 + x, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ�ÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á exp(−x) == 1= exp(x).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.12 ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ÒÑÄ ÄÌÑ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ; �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÌÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, �ÒÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÑÄÁ (13.1) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÒÑÄ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.6. æÕÎË�ÉÑ exp, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ
R × R, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ; ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁ×ÎÁ exp(x).(�ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ exp, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ C ×
C, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.7. æÕÎË�ÉÑ x 7→ exp(x), ÇÄÅ x ∈ R, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ É ÚÁÄÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.5(2) ÉÔÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.8. ðÕÓÔØ x|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.åÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ y, ÞÔÏ exp(y) = x. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: y = lnx.÷×ÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 13.7 ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.9. æÕÎË�ÉÑ x 7→ lnx ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ x ÒÁ×-ÎÁ 1=x.



82 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ exp ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÁ, Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÅÅ ×ÓÀÄÕ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊÆÕÎË�ÉÑ ln ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.19.þÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ × ÔÏÞËÅ x, ÚÁ�ÉÛÅÍ, �Ï-ÌÁÇÁÑ x= exp(y) É x1 = exp(y1):limx1→x lnx1 − lnxx1 − x = limy1→y y1 − yexp(y1)− exp(y) = 1exp′(y) = 1exp(y) = 1x :áÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ) ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÂÙÌÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × �ÅÒ×ÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÉÚ ÎÁÛÅÊ �Å�ÏÞËÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.10. lnx= Z x1 dtt .äÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.11. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ (−1; 1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÅ ln(1 + x) = x− x22 + x33 − : : :+ (−1)n+1 xnn + : : : (13.2)îÁ ×ÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ⊂ (−1; 1) ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ (�Ïsup-ÎÏÒÍÅ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ ×ÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ⊂ (−1; 1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ (�Ï sup-ÎÏÒÍÅ) ÒÑÄ11 + x = 1− x+ x2 − : : :+ (−1)nxn + : : :÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.12 ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÍÏÖÎÏ �ÏÞÌÅÎÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ t, ÇÄÅ |t| < 1, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (13.2).ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−r; r℄ ⊂ (−1; 1) ÉÍÅÅÍ ‖xn=n‖= rn=n6 rn, ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (13.2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ-×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (13.2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É �ÒÉ x = 1. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ln 2 = 1− 12 + 13 − 14 + : : :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 13.12. íÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅÏÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ, ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ exp: C → C \ {0} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÎÅÏÄÎÏ-Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C \ {0}, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÎÁ ×ÓÅÍ C \ {0}, ÎÅÔ É ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.



13. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 83�Å�ÅÒØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.13. ðÕÓÔØ a > 0 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, z|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀaz = exp(z ln a). åÓÌÉ x ∈ R É x > 0, �ÏÌÏÖÉÍ loga x= lnx= ln a. ðÏÌÏÖÉÍ,ÎÁËÏÎÅ�, e= exp(1).ðÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ É �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏln e= 1, loge x= lnx É exp(x) = ex.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 13.14. äÌÑ x ∈ R �ÏÌÏÖÉÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
osx=Re(exp(ix)); sinx= Im(exp(ix)); tg x= sinx
osx :èÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÌÅÇËÏ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.15. äÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÔÁËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á: sin 0 = 0; 
os 0 = 1; (13.3)sin(−x) =− sinx; 
os(−x) = 
osx; (13.4)sin2 x+ 
os2 x= 1; (13.5)sin(x+ y) = sinx 
os y + 
osx sin y; (13.6)
os(x+ y) = 
osx 
os y − sinx sin y: (13.7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (13.3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ exp(0) = 1. þÔÏÂÙÄÏËÁÚÁÔØ (13.4), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.3(3),�ÒÉ x ∈ R ÉÍÅÅÍ exp(−ix) = exp(ix); ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ, Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ �ÒÉ x ∈ R, ÉÍÅÅÍ |exp(ix)|2 = exp(ix) · exp(−ix) = 1,ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ (13.5). îÁËÏÎÅ�, (13.6) É (13.7) �ÏÌÕÞÁÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔ-ÄÅÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ × ÔÏÖÄÅÓÔ×Å exp(i(x + y)) == exp(ix) · exp(iy).éÚ ÔÏÖÄÅÓÔ× (13.3)|(13.7) ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÏÞÉÅÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (×Ó�ÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ × ÛËÏÌÅ),ËÒÏÍÅ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ �ÏÊÄÅÔ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ.ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÁ-ÀÔÓÑ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.16. æÕÎË�ÉÉ sin É 
os ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ; ÄÌÑ x ∈ R ÉÍÅÅÍsin′(x) = 
osx, 
os′(x) =− sinx. äÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÌÏ-



84 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÖÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙsinx= x− x33! + x55! + : : :+ (−1)n+1 x2n−1(2n − 1)! + : : : ; (13.8)
osx= 1− x22! + x44! + : : :+ (−1)n+1 x2n−2(2n − 2)! + : : : ; (13.9)�ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ �Ï sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔ-ÒÅÚËÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.6 É �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ t 7→ exp(it)× ÔÏÞËÅ x ∈ R ÒÁ×ÎÁ i exp(ix); ÏÔÄÅÌÑÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ.ðÏÌÁÇÁÑ × ÒÑÄÅ ÄÌÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ z = ix, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏexp(ix) = 1 + ix− x22! − ix33! + x44! + : : : ;ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄÙC(x) = 1− x22! + x44! + : : :+ (−1)n+1 x2n−2(2n − 2)! + : : : ;S(x) = ix− ix33! + ix55! + : : :+ (−1)n+1i x2n−1(2n − 1)! + : : :ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, �ÒÉÞÅÍ exp(x) = C(x) + S(x).ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ C(x) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ, Á S(x)|ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ C(x) = Re(exp(ix)) = 
osx É S(x) = i Im(exp(ix)) = i sinx.÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.òÁÚÂÅÒÅÍÓÑ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.17. õ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 
osx= 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ �=2. éÍÅÅÍ sin(�=2) = 1, �ÒÉÞÅÍÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;�=2℄ ÓÉÎÕÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, Á ËÏÓÉÎÕÓ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (13.3), ÞÔÏ 
os 0 = 1. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ 
os 2< 0. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13.8) ÉÍÅÅÍ
os 2 = 1− 222! + 244! − 266! + : : :=−13 −
(266! − 288! + 21010! − : : :): (13.10)ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÒÑÄ × ÓËÏÂËÁÈ × ×ÉÄÅ

(266! − 288! )+ (21010! − 21212! )+ (21414! − 21616! )+ : : :



13. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 85ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ n> 6 ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 2n=n!> 2n+2=(n+ 2)!, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÅ × ÓËÏÂËÁÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÏÔËÕÄÁ É ÉÚ 13.10 ÉÍÅÅÍ 
os 2<−13 < 0.ðÏÓËÏÌØËÕ 
os 0 = 1 > 0, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 
osx = 0 ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ. ðÏ-ÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ 
 = inf{x > 0: 
osx = 0}. �ÁË ËÁË ËÏÓÉÎÕÓ| ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ËÏÒÎÅÊ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ËÁË �ÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0}), ÔÁË ÞÔÏ 
os 
 = 0, ÏÔËÕÄÁ 
 > 0 É 
| ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 
osx= 0. ðÏÌÏÖÉÍ, ËÁË ÜÔÏ �ÒÉ-ÎÑÔÏ, 
 = �=2. �ÏÇÄÁ ËÏÓÉÎÕÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0;�=2); ÔÁËËÁË ËÏÓÉÎÕÓ | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÉÎÕÓÁ, ÓÉÎÕÓ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÅ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ (ÔÁË ËÁË sin 0 = 0) �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ ÎÁ ÎÅÍ. �ÁË ËÁËsin2(�=2) + 
os2(�=2) = 1, 
os(�=2) = 0 É sin(�=2) > 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏsin(�=2) = 1. �ÁË ËÁË 
os′(x) = − sinx É sinx > 0 ÎÁ (0;�=2), ËÏÓÉÎÕÓÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.18. äÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ�ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÙ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2�);×ÅÒÎÙ ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÁÈ É ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÏÒÍÕÌÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÓÉ-ÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ sin(�=2) = 1 É 
os(�=2) = 0. õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ Ï ÚÎÁËÁÈ É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÉÑ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.10.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 13.19. æÕÎË�ÉÑ exp �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 2�i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ exp(2�i) = 1.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ exp(it) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑ-ÅÔ �ÎÁÍÁÔÙ×ÁÎÉÅ� ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÁÉ×ÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÞÉ-ÓÌÏ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 13.20. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : t 7→ exp(it) ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; 2�) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔØ {z ∈ C : |z|= 1}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x + iy ÓÔÏÞËÏÊ (x; y) ∈ R2, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ËÁË t 7→ (
os t; sin t).éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÓÉÎÕÓÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;�=2℄ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ t ∈ [0;�=2℄ ÞÉÓÌÏ Re(exp(it)) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ× ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; 1℄ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ; ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ x + iy �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ y Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ



86 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÄÏ ÚÎÁËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ' ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ-ÒÅÚËÁ [0;�=2℄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {z ∈ C : Re(z) > 0; Im(z) > 0}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ [�=2;�℄, [�; 3�=2℄, É Ô. Ä.äÁÌÅÅ, �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ t 7→ exp(it) ÔÏÞËÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t�ÒÏÈÏÄÉÔ �ÕÔØ t| ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÍÁÔÙ×ÁÎÉÅ ÞÉÓÌÏ×ÏÊÏÓÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÂÅÚ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÊ É ÓÖÁÔÉÊ�. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁÕÔÏÞÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ��ÕÔØ, �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÏÊ�, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÞÔÏÔÁËÏÅ ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. äÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÒÁÚÕÍÎÙÈ �ÅÌÅÊ �ÏÄÈÏÄÑÔ ÔÁËÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : [a; b℄→ R2, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ t 7→ (x(t); y(t)),ÇÄÅ x É y|ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C1. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ,Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕ t 7→ '(t), ÒÁ×ÅÎ (x′(t); y′(t)) × ÍÏÍÅÎÔ t, �ÕÔØ,�ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÔÏÞËÏÊ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ ÄÌÉ-ÎÙ ×ÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Z ba √(x′(t))2 + (y′(t))2 dt. üÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÉ �ÏÌÁÇÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÍ ÄÌÉÎÅ ËÒÉ×ÏÊ; ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ: ÅÓÌÉ  : [
; d℄→ [a; b℄|×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1, ÔÏ
∫ ba √(x′(t))2 + (y′(t))2 dt= ∫ d
 √((x ◦  )′(u))2 + ((y ◦  )′(u))2 du(ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (10.3)).éÔÁË, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÞÉÓÌÏ x + iy ∈ C Ó ÔÏÞËÏÊ (x; y) ∈ R2, ÔÏÎÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ t 7→ (
os t; sin t). ÷ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ t ÒÁ×ÅÎ ((
os t)′; (sin t)′) = (− sin t; 
os t); ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ√sin2 t+ 
os2 t= 1, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t ÔÏÞËÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ �ÕÔØ t. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ 2� ÔÏÞËÁ �ÒÏÊÄÅÔ �ÕÔØ 2�; ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 13.20 ÜÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÒÁ×ÎÁ 2�, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 13.17, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ�.ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ, �ÏÄÏÂÎÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÅ, ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ ÍÏÖ-ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚÆÏÒÍÕÌ eix = 
osx + i sinx É e−ix = 
osx − i sinx, ×ÅÒÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏx ∈ R, ×ÙÔÅËÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ
osx= (eix + e−ix)=2; (13.11)sinx= (eix − e−ix)=2i: (13.12)ðÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ C, É �ÒÉ ÌÀÂÏÍx ∈ C ÉÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11 É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÒÕÇÅÒÑÄÁ ÄÌÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ É ËÏÓÉÎÕÓÁËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (13.8) É (13.9).



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 87úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ1. ÷×ÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉíÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÛËÏÌØÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, Á ÔÁË-ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÄÅÌÏ× ÆÕÎË�ÉÉ É �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ: ×ÓÑ-ËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅ-ÅÔ �ÒÅÄÅÌ.1.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÌÙÈ n > 0 É �ÒÉ x > −1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï (1 + x)n > 1 + nx.1.2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn→∞
qn = ∞ �ÒÉ q > 1 É limn→∞

qn = 0 �ÒÉ
−1< q < 1.Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ limn→∞

zn �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ z ∈ C?1.3. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1 + 1n)n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, Á (1 + 1n)n+1|ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limn→∞

(1 + 1n)n (ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ e).1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÅÌÙ:Á) limn→∞

(1 + 1n)n2 ;Â) limn→∞

(1 + 1n2)n;×) limn→∞

(1− 1n)n.1.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn→∞
(na=bn) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ a > 0, b > 1.1.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn→∞
(na)=(lnn) = +∞ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a > 0.1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ limn→∞
an=n! = 0 �ÒÉ a > 1.1.8. îÁÊÄÉÔÅ limn→∞

n!=nnîÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:1.9. (n+ 1)2006=(n2006 + 1);1.10. n√n;



88 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ1.11. n√2n + 3n + 4n5n + 6n .1.12.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÚÁÄÁÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ x1 = 1, xn+1 ==√2 + xn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.1.13. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÒÅÄÅÌ limn→∞
sinn?1.14. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÚÁÄÁÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ x1 = 1=2,xn+1 = xn − x2n.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ limn→∞
xn, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ.Â) îÁÊÄÉÔÅ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÅÄÅÌ limn→∞

n�xn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÎÅ ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ, É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ1.15.ðÕÓÔØX|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, É �ÕÓÔØ f; g : X→R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ fg : X → R ÔÏ-ÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.1.16. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {0; 1; 1=2;1=3; : : :} × R?1.17. ðÕÓÔØ T |�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ × ÌÅË�ÉÉ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ:Á) S : T → R, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ.Â) B : T → R2, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ.×) O : T → R2, ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ.1.18. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Rn, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁÔÏÞËÁ ∞. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ, ×Ï-�ÅÒ-×ÙÈ, U ∩ Rn ÏÔËÒÙÔÏ × Rn, É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ U ∋∞, U ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ {x ∈ Rn : ‖x‖ > R} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ R > 0.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ × Rn+1.1.19. ðÕÓÔØ X É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, X × Y |ÉÈ ÄÅ-ËÁÒÔÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÁÒ (x; y), ÇÄÅx ∈X , y ∈ Y ).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U × V ⊂ X × Y , ÇÄÅU ⊂X É V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X × YÉ ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÉ X × Y ÎÁ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 89�Ï�ÏÌÏÇÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × �ÕÎËÔÅ (Á), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ X × Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉ-ÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÅ �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙ. (åÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ, ÞÅÍ ×ÔÏÒÁÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÏÔËÒÙÔÏÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÏÔËÒÙÔÏ É × �ÅÒ×ÏÊ.)×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Rn ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ R × : : :× R︸ ︷︷ ︸n ÒÁÚ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ n �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).1.20. ðÕÓÔØX|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, R|ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ X , �ÕÓÔØ X=R|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É� : X →X=R|ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÈÏ-ÄÉÔ × ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ). îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂X=R ÏÔËÒÙ-ÔÙÍ, ÅÓÌÉ �−1(U) ÏÔËÒÙÔÏ × X .Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔX=R × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏ. (X=R Ó ÔÁËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,Á ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X=R|ÆÁËÔÏÒÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ.)Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ|ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁX=R, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.1.21. Á) ðÕÓÔØ M ⊂ (R2)3|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË,ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ).îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË ÉÚ M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÔÏÞÅË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M �ÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ T ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×.Â) ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ËÏÎ�Ù ÏÔ-ÒÅÚËÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÏÔÒÅÚËÁ �Ï ÜÔÏÍÕÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.×) ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ R2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (x; y) ∼ (y; x). ðÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ R2 �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ
{(u; v) ∈ R2 : v > 0}.Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R2 \ {(0; 0)} ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ: R : (x1; y1)∼ (x2; y2)⇔∃� > 0 : x2 = �x1; y2 = �y1;S : (x1; y1)∼ (x2; y2)⇔∃� > 0 : x2 = �x1; y2 = �−1y1:



90 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R2 \ {(0; 0)}=R É R2 \ {(0; 0)}=S ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ-×ÙÍÉ?Ä) ðÕÓÔØ S1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ; ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÉÚS1 × S1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ S1 × S1 �Ï ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÅÎ ÌÉÓÔÕ í£ÂÉÕÓÁ.3. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ1.22. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX ⊂ R ÅÇÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ.1.23. ðÕÓÔØ A;B ⊂ R |Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ a ∈ A É b ∈ B ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a 6 b. ðÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ R, ÞÔÏ a6 x6 b ÄÌÑ ×ÓÅÈ a ∈ AÉ b ∈B.�ÏÞËÁ a ∈ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ
{xn}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏ-ÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ xn ∈ U (ÒÁ-ÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).1.24. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �ÒÅÄÅÌØ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ (ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÍ É ÎÉÖÎÉÍ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ�ÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÅÅ ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌÒÁ×ÅÎ ÎÉÖÎÅÍÕ.1.25. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ×�ÒÑÍÏÊ �ÏËÒÁÓÉÌÉ × ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍÏÔÒÅÚËÅ ÅÓÔØ ÂÅÌÁÑ ÔÏÞËÁ? (�ÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ.)1.26. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ RÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÊÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F .1.27. îÁÊÄÉÔÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ m+ n√2, ÇÄÅ m É n �ÅÌÙÅ.1.28.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × N, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÏÝÎÏÓÔØËÏÎÔÉÎÕÕÍ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÄÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÍ?



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 911.29. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ (0;+∞) × (0;+∞). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁÓÔÅÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ g (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f ≪ g), ÅÓÌÉlimx→+∞
f(x)=g(x) = 0.(Á) ÷ÅÒÅÎ ÌÉ ÄÌÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ) �ÏÒÑÄËÁ ≪ ��ÒÉÎ�É� ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔ-ÒÅÚËÏ×�: ÅÓÌÉf1 ≪ f2 ≪ : : :≪ fn ≪ : : :≪ gn ≪ : : :≪ g2 ≪ g1;ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fk ≪ h≪ gk �ÒÉ ×ÓÅÈ k?(Â) ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÄÌÑ �ÏÒÑÄËÁ≪ �ÁËÓÉÏÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ�: ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÒÁÓÔÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÔÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÉÂÙÓÔÒÅÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B?4. ëÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ; Ó×ÑÚÎÏÓÔØ1.30. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌ [0; 1) ÎÅÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏÔÒÅÚËÕ[0; 1℄.1.31. Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ.Â) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÔÁËÏÊ �ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÌÉ-ÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÙ.1.32. ðÕÓÔØ X ⊂ R2 | ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = sin(1=x)�ÒÉ x > 0 É ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ (0;−1) É (0; 1). äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ X Ó×ÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.1.33. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏ×.1.34. ðÕÓÔØ f(z) = anzn + : : : + z0|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ z 7→ |f(z)| �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁ C ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. (åÓÌÉ deg f > 0, ÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÁËÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.)1.35. ðÕÓÔØ f|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ (x; y) 7→ |f(x; y)| �ÒÉÎÉÍÁÅÔÎÁ R2 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ?1.36. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ-×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ. (íÏÖÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÁËÔÁÍÉ ÉÚÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ �ÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ.)



92 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ1.37. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ(ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {(x; y) ∈ R2 : 06 x6 1; 06 x6 1}).(ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ n-ÍÅÒÎÏÍÕ ËÕÂÕ �ÒÉ n > 2|ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÕÖÎÏ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÕÒÓÏÍÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, Á ÔÁËÖÅ m-ÍÅÒÎÙÊ É n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂÙ ÎÅÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙ �ÒÉm 6= n|ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÖÅÌÁÔÅÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒ ËÕÒÓÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.)×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÕ.1.38. âÕËÅÔÏÍ n ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÂÅÒÅÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅn ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �Ï ÔÏÞËÅ, É ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞ-ËÉ ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ (�ÒÏÄÕÍÁÊÔÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏ-ÑÔÅÌØÎÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÕËÅÔ m ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÅÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÂÕËÅÔÕn ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÉ m 6= n.1.39. ðÕÓÔØ X ⊂ R2|ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË {Pn}, ÇÄÅ ×ÓÅ Pi ∈ X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑP1P2 : : : Pn : : : ×Ù�ÕËÌÁ (Ô. Å. ÌÅÖÉÔ �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ Ó×ÏÅÇÏÚ×ÅÎÁ).1.40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ ÓÅË×ÅÎ�É-ÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.1.41*. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ.5. ðÏÌÎÏÔÁ1.42. ðÕÓÔØ X|�ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ× Br1(a1)⊃
⊃Br2(a2) ⊃ : : :⊃Brn(an) ⊃ : : : ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ limn→∞

rn = 0 (ÒÁÄÉÕ-ÓÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ), ÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏ× ÎÅ�ÕÓÔÏ É ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.1.43. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈÛÁÒÏ× Ó �ÕÓÔÙÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ × �ÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.1.44. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÏ× ×ÙÑÓÎÉÔÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ Ï�É-ÓÁÎÎÏÅ × ÎÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÎÙÍ; ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ�ÏÌÎÏ, ÎÁÊ-ÄÉÔÅ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÅÇÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ.Á) íÎÏÖÅÓÔ×Ï R Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ �(a; b) = |ar
tg a− ar
tg b|.Â) éÎÔÅÒ×ÁÌ (−�=2;�=2) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ �(a; b) = |tg a− tg b|.



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 93×) l∞ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ; ÅÓÌÉ a == {an} É b= {bn}, ÔÏ �(a; b) = sup |an − bn|.Ç) 
 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ-ÍÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ); ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏ× S1 = [a1; b1℄ É S2 = [a2; b2℄ �ÏÌÁÇÁÅÍ�(S1; S2) = |a1 − a2|+ |b1 − b2|.Ä) 
|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ); ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏ× S1; S2 ∈ 
 �ÏÌÁÇÁÅÍ �(S1; S2) = l(S1 ∪ S2)−
− l(S1 ∩ S2), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ l ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔ-ÒÅÚËÏ× (ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊÎÕÌÀ). îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ.1.45. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z ⊂X , ÇÄÅ X|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ:(1) úÁÍÙËÁÎÉÅ Z ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË.(2) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅ-�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ V ⊂ U , ÞÔÏ V ∩ Z =∅.(íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ�ÌÏÔÎÙÍÉ.)1.46. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ (0; 1), × ÄÅÓÑÔÉÞ-ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 142857, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÍ. (äÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ �È×ÏÓÔÏÍ�ÄÅ×ÑÔÏË ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ.)1.47. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× (�ÔÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ�).1.48.íÏÖÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×É-ÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × R?1.49.ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔ-ÒÅÚËÅ [a; b℄, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [a; b℄ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ f(x) = limn→∞

fn(x).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ [a; b℄.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄.×) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f , �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÅÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ.Ç) á ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ f , ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÂÙÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ?



94 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ É ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï1.50. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Zp ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ �ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ �ÒÅÄÅÌÏ×�:limn→∞
(an + bn) = limn→∞

an + limn→∞
bn; limn→∞

(anbn) = limn→∞
an limn→∞

bn:1.51. ðÕÓÔØ u ∈ Zp ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅv ∈ Zp, ÞÔÏ uv = 1 (�ÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÎÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ p-ÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓØÀ).1.52. ðÕÓÔØ p > 2 É u ∈ Zp ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u Ñ×ÌÑÅÔÓÑ× Zp �ÏÌÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ Zp, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x2 = u)ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u ÓÒÁ×ÎÉÍÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ m2 − u ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p).1.53. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × Z2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.1.54. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Zp É R ËÁË ÇÒÕ��Ù �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ëÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ Zp × R, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-ÑÍÉ?1.55. ëÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ Zp, ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁË ÇÒÕ��Á �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ, × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (Ô. Å. ÇÒÕ��Õ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å �Ï ÍÏÄÕÌÀ, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ)?1.56. ðÕÓÔØ X|ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ X ×X .Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X .1.57. ðÕÓÔØ X | ×Ù�ÕËÌÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn ðÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : [0; 1℄→X (�ËÒÉ×ÁÑ ðÅÁÎÏ�).1.58. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á �×Ù�ÕËÌÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn� ÎÁ �ÌÉÎÅÊÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�?1.59. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ [0; 1℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = a ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ?1.60. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó R) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á ÓÞÅÔÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 951.61*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×�ÏÌÎÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ. 7. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ1.62. ðÕÓÔØ f : [a; b℄ → R3 |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏÅ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ (a; b), �ÒÉÞÅÍ f(a) 6= f(b). ïÂÑÚÁ-ÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ 
 ∈ [a; b℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë ËÒÉ×ÏÊ× ÔÏÞËÅ f(
) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ f(a) É f(b)? (éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ: ×ÅÒÎÁ ÌÉ × R3 ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ?)1.63. æÕÎË�ÉÑ f : [a; b℄→ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈp; q ∈ [a; b℄ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (p; f(p)) É (q; f(q)), ÌÅÖÉÔ ÎÁÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x), É ×ÏÇÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÌÅÖÉÔ �ÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ. ðÕÓÔØ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C2 ÎÁ [a; b℄ É f ′′(x)> 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈx ∈ (a; b); �ÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ×Ù�ÕËÌÁ ÎÁ [a; b℄.1.64. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ x1 + : : :+ xnn > n√x1 : : : xn. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ,ÞÔÏ ln|×ÏÇÎÕÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.)Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ √x21 + : : :+ x2nn >
x1 + : : : + xnn .îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x= (x1; : : : ; xn) ∈ Rn É p> 1, ÔÏ

‖x‖p = (|x1|p + : : :+ |xn|p)1=p:1.65. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ Rn É 16 p < q, ÔÏ ‖x‖p > ‖x‖q.1.66. ðÕÓÔØ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn, y = (y1; : : : ; yn) ∈ Rn, p > 1 É1p + 1q = 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |x1y1 + : : : + xnyn| 6 ‖x‖p‖y‖q. (õËÁÚÁÎÉÅ.ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ t 7→ tp|×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.)1.67. ðÕÓÔØ x; y ∈ Rn É p > 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ‖x+ y‖p 6 ‖xp‖+ ‖y‖p.1.68. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ [a; b℄, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ(a; b) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limx→a+0 f ′(x). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÔÏÞËÅ a Õ ÆÕÎË-�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ��ÒÁ×ÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ� (�ÒÅÄÅÌ limh→+0 f(a+ h)− f(a)h ).1.69. Á) æÕÎË�ÉÑ f ÚÁÄÁÎÁ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕf(x) ={e−1=x2 �ÒÉ x > 0;0 �ÒÉ x6 0:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÍ R.



96 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒÂ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ C∞-ÆÕÎË�ÉÑ f , ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ÎÁ (−∞; 0℄É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ [1;+∞).1.70. ðÕÓÔØ f É g|ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ Ck+1 × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ (�ÒÉ x→ 0)f(x) = p(x) + o(xk); g(x) = q(x) + o(xk);ÇÄÅ p É q|ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(g(x)) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁf(g(x)) = r(x) + o(xk);ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r(x) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(q(x)) ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ > k.1.71. ðÕÓÔØ f(x) = sin(x13 + x15). îÁÊÄÉÔÅ f (43)(0).1.72. îÁÊÄÉÔÅ limx→0 sin(shx)− sh(sinx)x7 :1.73. îÁÊÄÉÔÅ limx→0 sin(tg x)− tg(sinx)ar
sin(ar
tg x)− ar
tg(ar
sinx) :8. òÑÄÙ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙåÓÌÉ {an} É {bn}| Ä×Å ÞÉÓÌÏ×ÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ �ÉÛÕÔan = O(bn), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ C > 0, ÞÔÏ |an| 6 C · |bn| ÄÌÑ ×ÓÅÈn (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n). òÑÄ ∑ anÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ aj |ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.1.74. ðÕÓÔØ ∑ an É ∑ bn|ÒÑÄÙ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍan =O(bn). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ bn ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ É ∑ an ÓÈÏÄÉÔÓÑ.1.75. ðÕÓÔØ {an}|ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ an ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ 2na2n .1.76. ðÕÓÔØ f : [1; +∞) → (0;+∞) | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑n∈N

f(n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limM→∞

Z M1 f(x) dx.



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 971.77. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, �ÒÉ ËÁËÉÈ p; q ∈ R ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∞∑n=2 1np(lnn)q .1.78. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌlimn→∞

((1 + 12 + : : :+ 1n)
− lnn)(ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ üÊÌÅÒÁ).1.79. ðÕÓÔØ ∑ an|ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÉÚ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.Á) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a2n?Â) ïÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑ a3n?1.80. ðÕÓÔØ X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, {an}|ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ É ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ, É �ÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× fn ∈ C(X) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ‖f1 + : : : + fn‖ 6 M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ M , ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ anfn ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.1.81. ðÕÓÔØ {an}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∞∑n=1(an=ns) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s = s0 ∈ R,ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï s ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÓÑ ×(s0; +∞). (åÓÌÉ ×Ù ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÓÄÅ-ÌÁÊÔÅ ÜÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ s É an ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ.)1.82. ðÏÌÏÖÉÍ, �ÒÉ s > 1,�(s) = 1 + 12s + 13s + : : :(�ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ òÉÍÁÎÁ�).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(s) = limn→∞

11− 1ps1 : : : 11− 1psn ;ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ pn ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ n-Å �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.Â) îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌ lims→1+0(s− 1)�(s).×) óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ 1p1 + 1p2 + : : :?1.83. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÄÅÌlimn→∞

( 1n+ 1 + 1n+ 2 + : : :+ 12n):



98 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ1.84. Á) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n ÉÎÔÅÇÒÁÌ Z �=20 sinn x dx ÄÌÑ ×ÓÅÈn ∈ N. (äÌÑ ÓÁÍÏ�ÒÏ×ÅÒËÉ: �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n ÏÔ×ÅÔ|ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,�ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ|ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÁ �.)Â) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ �ÕÎËÔÁ (Á) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÔÅ�Å-ÎÑÍÉ ÓÉÎÕÓÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:�2 = limn→∞

(2 · 4 · 6 · : : : · 2n)2(1 · 3 · 5 · : : : · (2n − 1))2 · (2n+ 1) :1.85. ðÕÓÔØ f : [a; b℄→ C|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏlimt→+∞

∫ ba f(x) sin(tx) dx = 0:9. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ; ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØðÕÓÔØ f É g| Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f ∼ g �ÒÉ x → a, ÅÓÌÉlimx→a f(x)=g(x) = 1, É ÞÔÏ f ≏ g, ÅÓÌÉ f =O(g) É g =O(f). (áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ x→∞ É Ô. �.)�îÁÊÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ f� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ g, ÞÔÏ f ∼ g (ÉÌÉÈÏÔÑ ÂÙ f ≏ g)�. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ g ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ��ÒÏÝÅ�,ÞÅÍ f .1.86. îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼: Á) ÄÌÑ f(x) = 1− 
osx�ÒÉ x→ 0; Â) ÄÌÑ f(x) = sin(�=6x)− 1=2 �ÒÉ x→ 1.1.87. îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) == Z x0 3√sin t dt �ÒÉ x→ 0.îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ (ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ| Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼) ÄÌÑ ÔÁËÉÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:1.88. an = (n+ 1)� − n� (�ÒÉ � > 0).1.89. an = 3√n5 − 3n+ 2006.1.90. an| n-Ê × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ 
tg x= x.1.91. an|ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x7 + nx− 1 = 0.1.92. a1 = 1, an+1 = sin an.1.93. an = Z 10 (1− x2)n dx.åÓÌÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ��ÒÏÓÔÁÑ� ÆÕÎË�ÉÑ g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ËÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ∼ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÍÏÖÎÏ �ÏÉÓËÁÔØ �×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ�|ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ f − g.



úÁÄÁÞÉ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 991.94. îÁÊÄÉÔÅ ×ÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÊ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ:Á) 1.86Á; Â) 1.87; ×) 1.88; Ç) 1.90.1.95. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � = {an}n∈N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ an ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.ðÏÌÏÖÉÍ ‖�‖=∑ |an|.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `1|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÞÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �(�; �) = ‖�− �‖.1.96. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � = {an}n∈N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ |an|2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É �ÏÌÏÖÉÍ
‖�‖=√∑ |an|2.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `2|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÞÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �(�; �) = ‖�− �‖.1.97. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [a; b)⊂ [0; 1℄ É ×ÓÑËÏÇÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏM ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

{f ∈ C([0; 1℄) : ∃x ∈ (a; b) : ∣∣∣f(y)− f(x)y − x ∣∣∣ 6M ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ (a; b)}ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏ × C([0; 1℄).Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÎÁ [0; 1℄, ÎÏ ÎÅÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.1.98. ðÕÓÔØ {fn}n∈N|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØC1-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ[a; b℄ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ′n �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ [a; b℄). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fn} É
{f ′n} ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ [a; b℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ limn→∞

fn = f , ÔÏlimn→∞
f ′n = f ′.1.99. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C1([a; b℄) ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1-ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ [a; b℄ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × ÚÁÄÁÞÅ 1.98). äÌÑ f ∈ C1([a; b℄) �ÏÌÏÖÉÍ

‖f‖= supx∈[a;b℄ |f(x)|+ supx∈[a;b℄ |f ′(x)|(�ÏÄ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ËÏÎ�ÁÈ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C1([a; b℄)| �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �(f; g) = ‖f − g‖.1.100. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.(õËÁÚÁÎÉÅ. ÷Ó�ÏÍÎÉÔÅ, ËÁË Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R.)



100 ðÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒüËÚÁÍÅÎ ÚÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÅÍÅÓÔÒ1.101. ðÕÓÔØ f : R→R|Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ′′(x) > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É ÞÔÏ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (Ô. Å. ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ M , ÞÔÏ f(x)6M �ÒÉ ×ÓÅÈ x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f|ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ.1.102. ðÕÓÔØ f(x) = esin(x10+x11). îÁÊÄÉÔÅ f (32)(0).1.103. ðÕÓÔØ xn | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
osx = nx (ÇÄÅ n|�ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn} �ÒÉ n→∞.1.104. ðÕÓÔØ an = 4√1 + 4√2 + : : :+ 4√n:îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} �ÒÉ n→∞.1.105. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ É ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : R → R2?1.106. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n> 1 ÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏXn,Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 2 ÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fn : Xn → Xn−1. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} (n �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ xn ∈Xn É fn(xn) = xn−1 �ÒÉ ×ÓÅÈn > 1.1.107. ðÕÓÔØxn =√√√√1 + 2√1 + 3√1 + 4√1 + : : :√1 + n:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ limn→∞
xn, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ.



÷�ïòïê óåíåó�ò14. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ RíÙ ÎÁÞÎÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ �Ï-ÎÑÔÉÊ �ÌÏÝÁÄÉ É ÏÂßÅÍÁ. ðÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉÈÏÄÉÔ × ÇÏÌÏ×Õ|�ÏÓÔÒÏÉÔØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × Rn ÓÔÁ-×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÅÇÏ �n-ÍÅÒÎÙÊÏÂßÅÍ�), �ÒÉÞÅÍ ÏÂßÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÙ, ÏÂßÅÍÙ ËÏÎ-ÇÒÕÜÎÔÎÙÈ (ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÉÈÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ) ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ÏÂßÅÍÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ-×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÏÂßÅÍÏ×. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁË ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉn> 3 ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ); ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔ-ÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÂßÅÍ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ×ÓÅÈ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÎÏ ÚÁÔÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÔÏÞÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.1. ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. âÕÌÅ×ÏÊ�ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × 2X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï B ⊂ 2X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) ∅ ∈ B, X ∈ B;(2) ÅÓÌÉ A;B ∈ B, ÔÏ A ∩B, A ∪B É A \B ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × B.âÕÌÅ×Á �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ E ⊂ 2X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:(3) ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á A1; A2; : : : ; An; : : : ÌÅ-ÖÁÔ × E , ÔÏ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂n An É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃n An ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ × E .÷×ÉÄÕ ÚÁËÏÎÏ× ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �-ÁÌÇÅÂÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ(ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÓÞÅÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ).÷ÏÔ ×ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �-ÁÌÇÅÂÒÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.2. ðÕÓÔØ X|ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ�-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ×ÓÅ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÙ.îÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ [0;∞℄, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÓÉÍ×ÏÌÁ ∞. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,



102 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÞÔÏ ∞+∞=∞, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ a<∞ É a+∞=∞ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÇÏ a ∈ R. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÌÏÖÉÍ a · ∞=∞, ÅÓÌÉ a > 0, É 0 · ∞= 0.÷ÓÑËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × [0;∞℄ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊÇÒÁÎØÀ. åÓÌÉ a1; a2; : : : ; an; : : :|ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [0;+∞℄,ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÕÍÍÁ ∞∑i=1 ai: ÅÓÌÉ ×ÓÅ ai ËÏÎÅÞÎÙ É ÒÑÄ ∑ ai ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ∞∑i=1 ai =∞. óÕÍÍÁ ∞∑i=1 aiÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ai.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ | ÜÔÏ ÔÒÏÊËÁ (X; E ; �),ÇÄÅ X |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, E ⊂ 2X | �-ÁÌÇÅÂÒÁ É � : E → [0;∞℄ | ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.(1) åÓÌÉ {Ai}i∈N | ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ E , ÔÏ �( ∞⋃i=1Ai)= ∞∑i=1�(Ai).(2) äÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ A ∈ E ÉÍÅÅÍ �(A)<∞.üÌÅÍÅÎÔÙ �-ÁÌÇÅÂÒÙ E ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÁÆÕÎË�ÉÑ �|ÍÅÒÏÊ; ÞÉÓÌÏ �(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ∈ E .ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØÀ.ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÅÓÌÉ A 6=∅ É �(A)<∞, ÔÏ, �ÏÌÏÖÉ× × (1) A1 =A �ÒÉj > 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �(∅) = 0; ÅÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (1) ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁAi, ËÒÏ-ÍÅ �ÅÒ×ÙÈ n, �ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÙÍÉ ∅, ÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ�ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ�: �(A1 ⊔ : : : ⊔ An) = �(A) = �(A1) + : : :+ �(An)(ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ⊔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×). äÁÌÅÅ, ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�(A)6 �(B) �ÒÉ A⊂B, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ �(A ∪B)6 �(A) + �(B) (�ÏÓËÏÌØËÕ�(A ∪B) = �(A ⊔ (B \A))). ÷ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÄÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ-ÓÑ ÂÅÚ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÅÒ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂ ÂÙÔØ ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÙÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4. åÓÌÉ A1 ⊂A2 : : :⊂An ⊂ : : :|ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á, ÔÏ �( ∞⋃i=1Ai)= limi→∞
�(Ai).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÊ (É ËÏÎÅÞÎÏÊ)ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

∞⋃i=1Ai =A1 ⊔ (A2 \A1) ⊔ : : : ⊔ (An \ (A1 ∪ : : : ∪An−1)) ⊔ : : :



14. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R 103óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.5. åÓÌÉ A1 ⊃ A2 : : : ⊃ An ⊃ : : :| ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á É �(A1)<∞, ÔÏ �( ∞⋂i=1Ai)= limi→∞
�(Ai).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ A1 \ A2 ⊂ A1 \ A3 ⊂ : : : É ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ ÜÔÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓA1 \ ( ∞⋂i=1Ai), ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.4 É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÍÅÒÏÊ. ðÕÓÔØ X|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÂßÑ×ÉÍ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × X ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ É �ÏÌÏÖÉÍ,ÄÌÑ A ⊂ X , ÅÇÏ ÍÅÒÕ �(A) ÒÁ×ÎÏÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × A (ÅÓÌÉ AÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ �(A) =∞). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ. äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ (X; E ; �)| �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ ÉE ∈ E , ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈÓÑ × E, ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÒÕ ÎÁ E.þÔÏÂÙ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ, ÎÁÄÏ �ÒÉÌÏÖÉÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ. éÍÅÎÎÏ, ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ R, ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÕÀ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ [0;+∞℄(ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ �×ÎÅÛÎÀÀ ÍÅÒÕ�) ÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÑËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ × R, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÞÅÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÁÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �-ÁÌÇÅÂÒÅ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÓÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ R ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U). ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ××ÅÓÔÉÎÁ U ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �x∼ y, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b)⊂ U ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x É y�, ÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∼| ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÑÚ-ÎÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × R, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. �Å�ÅÒØÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ R ÅÇÏ ÍÅÒÕ �(U) ËÁË ÓÕÍÍÕÄÌÉÎ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÄÌÉÎÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ �ÏÌÁ-ÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.6. ÷ÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÏÊ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÞÉÓÌÏ �(E) = infU⊃EU ÏÔËÒÙÔÏ�(U):éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ(×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÉÚ ËÏÎ�Ï× × ÎÅÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÙ) ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏÄÌÉÎÅ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �(E)6 �(F ), ËÁË ÔÏÌØËÏ E ⊂ F .



104 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒìÅÍÍÁ 14.7. (1) åÓÌÉ U1; U2; : : :|ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R ÉU =⋃Ui, ÔÏ �(U)6
∑�(Ui).(2) åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ui �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ �(U) =∑�(Ui).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (2) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÄÏËÁÖÅÍ (1). ðÕÓÔØU = ⊔j Vj |ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ U ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, É �ÕÓÔØ Uij == Ui ∩ Vj . ðÏÓËÏÌØËÕ Uij ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Ui′j′ �ÒÉ j 6= j′, ÉÚ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ U |ÉÎÔÅÒ×ÁÌ; ÄÁÌÅÅ, ÒÁÚÂÉ×ÁÑ Uij ÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, Ó×ÏÄÉÍ ÚÁ-ÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ É U , É ×ÓÅ Ui Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË T ⊂ U �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×Ui1 ; : : : ; Uik , ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÍ�(T )6 �(Ui1) + : : :+ �(Uik )6

∑�(Ui):ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ �(T ) �Ï ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ T ÒÁ×ÎÁ�(U).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.8. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× E1; E2; : : :⊂ R ÉÍÅÅÍ �(⋃Ei)6
∑�(Ei).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Ui ⊃ Ei, ÞÔÏ �(Ui) 6 �(Ei) + "=2i. �Å�ÅÒØ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊÌÅÍÍÙ, ÉÍÅÅÍ�(⋃Ei) 6 �(⋃Ui) 6

∑�(Ui)6
∑�(Ei) +∑ "2i 6

∑�(Ei) + ":ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÒÅÍÉÔØ " Ë ÎÕÌÀ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.9. åÓÌÉ A⊃B, ÔÏ �(A)− �(A \B)6 �(B).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÔÅ E1 =A \B, E2 =B.÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ �ÏÌÅÚÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×ÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÙ.ìÅÍÍÁ 14.10. åÓÌÉ K1; : : : ;Kn⊂R|�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÛÉÅÓÑ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ �(K1 + : : :+Kn) = �(K1) + : : :+ �(Kn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ n= 2.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1; U2 ⊂ R,ÞÔÏ Ui ⊃ Ki É U1 ∩ U2 = ∅. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ x ∈ R É A ⊂ R �ÏÌÏ-ÖÉÍ d(x;A) = infy∈A |x− y| (�ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á�). �Å-�ÅÒØ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ U1 = {x : d(x;K1) < d(x;K2)} É



14. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R 105U2 = {x : d(x;K2) < d(x;K1)}, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U1 É U2 ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅ-ÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.1éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊃
⊃K1 ∪K2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ V1 ⊔ V2, ÇÄÅ V1 É V2ÏÔËÒÙÔÙ É Vi ⊃Ki (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ Vi = V ∩ Ui). �Å�ÅÒØ ÉÓËÏÍÏÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.11. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÚÍÅÒÉÍÙÍ �Ï ìÅÂÅÇÕ (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏ �ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ�),ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏK ⊂ E, ÞÔÏ �(E)6 �(K) + ".(éÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÕÔØ�ÏÚÖÅ.)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍ É ×ÓÑËÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊÉÎÔÅÒ×ÁÌ. �ÁË ËÁË ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÉÚÍÅ-ÒÉÍÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÓÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ.ìÅÍÍÁ 14.12. ðÕÓÔØ E1; E2; : : :|ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×; �ÏÌÏ-ÖÉÍ E =⊔i Ei. �ÏÇÄÁ:(1) �(E) =∑�(Ei);(2) ÅÓÌÉ E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 14.8 ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á (1) ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ∑�(Ei) 6 �(E). úÁÄÁÄÉÍÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ" > 0 É ×ÙÂÅÒÅÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ki ⊂ Ei, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�(Ei) 6 �(Ki) + "=2i. ðÏÓËÏÌØËÕ Ei �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÁËÏ×ÙÖÅ É Ki. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14.10 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ�(E1) + : : :+ �(En)6 �(K1) + : : :+ �(Kn) + "== �(K1 ⊔ : : : ⊔Kn) + "6 �(E) + ":õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á ÚÁÔÅÍ " Ë ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ (1).ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ E ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, É �ÕÓÔØ " > 0. �ÁË ËÁË∑�(Ei) = �(E)<∞, ÉÚ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ n ∈ N, ÞÔÏ�(E)6 �(E1) + : : :+ �(En) + "=2. �ÁË ËÁË ×ÓÅ Ei ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ1�Ï ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ R ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á K1 ÉK2|ÎÁ Ä×Á ÅÇÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÎÏÒÍÁÌØÎÙ�.



106 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒi6 n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ Ki ⊂ Ei, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(Ei)6 �(Ki) + "=2n.ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ (1), ÉÍÅÅÍ�(E) 6

n∑i=1 �(Ei) + "2 6

n∑i=1Ki + "= �(K1 ⊔ : : : ⊔Kn) + ";ÞÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E É ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 14.13. åÓÌÉ E1 É E2|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÔÏ E1 \ E2, E1 ∩ E2 É E1 ∪ E2|ÔÁËÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× E1 ∩ E2 = E1 \ (E1 \ E2) É E1 ∪ E2 ==E1 ⊔ (E2 \ E1) × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 14.12 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ i= 1; 2 É ÄÁÎÎÏ-ÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ki É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏUi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈKi ⊂ Ei ⊂ Ui, �ÒÉÞÅÍ �(Ki) + "=2> �(Ei)> �(Ui)− "=2.ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ui É Ki, ÂÕÄÕÞÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍÉ, ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14.12×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �(Ui \ Ki) = �(Ui) − �(Ki); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(Ui \ Ki) 6

6 �(Ui)− �(Ki)6 " �ÒÉ i= 1; 2.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ E1 \ E2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ (ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ " > 0) ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ U ⊃ E1 \ E2 ⊃K É �(U \K)6 2": × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ�(E1 \ E2)− �(K)6 �((E1 \ E2) \K)6 �(U \K)6 2":ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ U = U1 \K2 É K =K1 \ U2; ÔÏÇÄÁU \K ⊂ (U1 \K1) ∪ (U2 \K2);ÏÔËÕÄÁ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 14.8 ÉÍÅÅÍ �(U \K)6"+"=2", É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ÏÔ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 14.14. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ �ÏìÅÂÅÇÕ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏ ×ÓÑËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 14.11.åÓÌÉ E ⊂ R|ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÅÇÏ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ �(E).éÚ ÌÅÍÍÙ 14.13 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ �Ï ìÅÂÅÇÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 14.15. �ÒÏÊËÁ (R;L; �), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ L ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �Ï ìÅÂÅÇÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × R, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÍÅÒÏÊ.



15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ 107äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÞÔÉ ×ÓÅ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÏ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÒÁÔØÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÏÅÄÉÎÏ.îÁÍ ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ É ÞÔÏ � ÓÞÅÔÎÏ ÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÁ ÎÁ L. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 14.13 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÕÌÅ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ; ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÌÅÍÍÙ 14.12 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÅÓÌÉ {Ei}|ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ-ÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ⋃Ei. åÓÌÉ ÖÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {Ei} ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
⋃i Ei =E1 ⊔ (E2 \ E1) ⊔ (E3 \ (E1 ∪E2)) ⊔ : : : ;�ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÁË ËÁË ÉÚÍÅÒÉÍÙÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅ×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ.þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÎÁËÏÎÅ�, ÓÞÅÔÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ-�ÅÒØ R ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ Ó�ÏÓÏÂÏÍ × ×ÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÉÄÁ [n;n+ 1)) É ÚÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ R = ∞⊔i=1Si.éÚ ÌÅÍÍÙ 14.12 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(E) = ∑j �(E ∩ Sj) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ {Ei}|ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É E =⋃i Ei, ÔÏ ÉÍÅÅÍ�(E) =∑j �(E ∩ Sj) =∑j ∑i �(Ei ∩ Sj) =∑i ∑j �(Ei ∩ Sj) =∑i �(Ei)(�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÚÁËÏÎÎÁ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÒÑÄÁÍÉÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ). ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.16. ÷ÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R ÉÚÍÅÒÉÍÏ�Ï ìÅÂÅÇÕ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �-ÁÌÇÅÂÒÅÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. 15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁëÁË ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁË É ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.1. ðÕÓÔØX|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ É Y |ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ⊂ Y ÅÇÏ �ÒÏÏÂÒÁÚ f−1(U)



108 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÉÚÍÅÒÉÍ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÉÚÍÅÒÉÍ �ÒÏÏÂÒÁÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á).åÓÌÉ Y = R ÉÌÉ C, ÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÉÚÍÅÒÉÍÏ, Á g : Y → Y ′ |ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÄÒÕÇÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ g ◦ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÚ-ÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ f1 : X → Y1É f2 : X → Y2 ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (f1; f2) : X → Y1 × Y2 ÔÁËÖÅÉÚÍÅÒÉÍÏ. óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ Ä×Á ÆÁËÔÁ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.2. ðÕÓÔØ X|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ. åÓÌÉ f É g|ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ X × C, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f + g, fg, |f | É �f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� ∈ C ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.åÓÌÉ f : X → Y | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÙ �ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÏ É ÌÀÂÙÈ ÂÏÒÅÌÅ×-ÓËÉÈ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÌÉ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×× R).ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂
⊂X (ÒÁ×ÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ E É ÎÕÌÀ ×ÎÅ E) ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E.íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó ÍÅÒÏÊ,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × [0;∞℄. ðÏÓËÏÌØËÕ [0;∞℄ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÂÁÚÉÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×| ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × [0;∞) �ÌÀÓ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÉÄÁ(a;∞℄), �ÏÓÔÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ × [0;∞℄. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → [0;∞℄ ÉÚÍÅÒÉÍÏÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f−1(∞) É ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÅ f ÎÁ X \ f−1(∞).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.3. ðÕÓÔØ X|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ É {fn}|�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × R, C ÉÌÉ [0; +∞℄.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ f(x) == limn→∞

fn(x) (�ÒÅÄÅÌ �ÏÔÏÞÅÞÎÙÊ, ÎÉËÁËÏÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÔÓÑ). �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × R ÉÌÉ C. ðÏÌÏ-ÖÉÍ B"(a) = {y : |y − a|< "}, �B"(a) = {y : |y − a| 6 "}. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R ÉÌÉ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÙÍ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ B"(a), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ



15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ 109f−1(B"(a)). üÔÁ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áf−1(B"(a)) = ∞⋃n=2 ∞⋃k=1 ∞⋂m=k f−1m ( �B"−1=n(a)):óÌÕÞÁÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × [0;∞℄ ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ).�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ,ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÁÔÏÞÎÅÅ|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × [0;∞℄ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ�Ï�ÒÏÓÔÕ ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�).îÉÖÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÓÔÏÑÎÎÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ:ÅÓÌÉ f; g : X → [0;∞℄, ÔÏ ÚÁ�ÉÓØ f 6 g ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ f(x) 6 g(x)ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈X .úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ (X; E ; �).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : X → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ X ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× X =E1 ⊔ : : : ⊔ En ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ f ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ Ei.éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' : X → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÕÍÍÁ n∑i=1'(xi)�(Ei) ∈ [0;∞℄, ÇÄÅ xi ∈ Ei.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ZX 'd�.éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ZX f d� ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ �ÉÓÁÔØ Z f , Á ÉÎÏÇÄÁ,ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÉÓÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ×ÒÏÄÅ ZX f(x) d�(x).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁ (ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×). ïÂÒÁÔÉ-ÔÅ ÔÁËÖÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÎÅÞÎÙ.éÚ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ � ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Z 'd� ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X , ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ 'ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ' É  | �ÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ�ÒÏÓÔÁ É ÆÕÎË�ÉÑ ' +  , �ÒÉÞÅÍ Z (' +  ) d� = Z 'd� + Z  d� (ÅÓ-ÌÉ ' �ÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X = ⊔Ei, Á  | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X = ⊔Fj , ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ' +  �ÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ X =⊔(Ei ∩ Fj)). îÁËÏÎÅ�, ÓÏ×ÓÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ '|�ÒÏÓÔÁÑÆÕÎË�ÉÑ É 
> 0, ÔÏ Z 
' d�= 
 Z 'd�.



110 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.5. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : X → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ
∫ f d�= sup'6f' �ÒÏÓÔÁÑ∫ 'd� ∈ [0;∞℄:åÓÌÉ E ⊂ X|ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÍÅÒÁ � ÎÁ X ÉÎÄÕ�É-ÒÕÅÔ, ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÒÁÎÅÅ, ÍÅÒÕ ÎÁ E; ÅÓÌÉ f|ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f |E �Ï ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ ÎÁ EÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ZE f d�; ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ ZE f d� = ZX �Ef d�, ÇÄÅ �E |ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á E.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÒÅÚÀÍÉÒÏ×ÁÎÙ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅÓ×ÏÊÓÔ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.6. ðÕÓÔØ f; g : X → [0; +∞℄ ÉÚÍÅÒÉÍÙ.(1) åÓÌÉ f 6 g, ÔÏ ZX f d�6

ZX g d�.(2) åÓÌÉ �> 0|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ZX(�f) d�= � ·
ZX f d�.(3) åÓÌÉ Y ⊂X ÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÔÏ ZY f d�6

ZX f d�.þÕÔØ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.7. ðÕÓÔØ f |�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÍÅÒÏÊ (X; E ; �). �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ E 7→
ZE f d�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÎÁ X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÍ ÎÁÄÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ZE f d�=∑ ZEi f d�, ËÁËÔÏÌØËÏ E = ⊔i Ei, ÇÄÅ ×ÓÅ Ei ÉÚÍÅÒÉÍÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ' 6 f |�ÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÅ × ×ÉÄÅ '= n∑j=1�i�Fi , ÇÄÅ �i > 0 É Fi|�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. �ÏÇÄÁ

∫E 'd�= n∑i=1 �i�(Fi) = n∑i=1 ∑j �i�(Fi ∩ Ej) =∑j n∑i=1 �i�(Fi ∩ Ej) ==∑j ∫Ej 'd�6
∑j ∫Ej f d�:âÅÒÑ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ' 6 f , �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ZE f d� 6

6
∑j ZEj f d�.



15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ 111ðÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ: ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÉÍÅÅÍn∑i=1 ∫En f d�= ∫X �E1∪:::∪Enf d�6

∫X f d�;ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÊÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ n→∞.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 15.8. íÅÒÙ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 15.7, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �.óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 15.9. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÅÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈ X , ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ (ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ �ÏÍÅÒÅ �, ÅÓÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÓÔØ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈx, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ÞÔÏ ÌÅÖÁÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 (ÔÏÞÎÅÅ, ÉÚ ÅÇÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ,ËÁÓÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ, ÄÏÌÖÎÙÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙ.÷ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 15.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ âÅ��Ï ìÅ×É). ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × [0; +∞℄, �ÒÉÞÅÍ fn 6 fn+1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, É�ÕÓÔØ f(x) = limn→∞
fn(x) ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈X (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÔÏÞÅÞ-ÎÁÑ). �ÏÇÄÁ ZX f d�= limn→∞

ZX fn d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉX0 ⊂X|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ fn(x) Ë f(x) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙÏÔ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï X É X \ X0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ X ÎÁX \X0 É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ fn → f ×ÓÀÄÕ. �ÁË ÍÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ.÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.3 ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏX �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚÍÅÒÉ-ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ f ×ÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÁ, Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ|×ÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ××ÉÄÕ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ËÁË ÆÕÎË-�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.7), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÔ-ÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×: ËÏÇÄÁ f ×ÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÁ É ËÏÇÄÁÏÎÁ ×ÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f < ∞ ×ÓÀÄÕ. éÍÅÅÍ fn 6 f ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, ÏÔËÕ-ÄÁ ZX fn d� 6

ZX f d�; ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏlimn→∞
fn d�6

ZX f d�.



112 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒþÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ 
 ∈ (0; 1) É �ÏÌÏÖÉÍXn = {x ∈X : fn(x) > 
f(x)}. ñÓÎÏ,ÞÔÏXn|ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÞÔÏ ZX fn d�>

ZXn fn d�> 
 · ZXn f d�.éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Xi ⊂Xi+1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É ÞÔÏ n⋃i=1Xi =X , ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÅÒ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 14.4)×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÅÒÅÊÔÉ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉn→∞, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ limn→∞

ZX fn d�> 
 · ZX f d�. õÓÔÒÅÍÌÑÑ 
 Ë ÅÄÉ-ÎÉ�Å, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.åÓÌÉ f ×ÓÀÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �(X) > 0 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ZX f d� = ∞ (× �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï X ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ).úÁÄÁÄÉÍÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ C > 0 É �ÏÌÏÖÉÍ Xn = f−1n (C; +∞). �ÏÇÄÁX | �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Xn, �ÒÉÞÅÍ
ZX fn d� >

ZXn fn d� > C · �(Xn). ðÏÓËÏÌØËÕ �(Xn) → �(X) > 0 (Ï�ÑÔØ�Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 14.4), ÉÍÅÅÍ limn→∞

ZX fn d�> C · �(X), ÇÄÅ C �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.÷ÏÔ �ÅÒ×ÏÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.11. åÓÌÉ f É g|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, ÔÏ ZX(f + g) d�= ZX f d�+ ZX g d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 15.12. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ '1 6

6 '2 6 : : :6 'n 6 : : :, �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ∈ NÒÁÚÂÉÅÎÉÅ 0 = an0 < an1 < : : : < an;kn−1 < an;kn = n ÏÔÒÅÚËÁ [0;n℄, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÌÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 1=2n−1; ÜÔÏÍÕÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÏÓÔÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fn(x) = anj�ÒÉ x ∈ f−1([anj ; an;j+1)) É f(x) = n �ÒÉ x ∈ f−1([n;∞℄); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ06 f(x) − fn(x) 6 1=2n−1 �ÒÉ x ∈ f−1([0;n)). éÍÅÎÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ a10 = 0,a11 = 1; ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n �ÏÓÔÒÏÅÎÏ, ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÏÍÅÒn+ 1 ÓÔÒÏÉÍ ÔÁË: ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉÔ [0;n℄, ÄÅÌÉÍ�Ï�ÏÌÁÍ, �ÌÀÓ ÏÔÒÅÚÏË [n;n + 1℄ ÄÅÌÉÍ ÎÁ 2n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn(x)} ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÉÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x).



15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ 113ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ {'n} É { n}|ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏ-ÓÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë f É g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ
{'n +  n}|ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÔÏ-ÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f+g. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅ��Ï ìÅ×É ÉÍÅÅÍ limn→∞

Z 'n=Z f ,limn→∞

Z  n = Z g É limn→∞

(
Z 'n + Z  n)= limn→∞

Z ('n + n) = Z (f + g).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÏËÁÖÅÍ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É ÄÌÑ ÕÂÙ-×ÁÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.13. ðÕÓÔØ f1 > f2 > : : :| ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁ-ÑÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f . åÓÌÉ ZX f1 d� < ∞, ÔÏ ZX f d� == limn→∞

ZX fn d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ f1, ×ÓÅ fi É f1 − fi|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ZX f1 d� <∞, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.11 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
ZX(f1 − fi) = ZX f1 − ZX fi. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ âÅ��Ï ìÅ×É Ë×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f1 − fi}.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.14. éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍ-ÍÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ZX |f | d� <∞.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ ÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑÞÁÓÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 15.15. ðÕÓÔØ f : X → R | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �Ï-ÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ f+(x) = max(f(x); 0) É f−(x) =−min(f(x); 0).ñÓÎÏ, ÞÔÏ f+ É f− ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÁ f , ÞÔÏf = f+ − f− É ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ f+ É f− ËÏÎÅÞÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ. éÚ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ Ë ÌÀÂÏÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 15.16. ðÕÓÔØ f |ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁ X , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ × ×ÉÄÅ f = f1 − f2, ÇÄÅ f1 É f2|ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁÏÔ f �Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

∫X f d�= ∫X f1 d�−
∫X f2 d�:



114 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒåÓÌÉ f|ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × C, ÔÏ ÅÅ ÉÎ-ÔÅÇÒÁÌÏÍ ìÅÂÅÇÁ �Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
∫X f d�= ∫X Re(f) d�+ i · ∫X Im(f) d�:ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÚÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÏÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × �ÒÏ×ÅÒËÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ: ÅÓ-ÌÉ f = f1 − f2 = g1 − g2 | Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ f × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ f1 + g2 = g1 + f2, ÏÔËÕ-ÄÁ, ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.11, ÉÍÅÅÍ Z f1 + Z g2 = Z g1 + Z f2, ÉÌÉ

Z f1 − Z g1 = Z f2 − Z g2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.17. ðÕÓÔØ f É g|ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ X, É�ÕÓÔØ �; � ∈ C. �ÏÇÄÁ:(0) �f + �g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ;(1) ZX �f d�= � ZX f d�;(2) ZX(f + g) d�= ZX f d�+ ZX g d�;(3) ∣∣∣
ZX f d�∣∣∣ 6

ZX |f | d�;(4) ÅÓÌÉ �(X)<∞, ÔÏ ∣∣∣
ZX f d�∣∣∣ 6 �(X) · supx∈X |f(x)|.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ f É g|ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×

R, Á � É � ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. �ÏÇÄÁ (0) É (2) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 15.11, (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.6, (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ15.11 É ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
∣∣∣∣
∫ f+ −

∫ f−∣∣∣∣ 6

∫ f+ + ∫ f−;Á (4) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (3).ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ù-ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ.äÌÑ (ËÕÓÏÞÎÏ-) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, É ×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ �ÈÏÒÏÛÉÈ�ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÍÙÓÌÅ ÌÅË�ÉÉ 10, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅË�ÉÉ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.18. åÓÌÉ f : [a; b℄→ C|ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÓÍÙÓÌÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 10.5, ÔÏ ÏÎÁ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b℄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅ-ÂÅÇÁ � É Z ba f(x) dx = Z[a;b℄ f d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ �ÕÎËÔÁ (4) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.17 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ {fn} ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å



15. éÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ 115Ó ÍÅÒÏÊ (X;�), ÇÄÅ �(X) <∞, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ
ZX f d� = limn→∞

Z fn d� (×ÓËÏÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ f ËÕÓÏÞÎÏ-�ÏÓÔÏÑÎ-ÎÁ, Á ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÍÅ×ÛÅÊÓÑ × ÎÁÛÅÍ ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅ-ÍÏÊ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ìÅÂÅÇÁ ÂÙÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁâÅ��Ï ìÅ×É; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅÌÉÛÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÉ-ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ �ÒÅÄÅÌÁ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÅÌÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (×Ó�Ï-ÍÎÉÍ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ Ó ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ). �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌÁ× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÓÅ ÖÅ ÎÅÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.19 (ÌÅÍÍÁ æÁÔÕ). ðÕÓÔØ {fn}| �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X;�),ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f . åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÅÄÅÌ limn→∞

ZX fn d�, ÔÏ
∫X f d�6 limn→∞

∫X fn d�;× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÍ ZX f d�6 lim ZX fn d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ∈ N �ÏÌÏÖÉÍ 'n(x) = infm>n fm(x).ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 'n|ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, '1 6 '2 6 : : : É 'n(x)→
→ f(x) ÄÌÑ ÔÅÈ ÖÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ fn(x)→ f(x). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅ-ÏÒÅÍÅ âÅ��Ï ìÅ×É ÉÍÅÅÍ Z f = limn→∞

Z 'n. ðÏÓËÏÌØËÕ 'n(x) 6 f(x) ÄÌÑ×ÓÅÈ x, ÉÍÅÅÍ limn→∞

Z 'n 6 limn→∞

Z fn, ÅÓÌÉ �ÒÅÄÅÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÖÅlim Z fn ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Z 'n 6

Z fn×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Z f = lim Z 'n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {
Z fn} É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÎÉÖÎÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÁ.éÚ ÌÅÍÍÙ æÁÔÕ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÏÂÎÙÊ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ Ï �ÒÅÄÅÌØÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÔÅÏÒÅ-ÍÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ�.



116 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÅÏÒÅÍÁ 15.20.ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎ-Ë�ÉÊ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X ;�), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f .åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ',ÞÔÏ |fn(x)|6'(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x, ÔÏ limn→∞

ZX fn d�=ZX f d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ |f(x)| 6 '(x), ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË-�ÉÑ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ É |fn(x) − f(x)| 6 2'(x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ f(x) = 0.ìÅÍÍÁ 15.21. ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ', ÞÔÏ fn 6 ' ÄÌÑ×ÓÅÈ n, ÔÏ limn→∞

ZX fn d�= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ æÁÔÕ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ {'− fn}:∫ 'd�= ∫ limn→∞
('− fn) d�6 lim ∫ ('− fn) d�= ∫ 'd�− lim ∫ fn d�:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, lim Z fn d� 6 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ,ÞÔÏ ×ÓÅ fn(x) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |fn| 6 ' ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ(fn)+ 6 ' É (fn)− 6 ', Á ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ fn(x) → 0, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {(fn)+} É {(fn)−} ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. éÚ ÌÅÍÍÙ ÔÅ-�ÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ limn→∞

Z (fn)+ d� = 0 É limn→∞

Z (fn)− d� = 0, ÏÔËÕÄÁlimn→∞

ZX fn d�= 0.åÓÌÉ fn ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙ, ÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉ fn �Ï ÍÏÄÕÌÀÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ |fn| É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ', ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍfn �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.16. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ RnçÌÁ×ÎÁÑ �ÅÌØ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ|ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ × ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ��ÒÉÎ�É� ëÁ×ÁÌØÅÒÉ�: ÏÂßÅÍ ÔÅÌÁ ÒÁ×ÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ ÏÔ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÅÇÏ�ÌÏÓËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ É ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ RnÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.þÔÏÂÙ ÎÅ �ÒÅÒÙ×ÁÔØ ÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÉÓÔÏÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.



16. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn 117ìÅÍÍÁ 16.1. ðÕÓÔØ X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É B ⊂ 2X | ÂÕ-ÌÅ×Á �ÏÄÁÌÇÅÂÒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × 2X ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ B É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ C1 ⊂ C2 ⊂ : : :(ÓÏÏÔ×. C1 ⊃ C2 ⊃ : : :)|×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (ÓÏÏÔ×. ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ B, ÔÏ ∞⋃i=1Ci (ÓÏÏÔ×. ∞⋂i=1Ci) ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ B. �ÏÇÄÁ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ �ÏÄÁÌ-ÇÅÂÒÏÊ × 2X . äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ \. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ A ∈ B É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ A \ C ∈ E ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ C ∈ E . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-ÌÅ, ÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× C ⊂ X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ A \C ∈ E , ÓÏÄÅÒÖÉÔ E ; ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅ-ÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, A \ C ∈ E , ËÁË ÔÏÌØËÏ C ∈ B, É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÞÔÏÅÓÌÉ C1 ⊂ C2 ⊂ : : : (ÓÏÏÔ×. C1 ⊃ C2 ⊃ : : :)|×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (ÓÏÏÔ×. ÕÂÙ×Á-ÀÝÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A \ Ci ∈ E �ÒÉ ×ÓÅÈi, ÔÏ A \ ⋃i Ci ∈ E (ÓÏÏÔ×. A \ ⋂i Ci ∈ E). ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÁË ËÁË B|ÂÕÌÅ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÚÁËÏÎÏ× ÄÅ íÏÒÇÁÎÁ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á E .äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ B ∈ E , ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ
{A⊂X : A \B ∈ E} ⊃ E :�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ E |ÂÕÌÅ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

E ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ; ÔÁË ËÁË E ÚÁÍËÎÕÔÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ É ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á
∞⋃i=1Ai =A1 ∪ (A1 ∪ A2) ∪ (A1 ∪ A2 ∪ A3) ∪ : : :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.2. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ (X; E ; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ËÏ-ÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ.åÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ �-ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ ×Ù-ÂÒÁÔØ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ. þÁÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �-ËÏÎÅÞÎÙÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X; E ; �), Á ÓÁÍÁ ÍÅÒÁ �.íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁÍÅÒÙ ÎÁ ÏÂÏÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �-ËÏÎÅÞÎÙ.



118 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÕÓÔØ (X; E ; �) É (Y;F ; �) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ.îÁ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × Y ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �-ÁÌÇÅÂÒÕ E ∗ F , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÉÄÁ U × V , ÇÄÅ U ⊂X É V ⊂ Y ÉÚ-ÍÅÒÉÍÙ.åÓÌÉ M ⊂ X × Y |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ, ÄÌÑx ∈X É y ∈ Y ,Mx = {y ∈ Y : (x; y) ∈M}; My = {x ∈X : (x; y) ∈M}:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.3. ðÕÓÔØM ⊂X×Y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �-ÁÌÇÅÂÒÅ E ∗F .�ÏÇÄÁ:(1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Mx ⊂ Y É My ⊂ X ÉÚÍÅÒÉÍÙ × Y É X ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ x ∈X É y ∈ Y ;(2) ÆÕÎË�ÉÉ x 7→ �(Mx) É y 7→ �(My) ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÎÁ X É Y ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ;(3) ZX �(Mx) d�(x) = ZY �(My) d�(y).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M ⊂
⊂X × Y , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (1)|(3). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ S ⊃ E ∗ F .ìÅÍÍÁ 16.4. ðÕÓÔØ B|ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X × Y , ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ U × V , ÇÄÅ U ⊂X É V ⊂ Y ÉÚÍÅÒÉÍÙ. �ÏÇÄÁ BÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ �ÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ × 2X×Y .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ∅ É X × Y �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B, ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ B ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ \. üÔÏÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á(U1 × V1) \ (U2 × V2) = ((U1 \ U2)× (V1 ∩ V2))) ⊔ (U1 × (V1 \ V2)):úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S ⊃ B ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ××É-ÄÕ ÌÅÍÍÙ 16.1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ S ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÅÓÌÉ C1 ⊂ C2 ⊂ : : : (ÓÏÏÔ×. C1 ⊃ C2 ⊃ : : :) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ(ÓÏÏÔ×. ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, ÔÏ ÄÌÑ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ C = n⋃i=1Ci (ÓÏÏÔ×. �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ C = n⋂i=1Ci) Ó×ÏÊÓÔ×Ï (1) ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ××ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Cx É Cy Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉÉÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× (Ci)x É (Ci)y ; Ó×ÏÊÓÔ×Ï (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚÔÏÇÏ, ÞÔÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ) �(Cx) = limn→∞

�((Ci)x)



16. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn 119××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.4, Á �ÏÔÏÞÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ-ÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍ. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (3). äÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÁË. åÓÌÉ M1 ⊂ M2 ⊂ : : : É M = ⋃i Mi, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ 'i(x) = �((Mi)x),'(x) = �(Mx),  i(y) = �((Mi)y),  (y) = �(My); �ÏÓËÏÌØËÕ '1 6 '2 6 : : :É '(x) = limn→∞
'n(x) (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ  ), �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ âÅ��Ï ìÅ×É ÉÍÅÅÍ

∫X �(Mx) d�(x) = limn→∞

∫X 'n(x) d�(x) == limn→∞

∫Y  n(y) d�(y) = ∫Y �(My) d�(y): (16.1)äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Mi�ÒÏÈÏÄÉÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÑ 15.13 ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ M ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ (�ÏÓËÏÌØËÕ�ÒÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 15.13 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ�ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ËÏÎÅÞÅÎ). äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏÖÅ M ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �-ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÍÅÒ � É �: ÅÓÌÉ X = ⊔Xi,Y =⊔Yj|�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ X É Y × ×ÉÄÅ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ M ∩ (Xi × Yj) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÁÍÏÇÏ M ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.7 É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÍÅÎÑÔØ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × Ä×ÏÊÎÏÍ ÒÑÄÅ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅ-ÎÁÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.5. äÌÑ M ⊂ X × Y , �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ
E ∗ F , �ÏÌÏÖÉÍ�(M) = ∫X �(Mx) d�(x) = ∫Y �(My) d�(y):ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : E ∗ F → [0;∞℄ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÔÒÏÊËÁ (X × Y;
E ∗ F ; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó ÍÅÒÏÊ. üÔÁ ÍÅÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �× �É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÅÒ � É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÅÝÅ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ É ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÞÅ-×ÉÄÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ|ÓÞÅÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÌÑ �×�. åÓÌÉM= n⊔i=1Mi,ÔÏ �(Mx) = n∑i=1 �((Mi)x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈X . �Å�ÅÒØ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙâÅ��Ï ìÅ×É, ÔÁË ËÁË ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.



120 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒóÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÔÅÏÒÉÉ, ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÅÒ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ. åÇÏ �ÒÏÓÔÏÅ É ÓËÕÞ-ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.6. ðÕÓÔØ (X; E ; �), (Y;F ; �) É (Z;G; �)|�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ó �-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅ-ÎÉÉ (X × Y ) × Z = X × (Y × Z) �-ÁÌÇÅÂÒÁ (E ∗ F) ∗ G �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×
E ∗ (F ∗ G), Á ÍÅÒÁ (�× �)× �|× �× (� × �).ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÍÅÒÁ ÎÁ X × Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔ-ËÏÍ: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÍÏÖÅÔ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÔØ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÙÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ S ⊂X ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ, Á T ⊂ Y ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ,ÔÏ S × T ⊂ X × Y ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ, ÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØÍÎÏÖÅÓÔ×Å X × T ). äÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ó ÍÅÒÏÊ, ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÅÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ, ÉÍÅÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.7. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ (X; E ; �) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ (ÉÌÉ ÞÔÏ ÍÅÒÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ), ÅÓÌÉ ×ÓÑËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÚÍÅÒÉÍÏ (É ÉÍÅÅÔ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,ÍÅÒÕ ÎÕÌØ).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R �ÏÌÎÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.8. ðÕÓÔØ (X; E ; �)| �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ. �Ï-ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �-ÁÌÇÅÂÒÁ �E ⊃ E É ÍÅÒÁ�� : �E → [0; +∞℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ��(U) = �(U) �ÒÉ U ∈ E É ÍÅÒÁ �� �ÏÌÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÁÎÁÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ-ÓÑ ÎÁÂÒÏÓËÏÍ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �E ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ðÏÜÔÏÍÕ �E ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ×ÓÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ⊂X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ U ∈ E, ÞÔÏ V \ U É U \ V ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ E É ÉÍÅÀÝÉÈ ÍÅÒÕÎÕÌØ.�ÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �E , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×V ⊂X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ; ÅÓÌÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ��(V ) = �(U), ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ��|ÍÅÒÁ É ÞÔÏ ÔÁËÏÅ�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.íÅÒÕ �� ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.8 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÍÅ-ÒÙ �.



16. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn 121ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÍÅÒÙ Ë ÅÅ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÀ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.9. ðÕÓÔØ (X; E ; �)| �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ; ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (X; �E ; ��) ÅÇÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → [0; +∞℄ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ ��, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-�ÉÑ f1, ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÅÒÙ � É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó f�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ ZX f d��= ZX f1 d�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �� ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒ-ÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f |ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ��-ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅ-ÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×,ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f |ËÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÔÁËÉÈÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÁÑ (ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ��) ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ f|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ��-ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏf = limn→∞
fn, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ fi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ��-�ÒÏÓÔÙÍÉ, Á ÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÌÅÍÍÁ 15.12); ÉÚÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ fi ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅNi ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �, �ÏÌÕÞÉÍ �-ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f1i ; �Ï-ÌÁÇÁÑ ×ÓÅ f1i ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ⋃i Xi, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕÎÕÌØ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �-ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ �-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ) ÆÕÎË�ÉÉ f1,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ Ó f �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �. óÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ××ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É.÷ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÍÅÒ.�ÅÏÒÅÍÁ 16.10 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ). ðÕÓÔØ (X; E ; �) É (Y;F ; �)|�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �-ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ É ÆÕÎË�ÉÑ f : X × Y → [0;∞℄ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �× �. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→

ZY f(x; y) d�(y) ÉÚÍÅÒÉ-ÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ y ∈ Y , ÆÕÎË�ÉÑ y 7→ ZX f(x; y) d�(x)ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈X É
∫X×Y f d(�× �) = ∫X(∫Y f(x; y)d�(y)) d�(x) == ∫Y (∫X f(x; y)d�(x)) d�(y): (16.2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ (ÎÅ�Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ �× �; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË-�ÉÉ x 7→

ZY f(x; y) d�(y) É y 7→ f(x; y)d�(x) ÉÚÍÅÒÉÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ y (ÓÏ-ÏÔ×. x), Á ÆÏÒÍÕÌÁ (16.2) ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï � × �. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-ÌÅ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ,



122 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÅÓÌÉ f|ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ � × �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f |ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ô. Å. �ÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. îÁËÏÎÅ�,ÌÅÍÍÁ 15.12 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É ÆÏÒÍÕÌÁ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÁ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (�× �)-ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙ �× �.�ÏÇÄÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.9 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, ÉÚÍÅÎÉ× f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å S ⊂ X × Y , ÉÍÅÀÝÅÍ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ�Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÊÍÅÒÙ �× �, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f1, ÉÚÍÅÒÉÍÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �× �.ðÕÓÔØ SX = {x ∈ X : �(Sx) 6= 0}, SY = {y ∈ Y : �(Sy) 6= 0}; �ÏÓËÏÌØËÕ(�× �)(S) = 0, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ��(SX) = ��(SY ) = 0; ÔÁËËÁË ÄÌÑ x =∈ SX ÉÍÅÅÍ ZY f1(x; y) d�(y) = ZY f(x; y) d�(y) (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ)ÄÌÑ SY , ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ É ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅÍ ÍÅÒ � É � �Ï�ÏÌÎÅÎÎÕÀ ÍÅÒÕ �× �.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ ×ÙÇÌÑ-ÄÉÔ ÔÁË.�ÅÏÒÅÍÁ 16.11. ðÕÓÔØ (X;�) É (Y; �)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó �-ËÏÎÅÞÎÙ-ÍÉ ÍÅÒÁÍÉ É ÆÕÎË�ÉÑ f : X × Y → C ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�Ï-�ÏÌÎÅÎÎÏÊ) ÍÅÒÙ � × �. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→
ZY f(x; y) d�(y) ÓÕÍÍÉÒÕÅ-ÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ y ∈ Y , ÆÕÎË�ÉÑ y 7→ ZX f(x; y) d�(x)ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈X É

∫X×Y f d(�× �) = ∫X(∫Y f(x; y) d�(y)) d�(x) == ∫Y (∫X f(x; y) d�(x)) d�(y): (16.3)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÏÇÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 16.12. åÓÌÉ f|�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÍÅÒÏÊ (X;�) É ZX f d� <∞, ÔÏ �(f−1(∞)) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ �n | ÆÕÎË�ÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ n ÔÁÍ, ÇÄÅf(x)=∞, É ÎÕÌÀ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ZXf d�>

ZX�n d�=n�(f−1(∞));ÅÓÌÉ �(f−1(∞)) > 0, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ.ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÌÅÍÍÕ ËÆÕÎË�ÉÉ |f |, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x 7→
ZY |f(x; y)| d�(y) <∞ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ y



16. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒ; ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn 123(É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ÏÔËÕÄÁ, �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÕÎËÔÏÍ (3)�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 15.17, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ïÓÔÁ×ÛÁ-ÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÎÁÞÎÏÊ f �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 16.10 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f × ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÏÊ f |Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÅÊ.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁËÏÎÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 16.13. íÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (�Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÅ)�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ R.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ 16.6; ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rm É Rn|ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rm+n. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ Rn, ÔÁË ÞÔÏ×ÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn ÉÚÍÅÒÉÍÏ �Ï ìÅÂÅÇÕ.äÁÌÅÅ ÓÌÏ×Ï �ÉÚÍÅÒÉÍÙÊ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÉÚÍÅÒÉÍÙÊ �Ï ìÅÂÅÇÕ�; ÍÅÒÕìÅÂÅÇÁ × Rn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �n.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 16.14. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ Rn ÉÚÍÅÒÉÍÏ �Ï ìÅÂÅÇÕÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï B ⊂ Rn, ÞÔÏ E △B ÉÚÍÅÒÉÍÏ É �(E △ B) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÍÅÒÉ-ÍÏ, ÞÁÓÔØ �ÔÏÇÄÁ� ÏÞÅ×ÉÄÎÁ; ÄÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔ-ÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ E ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 14.11 ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Kn ⊂ E, ÞÔÏ Kj ⊂Kj+1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j É �(E \Kj)6 1=j. íÎÏÖÅÓÔ×ÏB =⋃Kj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × E, É �(E \B) = 0.äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ Ln (ÓÏ-ÏÔ×. Bon) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ (ÓÏÏÔ×. ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ) �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn. ðÏÓËÏÌØËÕ Ln �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÉÚ Ln−1 ∗ L1,ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ E ⊂ Rn ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ F ∈ Ln−1 ∗ L1, ÞÔÏ�n(E △ F ) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ:ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ F ∈ Ln−1 ∗ L1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ B ∈ Bon, ÞÔÏ�n(F △B) = 0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× F ⊂ Rn, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ �-ÁÌÇÅÂÒÕ; �ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ



124 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ln−1 ∗ Ln, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ F1 × F2, ÇÄÅ F1 ÉÚÍÅÒÉÍÏ × Rn−1, Á F2 ÉÚÍÅÒÉÍÏ× R. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁB1 ⊂ Rn−1 É B2 ⊂ R, ÞÔÏ �n−1(F1 △B1) = 0, �1(F2 △ B2) = 0.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B1 × B2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ É�n((F1 × F2)△ (B1 ×B2)) = 0.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn �ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ�.�ÅÏÒÅÍÁ 16.15. ðÕÓÔØ E ⊂ Rn | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊÍÅÒÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ⊃ E,ÞÔÏ �(U \ E)< " É ÔÁËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ K ⊂ E, ÞÔÏ �(E \K)< ".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ûÁÇ 1. åÓÌÉ K ⊂ Rn ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÏ�(K) = infU⊃EU ÏÔËÒÙÔÏ�(U):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Un = {x ∈ Rn : min d(x;K) < 1=n}. �ÏÇÄÁK = ∞⋂i=1Ui, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÅ Ui ÏÔËÒÙÔÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅ-ÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÅÒÕ). �Å�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 14.5.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂K ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅ-ÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 16.15.ûÁÇ 2. åÓÌÉ E1 É E2|ÈÏÒÏÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E1 \ E2ÔÁËÖÅ ÈÏÒÏÛÅÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ14.13.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÕÂ C ⊂ Rn. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÛÁÇÁ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × C (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÁÍC) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ.ûÁÇ 3. èÏÒÏÛÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ËÕÂÅ C ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅ×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÛÁ-ÇÁ 2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × C ÚÁÍËÎÕÔÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ, ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï|ÂÕÌÅ×Á ÁÌÇÅÂÒÁ(ÓÒ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 14.13).ûÁÇ 4. ÷ÓÑËÏÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × C Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × C



17. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 125ÏÂÒÁÚÕÀÔ �-ÁÌÇÅÂÒÕ. �ÁË ËÁË ÈÏÒÏÛÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÕÌÅ-×Õ ÁÌÇÅÂÒÕ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÈÏÒÏÛÉÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÈ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ E = ⊔i Ei ⊂ C, ÇÄÅ ×ÓÅ Ei ÈÏÒÏÛÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏ-ÇÏ " > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ui ⊃ Ei ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�(Ui \ Ei)< "=2i, Á ÞÅÒÅÚ Ki ⊂ Ui|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ �(Ei \Ki)< "=2i+1. �Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,�(⋃Ui \ E)
6

∑�(Ui \ Ei)6

∞∑i=1 "=2i = ";É ×Ï-×ÔÏÒÙÈ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑Ei ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ∑i>N �(Ei)< "=2, ÏÔËÕÄÁ�(E \
N⋃i=1Ki) 6

N∑i=1 �(Ei \Ki) + ∑i>N �(Ei)< ":óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ U =⋃i Ui É K = N⋃i=1Ki.ûÁÇ 5. ÷ÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÛÁÇÁ 3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÈÏÒÏÛÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏ, ÅÓÌÉ E ⊂ E′ ⊂ C, ÇÄÅ E′|ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÔÏ ÄÌÑÄÁÎÎÏÇÏ " × ËÁÞÅÓÔ×Å U ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÄÌÑ E ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÔÏ É ÄÌÑE′, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å K|ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ûÁÇ 6. ÷ÓÑËÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÈÏÒÏÛÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ E ⊂ Rn ÉÚÍÅÒÉÍÏ É �(E) < ∞, ÔÏ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ E × ×ÉÄÅ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ei; ÔÅ�ÅÒØ �Ï×ÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÛÁÇÁ 4.�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 17. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ, ÄÁÄÉÍ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÄÏËÁÖÅÍ ÏÄÉÎ �ÒÏÓÔÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.



126 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.1. ðÕÓÔØ V |×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R. îÏÒ-ÍÏÊ ÎÁ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ V × R, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÁÑ v 7→ ‖v‖ É ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:(1) ‖v‖ > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V , É ‖v‖ = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁv = 0;(2) ‖�v‖= |�| · ‖v‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � ∈ R É v ∈ V ;(3) ‖v + w‖ 6 ‖v‖+ ‖w‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ V .÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.(äÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ C.)ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÎÏÒÍ ÎÁ Rn ÍÏÇÕÔ �ÏÓÌÕÖÉÔØ Lp-ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ Rn (ÎÏÒ-ÍÁ|ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ.îÏÒÍÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÍÅÔÒÉËÕ (× ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ v É w ÒÁ×ÎÏ ‖v − w‖), Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.îÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (× �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-ÎÙÅ) ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÂÏÌÅÅ �ÒÏÄ×ÉÎÕÔÙÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÎÏÎÁÍ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÎÕÖÅÎ ÔÏÌØËÏ (ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÊ) ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.2. ðÕÓÔØ V É W |ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁÄ R; �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ V ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÏÒÍÁ ‖ · ‖1, Á ÎÁ W |ÎÏÒÍÁ
‖ · ‖2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : V →W ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÅ C > 0, ÞÔÏ ‖Av‖2 6 C‖v‖1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V .(÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ!)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÚ É ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÂÁÚÉÓ (e1; : : : ; em) × V ÉÂÁÚÉÓ (f1; : : : ; fn) × W ; Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ V É W Ó
Rm É Rn É ××ÅÄÅÍ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ�ÒÉ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑÍ ÎÁ Rm É Rn. åÓÌÉv = x1e1 + : : :+ xmem ∈ V , ÔÏ

‖v‖1 6
∑

|xi| · ‖ei‖ 6 Cmax(|xi|);ÇÄÅ C =mmax(‖ei‖1); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ ‖ · ‖1 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ V .íÎÏÖÅÓÔ×Ï S = {x1e1 + : : :+ xmem : max(|xi|) = 1}ËÏÍ�ÁËÔÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×; �ÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË�ÉÑ ‖ · ‖1 ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � > 0. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ v = x1e1 + : : :: : :+ xmem 6= 0, ÔÏ v=max(|xi|) ∈ S, ÏÔËÕÄÁ
‖v‖1 =max(|xi|)‖v=max(|xi|)‖1 > �max(|xi|);



17. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 127ÉÌÉ max(|xi|)6 �−1‖v‖1: (17.1)åÓÌÉ (aij) | ÍÁÔÒÉ�Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ É v == x1e1 + : : :+ xmem, ÔÏ
‖Av‖2=∥∥∥

∑ aijxjfi∥∥∥2 6
∑

|aij | · |xj | · ‖fj‖26

6mnmax(|aij |)max(|xj |)max(‖fi‖2)6mnmax(|aij |)max(‖fi‖2)�−1‖v‖1;ÇÄÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (17.1). �ÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ�ÒÉ ‖v‖ ÏÔ v ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.3. ÷ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÎÏ ÄÁÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ: × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.2 ÉÍÅÅÍ ‖Av −Aw‖2 6 C‖v − w‖1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.4. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ R, É �ÕÓÔØ ‖ · ‖1 É ‖ · ‖2|Ä×Å ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÎÅÍ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m É M , ÞÔÏ m‖v‖1 6 ‖v‖2 6M‖v‖1ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 17.2 �ÏÌÏÖÉÔÅ V =W , Á × ËÁÞÅÓÔ×ÅA ×ÏÚØÍÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ; ÚÁÔÅÍ �ÏÍÅÎÑÊÔÅ ÍÅÓÔÁÍÉ ‖ · ‖1É ‖ · ‖2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.4 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ, ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÕÎË�ÉÑÈ ÎÁ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁ�ÉÓØ ÔÉ�Á f(v) = o(‖v‖)ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÓÍÙÓÌ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÙÂÒÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.5. îÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÎÏÒÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ.÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 17.3|17.5 ÔÁËÖÅ ÎÅ×ÅÒÎÙ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.6. ðÕÓÔØ E É F | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ R É U ⊂ E| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : U → F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍ × ÔÏÞËÅ p ∈ U , ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : E → F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
‖f(p+ h)− (f(p) +A(h))‖= o(‖h‖) �ÒÉ h→ 0



128 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÎÏÒÍÙ ÎÁ E É F |×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ËÁËÉÅ ××ÉÄÕ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÑ 17.4).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : E→ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ p (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ ÎÅ ��ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ�, Á �ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌ�, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÍÙÓÌ).÷ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ: Df(p), f ′(p), Tpf , f∗; ÎÉÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍ.åÓÌÉ E = F = R, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R → R|ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ a, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ|ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ,ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÎÁÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(a).ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ o(‖h‖), ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ�ÒÉ h→ 0, É �ÏÓËÏÌØËÕ, ××ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, limh→0(f(p) + A(h)) = f(p), �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ, ÞÔÏ limh→0 f(p + h) = f(p), ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ × ÔÏÞËÅ pÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.7. åÓÌÉ A : E → F | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ E É ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ A.üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.8. åÓÌÉ, × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 17.6, ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : U → F ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ p ∈ U , ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ× ÔÏÞËÅ p ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊA;B : E→
→ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ p, ÔÏ, ×ÙÞÉÔÁÑ ÄÒÕÇÉÚ ÄÒÕÇÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(p + h) = f(p) + A(h) + '(h) É f(p + h) = f(p) ++B(h) +  (h), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ A(h) −B(h) =  (h)− '(h). ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÅÓÔØ o(‖h‖) �ÒÉ h→ 0; ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ v,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A(v) − B(v) = w 6= 0, ÔÏ ‖A(tv) − B(tv)‖ = |t| · ‖w‖, É ÜÔÏÎÅ ÅÓÔØ o(‖tv‖). úÎÁÞÉÔ, A=B.óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ | ��ÒÁ×ÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ� × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.9. ðÕÓÔØ E, F É G| ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U ⊂ E É V ⊂ F|ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, f : U → VÉ g : V → G|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U , ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ p, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ f(p), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g ◦ f : U →G ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ× ÔÏÞËÅ p, �ÒÉÞÅÍ D(g ◦ f)(p) =Dg(f(p)) ◦Df(p).



17. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 129äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÎÏÒÍÙ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ E, F É G; ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÏÒÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ‖ · ‖|Ë �ÕÔÁ-ÎÉ�Å ÜÔÏ ÎÅ �ÒÉ×ÅÄÅÔ.ðÕÓÔØ Df(p) =A, Dg(f(p)) =B; �ÏÌÏÖÉÍ~f(h) = f(p+ h)− f(p)−Ah;~g(k) = g(f(p) + k)− g(f(p))−Bk:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ " > 0 É ÆÕÎË�ÉÉ';  : [0; "℄→ R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:limt→0'(t) = limt→0 (t) = 0; ‖ ~f(h)‖ 6 '(‖h‖)‖h‖; ‖~g(k)‖ 6  (‖k‖)‖k‖(ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ �ÒÉ ‖h‖ É ‖k‖, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ "). ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 17.2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C1 É C2, ÞÔÏ
‖Ah‖ 6 C1‖h‖; ‖Bk‖ 6 C2‖k‖ÄÌÑ ×ÓÅÈ h ∈ E, k ∈ F , ðÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁËÏÎÅ�, ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ-ÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ‖h‖ ÉÍÅÅÍ

‖f(p+ h)− f(p)‖ 6 ". äÌÑ ÔÁËÉÈ h ÉÍÅÅÍg(f(p+ h))− g(f(p)) == g(f(p) +Ah+ ~f(h))− g(f(p)) =BAh+B ~f(h) + ~g(Ah+ ~f(h))︸ ︷︷ ︸R(h) :ï�ÅÎÉÍ R(h):
‖R(h)‖ 6 ‖B ~f(h)‖+ ‖~g(Ah+ ~f(h))‖ 6

6 C2'(‖h‖)‖h‖+  (Ah+ ~f(h))(‖Ah‖+ ‖ ~f(h)‖)6

6 C2'(‖h‖)‖h‖+ C1 (Ah+ ~f(h))‖h‖+  (Ah+ ~f(h))'(‖h‖)‖h‖:ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ‖h‖ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ ‖h‖ → 0,ÉÍÅÅÍ D(g ◦ f)(p) =BA, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ (u1; : : : ; um) É (v1; : : : ; vn)|ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ × Rm É Rn: Õ×ÅËÔÏÒÁ ui (ÉÌÉ vi) ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ|ÎÕÌÉ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÒÍ × Rm É Rn ×ÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.ðÕÓÔØ U ⊂ Rm|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É �ÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : U →
→ Rn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x1; : : : ; xm) 7→ (f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm)):



130 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒåÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ p=(p1; : : : ; pm)∈U ÉDf(p)=A : Rm→
→ Rn, ÔÏ f(p+ h) = f(p) +A(h) + o(‖h‖). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,f(p+ tuj) = f(p) +A(tuj) + o(‖tuj‖) = f(p) + tA(uj) + o(t);ÏÔËÕÄÁ A(uj) = limt→0 t−1(f(p+ tuj)− f(p)):åÓÌÉ A ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (aij), Ô. Å. A(uj) = ∑ aijvi, ÔÏ, ÏÔÄÅÌÑÑi-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏaij = limt→0 fi(p1; : : : ; pj−1; pj + t; pj+1; : : : ; pn)− fi(p1; : : : ; pn)t :éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, aij | �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ y 7→ fi(p1; : : : ; pj−1; y;pj+1; : : : ; pn) × ÔÏÞËÅ pj . äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÅÓÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅÎÁÚ×ÁÎÉÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.10. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U →
→ R|ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ p= (p1; : : : ; pm) ∈ U , ÔÏ �ÒÅÄÅÌlimt→0 f(p1; : : : ; pj−1; pj + t; pj+1; : : : ; pn)− f(p1; : : : ; pn)t(ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Ê ÞÁÓÔÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f× ÔÏÞËÅ p É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �f�xi (p) (ÉÎÏÇÄÁ �ÉÛÕÔ Dif(p); �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑÉ ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ).ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÄ×ÅÓÔÉ ÉÔÏÇÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂ-ÓÕÖÄÅÎÉÑ ÔÁË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.11. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É�ÕÓÔØ f = (f1; : : : ; fn)|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U × Rn. åÓÌÉ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ p ∈ U , ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p) : Rm → Rn ×ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (�fi=�xj)(p).ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.9 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.12. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm É V ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,f : U→V |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U , É g : V →R|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ×ÓÀÄÕ ÎÁ V . åÓÌÉ f(x1; : : : ; xm) == (u1(x1; : : : ; xm); : : : ; un(x1; : : : ; xm)), ÔÏ�g�xi = n∑j=1 �g�uj �uj�xi :



17. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ 131ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ g|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ × R, Á × Rk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÎÉËÁËÉÈ ÎÏ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌÄÌÑ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÅ ÄÁÅÔ.éÚ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ �ÏÌÅÚÎÏ, ÎÁ-ÒÑÄÕ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓ-ÓÁ Cr. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.åÓÌÉ E É F |×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U ⊂ E|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞ-ËÅ U , ÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df : U →Hom(E;F ), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ p 7→Df(p) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Hom(E;F )|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ E × F , Ô. Å. Ï�ÑÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï). ðÏÜÔÏÍÕÍÏÖÎÏ Ó�ÒÏÓÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.13.ðÕÓÔØE É F|×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U⊂E|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É f : U → F |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ× ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ U . çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓ-ÓÕ C1, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅDf : E→ Hom(E;F ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ; ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏf �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ Cr, ÇÄÅ r > 2| �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ Df : E→ Hom(E;F ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ Cr−1; ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÎÁËÏÎÅ�,ÞÔÏ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C∞, ÅÓÌÉ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ Cr ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ r ∈ N. îÁËÏÎÅ�, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ Cr (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r) ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.14. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f == (f1; : : : ; fn)| ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U × Rn. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ�fi=�xj ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U .éÚ ÏÄÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ��ÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�: �ÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉHom(Rm;Rn) Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (m× n)-ÍÁÔÒÉ� ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p 7→Df(p)�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ p × ÍÁÔÒÉ�Õ ((�fi=�xj)(p)), É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �fi=�xj ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.��ÏÇÄÁ�: �ÕÓÔØ ×ÓÅ �fi=�xj ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ, É �ÕÓÔØ p ∈ U . äÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ p. ðÕÓÔØA : Rm → Rn | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ aij = (�fi=�xj)(p).óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 17.11, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f × ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÏÂÑÚÁÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ A. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÒÍÙ × ÏÂÏÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÁËÓÉ-ÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ, ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍ,



132 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
∣∣∣∣fi(p+ h)− fi(p)− m∑j=1(�fi=�xj)(p)hj ∣∣∣∣= o(‖h‖)ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i (× ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏh= (h1; : : : ; hm)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ 17.15. ðÕÓÔØ U ⊂ Rm|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : U → R|ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �f=�xj. åÓÌÉ � ⊂ U|�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ É p ∈�,ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ h ∈ Rm ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ p + h ∈ �, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÔÏÞËÉ �1; : : : ; �m ∈�, ÞÔÏf(p+ h)− f(p) = m∑j=1(�f=�xj)(�j)hj :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ p= (p1; : : : ; pm), h= (h1; : : : ; hm),É �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ f(p+ h)− f(p) ÔÁË:f(p+ h)− f(p) == (f(p1 + h1; p2 + h2; : : : ; pm + hm)− f(p1; p2 + h2; : : : ; pm + hm)) ++ (f(p1; p2 + h2; : : : ; pm + hm)− f(p1; p2; p3 + h3 : : : ; pm + hm)) + : : :: : :+ (f(p1; : : : ; pm−1; pm + hm)− f(p1; : : : ; pm−1; pm)):éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ j-Ñ ÓËÏÂËÁ ÒÁ×ÎÁ(�f=�xj)(p1 + h1; : : : ; pj−1 + hj−1; �j ; pj+1; : : : ; pn) · hj ;ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ �j ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ pj É pj + hj . ðÏÌÁÇÁÑ�j = (p1 + h1; : : : ; pj−1 + hj−1; �j ; pj+1; : : : ; pn);�ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÆÕÎË�ÉÉ fi. ðÕÓÔØ � ⊂ U |�ÁÒÁÌ-ÌÅÌÅ�É�ÅÄ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ p. åÓÌÉ h ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ p + h ∈ �, ÔÏ ÉÚÌÅÍÍÙ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÆÕÎË�ÉÉ fi, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

∣∣∣∣fi(p+ h)− fi(p)− m∑j=1(�fi=�xj)(p)hj∣∣∣∣ 6

6

( m∑j=1 |(�fi=�xj)(�j)− (�fi=�xj)(p)|) · |hj |: (17.2)



18. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ 133ðÏÌÏÖÉÍ M(") = sup
‖q−p‖6"16j6m |(�fi=�xj)(q)− (�fi=�xj)(p)|:éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (17.2) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

∣∣∣∣fi(p+ h)− fi(p)− m∑j=1(�fi=�xj)(p)hj ∣∣∣∣ 6 nM(") · ‖h‖ (17.3)�ÒÉ ‖h‖ 6 "; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ p ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ lim"→0M(") = 0. úÎÁÞÉÔ, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á (17.3) ÅÓÔØ o(‖h‖), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.18. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅðÏÓÍÏÔÒÉÍ �Ï×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.ðÕÓÔØ f : U → R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2, ÇÄÅ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈ UÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Rn × R, �ÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ (e1; : : : ; en) | ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p), ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ei× (�f=�xi)(p). ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Rn × R ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Df|ÜÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ U × n-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅp 7→ ( �f�x1 (p); : : : ; �f�x1 (p)):ðÏÓËÏÌØËÕ f|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Df ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÏ. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ p ∈ U | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ Ä×ÕÈ n-ÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ (bij), ÇÄÅbij = ��xj ( �f�xi)(p). (÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 17.14 ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔËÌÁÓÓÕ C2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ �×ÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÅ� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U .) ÷ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÎÁÓÏÖÉÄÁÅÔ �ÒÉÑÔÎÙÊ ÓÀÒ�ÒÉÚ: ÍÁÔÒÉ�Á (bij) ×ÓÅÇÄÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ!ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 18.1. ðÕÓÔØ f : U → R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2, ÇÄÅ U ⊂
⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j ∈ [1;n℄ ÎÁ U ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ��xj ( �f�xi)= ��xi( �f�xj ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅxi É xj , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ⊂ R2 É f : U → R|ÆÕÎË�ÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ (ÍÙ ÉÈ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x É y). þÁÓÔÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÉ f �Ï x (ÓÏÏÔ×. �Ï y) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ fx (ÓÏÏÔ×. fy)|ÔÁË ÉÎÏÇÄÁ



134 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÙ ÒÁÚÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (fx)y = (fy)x ÎÁÍ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ÌÀÂÏÍÕ Ë×Á-ÄÒÁÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕÓÑ × U , ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÌÉÞÁÌÉÓØ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ U , ÔÏÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, ÒÁÚÎÏÓÔØ (fx)y − (fy)xÂÙÌÁ ÂÙ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÉÌÉ ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ ÏÔ (fx)y É (fy)x �Ï ÜÔÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ � = [a; a+ h℄× [b; b+ h℄| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × U . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï � ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ(fx)y É (fy)x ÒÁ×ÎÙ f(a + h; b + h) − f(a + h; b) − f(a; b + h) + f(a; b).÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ (fx)y:
∫�(fx)y dx dy = a+h∫a ( b+h∫b (fx)y dy) dx= a+h∫a (fx(x; b+ h)− fx(x; b)) dx == a+h∫a fx(x; b+ h) dx−

a+h∫a fx(x; b) dx == (f(a+ h; b+ h)− f(a; b+ h))− (f(a+ h; b)− f(a; b)) == f(a+ h; a+ h)− f(a+ h; a)− f(a; a+ h) + f(a; b):åÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ (fy)x, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï dx, Á ÚÁ-ÔÅÍ �Ï dy, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ×ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ× ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊ-ÌÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÁÖÅ, �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ,ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÔÁË ÖÅ. ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n (�ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ�). íÕÌØ-ÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ � = (�1; �2; : : : ; �n) | ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÀÔ
|�| = �1 + : : : + �n, �! = �1! : : : �n!, É x� = x�11 : : : x�nn ; ÅÓÌÉ ÅÝÅ f |ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C |�|, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÀÔ D�f = ( ��x1)�1 : : :( ��xn)�nf (ÉÎÙ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÀ f �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ�1 ÒÁÚ �Ï x1, �2 ÒÁÚ �Ï x2 É Ô. Ä.; ÅÓÌÉ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ,ÔÏ D�f = f). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ��ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ� ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË:(x1 + : : :+ xn)m = ∑

|�|=m m!�! x�.



18. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ 135�ÅÏÒÅÍÁ 18.2 (ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ). ðÕÓÔØ f|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ Cr ÎÁÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ Rn. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ a ∈ U ÉÍÅÅÍf(a+ h) = ∑

|�|6r D�f(a)�! h� +R(a; h);ÇÄÅ |R(a; h)| 6 '(a; h)‖h‖r É limh→0'(a; h) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉa ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ U , ÞÔÏ '(a; h) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÎÕÌÀ �ÒÉ h→ 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï a ∈ V .(îÁ ÖÁÒÇÏÎÅ ÜÔÏ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: R(a; h) = o(‖h‖r), �ÒÉÞÅÍ o ÌÏËÁÌØÎÏÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï a.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  : U → R �ÏÌÏÖÉÍ! (") = sup
‖x1−x2‖6" ‖ (x1)−  (x2)‖:åÓÌÉ  ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ lim"→0! (") = 0.ìÅÍÍÁ 18.3. ðÕÓÔØ f : (p; q) → R |ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ Cr. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ (p; q) ÉÍÅÅÍ

∣∣∣∣f(a+ h)− r∑k=0 dkfdxk (a)hk∣∣∣∣ 6 !f (r)(|h|)|h|r:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏÌÏÖÉÍ f1(t) = f(a + t) − r∑k=0 dkfdxk (a)tk.�ÏÇÄÁ dsf=dts(a) = 0 �ÒÉ 06 s6 r; ÔÁË ËÁË f (r)1 (t) = f (r)(a+ t)− f (r)(a),ÉÍÅÅÍ !f (r)(") = !f (r)1 (").ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ r-ËÒÁÔÎÏ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0;h℄ ÆÏÒÍÕÌÕìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÏÌÕÞÉÍf1(h) = f1(h)− f1(0) = hf ′1(�1h) = h · �1hf ′′1 (�2�1h) = : : :: : := hr�1 : : : �r−1f (r)1 (�1 : : : �rh);ÇÄÅ 0< �i < 1. ðÏÓËÏÌØËÕ
|f (r)1 (�1 : : : �rh)|= |f (r)1 (�1 : : : �rh)− f (r)1 (0)| 6 !f (r)1 (|h|) = !f (r)(|h|);ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 18.4. dlf(t)dtl = ∑

|�|=l l!�!h�D�f(a+ th):



136 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷×ÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 17.12 ÉÍÅÅÍddtf(a+ th) = n∑i=1 hi �f�xi (a+ th): (18.1)éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ f(a+ th) �Ï t ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ Ë f Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ h1 ��x1 + : : :+ hn ��xn (Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ a + th × f). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ hi ��xi ËÏÍ-ÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ (hi Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×Ù-ÎÏÓÑÔÓÑ ÚÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, Á ÞÁÓÔÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 18.1), �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉr-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÓÔÉ �Ï-ÄÏÂÎÙÅ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÒÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÉ × r-À ÓÔÅ�ÅÎØ ÓÕÍÍÙ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.÷×ÉÄÕ ��ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ� �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏ, ÞÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ !(") =Nl! · max
|�|=r!D�f (");ÇÄÅ N = “r + n − 1n − 1 ”|ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ r. ðÒÉÍÅÎÑÑÌÅÍÍÕ 18.3 Ë ÆÕÎË�ÉÉ t 7→ f(a+ th) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, �ÏÌÕÞÉÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍÌÅÍÍÙ 18.4, ÞÔÏ

∣∣∣∣f(a+ h)− ∑

|�|6r D�f(a)�! h�∣∣∣∣ 6 !(|h|)‖h‖r;ÇÄÅ ‖h‖ = max |hi|. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ ×U ; ÎÁ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ D�f �ÒÉ |�| 6 r Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ! ÔÏÌØËÏ ÎÁ V , ÔÏlim"→0!(") = 0, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ.19. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ÷ÓÑ ÜÔÁ ÌÅË�ÉÑ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ,Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.óÌÏ×Á �×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï� ÂÕÄÕÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ �ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�.



19. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 137ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 19.1. ðÕÓÔØ V1 ⊂ E1 É V2 ⊂ E2|ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : E1→
→ E2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÌÁÓÓÁ Cr, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É �ÒÉ ÜÔÏÍ f É f−1 ÇÌÁÄËÉ ËÌÁÓÓÁ Cr.åÓÌÉ f|ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÔÁË ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, m= n).�ÅÏÒÅÍÁ 19.2. ðÕÓÔØ E É F|ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á, U ⊂ E | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cr. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ Df(p) : E → F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ p ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U1 ⊂ U , ÞÔÏf(U1) ⊂ F | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f |U1 : U1 → f(U1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ËÌÁÓÓÁ Cr.ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dimE = dimF . åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÂÁÚÉÓÏ× × E É FÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x1; : : : ; xn) 7→ ('1(x1; : : : ; xn); : : : ; 'n(x1; : : : ; xn));ÔÏ Df(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌØ ∣∣∣∣∣∣∣∣

�'1�x1 (p) : : : �'1�xn (p): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�'n�x1 (p) : : : �'n�xn (p)∣∣∣∣∣∣∣∣ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÁÓÔÎÙÈ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÑËÏÂÉÁÎÁÍÉ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÌÏÖÉÍ n = dimE = dimF É ×ÙÂÅ-ÒÅÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ E É F ÎÏÒÍÙ|ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, L∞-ÎÏÒÍÙ(ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).îÏÒÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : E → F , ÇÄÅ E É F |ÎÏÒÍÉÒÏ-×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ
‖A‖= supv 6=0 ‖Av‖

‖v‖ = sup
‖v‖=1 ‖Av‖:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ‖A‖= 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = 0. åÓÌÉ E É F ËÏ-ÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙ, ÔÏ ‖A‖ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 17.2). æÕÎË�ÉÑA 7→ ‖A‖ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Hom(E;F ) (ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ‖A+B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ



138 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hom(E;F )). åÓ-ÌÉ A : E → F |ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ v; w ∈ E ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á
‖A−1‖−1 · ‖v − w‖ 6 ‖Av −Aw‖ 6 ‖A‖ · ‖v − w‖: (19.1)îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ.ìÅÍÍÁ 19.3. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U É ×ÓÑËÏÇÏ" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ x ∈ V , x+ h ∈ V ÔÏ ‖f(x+ h)− f(x)− f ′(x) · h‖ 6 "‖h‖.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f = (f1; : : : ; fn), ÇÄÅ fi : U → R; �ÒÉÍÅÎÉÍ ËËÁÖÄÏÊ ÉÚ fi ÔÅÏÒÅÍÕ 18.2 �ÒÉ r = 1.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÓÔÕ�ÉÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ìÅÍÍÁ 19.4. ðÕÓÔØ E É F|ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U ⊂E|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : U → F |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C1. åÓ-ÌÉ f ′(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U , ÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ a, ÞÔÏ f(p) 6= f(q), ËÁË ÔÏÌØËÏp; q ∈ V É p 6= q.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C1 É f ′(a) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V1 ∋ a É ÞÉÓÌÏ M > 0,ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÅÈ b ∈ V1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ′(b)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ É ‖(f ′(b))−1‖ 6M . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅ�ÅÒØ ÌÅÍÍÕ 19.3ÄÌÑ "= 1=2M , �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Õ ÔÏÞËÉ a ÅÓÔØ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ⊂ V1 ÓÏ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ x ∈ V , x+ h ∈ V ÔÏf(x+ h)− f(x) = f ′(x) · h+R(x; h);ÇÄÅ ‖R(x; h)‖6‖h‖=2M . ðÏÓËÏÌØËÕ, ××ÉÄÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (19.1), ‖f ′(x)h‖>

> ‖h‖=M , ÉÍÅÅÍ ‖R(x; h)‖< ‖f ′(x) · h‖, ÏÔËÕÄÁ f(x+ h)− f(x) 6= 0.éÔÁË, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C1 Ó ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÂÕÄÅÔÌÏËÁÌØÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ËÌÀÞÅ×ÏÍ) ÛÁÇÅ ÍÙ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÏÔËÒÙÔÏ|�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÔ-ËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÏÔËÒÙÔÙÅ.ìÅÍÍÁ 19.5. ðÕÓÔØ E É F|ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U ⊂E|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, f : U → F |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C1. åÓÌÉf ′(a) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U , ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïf(U)⊂ F ÏÔËÒÙÔÏ.



19. �ÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 139äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a ∈ U . îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ∋ f(a), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ y ∈ W ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ x ∈ U , ÞÔÏ f(x) = y. íÙ �ÏÓÔÒÏ-ÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ x Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ�.éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï f(x) ≈ f(a) + f ′(a)(x − a). åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÔÏÞ-ÎÙÍ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÙÌÏ ÁÆÆÉÎÎÙÍ), ÔÏÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = y ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ′(a) ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÚÑÔØx = x1 = a + (f ′(a))−1(y − f(a)). ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ x1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = y; ÚÁ�ÉÛÅÍ ÔÅ-�ÅÒØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) ≈ f(x1) + f ′(x1)(x − x1) É, ÚÁÍÅÎÑÑ
≈ ÎÁ =, ÎÁÊÄÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x1) + f ′(x1)(x− x1) = y; ÜÔÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÅÓÔØ x2 = x1 + (f ′(x1))−1(y − f(x1)). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÔÏÞÅË-�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊx0 = a; xn = xn−1 + (f ′(xn−1))−1(y − f(xn−1)): (19.2)èÏÞÅÔÓÑ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë ÔÏÞ-ËÅ x ∈ U É ÞÔÏ f(x) = y. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ y, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈË f(a), ÔÁË É ÂÕÄÅÔ.òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 19.4:××ÉÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØV1 ∋ a É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ V1 ÉÍÅÅÍ ‖(f ′(p))−1‖ 6M ,É �ÒÉ ÜÔÏÍ �Ï ÌÅÍÍÅ 19.3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V2 ∋ a, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÁÑÓÑ × V1 É ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x′; x′′ ∈ V2, ÔÏ
‖f(x′′) − f(x′) − f ′(x)(x′′ − x′)‖ 6 ‖x′′ − x′‖=2M . éÚ (19.2) ÔÅ�ÅÒØ ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ xn−1; xn ∈ V2, ÔÏf(xn)=f(xn−1)+f ′(xn−1)f ′(xn−1)−1(y−f(xn−1))+Rn=y+Rn; (19.3)ÇÄÅ
‖Rn‖ 6

12M ‖(f ′(xn−1)−1)(y − f(xn−1))‖ 6

6
12M ·M‖y − f(xn−1)‖ 6

12‖y − f(xn−1)‖:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖y − f(xn)‖ 6

12‖y − f(xn−1)‖; (19.4)ÏÔËÕÄÁ lim f(xn) = y, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ËÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ f(x) = y. ÷�ÒÏÞÅÍ, �ÏÍÉÍÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn} ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ xn �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ V2,



140 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÉÎÁÞÅ (19.3) É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÍÙÓÌÁ. þÔÏÂÙ ÄÏ-ÂÉÔØÓÑ ÅÝÅ É ÜÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ x1; : : : ; xn−1 ∈ V2 ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊÆÏÒÍÕÌÙ (19.2) É (19.4) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
‖xn − xn−1‖ 6M‖f(xn−1)− y‖ 6M‖f(a)− y‖=2n−1: (19.5)óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ x1; : : : ; xn−1 �ÏÓÔÒÏÅÎÙ, ÔÏ

‖xn − a‖ 6

n∑k=1 ‖xk − xk−1‖ 6M‖f(a)− y‖(1 + 12 + 122 + : : :) 6

6 2M‖f(a)− y‖: (19.6)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ V2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏÒÍÙ ‖ · ‖) Ó�ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a, É ÅÓÌÉ ‖f(a)− y‖< Æ=2M , ÔÏ ÉÚ (19.6) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
‖xn − a‖ < Æ, ÔÁË ÞÔÏ xn ∈ V2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n; �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÑÄx0 + ∑i>1(xi − xi−1) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï ÎÏÒÍÅ ××ÉÄÕ (19.5), �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ f(a) ÓÒÁÄÉÕÓÏÍ Æ=2M ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂÒÁÚÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ f : U → F | ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cr, É �ÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ U ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf ′(a) : E → F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ U , E É F ÉÍÅ-ÀÔ �ÒÅÖÎÉÊ ÓÍÙÓÌ). õÍÅÎØÛÁÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï U , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ′(p)| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ U (××É-ÄÕ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ′) É ÞÔÏ f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÌÅÍÍÁ 19.4). ìÅÍ-ÍÁ 19.5 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÉ f ÏÔËÒÙÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f(U) ÏÔËÒÙÔÏ × F É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅf |U : U → f(U) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÕÓÔØ g : f(U) → U | ÏÂÒÁÔÎÏÅ (ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ, ÔÁË ËÁË f ÏÔËÒÙÔÏ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ g �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Cr. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ a ∈ U É b = f(a). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏg ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ b É ÞÔÏ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ (f ′(a))−1(ÎÉÞÅÍÕ ÄÒÕÇÏÍÕ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ É ÎÅ ÍÏÇÌÁ ÂÙ!). îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ limy→b ‖g(y)− g(b)− ((f ′(a))−1)(y − b)‖

‖y − b‖ = 0:ðÏÓËÏÌØËÕ f É g|×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ limx→a ‖x− a− ((f ′(a))−1)(f(x)− f(a))‖
‖f(x)− f(a)‖ = 0: (19.7)ðÏÓËÏÌØËÕ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ a, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x)−

− f(a) = f ′(a)(x − a) +  (x), ÇÄÅ ‖ (x)‖ = o(‖x − a‖). ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ



20. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 141× (19.7), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlimx→a ‖f ′(a)−1( (x))‖f ′(a)(x− a) +  (x) = 0: (19.8)�ÁË ËÁË f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅM > 0, ÞÔÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÉÍÅÅÍ ‖(f ′(x))−1‖ 6 M , ÏÔËÕÄÁ
‖f ′(a)(x − a)‖ > ‖x− a‖=M ; ÕÍÅÎØÛÁÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ,× ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ x, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ‖ (x)‖ 6 ‖x − a‖=2M ;ÚÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÎÏÒÍÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ, ÞÅÍ ‖x− a‖=2M . òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (19.8) ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØ × (19.8), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÔØ o(‖x− a‖).�ÁË ËÁË g′(b) = (f ′(g(b)))−1, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ gÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ g É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù.úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÏÔ f É g × ÍÁ-ÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù g′ = (f ′)−1 ÂÕÄÕÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ-ÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù f ′; �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ, �ÏÕÓÌÏ×ÉÀ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ r ÒÁÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ,ÔÁËÏ×Ù É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù g′. ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.20. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉðÕÓÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x É y Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ f(x; y) = 0. íÏÖ-ÎÏ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ y ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x? �ÏÞÎÅÅ,�ÕÓÔØ f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R2, É �ÕÓÔØ p = (a; b) | ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ,ÞÔÏ f(a; b) = 0. ðÏ ÓÁÍÏÍ�Õ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁÛÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ0 = f(x; y)≈ f(p) + �f�x (p)(x − a) + �f�y (p)(y − b):åÓÌÉ ÂÙ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ×ÍÅÓÔÏ ≈ ÓÔÏÑÌÏ =, ÔÏ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÙÒÁÖÅÎÉÉy ÞÅÒÅÚ x ÒÅÛÉÌÓÑ ÂÙ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ: ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ (y − b),ÔÏ ÅÓÔØ �f�y (p), ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ y ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ| ÎÅÔ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÔÁË ÖÅ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÔØÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁ ÅÅ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁ�ÉÀ; ÅÓÌÉ �f�y (p) 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁW ∋ a É V ∋ b, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ y ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x; y) = 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏÌÕÞÁÀÝÁ-ÑÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ y ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÁ.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. éÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØx É y × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ f(x; y) = 0 ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÁË ÞÉÓÌÁ, ÎÏ ËÁË ÔÏÞ-



142 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm É Rn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ ÉÄÒÕÇÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕx = (x1; : : : ; xm) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ n ÞÉÓÅÌ y1; : : : ; yn, ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ: ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ,ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ f = ('1; : : : ; 'n) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á) Rm+n × Rn, ÕÓÌÏ×ÉÅÖÅ �f�y (p) 6= 0 ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÎÕÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÑËÏ-ÂÉÁÎÁ. ÷ÏÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ). ðÕÓÔØ U ⊂Rm+n==Rm×Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U → Rn|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓ-ÓÁ Cr, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÁË(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn) 7→
7→ ('1(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn); : : : ; 'n(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn)):ðÕÓÔØ a = (a1; : : : ; am) ∈ Rm, b = (b1; : : : ; bn) ∈ Rn É (a; b) ∈ U , �ÒÉÞÅÍf(a; b) = (0; : : : ; 0) ∈ Rn. åÓÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

∣∣∣∣∣∣∣∣

�'1�y1 (p) : : : �'1�yn (p): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�'n�y1 (p) : : : �'n�yn (p)∣∣∣∣∣∣∣∣ (20.1)ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ Rm, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (a1; : : : ; am), É ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ⊂ Rn, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ (b1; : : : ; bn), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏ-ÇÏ x= (x1; : : : ; xm) ∈W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ y = (y1; : : : ; yn) ∈ V ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(x; y) = (0; : : : ; 0) ∈ Rn. îÁËÏÎÅ�, ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ g : W → V ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈W ÔÏ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ y ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x; y) = (0; : : : ; 0), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓ-ÓÕ Cr, ËÁË É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f : Rm+n → Rm+n, ÚÁ-ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÄÌÑËÒÁÔËÏÓÔÉ �ÉÛÅÍ x ×ÍÅÓÔÏ (x1; : : : ; xm) É y ×ÍÅÓÔÏ (y1; : : : ; yn):~f : (x; y) 7→ (x1; : : : ; xm; '1(x; y); : : : ; 'n(x; y)) = (x; f(x; y)):ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Cr ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U , Á ÅÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ× ÔÏÞËÅ (a; b) ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (20.1) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ,ÔÁË ÞÔÏ ~f ′(a; b) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ∋ (a; b), ÞÔÏ ~f ÉÎÄÕ�ÉÒÕ-ÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ U1 ÎÁ ~f(U1). õÍÅÎØÛÁÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ,



20. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 143ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U = O × V , ÇÄÅ O ⊂ Rm | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ aÉ V ⊂ Rn | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b; ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, f(U) ⊃ W × {(0; : : : ; 0)},ÇÄÅ W ⊂ Rm|ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á W É V ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f(x; y)=(0; : : : ; 0) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~f(x; y)== (x; 0; : : : ; 0). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ U , ÏÔ-ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ y ∈ V ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ f(x; y) = (0; : : : ; 0). ðÏÓËÏÌØËÕ f(U) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ W × {(0; : : : ; 0)}, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈W ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ y ∈ V , ÞÔÏf(x; y) = (0; : : : ; 0), �ÒÉÞÅÍ × ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÜÔÏÔ y ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : W → V , Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÆÏÒÍÕÌÉ-ÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÏ.þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ g �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ Cr, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ i : W → Rm+n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ (x; (0; : : : ; 0)),Á ÞÅÒÅÚ p : U → V | �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕg = p ◦ h ◦ i, ÇÄÅ h : ~f(U)→ U|ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÌÁÓÓÁ Cr, ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë~f , É �ÏÓËÏÌØËÕ p É i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉ, ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÎÑÔÉÅ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × Rn. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏ ËÏÎ�Á ÌÅË�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ r (ÌÉÂÏ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÉÂÏ ÓÉÍ×ÏÌ ∞), É ÂÕÄÅÍ �ÏÄ ÓÌÏ×ÁÍÉ �ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ� ÉÌÉ�ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� �ÏÎÉÍÁÔØ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ) ËÌÁÓÓÁ Cr.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.2. ðÕÓÔØ X⊂Rn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É k6

6 n|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.(1) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : U → V , ÇÄÅ V ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ'(X ∩ U) = {(y1; : : : ; yn) ∈ V : yk+1 = : : := yn = 0}:(2) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f1; : : : ; fn−k : U → R, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
• X ∩ U = {p ∈X : f1(p) = : : := fn−k(p) = 0};
• ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ f ′1(x); : : : ; f ′n−k(x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈

∈X ∩ U .(3) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn, ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ Rk É ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : W → Rn, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ  (W ) =X ∩ U É  ′(x) ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U .



144 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÏ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ, ÚÁÍÅÎÉ× Rn ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ⊂ Rn.(1) ⇒ (2). õÓÌÏ×ÉÅ (2), ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1), �ÁÒÁ (U;X ∩ U) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁ�ÁÒÅ (V;H ∩ V ), ÇÄÅ H ⊂ Rn|ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÑÑ �ÁÒÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÀ (2) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å fi).(2)⇒ (3). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù



�f1�x1 (x) : : : �f1�xn (x): : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�fn−k�x1 (x) : : : �fn−k�xn (x)ÒÁ×ÅÎ n− k, ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ (n− k)× (n− k)-ÍÉÎÏÒÏ× (ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝ-ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÅÒ×ÙÍÉ n− k ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ) ÏÔ-ÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. ðÕÓÔØ x = (a1; : : : ; an) ∈X . �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 20.1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á W ⊂ RkÉ V ⊂ Rn−k É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : W → V , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: W ∋ (an−k+1; : : : ; an), V ∋ (a1; : : : ; an−k), V ×W ⊂ U , É,ÎÁËÏÎÅ� (w; v) ∈ (W × V ) ∩ X ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w = '(v).�Å�ÅÒØ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w 7→ (w;'(w)) ÉÚ W × Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÓËÏÍÙÍ (�ÒÉÞÅÍ × ÒÏÌÉ U ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3) ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ V ×W ).(3)⇒ (1). ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : W → Rn ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x1; : : : ; xk) 7→ ( 1(x1; : : : ; xk); : : : ;  n(x1; : : : ; xk)):éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ (k × k)-ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù (� i=�xj)(x)ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ × ÔÏÞËÅ w =  −1(x) (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É × ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ). þÔÏÂÙ ÎÅ ÕÔÑÖÅÌÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÉ-ÎÏÒ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ �ÅÒ×ÙÍÉ k ÓÔÒÏËÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ	: W × Rn−k → Rn, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x1; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xn) 7→( 1(x1; : : : ; xk); : : : ;  k(x1; : : : ; xk); k+1(x1; : : : ; xk) + xk+1; : : : ;  n(x1; : : : ; xk) + xn):åÇÏ ÑËÏÂÉÁÎ × ÔÏÞËÅ (w; 0; : : : ; 0︸ ︷︷ ︸n−k ) ÒÁ×ÅÎ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ (k × k)-ÍÉÎÏ-ÒÕ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ



20. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ 145× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ w; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ	({(x1; : : : ; xn) ∈W : xk+1 = : : := xn = 0}) = 	(V ) ∩X:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.3. úÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏX ⊂ Rn, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-ÝÅÅ ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1)|(3), �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÉ 20.2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (×ÌÏÖÅÎÎÙÍ) k-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ×
Rn (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ).ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ×ÓÅ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × Rn: ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ É ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÄÒÕÇÏÅ, ÍÏÖÎÏ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÔØ, É Ô. �. �ÅÏÒÉÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ (�Ï ÔÏÊ �ÒÏ-ÓÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ × Rn),ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÁÄÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.4. ðÕÓÔØ X ⊂ Rn | ×ÌÏÖÅÎÎÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ, É �ÕÓÔØ Ũ ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á '̃ : Ũ → Ṽ |ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ṽ ⊂ Rn, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ '̃(X ∩ Ũ) = V , ÇÄÅV = {(y1; : : : ; yn) ∈ Ṽ : yk+1 = : : := yn = 0}(ËÁË × �ÕÎËÔÅ (1) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20.2). �ÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU = Ũ ∩ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ X , Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ' = '̃|U : U → V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 20.5. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ' : U → V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.óÍÙÓÌ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÚÁÄÁÔØ�ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ� ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ U =X)ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ: ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ)ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6. ðÕÓÔØ X ⊂ Rn | k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É�ÕÓÔØ '1 : U1→V1 É '2 : U2→V2|Ä×Å ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ. åÓÌÉ U1∩U2 6=
6=∅, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'12 : '1(U1 ∩ U2)→ '2(U1 ∩ U2);



146 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ '2('−11 (x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rk).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Ũ1, Ũ2, Ṽ1, Ṽ2, '̃1 É '̃2 ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅÓÍÙÓÌ, ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 20.4. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ '̃1 : Ũ1 → Ṽ1É '̃2 : Ũ2 → Ṽ2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×× Rn, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '̃12 : '̃1(Ũ1 ∩ Ũ2)→ '̃2(Ũ1 ∩ Ũ2);ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ '̃2('̃−1(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ËÁË ÉÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ '̃21. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÅ Ó Rk ⊂ Rn × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó Rk ⊂ Rn, ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.7. ðÕÓÔØ X É Y | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É�ÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈÕÓÌÏ×ÉÊ.(1) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋x É U ′∋f(x) É ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ ' : U→V É '′ : U ′→V ′,ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g = '′ ◦ f |U∩f−1(U ′) ◦ '−1|'(U∩f−1(U ′)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄ-ËÉÍ (ÓÍ. ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ): X f // YU +
�
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��V '(f−1(U ′))? _oo g // V ′.(2) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X É ÌÀÂÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊU ∋ x É U ′ ∋ f(x) Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ' : U → V É '′ : U ′ → V ′ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ '′ ◦ f |U∩f−1(V ) ◦ '−1|'(U∩f−1(V )) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ Y = R, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÌÁÄËÁ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6).åÓÌÉ f : X → Y |ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÒÁÎÇÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈X . éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉ-



21. �ÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌÁ|áÓËÏÌÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 147ÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ x É U ′ ∋ f(x) Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ ' : U → VÉ '′ : U ′ → V ′; ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÒÁÎÇÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ '′ ◦ f ◦ '−1 (× ÔÏÞËÅ '(x)), �ÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÁÎÇ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ: �ÒÉ ÄÒÕÇÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ '′ ◦ f ◦ '−1ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á ÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×× Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, Á ÔÁËÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ ÒÁÎÇ �Ï×ÌÉÑÔØ ÎÅÍÏÖÅÔ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÎÅÔÏÌØËÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÎÇÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ x ËÁË ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. �ÁËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ �ÏÓÔÒÏÉÔØÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ; ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÅÀ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ. �ÏÇÄÁÖÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ É ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÖÅ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÁ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 20.8. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y Ä×ÕÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ, É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f−1 : X → Y ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÏ.21. �ÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌ�Á|áÓËÏÌÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a ∈ Rm ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÒÑÍÁÑ`a ⊂ Rm, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ `a ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ|ÉÌÉ,ÅÝÅ ÌÕÞÛÅ, ÇÌÁÄËÏ|ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ a, ÞÔÏ ÂÙ ÜÔÏ ÎÉ ÚÎÁÞÉÌÏ. (�ÁËÏÊ ÏÂß-ÅËÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ Rm.) ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ C ⊂ Rm, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊÔÏÞËÉ a ∈ C �ÒÑÍÁÑ `a ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ C × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ? (�ÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ �ÒÑÍÙÈ.) ïÄÉÎ ÉÚ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÔ×ÅÔÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ó ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÍÙ ÉÎÁÞÎÅÍ.þÔÏÂÙ ÎÅ ÏÔËÌÏÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ, �ÏÌÏÖÉÍm= n+ 1. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÌÏËÁÌØÎÏ|× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ. äÁÌÅÅ, ÕÖ ÅÓÌÉ `a ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ a ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏ), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ÍÏÖ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (t; x1; : : : ; xn) × Rn+1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏ ÎÉ ÓÁÍÁ �ÒÑÍÁÑ `a, ÎÉ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÂÌÉÚËÉÍ Ë a ÔÏÞ-ËÁÍ, ÎÅ ÂÙÌÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ {t= 0}. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÕÀ �ÒÑ-



148 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÍÕÀ `b, ÇÄÅ ÔÏÞËÁ b = (t0; b1; : : : ; bm) ÂÌÉÚËÁ Ë a, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÉÓÔÅ-ÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ xi − bi = vi · (t− t0) ÄÌÑ 16 i6 n. çÌÁÄËÏÓÔØ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔØ) ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ `x ÏÔ x ÔÏÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ vi ÇÌÁÄ-ËÏ (ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ t É b1; : : : ; bm. äÁÌÅÅ, ×ÓÑËÕÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀËÒÉ×ÕÀ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(t0 − "; t0 + ")→ Rn, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ vi. ðÅÒÅ×ÅÄÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÛÕ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ÑÚÙË ÆÏÒÍÕÌ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 21.1. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, I ⊂ R|ÏÔ-ËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É f1; : : : ; fn : I × U → R|ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ:(1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ (t0; x0) ∈ I × U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ " > 0 É ÇÌÁÄËÏÅ(ËÌÁÓÓÁ C1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '= ('1; : : : ; 'n) : (t0 − "; t0 + ")→ U , ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ '(t0) = x0 É '′1(t) = f1(t; '1(t); : : : ; 'n(t));. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .'′n(t) = fn(t; '1(t); : : : ; 'n(t)) (21.1)�ÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ (t0 − "; t0 + ");(2) ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ vi �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C1, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ', ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ × �ÕÎËÔÅ (1), Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ.óÉÓÔÅÍÁ ×ÉÄÁ (21.1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÉÌÉ ÅÝÅ �ÒÏÝÅ|ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ), Á ÕÓÌÏ×ÉÅ '(t0) = x0 | ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. åÓÌÉÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ v = (v1; : : : ; vn), ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ (21.1) ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ'′(t) = v(t; '(t)).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊÆÁËÔ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ.éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ (X; �) | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉV | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÎÏÒÍÏÊ ‖ · ‖. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C(X;V ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ f : X → V ; ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ �(f1; f2) = supx∈X ‖f1(x) − f2(x)‖ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C(X;V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÔÅÒ-ÍÉÎ: �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.



21. �ÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌÁ|áÓËÏÌÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 149�ÅÏÒÅÍÁ 21.2 (áÒ�ÅÌ�Á|áÓËÏÌÉ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ C(X;V ) ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:(1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ M > 0, ÞÔÏ ‖f(x)‖ 6 M ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ S Éx ∈X (�ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ�);(2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ f ∈ S ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖f(x1) − f(x2)‖ 6 ", ËÁË ÔÏÌØËÏ�(x1; x2)6 Æ (�ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ�).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ C(X;V ) Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ; ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) × ÔÏÍ, ÞÔÏ Æ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x1 É x2, ÎÏ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ f ∈ S.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ �ÔÏÇÄÁ�.éÔÁË, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï S ⊂ C(X;V ) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÏ É ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ; ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn ∈ S} ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ìÅÍÍÁ 21.3. õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fn} ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ.ðÕÓÔØ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, É �ÕÓÔØ {gm}| �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fm}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌg(x) = limm→∞
gm(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ g (ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ‖f(x1) − f(x2)‖ 6 ", ËÁË ÔÏÌØËÏ f ∈ S É�(x1; x2) 6 Æ. åÓÌÉ �(x1; x2) 6 Æ, ÔÏ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ m→ ∞ ×ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ‖gm(x1) − gm(x2)‖ 6 ", �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ‖g(x1) − g(x2)‖ 6 ".üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ g, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÒÁ×-ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á S ∪ {g}.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {gm} ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë g ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÏ " > 0, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {nk} ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË xk ∈ X Ó ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ ‖gnk(xk) − g(xk)‖ > " ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ËÏÍ�ÁËÔ, ÉÚ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xk} ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ. íÅÎÑÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É �ÅÒÅÈÏÄÑË �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × {gn}, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ limk→∞

xk = x É
‖gk(xk) − g(xk)‖ > " ÄÌÑ ×ÓÅÈ k. ÷×ÉÄÕ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉÓÅÍÅÊÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÓÅÈ gn É g, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(x′; x′′)< Æ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖gk(x′)− gk(x′′)‖< "=3 ÄÌÑ ×ÓÅÈ kÉ ‖g(x′)− g(x′′)‖< "=3. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ �(xk ; x)< Æ, É ‖gk(x) − g(x)‖< "=3,



150 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÔÏ ÅÝÅ É ‖gk(xk)− gk(x)‖< "=3, É ‖g(x)− g(xk)‖< "=3, ÏÔËÕÄÁ
‖gk(xk)− g(xk)‖ 6 ‖gk(xk)− gk(x)‖+ ‖gk(x) − g(x)‖+ ‖g(x)− g(xk)‖<< 3 · "=3 = ";É �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 21.3. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÉÈÏÎÏ×Á (ÔÅÏÒÅÍÁ 7.3).éÍÅÎÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ M Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × V . �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X × BÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏x∈XB (�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜËÚÅÍ-�ÌÑÒÕ ÛÁÒÁ B ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X); ÅÓÌÉ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÁËÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ �Ï-ÔÏÞÅÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ B ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏x∈XB ËÏÍ�ÁËÔÎÏ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ �ÉÈÏÎÏ×Á, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎ-ÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, É ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á S, ×ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ).þÔÏÂÙ ÎÅ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÒÕ-ÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 21.3. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y × ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ �Y =X .ìÅÍÍÁ 21.4. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 21.4. ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C (�ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÎÏÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C ′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÔÒÏ-ÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ �ÉÆÒÁ 1. åÓÌÉ X |ÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É f : C → X|ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 7.6 ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(C ′) �ÌÏÔÎÏ× X .éÔÁË, X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z.ìÅÍÍÁ 21.5. õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fn} ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 21.5. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁZ: z1; z2; : : : ðÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ M × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ËÏÍ�ÁËÔÅÎ,



21. �ÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌÁ|áÓËÏÌÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 151Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fn} ÅÓÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ×ÔÏÞËÅ z1; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f11; f12; : : : ; f1n; : : :}.äÁÌÅÅ, Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {f1n}n∈N ÅÓÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏ-ÄÑÝÁÑÓÑ × ÔÏÞËÅ z2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 1 �Ï-ÓÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ {fkn}n∈Z, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ × ÔÏÞ-ËÅ zk É Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{fk−1;n}n∈Z. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fnn}n∈Z Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÅÓÔÁ) �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ × ËÁÖÄÏÊÉÚ {fkm}m∈Z É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË zk.úÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 21.3. ðÏ ÌÅÍÍÅ 21.5 Õ {fn} ÅÓÔØ�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {gk}, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z;�ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ x ∈ X ; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {gn(x)} ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÁ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏÍ " > 0; × ÓÉÌÕ ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ‖f(x′) − f(x′′)‖ < "=3, ËÁËÔÏÌØËÏ f ∈ S, Á �(x′; x′′)< Æ. �ÁË ËÁË Z �ÌÏÔÎÏ × X , ÎÁÊÄÅÔÓÑ z ∈ Z, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ �(x; z)< Æ; ÔÁË ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn(z)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖fm(z)− fn(z)‖< "=3, ËÁË ÔÏÌØËÏ m;n>N .�Å�ÅÒØ �ÒÉ m;n>N ÉÍÅÅÍ
‖fm(x)− fn(x)‖ 6

6 ‖fm(x) − fm(z)‖+ ‖fm(z)− fn(z)‖+ ‖fn(x)− fn(z)‖<< 3 · "=3 = ":úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn(x)} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ áÒ�ÅÌÁ|áÓËÏÌÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ V ÚÁ-ÍÅÎÅÎÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ËÁËÏÊ ×ÉÄ�ÒÉÍÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ?).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ t > t0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [t0; t) (ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ-×ÉÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÅÒÅÍ (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ) ÏÔ-ÒÅÚÏË J ⊂ I , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ t0, É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ Br ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ × x0 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L∞-ÎÏÒÍÙ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × U . ðÕÓÔØ t > t0,É �ÕÓÔØ t0 = �0 < �1 < : : : < �n = t| ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [t0; � ℄. âÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏÍÁÎÏÊ üÊÌÅÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜÔÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÅ (ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [t0; t℄→ U , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ f(�0) = x0 É f(�) = f(�i) + (� − �i)v(�i; f(�i)), ËÁË ÔÏÌØËÏ� ∈ [�i; �i+1℄.



152 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒìÅÍÍÁ 21.6. ðÕÓÔØ M = supt∈Jx∈Br ‖v(t; x)‖. �ÏÇÄÁ �ÒÉ 0< t− t0 < r=M (É[t0; t℄⊂ J) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ [t0; t℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Br. åÓÌÉf : [t0; t℄→ U|ÔÁËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ, ÔÏ ‖f(u′)− f(u′′)‖ 6M |u′ − u′′|ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ u′; u′′ ∈ [t0; t℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ìÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÎÁ-ÞÉÎÁÑ Ó �0; �ÏÓËÏÌØËÕ ÛÁÒ Br|×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,| ÞÔÏ ×ÓÅ f(�i) = f(�i−1) + v(�i; f(�0)) ÌÅÖÁÔ × Br. ðÏÉÎÄÕË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
‖f(�i)− f(x0)‖= ‖f(�i)− f(�0)‖ 6

∑
‖f(�j)− f(�j−i)‖==∑

|�j − �j−1| · ‖v(�j−1; f(�j−1))‖ 6M ∑
|�j − �j−1| 6M(t− t0)< r:÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ u′ É u′′ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÏÄÎÏÍÏÔÒÅÚËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ; × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØu′′ < u1 < : : : < um < u′′, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÑËÉÅ Ä×Á ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÌÁ ÌÅÖÁÔ× ÏÄÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ; ÉÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÓÏ-ÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ �ÁÒÙ (u′; u′′).ìÅÍÍÁ 21.7. ðÕÓÔØ 0< t − t0 < r=M É [t0; t℄ ⊂ J . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊÌÅÒÁ f : [t0; t℄ → r=M , ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ‖f ′(�) − v(�; f(�))‖ 6 " ÄÌÑ ×ÓÅÈ � , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ � ∈ (�j ; �j+1), ÔÏf ′(�) − v(�; f(�)) = v(�j ; f(�j))− v(�; f(�));�ÒÉÞÅÍ ‖f(�j)−f(�)‖= |�−�j | ·‖v(�j ; f(�j))‖6M |�−�j |. ÷×ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ J × Br ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ �ÒÉ |� ′ − � ′′| < ÆÉ ‖u′ − u′′‖<MÆ ÉÍÅÅÍ ‖v(� ′; u′) − v(� ′′; u′′)‖ < ". ÷ÓÑËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ üÊ-ÌÅÒÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ [t0; t℄ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ < Æ, ÂÕÄÅÔÉÓËÏÍÏÊ.÷ÓÑËÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ üÊÌÅÒÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ,ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ "-ÌÏÍÁÎÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÞÅÒÅÚ S ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ 1-ÌÏÍÁÎÙÈf : [t0; t℄→Br. éÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 21.6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × C(X;Rn), Á ÅÇÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. ðÕÓÔØ"n → 0 É fn | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ "n-ÌÏÍÁÎÁÑ. éÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {fn}



21. �ÅÏÒÅÍÁ áÒ�ÅÌÁ|áÓËÏÌÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 153ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ; �ÅÒÅ-ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ fn : [t0; t℄→ Br,ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : [t0; t℄→ Rn, �ÒÉÞÅÍ fn Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ "n-ÌÏÍÁÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n É "n → 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f|ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ××ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(u) = f(t0) + Z ut0 v(�; f(�)) d� . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ∥∥∥∥fn(u)−x0−∫ ut0 v(�; fn(�)) d�∥∥∥∥=∥∥∥∥
∫ ut0 f ′n(u)−v(�; fn(�)) d�∥∥∥∥6"n(u− t0):õÓÔÒÅÍÌÑÑ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É �ÅÒÅÈÏÄÑ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÏÄÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (ÞÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1. ðÕÓÔØ B ⊂ U |ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÊ ÛÁÒ × Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÕ x0. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅÄ×Á ÒÅÛÅÎÉÑ '1; '2 Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ '(t0) = x0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ J = [t0; t℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 'i(J)⊂B (ÄÌÑ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ).�ÁË ËÁË v �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë ËÌÁÓÓÕ C1, ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÅÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ×Ù�ÕËÌÏÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å J × B.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 2.41), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ K > 0,ÞÔÏ ‖v(�; x1) − v(�; x2)‖ 6 K‖x1 − x2‖ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ I É x1; x2 ∈ B. ðÏ-ÌÏÖÉÍ '(t) = '1(t) − '2(t). éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× 'i(u) = x0 + Z ut0 v(�; �i(�)) d�×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

‖'′(�)‖= |‖v(�; '1(�)) − v(�; '2(�))‖ 6K‖'1(�) − '2(�)‖ =K‖'(�)‖:(21.2)�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÔÒÅÚËÁ[t0; t℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |'(u)‖ > ". éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21.2) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ"= ‖'(u)‖ 6

∫ ut0 ‖'′(�)‖ d� 6K"(u− t0);ÏÔËÕÄÁ |u− t0| > 1=K. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ " ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ, �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ t0 6 � < t0 + 1=K ×ÅËÔÏÒ '(�) ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍ, ÏÔËÕÄÁÉ '(u) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ '|ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ.åÓÌÉ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕ-ÛÁÔØÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ (�ÒÉ n = 1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x′ = 2√|x|(�ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÔ t ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ), ÔÏ �ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ t= t0, x= 0ÅÍÕ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ x(t) = sign(t − t0) · (t − t0)2, ÔÁË ÉÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ.



154 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ22. úÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅüÔÁ ÌÅË�ÉÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 22.1 (Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ). ðÕÓÔØ g : U → V = g(U)|ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ËÌÁÓÓÁ C1) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn É f : V → R |ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁ
∫V f d�n = ∫U (f ◦ g)|J(g)| d�n; (22.1)ÇÄÅ J(g)|ÑËÏÂÉÁÎ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g, Á �n|ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × Rn.ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÎÁÞÎÅÍ Ó ÍÁÌÏÇÏ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ-�É�ÅÄÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I1× : : :× In⊂Rn, ÇÄÅ I1; : : : ; In|ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ × R (Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ËÌÀÞÅÎÎÙÍÉ ÉÌÉ ÎÅ ×ËÌÀÞÅÎ-ÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �n(�) = �1(I1) : : : �1(In): ÍÅÒÁ�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏ ÏÂßÅÍÕ. ðÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÕÂÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.2 (ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØA : Rn → Rn|ÌÉÎÅÊÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ É E ⊂ Rn|ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ A(E) ÉÚÍÅÒÉÍÏ É �n(A(E)) = |detA|�n(E).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 22.3. ÷ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A⊂ Rn ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ) ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÀÄÕ × ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÄ ËÕÂÏÍ ÂÕÄÅÍ�ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ×ÉÄÁ [ai; bi).óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á É Ó �Å-ÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ× U . úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2 É �ÏÌÕ�ÅÌÙ-ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÖÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × U ; ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÅÒÅÍ ËÕÂÙÓ ÒÅÂÒÏÍ 1=22 É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ×ÉÄÁ m=22, ÇÄÅ m ∈ Z, ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÒÁÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × U , É Ô. Ä. ÷ ÉÔÏÇÅ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÕÂÏ×; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ VÉ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ U = V . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x ∈ U \ V , ÔÏ ××ÉÄÕ ÏÔËÒÙ-ÔÏÓÔÉ U ÔÏÞËÁ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ËÕÂÅ Q Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2k É ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ×ÉÄÁ m=2k, ÎÅ ×ËÌÀÞÅÎÎÏÍ × V ; ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅk, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÕÂ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.



22. úÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ 155ìÅÍÍÁ 22.4. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ A : Rn → Rn ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ 
, ÞÔÏ �(A(�)) = 
�(�) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É-�ÅÄÁ �, ÔÏ �(A(E)) = 
�(E) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ E.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÌÅÍÍÙ 22.3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(A(U)) = 
�(U) ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ �� ×ÎÅÛ-ÎÀÀ ÍÅÒÕ, ÔÏ ��(A(X)) = 
��(X) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕA|ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÅ,ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 16.14 ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ × ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ; �ÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×ÎÅÛÎÅÊ ÍÅÒÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ.ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ×ÅÒ-ÎÏ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A;B : Rn → Rn, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.÷Ó�ÏÍÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ (n× n)-ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÉÄÏ×:(1) ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù;(2) ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ;(3) ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ



1 
 0 : : : : : : 00 1 0 : : : : : : 00 0 1 0 : : : 00 : : : : : : : : : : : : : 1 :ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÌÅÍÍÕ 22.4, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1), (2) ÉÌÉ (3) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁE =�|�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ.äÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÉ�Á (1) É (2), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙ ×�ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ (3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ,ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Tb : R → R �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ ÎÁ b ∈ R, ÔÏ �ÏÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ ÉÍÅÅÍ�n(A�) = ∫

Rn−2 d�n−2(a) ∫
R2 �2({a} × R2 ∩ A(�)) == ∫

Rn−2 d�n−2(a) ∫I2 d�2(y)�1(T
y(I1 × {y}) == ∫

Rn−2 d�n−2(a) ∫I2 d�2(y)�1(I1) = �n(�)(ÞÅÒÅÚ Ta ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ a ∈ R). ðÏÓËÏÌØËÕ × ÓÌÕÞÁÅ (3) ÉÍÅÅÍdetA= 1, ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.



156 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÆÁËÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5. ðÕÓÔØ g : U→V = g(U)|ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ (ËÌÁÓ-ÓÁ C1) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn É Q ⊂ U |ËÕÂ. �ÏÇÄÁ �n(g(Q)) == ZQ |det g′(x)| d�n(x).éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÁ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁ-ÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ËÕÂÉËÏ× Qi É ×ÙÂÅÒÅÍ× ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ �Ï ÔÏÞËÅ �i. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g ÎÁ QiÂÌÉÚËÏ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ h′(�i), ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.2 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ�n(g(Q)) =∑�n(g(Qi))≈ ∑
|det h′(�i)|�n(Qi)≈ ∫Q |det g′(x)| d�n(x);É �ÑÓÎÏ�, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ Qi ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ × �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÁËËÕÒÁÔÎÏÍÕ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ.õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ × Rn ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÓÔÏ �. äÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÎÏÒÍÕ × Rn (ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÏÒÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÙ.óÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ �Q ⊂ U . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Q ⊂ U |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÕÂ,ÔÏ IntQ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÕÂÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × U ; ÉÚ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÂÏ× É ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ Q. éÔÁË, ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ�Q⊂ U .ìÅÍÍÁ 22.6. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Æ > 0, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. åÓÌÉ M ⊂Q|ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ, ÍÅÎØÛÉÍ Æ, É Ó �ÅÎ-ÔÒÏÍ 
, ÔÏ ∣∣∣ |det g′(
)|�(M)�(g(M)) − 1∣∣∣< ":÷Ù×ÏÄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.5 ÉÚ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ k|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.òÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁ nk ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÉËÏ× Mi ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ; �ÕÓÔØ 
i|�ÅÎÔÒ ËÕÂÁ Mi. åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ÉÍÅÅÍ 1=k < Æ,ÇÄÅ Æ|ËÁË × ÌÅÍÍÅ, ÔÏ

∣∣∣�(g(Q))− ∑
|det g′(
i)|�(Mi)∣∣∣ 6

∑
|�(g(Mi))− |det g′(
i)|�(Mi)| 6

6
∑ "�(Mi) = "�(Q):



22. úÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ 157óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �(g(Q)) = limk→∞

kn∑i=1 |det g′(
i)|�(Mi);Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ |det f ′(x)| ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁ ÎÁ Q, �ÒÅÄÅÌ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ZQ |det f ′(x)| d�(x) (ÓËÁÖÅÍ,�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 22.6. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÁË-ËÕÒÁÔÎÏÓÔØ. þÔÏÂÙ ÎÅ �ÒÅÒÙ×ÁÔØ ÎÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÎÅÍ ÅÝÅ Ó ÏÄÎÏÊÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 22.7. ðÕÓÔØ g : U → V = g(U)| ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔËÒÙÔÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn, É �ÕÓÔØ M |ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ 
 É ÒÅÂÒÏÍ a, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ �M ⊂ U ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �M ÇÒÁÎÉ�Õ ËÕÂÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏg(
) = 
 É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈M ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖g(x) − x‖ < � , ÇÄÅ� < a=2. �ÏÇÄÁ M ′ ⊂ g(Int(M))⊂ g( �M)⊂M ′′;ÇÄÅ M ′ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ M ′′)|ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÕÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ 
 É ÒÅÂÒÏÍ
− 2� (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 
+ 2�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ g( �M)⊂M ′′ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ g(Int(M)) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï (ÔÁË ËÁË g|ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ), g( �M)|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (××ÉÄÕËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ) É g(�M) ∩M ′ =∅ (ÔÁË ËÁË ××ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÚM ′ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÇÒÁÎÉ�Ù). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,M ′=(M ′∩g(Int(M)))⊔(M ′\g(Int(M)))=(M ′∩g(Int(M)))⊔(M ′\g( �M));�ÒÉÞÅÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ. �ÁË ËÁË M ′ Ó×ÑÚÎÏ,ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÕÓÔÏ, Á ÄÒÕÇÏÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó M ′; �ÏÓËÏÌØËÕ
= g(
) ∈ g(Int(M)), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ M ′ =M ′ ∩ g(Int(M)).úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 22.6. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ g ÇÌÁÄÏË ËÌÁÓÓÁ C1, ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ A, ÞÔÏ ‖(f ′(x))−1‖ 6 A ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Q. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ �ÅÊÌÏÒÁ 18.2 É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ Q ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ� : [0; Æ0)→ [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ0 > 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ limt→0 �(t) = 0 É ‖g(x + h) − g(x) − g′(x)h‖ 6 �(‖h‖)‖h‖, ËÁË ÔÏÌØËÏx ∈Q É ‖h‖ 6 Æ0.úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÞÉÓÌÏÍ " > 0, É �ÕÓÔØ 
 ∈Q. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ~g : x 7→ 
+ (f ′(
))−1(f(x) − f(
)).



158 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒñÓÎÏ, ÞÔÏ g(
) = 
, ~g′(
) = Id É ‖~g(
 + h) − 
 − h‖ 6 A�(‖h‖)‖h‖, ËÁËÔÏÌØËÏ ‖h‖ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 22.2 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ �(g(M))=(|det g′(
)|�(M)) = �(~g(M))=�(M):óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ1 > 0, ÞÔÏ �ÒÉ 0< �=a6 Æ1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
∣∣∣
(a± 2�a )n

− 1∣∣∣< ": (22.2)ðÕÓÔØ 
 | �ÅÎÔÒ ËÕÂÁ M Ó ÒÅÂÒÏÍ a, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × Q. åÓÌÉ�(a√n) < Æ1a=A, ÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 22.7 (× ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ �ÏÌÏÖÉÔØ g = ~gÉ � = Æ1a) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ~g(M) ÚÁËÌÀÞÅÎ ÍÅÖÄÕ ËÕÂÁÍÉ Ó ÒÅÂÒÏÍa(1 + 2Æ1) É a(1− 2Æ1) É �ÅÎÔÒÏÍ 
. �Å�ÅÒØ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (22.2) ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ �(g(M))=(|det g′(
)|�(M)) = �(~g(M))=�(M)< ":óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÌÅÍÍÁ 22.6 ÄÏËÁÚÁÎÁ, Á Ó ÎÅÊ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5.äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÕÖÅ �ÒÏÓÔÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.8. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÄ Q�ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 22.3 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÅÔÓÑ Ó ËÕÂÏ× ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ×ÓÑËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ K ⊂ U �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÕÂÙ×Á-ÀÝÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × U (ÓÍ. �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ × ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 16.15), �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 22.5 ×ÅÒÎÏ É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏ-ÇÄÁ Q ⊂ U |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÓÌÉ E ⊂ U |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ 16.15 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× K1 ⊂ K2 ⊂ : : : ⊂ Kn ⊂ : : : ⊂ E É ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U1 ⊃ U2 ⊃ : : : ⊃ Un ⊃ : : : ⊃ E, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ �(Uj \ Kj) 6 1=j �ÒÉ ×ÓÅÈ j. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏlimj→∞
�(g(Uj \Kj)) = limj→∞

∫Uj\Kj |det(g′(x))| d�(x) = 0;ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï g(E) ÔÁËÖÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏ É�(g(E))= limj→∞
�(g(Uj))= limj→∞

∫Uj |det(g′(x))| d�(x)=∫E |det(g′(x))| d�(x);



23. �ÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ 159ÏÔËÕÄÁ ÄÌÑ E �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ÷Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ×ÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÄÉÚßÀÎËÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 22.1 ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ�ÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ; ÏÔÓÀÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ| É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. 23. �ÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁðÕÓÔØ f : Rm → Rn| ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÅÇÏ ÓÌÏÑÈ f−1(y)⊂ Rn ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ y ∈ Rn?ðÒÉ ÔÁËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÔ×ÅÔ �ÒÏÓÔ É ÂÅÚÒÁÄÏÓÔÅÎ: �ÏÍÉÍÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÜÔÉ ÓÌÏÉ ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × Rm, ÎÉÞÅÇÏ ÓËÁ-ÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÔÁË ËÁË ×ÓÑËÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÕÌÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F ⊂ Rn ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ C∞-ÆÕÎË�ÉÑ ' : Rn → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ'(x)> 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Rn É '(x) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ∈ F .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÌÏËÏÌÏ-ÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÏÎÉ �ÒÉÇÏÄÑÔÓÑ ÎÁÍ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÆÕÎË�ÉÑ f(x) ={0; x6 0;e−1=x2 ; x > 0Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C∞-ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ R. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn �ÏÌÏÖÉÍ 0(x) = f(1 − x21 − : : : − x2n). �ÏÇÄÁ  0 : Rn → R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C∞,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÓÀ-ÄÕ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. åÓÌÉ Br(a) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  (x) =  0(r−1(x − a))| ÔÁËÖÅÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C∞, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÁ ÛÁÒÅ Br(a) ÉÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ÅÇÏ; ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÑËÕÀ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ËÏÌÏËÏ-ÌÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Rn \ F �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ××ÉÄÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Rn \ F = ∞⋃j=1Bj ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ×. äÌÑ ËÁ-



160 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÖÄÏÇÏ ÛÁÒÁ Bj ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÍÕ ËÏÌÏËÏÌÏÏÂÒÁÚ-ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ  j , ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:supx∈R
n

|�|6j |D� j(x)| 6 12j (23.1)(× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ (23.1) ÚÁÄÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ËÏÌÏËÏÌÏÏÂÒÁÚÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ Bj É ÕÍÎÏÖÉÔØ ÅÅ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ).ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ '(x) = ∞∑j=1 j(x). ÷×ÉÄÕ (23.1) ÒÑÄ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ '|ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó F . ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÏÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ.üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ Ï ÆÕÎË�ÉÑÈ ÏÄÎÏÇÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.ìÅÍÍÁ 23.2. ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ C1ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) ⊂ R; �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {fn}ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f , Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f ′n} ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ ~f . �ÏÇÄÁ f |ÔÁËÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1,�ÒÉÞÅÍ f ′ = ~f .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ÷×ÉÄÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉf É ~f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ x0 ∈ (a; b); �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏ-ÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏf(x) = f(x0) + ∫ xx0 ~f(t) dtÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (a; b); ÜÔÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
∫ xx0 ~f(t) dt= limn→∞

∫ xx0 f ′n(t) dt××ÉÄÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ×ËÕ�Å Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f(x0) == limn→∞
fn(x0).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ 'ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ Rn; ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï �ÏÒÑÄ-ËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÁË ËÁË ××ÉÄÕ (23.1) ×ÓÅ ÒÑÄÙ ×ÉÄÁ∑D� j ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÈÏÄÑÔÓÑ.



23. �ÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ 161(úÁÍÅÔÉÍ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ Ó ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÄÅÌÏ ÏÂ-ÓÔÏÉÔ ÌÕÞÛÅ: ÉÈ ÓÌÏÉ ÕÖÅ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙ É �ÏÄÄÁÀÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÀ. íÙ,ÏÄÎÁËÏ ÖÅ, ÚÁÎÉÍÁÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÇÌÁÄËÉÍ.)ðÏÔÅÒ�Å× ÆÉÁÓËÏ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÓÌÏÅ×, �Ï�ÒÏÂÕÅÍ ×ÓÅÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÚÉÔÉ×ÎÏÅ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ f−1(y)ÒÁÎÇ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′(x) ÒÁ×ÅÎ n. �ÏÇÄÁ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20.2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf−1(y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × Rm, É ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ, Á ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÅÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ, ÓÌÏÉ ÎÁÄËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÕÞÁÔØ ÍÏÖÎÏ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊÔÅÒÍÉÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 23.3. ðÕÓÔØ f : U → Rn | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÇÄÅU ⊂ Rm|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÞËÁ y ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ x ∈ f−1(y), ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ rank f ′(x) < n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ rankf ′(x) < n,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .�ÏÞËÁ y ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ,ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.ä×Á ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.1. åÓÌÉ y =∈ f(U), ÔÏ ÔÏÞËÁ y Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ (ÈÏÔÑ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f !).2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÑ m < n. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑËÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ.÷ ÓÉÌÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 23.3, �ÒÏÏÂÒÁÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ�ÕÓÔ) ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ× Rm. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÌÁÄËÏ, ÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ ÎÅÇÏ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 23.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ). ðÕÓÔØ U ⊂ Rm|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, Á f : U → Rn|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cr, ÇÄÅ r >max(m− n; 0).�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕÎÕÌØ.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ óÁÒÄÁ �ÒÉ Õ�ÒÏÝÁÀÝÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÓÞÉ-ÔÁÑ, ÞÔÏ f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ.îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ m 6 n; ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕóÁÒÄÁ × �ÏÌÎÏÍ ÏÂßÅÍÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.5. �ÅÏÒÅÍÁ 23.4 ×ÅÒÎÁ �ÒÉ m6 n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ m6 n ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ËÁË ÔÏÌØËÏ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑC1-ÇÌÁÄËÉÍ.



162 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ m = n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f |Q ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ U . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÊ ËÕÂ; �ÕÓÔØ f = (f1; : : : ; fn), ÇÄÅfi : U → R |ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C1 ÎÁ U . éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊÌÏÒÁ, �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÎÏÊ ËÏ ×ÓÅÍ fi, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ � : [0; �)→ [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍlimt→0 �(t) = 0, ÞÔÏ
‖f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h‖ 6 �(‖h‖)‖h‖; (23.2)ËÁË ÔÏÌØËÏ x ∈ Q É ‖h‖ < � (�ÏÄ ÎÏÒÍÏÊ ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ �ÏÎÉÍÁÅÍÏÂÙÞÎÕÀ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÎÏÒÍÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊ-ÌÏÒÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C Ó ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ

‖f(x) − f(x′)‖ 6 C‖x − x′‖, ËÁË ÔÏÌØËÏ x; x′ ∈ Q É ‖x − x′‖ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ; ÔÁË ËÁË ËÕÂ | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
‖f(x) − f(x′)‖ 6 C‖x − x′‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ Q (ÓÏÅÄÉÎÉÔÅ x É x′ ÏÔ-ÒÅÚËÏÍ).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ R= {x ∈Q : rankf ′(x) < n}.ìÅÍÍÁ 23.6. ðÕÓÔØ E ⊂ U|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ " > 0. åÓÌÉ E ∩ R 6=∅, ÔÏ ��(f(E)) 6 2nCn−1"n�(") (× ÌÅ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ×ÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ x ∈ E ∩ R; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÁÆ-ÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ f(x) É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ f ′(x)(Rn)⊂ Rn. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ dimL6 n− 1;ÅÓÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ, ÄÏ�ÏÌÎÉÍ L �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ ÇÉ-�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ f(x), É ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ L ÜÔÕÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ. éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (23.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ x′ ∈ EÔÏÞËÁ f(x′) ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ L ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "�("); ËÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ‖f(x) − f(x′)‖ 6 C‖x − x′‖ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ x′ ∈ E ÉÍÅÅÍ ‖f(x) − f(x′)‖ 6 C"; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÏÅË�ÉÑ f(x′) ÎÁÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ L ÔÁËÖÅ ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ f(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ C". �ÅÍ ÓÁÍÙÍf(E) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÅ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × f(x),Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ n− 1 ÒÅÂÅÒ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ L É ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 2C", Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅÒÅÂÒÏ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ Ë L, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2"�("). ÷ÎÅÛÎÑÑ ÍÅÒÁ �(f(E))ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂßÅÍÁ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ.�Å�ÅÒØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k > 1 ÒÁÚÏÂØÅÍ ËÕÂ Q ÎÁkn ËÕÂÉËÏ× Ó ÒÅÂÒÏÍ d=k, ÇÄÅ d|ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ Q. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈËÕÂÉËÏ× ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó R, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ÍÅÒÁ ÅÇÏÏÂÒÁÚÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2nCn−1(d√n=k)n�(d√n=k). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÅÅ ËÏ-



23. �ÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ 163ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ kn, ÉÍÅÅÍ�(f(R))6 2nCn−1(d√n)n︸ ︷︷ ︸
onst · �(d√n=k);ÔÁË ËÁË �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ k→∞, ÉÍÅÅÍ �(f(R)) = 0,É ÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ m= n ÄÏËÁÚÁÎÁ.åÓÌÉ m< n, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÞÔÏ �(f(U)) = 0;ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ f(U) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ◦ � : U × Rn−m →
→ Rn, ÇÄÅ �|�ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.7. �ÅÏÒÅÍÁ 23.4 ×ÅÒÎÁ, ÅÓÌÉ m > n É f ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÌÁÄËÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚÍÅÒÉÍÙ.ìÅÍÍÁ 23.8. ðÕÓÔØ E ⊂ Rm|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÔÁËÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ �ÌÏËÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ�) É f : E → X | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ × ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ f(E)|ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ E = F \G, ÇÄÅ F É GÚÁÍËÎÕÔÙ É G ⊂ F . ðÏÓËÏÌØËÕ F , ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÓÞÅÔ-ÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F ÉG ËÏÍ�ÁËÔÎÙ. äÁÌÅÅ, ÉÍÅÅÍ G = ∞⋂i=1Ui, ÇÄÅ ×ÓÅ Ui ÏÔËÒÙÔÙ (ÓÍ. ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 16.15). ðÏÜÔÏÍÕ E = ∞⋃i=1(F \ Ui), Ô. Å. E|ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÉÍÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É f(E), Á �ÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á× X ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍ.ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï m(ÂÁÚÕ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.5).ðÕÓÔØ f = (f1; : : : ; fn), É �ÕÓÔØ R = R0 = {x ∈ U : rank f ′(x) < n}.îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �(f(R)) = 0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rk ⊂R �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË x ∈R, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÙÅ �ÏÒÑÄËÁ 6 k ÏÔ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ fi ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(1) �(f(R \R1)) = 0;(2) �(f(Rk \Rk+1)) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k > 0;(3) �(f(Rk)) = 0, ÅÓÌÉ k >m=n.



164 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒóÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ Rk ÚÁÍËÎÕÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 23.8×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ f(Rj) É f(Rj \Rj+1) ÉÚÍÅÒÉÍÙ.äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (1). îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊÔÏÞËÉ x ∈R \R1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ �(f(R ∩ V )) = 0.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ x ∈R \ R1; ÔÏÇÄÁ �fi�xj (x) 6= 0 ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i É j. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → Rm, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x1; : : : ; xm) 7→ (x1; : : : ; xj−1; fi(x1; : : : ; xm); xj+1; : : : ; xm);ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØV ∋ x, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g|V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C∞-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊÏÂÒÁÚ V1. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f |V ◦ g|V1−1|ÔÁËÉÅÖÅ, ËÁË Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f |V . �Å�ÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~f ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï �ÒÁ-×ÉÌÕ(x1; : : : ; xm) = x 7→ ( ~f1(x); : : : ; ~fi−1(x); xj ; ~fi+1(x); : : : ; fn(x): (23.3)ðÏÜÔÏÍÕ ~f �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ H
 = V1 ∩ {xj = 
} × ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØL
 = {(y1; : : : ; yn) ∈ Rn : yi = 
}, �ÒÉÞÅÍ ÉÚ (23.3) Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ y ∈ L
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ~f ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ yÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f |H
 : H
 → L
. óÏ-ÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÉÚ ~f |H
 ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ × L
; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ~f ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, Á ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÓÏ×�ÁÄÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, Ó f(R ∩ V ).äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (2). ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÕ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rk \ Rk+1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ�(f(Rk ∩ V )) = 0. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ x ∈ R \ R1; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÕÌØÔÉ-ÉÎÄÅËÓ �, |�| = k, É ÉÎÄÅËÓÙ i É j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (�D�fi=�xj)(x) 6= 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → Rm, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(x1; : : : ; xm) 7→ (x1; : : : ; xj−1; D�fi(x1; : : : ; xm); xj+1; : : : ; xm);ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØV ∋ x, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ g|V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C∞-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊÏÂÒÁÚ V1. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f |V ◦ g|V1−1|ÔÁËÉÅÖÅ, ËÁË Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f |V . úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ× ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ x ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁ 6 k Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f ËÌÁÓÓÁ Ck (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ËÌÁÓÓÁ C∞) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ, ××ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ�ÅÊÌÏÒÁ, ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ‖f(x+ h)− f(x)‖= o(‖h‖k). üÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f = f |V ◦ g|V1−1 × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x′ ∈ g(Rk ∩ V ) ×ÓÅ ÞÁÓÔ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÏÒÑÄËÁ 6 k ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,



24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ 165ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rk ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(Rk ∩ V ) ⊂ V1 ∩ {xj = 0}.óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï g(Rk ∩ V ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f |V1∩{xj=0}. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÍÅ-ÅÍ �( ~f(g(Rk ∩ V ))) = 0, ÔÁË ÞÔÏ �(f(Rk ∩ V )) = 0.äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3). âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 23.5. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ k >m=n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �(f(Rk ∩ Q)) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÕÂÁ Q ⊂ U . éÚÆÏÒÍÕÌÙ �ÅÊÌÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ � : [0; �)→ [0; +∞) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > 0), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍlimt→0 �(t) = 0, ÞÔÏ
‖f(x+ h)− f(x)‖ 6 �(‖h‖)‖h‖k; (23.4)ËÁË ÔÏÌØËÏ x ∈Q ∩Rk É ‖h‖< � (ÎÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ " > 0 ×ÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ E⊂Q|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ6", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏE∩Rk 6=∅,ÔÏ f(E) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÕÂÅ Ó ÒÅÂÒÏÍ 2�(")"k. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÚÂÉÔØËÕÂ Q ÎÁ rm ËÕÂÉËÏ× Ó ÒÅÂÒÏÍ d=r, ÇÄÅ d| ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ Q, ÔÏ ÍÅ-ÒÁ ÏÂÒÁÚÁ ÔÁËÏÇÏ ËÕÂÉËÁ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó Rk, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2n�(d√m=r)(d√m)kn=rkn. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ rmÛÔÕË, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ�(f(Rk))6 2n(d√m)kn︸ ︷︷ ︸
onst · �(d√m=r)rm−kn:ðÏÓËÏÌØËÕ m− kn6 0, ÔÏ ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ r Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ�(f(Rk)) = 0.óÔÏÉÔ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, �ÏÞÅÍÕ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÄÁÅÔ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ × �ÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) (�(f(R \ R1)) = 0) �ÒÏÈÏÄÉÔ É × ÓÌÕ-ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f | ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cs, ÇÄÅ s > m − n, ÁÔÁËÖÅ ÞÔÏ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) (�(f(Rs)) = 0, ÔÁË ËÁËm− n+ 1>m=n �ÒÉ m> n). �ÒÕÄÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÏÌØËÏ Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅÍ (2), ÇÌÁÓÑÝÉÍ, ÞÔÏ �(f(Rk \Rk+1)) = 0: ÅÓÌÉ k ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÄÉÆÆÅÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ, �×Ù�ÒÑÍÌÑÀÝÉÊ� ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØD�fi = 0, ÉÍÅÅÔ ÓÌÉÛËÏÍÎÉÚËÉÊ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÅÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ óÁÒÄÁ ÄÌÑ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉäÌÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ óÁÒÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÇÌÁÄËÉÍ, ÎÏ ÉÍÅÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅ-



166 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÒÙ×ÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ: ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Cr-ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, ÇÄÅr >max(m− n; 0) (ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Rm × Rn) ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ.éÍÅÎÎÏ, è.õÉÔÎÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 1 �ÏÓÔÒÏÉÌ �ÒÉÍÅÒ Cn−1-ÆÕÎË�ÉÉÉÚ Rn × R, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÌÙÊÏÔÒÅÚÏË (ÜÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÅÝÅ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁÔÅÏÒÅÍÁ óÁÒÄÁ).÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ �ÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ (Ó Õ�ÒÏÝÅÎÉÑÍÉ). ðÏ ÈÏÄÕÄÅÌÁ ÍÙ �ÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó �ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù�, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑÎÁÍ É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 24.1 (õÉÔÎÉ). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Cn−1-ÇÌÁÄËÁÑÆÕÎË�ÉÑ f : Rn → R, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ �ÅÌÙÊ ÏÔÒÅÚÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏC⊂Rn É ÆÕÎË�ÉÀ f : C→R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(C)=[0; 1℄ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ x1; x2∈C ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x1)−f(x2)|6M‖x1−x2‖n−1+�,ÇÄÅM > 0 É � > 0|ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÜÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ-×ÉÅÍ ìÉ�ÛÉ�Á Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ n− 1 + �).íÙ Ï�ÉÛÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 2, Á ÚÁÔÅÍ ÕËÁÖÅÍ, ËÁËÉÅÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.éÔÁË, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Q= [0; 1℄× [0; 1℄⊂ R2, Á × ÎÅÍ|ÞÅÔÙÒÅË×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1=9 ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÜÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Q0, Q1, Q2 É Q3 (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ, �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊÓÔÒÅÌËÅ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ∈ {0; 1; 2; 3} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ, �ÅÒÅ×ÏÄÑ-ÝÕÀ Q × Qi. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Q0, Q1, Q2 É Q3 �ÅÒÅÊÄÕÔ × Ë×ÁÄÒÁÔÙ,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Qi0, Qi1, Qi2 É Qi3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÒÉÓ. 5). éÔÅ-ÒÉÒÕÅÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ: ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÕÖÅ �ÏÓÔÒÏÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ Qi1;:::;ik ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3k, ÇÄÅ ×ÓÅ im ÌÅÖÁÔ × {0; 1; 2; 3}, ÔÏ ÏÂÒÁÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Qi ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÊ Q × Qi1;:::;ik , ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑQi1;:::;ik;i. ÷ ÉÔÏÇÅ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ i1; : : : ; ik ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á {0; 1; 2; 3} ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ Qi1;:::;ik ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3k.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÓÞÅÔÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ {0; 1; 2; 3}× {0; 1; 2; 3}× : : :(Ó ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙ).÷ÓÑËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � = (i1; i2; : : :) ∈ � �ÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÕ	(�) =Qi1 ∩Qi1;i2 ∩Qi1;i2;i3 ∩ : : :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, É ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ (××ÉÄÕ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉ �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ;
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Q
Q0Q1

Q2 Q3

Q01 Q00Q02Q03Q11 Q10Q13Q12
Q21Q22 Q23 Q30Q31Q32 Q33

òÉÓ. 5. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C�ÏÌÏÖÉÍ C =	(�). ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ C ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ.�Å�ÅÒØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f : C → R: ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x=	(i1; i2; : : :) ∈ C�ÏÌÏÖÉÍ f(x) = i14 + i242 + : : :+ in4n + : : :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(C) = [0; 1℄ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ìÉ�ÛÉ�Á,�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x1; x2 ∈ C ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÅÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3k, ÎÏ × ÒÁÚÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1=3k+1. �ÏÇÄÁ
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|f(x1)− f(x2)| 6 1=4k, ÎÏ ‖x1 − x2‖ > 1=(9 · 3k). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|f(x1)− f(x2)| 6 9log3 4 · ‖x1 − x2‖log3 4;É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ log3 4> 1.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÎÁÞÎÅÍ Ó ËÕÂÁ [0; 1℄n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ÎÅÍ 2nÇÏÍÏÔÅÔÉÞÎÙÈ ÅÍÕ ËÕÂÏ× Qi (0 6 i6 2n − 1) Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=(2 + ") (ÞÉÓÌÏ" > 0 ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÚÄÎÅÅ); ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ×ÓÅ Qi ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Q É ÎÁÈÏ-ÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÏÔ ÇÒÁÎÉ� Q É ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. úÁÔÅÍ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ (Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1=(2 + ")), �ÅÒÅ-×ÏÄÑÝÕÀ Q × Qi, É ÏÂÒÁÚÙ ËÕÂÏ× Qj (0 6 i 6 2n − 1) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚQij ⊂Qi, É Ô. Ä. óÞÅÔÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× {0; 1; : : : ; 2n − 1} ÏÔÏ-ÂÒÁÚÉÍ × Rn �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ
{i1; i2; : : : ; in; : : :} 7→ (Qi1 ∩Qi1;i2 ∩ : : :):ëÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ,É ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ C ⊂ Rn|ËÏÍ�ÁËÔ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ ËÁÎÔÏÒÏ×Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ.ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ C Ó �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× {0; 1; : : : ; 2n − 1}, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f : C → R �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

{i1; i2; : : : ; in; : : :} 7→ ∞∑k=1 ik(2n)k :ñÓÎÏ, ÞÔÏ f(C) = [0; 1℄; ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË �ÒÉ n= 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ A> 0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
|f(x1)− f(x2)| 6A‖x1 − x2‖log2+" 2n�ÒÉ x1; x2 ∈C. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØ " ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏ log2+" 2n > n− 1,ÔÏ ×ÓÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.ñ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ C É f ÎÁÍ ÂÏÌÅÅ ÎÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ: ÔÅÏÒÅÍÁ 24.1ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 24.2. ðÕÓÔØ C ⊂ Rn|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : C →

→ R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m>0 É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ A>0, �>0, ÞÔÏ |f(x′)−f(x′′)|6
6 A‖x′ − x′′‖m+�, ËÁË ÔÏÌØËÏ x′; x′′ ∈ C. �ÏÇÄÁ f ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØÄÏ ÆÕÎË�ÉÉ ~f : Rn → R, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ËÌÁÓÓÁ Cm É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ D� ~f(x) = 0 �ÒÉ x ∈ C É 16 |�| 6m.ðÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅ×ÉÎÎÏÇÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.



24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ 169ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.3. îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f : X → R, ÇÄÅ X | ÔÏ�Ï-ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÅÈ ÔÏ-ÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ f ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. îÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑsupp f .÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏÅ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.4. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÚÂÉÅÎÉ-ÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ 'i : Rn → R (ÉÎÄÅËÓi �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ-×ÁÍÉ:(1) 'i(x)> 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É i, É supp('i)⊂ U ÄÌÑ ×ÓÅÈ i;(2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x,ÞÔÏ supp('i) ∩ V 6=∅ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÄÅËÓÏ× i;(3) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÉÍÅÅÍ ∑i∈I 'i(x) = 1.õÓÌÏ×ÉÅ (1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ 'i ÏÔÌÉÞÎÁÏÔ ÎÕÌÑ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÄÈÏÄÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÇÒÁÎÉ�Å ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á U . õÓÌÏ×ÉÅ (2), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (3) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÇÄÁ, É × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ÎÉÍ|ÞÔÏÂÙ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÎÅÍÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ �ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÌËÉÍÉ� × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. îÁÍ ÓÅÊ-ÞÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, �ÒÉÄÅÔÓÑ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅÂÏÌÅÅ ÖÅÓÔËÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ.îÉÖÅ ÞÅÒÅÚ diam(E) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ Rn, ÁÞÅÒÅÚ dist(E1; E2)|ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x1 ∈ E1É x2 ∈E2.ìÅÍÍÁ 24.5. ðÕÓÔØ C ⊂ Rn ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏm> 0 ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U = Rn \ C ⊂ Rn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù {'i}i∈I ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) ×ÓÅ 'i Ñ×ÌÑÀÔÓÑ C∞-ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÎÏÓÉÔÅÌÉ ×ÓÅÈ 'i ËÏÍ�ÁËÔÎÙ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I ÓÞÅÔÎÏ;(2) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2n ÉÎÄÅËÓÏ×i ∈ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 'i(x) 6= 0;(3) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ I ÉÍÅÅÍ diam(supp'i)6 2 dist(supp'i; C);(4) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ K > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U ,×ÓÑËÏÇÏ i ∈ I É ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |�| 6m, ÉÍÅÅÍ
|D��i(x)| 6Kmax(1; 1=(dist(x;C))|�|):



170 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒþÉÓÌÏ 2n × ÕÓÌÏ×ÉÉ (2) É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ 2 × ÕÓÌÏ×ÉÉ (3) ÎÉËÁËÏÇÏÇÌÕÂÏËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ: ×ÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÍÅÅÔÓÑÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ.õÓÌÏ×ÉÅ (3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÆÕÎË�ÉÊ 'i ÍÅÌØÞÁÀÔ �ÒÉ �ÏÄ-ÈÏÄÅ Ë ÇÒÁÎÉ�Å, Á ÕÓÌÏ×ÉÅ (4) ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÒÏÓÔ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ÍÅÒÅ ÔÁËÏÇÏ ÉÚÍÅÌØÞÁÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ U × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÕÂÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ ÅÄÉÎÉ�Á (É Ó ÒÅÂÒÁÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ|ÄÁÌÅÅ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÜÔÕ ÏÇÏ×ÏÒËÕ ÎÅ ÂÕÄÅÍ) É Ó �ÅÌÙÍÉËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ. ïÔÂÅÒÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ËÕÂÏ× ÔÅ ËÕÂÙQ, Õ ËÏ-ÔÏÒÙÈ dist(Q;C)> diam(Q). úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÕÂÙ Q ÓÒÅÂÒÏÍ 1=2 É �ÅÌÙÍÉ ÉÌÉ �ÏÌÕ�ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÔ-ÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÅ ËÕÂÙ Q, ÞÔÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÖÅ ÏÔÏÂÒÁÎ-ÎÙÈ É ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ dist(Q;C)> diam(Q); ÚÁÔÅÍ ÏÔÂÅÒÅÍ ËÕÂÙ ÓÒÅÂÒÏÍ 1=22 É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ×ÉÄÁ m=22, ÇÄÅ m ∈ Z, ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÅÓÑ × ÒÁÎÅÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ C ÂÏÌØÛÅÄÉÁÍÅÔÒÁ, É Ô. Ä. ÷ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÕÂÏ× {Qi}.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÅ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2r ËÕÂÁÍÉ ÒÁÎÇÁ r;ÄÉÁÍÅÔÒ ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ r ÒÁ×ÅÎ √n=2r. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÕÂÏ× ÒÁÎÇÏ× 6 r ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fr.ìÅÍÍÁ 24.6. (1) åÓÌÉ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ËÕÂÁ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÅ, ÔÏ ÉÈ ÒÁÎÇÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ.(2) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ËÕÂÁ Q ÉÍÅÅÍ diam(Q) 6 dist(Q;C);ÅÓÌÉ Q|ËÕÂ ÒÁÎÇÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÕÌÑ, ÔÏ dist(Q;C)6 2 diam(Q).(3) åÓÌÉ x ∈ U \ Fr, ÔÏ dist(x;C)6 2 · √n2r .(4) ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ËÕÂÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó U .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 24.6. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï r ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ Ä×Á ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ 6 r ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ,ÔÏ ÉÈ ÒÁÎÇÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÒÉr 6 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ; ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ r Ë r + 1 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ x ∈ �(Fr), ÔÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÂ Q Ó ÒÅÂÒÏÍ 1=2r (É×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ×ÉÄÁ k=2r, k ∈ Z), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x, ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊÓÑ × Fr É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × U ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÏÔÂÏÒÅ ËÕÂÏ×ÒÁÎÇÁ r + 1 ÂÕÄÅÔ ÏÔÏÂÒÁÎ ËÕÂ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × Q É ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x (ÔÁËËÁË ÅÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ C ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ √n=2r+1. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (1).äÁÌÅÅ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ diam(Q) 6 dist(Q;C) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÎÎÏÇÏ ËÕÂÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, dist(Fr ; C) 6 2 · (√n=2r) (× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ



24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ 171ÓÔÏÉÔ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÕÂÁ ÒÁÎÇÁ r), ÔÁË ËÁË × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÕÂ ÒÁÎÇÁ r, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ (2).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x ÂÙÌÁ ÂÙ ×ËÌÀÞÅÎÁ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÕÂ ÒÁÎÇÁ 6 r.ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ r→∞ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ (3), �ÏÌÕÞÁÅÍ (4).úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ C∞-ÆÕÎË�ÉÀ  ÎÁ Rn, �ÒÉÎÉÍÁ-ÀÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀsupp( ) = [−1:1=2; 1:1=2℄n (ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 23.1; ÞÉÓÌÏ 1:1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÎÅÍÎÏÖËÏ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù�).ðÕÓÔØ 
i|�ÅÎÔÒ ËÕÂÁ Qi É 2li|ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ; �ÏÌÏÖÉÍ �i(x) ==  ((x − 
i)=li). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ supp�i|ÜÔÏ ËÕÂ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ QiÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1:1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÅÇÏ �ÅÎÔÒÁ; �ÏÜÔÏÍÕ ÅÓ-ÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÌÅÍÍÅ 'i ÎÁ �i, ÔÏ ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.6 ÕÓÌÏ×ÉÑ (1)|(3)ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÚÁ ÔÅÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ∑i∈I �i(x) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉ�Å. üÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÒÉÅÍÁ: �ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ �i ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ× ÎÕÌØ ÎÁ ËÕÂÅ Qi, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÍÍÁ ∑i �i(x) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ;�ÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ 'i(x) = �i(x)
Pj∈I �j(x) :íÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÕÌÅÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÉ) Õ ÆÕÎË�ÉÊ 'i É �i ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,É �ÒÉ ÜÔÏÍ ∑i∈I 'i(x) = 1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏÂÉÌÉÓØ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1)|(3).úÁÊÍÅÍÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (4). ðÕÓÔØK1 = supx∈R

n
|�|6m |D� (x)|:åÓÌÉ supp�i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÕÂÕ ÒÁÎÇÁ k, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,

|D��i(x)| 6 2|�|K1 =K2=(diam(supp�i))|�|;ÇÄÅ K2|ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.ðÅÒÅÊÄÅÍ ÏÔ �i Ë 'i. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Æ > 0 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ  ÎÁ ËÕÂÅ [−1=2; 1=2℄n (ÉÍÅÅÍ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �i(x)> Æ,ÅÓÌÉ x ∈Qi), Á ÞÅÒÅÚ L|ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ  . ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÍ Ó �ÏÍÏÝØÀÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:



172 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒìÅÍÍÁ 24.7. åÓÌÉ u É v|ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É �|ÍÕÌØ-ÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ D�(uv )= P

|�|+|
|6|�|C�;
D�u ·D
v · vn�
v2|�|
; (24.1)ÇÄÅ C�;
 ∈ Z É n�
 ∈ N|ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.úÁ�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 'i(x) = �i=∑j �j(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ × ÎÅÍÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ u, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÞÅÒÅÚ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ x ∈ U ÌÅ-ÖÉÔ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ËÕÂÏ× Qi (ÌÅÍÍÁ 24.6(3)), ÉÍÅÅÍ �i(x) > Æ, ÏÔËÕÄÁv(x)> Æ. úÁÊÍÅÍÓÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (24.1). ÷×ÉÄÕ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (2) ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓÕÍÍÅ v(x) =∑�j(x) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n, Á ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.6 ÉÍÅÅÍ diam supp'j>diam supp'i=2,ËÁË ÔÏÌØËÏ 'j(x) 6= 0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ |
| 6m ÉÍÅÅÍ

|D
v(x)| 6 2nK2 · 2m=(diam(supp�i))|
| =K3=(diam(supp �i))|
|:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ |D�u(x)| 6 K2=(diam(supp�i))|
|. ðÏÜÔÏÍÕÅÓÌÉ supp'i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÕÂÕ ÒÁÎÇÁ 1, ÔÏ |D�'i(x)| ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. åÓÌÉ ÖÅ supp'i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÕÂÕÒÁÎÇÁ> 1, ÔÏ diam(supp�i)6 1; ÎÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ n�
 6N �ÒÉ |�|+ |
| 6m,Á | (x)| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ C > 1, ÔÏ |vn�
 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, CN . ðÏÜÔÏÍÕ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (24.1)É ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, É ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÙ �ÒÉ |�| 6M ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ
|D�'i(x)| 6K4=(diam(supp�i))|�|: (24.2)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÎÇÉ ËÕÂÏ× Qi, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÅÍ 'i, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ 'i(x) 6= 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ 24.6 (1) ÒÁÎÇÉ ÜÔÉÈ ËÕÂÏ× ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ r, ÌÉÂÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ: r É r + 1.åÓÌÉ r = 0, ÔÏ ÉÚ (24.2) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |D�'i(x)| 6K4=0:55|�| =K5; × �ÒÏ-ÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x =∈ Fr−1, ÏÔËÕÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ 24.6(3) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏdist(x;C)6

√n=2r 6 2 diam(supp('i));ÔÁË ÞÔÏ 1= diam(supp('i))6 2= dist(x;C) É ××ÉÄÕ (24.2) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
|D
v(x)| 6 2|�|K4=(dist(x;C)|�|):óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (4) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ K =max(K5; 2|�|K4), ÞÅÍÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 24.5 É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 24.2. ðÕÓÔØ {'i}|ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÉÚÌÅÍÍÙ 24.5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ i ∈ I ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ ai ∈ C, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÁÌÉ-ÚÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× C É supp'i.



24. ðÒÉÍÅÒ õÉÔÎÉ 173ìÅÍÍÁ 24.8. åÓÌÉ x ∈ supp'i É a ∈ C, ÔÏ ‖ai − a‖ 6 4‖x− a‖.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁ-ÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á supp'i É C ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÔÏÞÅË yi ∈ supp'i É ai. úÁ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
‖a−ai‖6‖a−yi‖+‖yi−x‖+‖x−a‖6

6dist(supp'i; C)+diam(supp'i)+‖x−a‖63 dist(supp'i; C)+‖x−a‖(ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (3) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 24.5); �ÏÓËÏÌØËÕdist(supp'i; C)6 ‖x− a‖;ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rn:~f(x) =



∑i∈I f(ai)'i(x) �ÒÉ x =∈C;f(x) �ÒÉ x ∈C: (24.3)(ÓÕÍÍÁ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ ××ÉÄÕ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÅÄÉÎÉ�Ù) É �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ~f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁ-ÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ~f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ Rn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏlimx→a ~f(x) = f(a) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ C. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ x ∈ U ÉÍÅÅÍ
|f(a)− ~f(x)| = ∣∣∣∣f(a)∑i∈I 'i(x)− ∑i∈I f(ai)'i(x)∣∣∣∣ 6

∑i∈I |f(a)− f(ai)|'i(x):(24.4)åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏx ∈ supp'i. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÀìÉ�ÛÉ�Á (×�ÒÏÞÅÍ, ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁ�Å È×ÁÔÉÌÏ ÂÙ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ): ÅÓÌÉ ‖x− a‖ 6 ", ÔÏ ‖ai − a‖ 6 4" ××ÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 24.8, ÏÔ-ËÕÄÁ |f(a) − f(ai)| 6 A(4")m+�. ðÏÓËÏÌØËÕ ∑i∈I 'i(x) = 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ ‖x− a‖ 6 ", ÔÏ |f(a)− f(x)| 6A(4")m+�, ÞÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ"→ 0. éÔÁË, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ~f ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅ�, ÞÔÏ ~f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Cm-ÇÌÁÄËÏÊ, Á ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ �ÏÒÑÄËÁ 6m × ÔÏÞËÁÈ C ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ~fÇÌÁÄËÁ (É ÄÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁ) ×ÎÅ C. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÏÒÑÄËÁ 6m ÆÕÎË�ÉÉ ~f |U , ÂÕÄÕÞÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÊÎÕÌÅÍ ÎÁ C, ÓÔÁÎÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁ ×ÓÅÍ Rn.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ �, ÇÄÅ |�| 6m. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÅÓÌÉ a ∈ C, ÔÏ limdist(x;C)→0D� ~f(x) = 0.



174 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÕÓÔØ x ∈ U , É �ÕÓÔØ a ∈ C|ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ x ÄÏ ÔÏÞÅË C. ðÏÓËÏÌØËÕ ∑i 'i(x) = 1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x, ÉÍÅ-ÅÍ ∑i D�'i(x) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x (× ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑËÏÎÅÞÎÏÓÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ
|D� ~f(x)|= ∣∣∣∣

∑i f(ai)D�'i(x) − ∑i f(a)D�'i(x)∣∣∣∣ 6

6
∑i |f(ai)− f(a)| · |D�'i(x)|: (24.5)ìÅÍÍÁ 24.8 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ‖ai − a‖ 6 4‖x− a‖= 4dist(x;C). óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, |f(ai)−f(a)|6A ·4m+�(dist(x;C))m+� . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÕÓ-ÌÏ×ÉÑ (4) ÌÅÍÍÙ 24.5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |D�'i(x)|6Kmax(1; 1=(dist(x;C))|�|).îÁËÏÎÅ�, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (24.5) ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n ××ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (2) ÌÅÍÍÙ 24.5. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

|D� ~f(x)| 6 2n ·A · 4m+�(dist(x;C))m+� ·Kmax(1; 1=(dist(x;C))|�|):ðÏÓËÏÌØËÕ |�| 6m, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ dist(x;C)→ 0.�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 24.2, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÓÌÕÞÁÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÔÅÏÒÅÍÙ õÉÔÎÉ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ�; ÄÒÕÇÏÊ ÅÅÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ �ÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �ÔÅÏÒÅÍÙ âÏÒÅÌÑ�, ÇÌÁÓÉÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ C∞(Rn), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÑÄÏÍ �ÅÊÌÏÒÁ.úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ1. íÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ2.1. ðÕÓÔØ I|ÎÅÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× É {ai}i∈I|ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ I . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏsupS⊂IS ËÏÎÅÞÎÏ ∑j∈S aj =+∞:ðÕÓÔØ B | �-ÁÌÇÅÂÒÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : X → R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B), ÅÓÌÉ �ÒÏÏÂÒÁÚ ×ÓÑ-ËÏÇÏ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ B. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.



úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 1752.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → R ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÍÅÒÉÍÙ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f−1[a; +∞) ÄÌÑ a ∈ R; ÔÏ ÖÅ|Ó ÚÁÍÅÎÏÊ f−1[a; +∞) ÎÁ f−1(a; +∞).2.3. ðÕÓÔØ f(x) = limn→∞
fn(x) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x∈X , É �ÕÓÔØ ×ÓÅ fn : X→RÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÉÚÍÅÒÉÍÁ.2.4. ðÕÓÔØ f : [0; 1℄→ R|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË-�ÉÀ g : R → [0; +∞℄ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ g(
) = 
ard(f−1(
)). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ gÉÚÍÅÒÉÍÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �-ÁÌÇÅÂÒÙ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × R).2.5. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄,× ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÁ 7.Â) îÁÊÄÉÔÅ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, ×ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ �ÉÆÒ 2007.2.6. ðÕÓÔØ E ⊂ [0; 1℄ | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b℄ ⊂ [0; 1℄ ÉÍÅÅÍ�(E ∩ [a; b℄) = (b − a)�(E). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(E) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉ-ÎÉ�Å.2.7. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Zp ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ �, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: (1) �(a + B) = �(B) ÄÌÑ ×ÓÑËÏ-ÇÏ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÇÏ B ⊂ Zp É ×ÓÑËÏÇÏ a ∈ Zp; (2) �(Zp) = 1. þÅÒÅÚ a + BÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {a+ x : x ∈B}.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × �ÕÎËÔÅ (Á), ÅÄÉÎÓÔ-×ÅÎÎÁ.2.8. ðÕÓÔØ C ⊂ [0; 1℄ | �ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ� ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (�ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÒÅÔÅÊ ÏÔÒÅÚËÏ×). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ [0; 1℄ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ � (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×) ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: (1) �(B) = �(B ∩ C) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÇÏ B ⊂ [0; 1℄; (2) �(X) = 0, ÅÓÌÉ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï;(3) �([0; 1℄)> 0.2.9. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : [0; 1℄→R,ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ [0; 1℄, ËÒÏÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÅÂÅÇÏ×ÏÊ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ? 2. íÅÒÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁ2.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔ-ÒÅÚËÁ [0; 1℄ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.



176 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ2.11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÚÍÅÒÉÍÙÅ (�Ï ìÅÂÅÇÕ) �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÍÉ.2.12. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÇÏ (É ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ) �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÏÔÒÅÚËÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ.2.13. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " ∈ [0; 1℄ �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏE ⊂ [0; 1℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �E = [0; 1℄ É �(E) = ".2.14. ðÕÓÔØ {Ei}i∈N |�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÍÅÒÏÊ (X;�), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∞∑i=1�(Ei)<∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ�ÏÞÔÉ ×ÓÅ x ∈X ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ei.2.15. îÁÊÄÉÔÅ limn→∞

Z n0 (1− xn)ne−x dx.2.16. ðÕÓÔØ f|ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ) ÆÕÎË�ÉÑÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑx 7→ ∫[a;x℄ f(t) dtÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.2.17. äÌÑ x ∈ (0; 1) É n ∈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f(x) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÅÍÅÒÏËÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ n ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ x.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ (0; 1) ÉÍÅÅÍ limn→∞
f(n)=n= 1=10.2.18. îÁÊÄÉÔÅ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1), × ÄÅÓÑÔÉÞ-ÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ Ä×ÏÊËÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ �ÅÒ×ÏÊ ÔÒÏÊËÉ.3. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ × Rn É ÎÅ ÔÏÌØËÏðÏ ÕÍÏÌÞÁÎÉÀ ÓÌÏ×Ï �ÍÅÒÁ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ�, Á ÞÅÒÅÚ � ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ × Rn. ÷ÍÅÓÔÏ d� �ÉÛÅÍ ÔÁËÖÅ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÎÁ�Ï-ÄÏÂÉÅ dx1 : : : dxn.2.19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, ÏÔÌÉÞ-ÎÏÅ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ Rn, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.2.20. ðÏÌÏÖÉÍXn = {(x1; : : : ; xn ∈ Rn : 06 x1 6 x2 6 : : :6 xn 6 1)}:îÁÊÄÉÔÅ �(Xn).2.21. ðÕÓÔØ I = {(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : xi ∈ [0; 1℄}.Á) îÁÊÄÉÔÅ ZI max(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn.



úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 177Â) îÁÊÄÉÔÅ ZI min(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn.2.22. Á) ðÕÓÔØ A : Rn → Rn | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(A(E)) = |det(A)|�(E) ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ Rn.Â) ðÕÓÔØ A : Rn → Rn|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(A(E)) = |det(A)|�(E) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÚÍÅ-ÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ⊂ Rn.×) �Ï ÖÅ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ (Â), ÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ A ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ.2.23. ðÕÓÔØ f : R → R | ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ; ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ R�ÏÌÏÖÉÍ g(x) = Z x+1x−1 f(t) dt.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g : R → R ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.Â) ðÕÓÔØ Z

R
f(x) dx = 1; ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ Z

R
g(x) dx?2.24. ðÕÓÔØ f; g : R → R|ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ R Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ (f ∗ g)(x) == Z

R
f(x− t)g(t) dt.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ (f ∗ g)(x) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.×) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕC1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ É f ∗ g �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C1.2.25. ðÕÓÔØ f; g : R → R|ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C1; Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ' : R → R2 ÆÏÒÍÕÌÏÊ '(x) = (f(x); g(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï'(R) ⊂ R2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË (�ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ðÅÁÎÏ ÎÅÂÙ×ÁÅÔ�).2.26.íÏÖÅÔ ÌÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ É ×ÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÎÁ R ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ?2.27. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ Rn ÉÍÅÅÔ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÕÂÏ× (Ó ÒÅÂÒÁÍÉ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ), ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ ". 4. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ,ÓÌÅÄÕÅÔ �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ �× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ×ÉÄÅ� (ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÂÁÚÉÓÁ). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ�ÒÏ o(·) ÎÁÄÏ ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÔØ.2.28. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : R2 → R2,ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÎÁ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = |x|?



178 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ2.29. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Matn×n(R)→Matn×n(R) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ A 7→ A2. îÁÊÄÉÔÅ f ′(X) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù X .2.30. ðÕÓÔØ GLn(R)⊂Matn×n(R)| ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÅÅ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, É g : GLn(R)→GLn(R) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �Ï�ÒÁ×ÉÌÕ A 7→A−1. îÁÊÄÉÔÅ g′(X) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ X ∈GLn(R).2.31. Á) ðÕÓÔØ f : C → C|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅf(z) = a0 + a1z + : : : + anzn (×ÓÅ ai ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). îÁÊÄÉÔÅ f ′(a)ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ a ∈ C.Â) �Ï ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(z) = sin z.×) ðÕÓÔØ ÓÎÏ×Á f|ÔÏ ÖÅ, ÞÔÏ × �ÕÎËÔÅ (Á). îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ× ÔÏÞËÅ a ∈ C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ C × R, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z 7→ |f(z)|2.2.32. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : C → R ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ z 7→ |z|.Á) äÌÑ ËÁËÉÈ z ∈ C ÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ?Â) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÒÁÎÇ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅÏÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ?2.33. ðÕÓÔØ Rn−1 = {(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : xn = 0} É p ∈ Rn \ Rn−1. äÌÑÔÏÞËÉ x ∈ Rn �ÏÌÏÖÉÍ �p(x) = p; x ∩ Rn−1. (þÅÒÅÚ p; x ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ �ÒÑ-ÍÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ p É x; ÔÏÞËÁ �p(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÄÌÑ×ÓÅÈ x, ÎÏ ÄÌÑ x, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ U ⊂ Rn.) þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÒÁÎÇ �′p(x) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ∈ U?2.34. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Rn → Rn ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒÕ ÞÉÓÅÌ(x1; : : : ; xn) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (X − x1) : : : (X − xn). îÁÊÄÉÔÅÒÁÎÇ f ′(a1; : : : ; an) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ (a1; : : : ; an) ∈ Rn.2.35. ðÕÓÔØ K ⊂ Rn|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÕÓÔØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Rn \K → Rn ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÏÞËÅ x ∈ Rn \KÔÏËÕ y ∈ K, ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ Ë x (�ÏÞÅÍÕ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ?). ÷ÅÒÎÏÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏËÏÍ�ÁËÔÁ K?2.36*. ðÕÓÔØ (E; ‖ · ‖)|ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ {v : ‖v‖ 6 1} ËÏÍ�ÁËÔÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dimE <∞.5. ÷ÙÓÛÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É �ÒÏÞÅÅ2.37. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ (ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×) R2 (ÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y), ÅÅ ÌÁ�ÌÁÓÉÁÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �f = fxx + fyy.÷ÙÒÁÚÉÔÅ �f ÞÅÒÅÚ �ÏÌÑÒÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (r; ') É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ f �ÏÜÔÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.



úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 1792.38. ðÕÓÔØ � ∈ R. æÕÎË�ÉÑ f : Rn \ {0}→ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t> 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï f(tx1; : : : ; txn) == t�f(x1; : : : ; xn).Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1, ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ�, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ïx1 �f�x1 + : : :+ xn �f�xn = �f:Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ?2.39. ðÕÓÔØ F | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ p ÏÔ x1; : : : ; xn, É�ÕÓÔØ q|�ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ p. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
∑

|�|=q D�F (a1; : : : ; an)x��! = ∑

|�|=p−q D�F (x1; : : : ; xn)a��! :2.40. ðÕÓÔØ f : Rn → R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C2, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÏÌÏ-ÖÉÍ aij = �2f=�xi�xj .Á) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á (aij) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ.Â) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á (aij) ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (2; n − 2) (�ÒÉÞÅÍ n > 2).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁÎÅÔ.×) ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á (aij) ÉÍÅÅÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (n− 1; 0). þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁ-ÚÁÔØ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ Õ f × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?2.41. Á) ðÕÓÔØ U ⊂Rn|×Ù�ÕËÌÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : U→R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ U . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ K > 0, ÞÔÏ
|f(p)− f(q)| 6K‖p− q‖ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q ∈ U .Â) ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÌÉ ×ÅÒÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÕÎËÔÁ (Á), ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ×Ù-�ÕËÌÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ U ÂÙÌÏ Ó×ÑÚÎÙÍ?2.42. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ C1-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : Rn → Rn, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅ-ÇÏÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÎÁ Ó×ÏÊ ÏÂÒÁÚ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ,ÞÔÏ f ′(x) ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ Rn.2.43.ðÕÓÔØ (X; �)|�ÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É f : X→X|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.Á) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �∈(0; 1), ÞÔÏ �(f(x1); f(x2))6
6��(x1; x2), ËÁË ÔÏÌØËÏ x1 6= x2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ (Ô. Å. ÔÁËÏÅ x ∈X , ÞÔÏ f(x) = x).



180 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒÂ) ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ �(f(x1); f(x2))< (x1; x2), ËÁË ÔÏÌØËÏx1 6= x2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊÔÏÞËÉ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ.×) ðÕÓÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÕÎËÔÁ (Â) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. ÷ÓÅÇÄÁÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Õ f ÅÓÔØ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ?6. îÅÑ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × Rn2.44. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = |x| ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ-ÅÍ × R2?2.45. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ x + y + x5 − y5 = 0 ÚÁÄÁÅÔ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÁËÏÏÒÄÉÎÁÔ y ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ y = '(x).Á) îÁÊÄÉÔÅ '(5)(0).Â) îÁÊÄÉÔÅ '(2004)(0).2.46. ðÕÓÔØ an | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑx5 + 1 = nx. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÉ �ÅÒ×ÙÈ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÞÌÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {an} �ÒÉ n→∞.2.47. ðÕÓÔØ f : R3 → R | ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C1, Õ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅa ∈ Rn ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÅÍ f(x; y; z) = f(a) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÚÁÄÁÅÔÓÑËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ y É z, y ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x É z, Á z ÚÁÄÁÅÔÓÑËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x É y. õ�ÒÏÓÔÉÔÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ�x�y �y�z �z�x :2.48. ðÕÓÔØ S2 ⊂ R3|ÓÆÅÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2 + y2 + z2 = 1,É p : S2 → R2|�ÒÏÅË�ÉÑ (x; y; z) 7→ (x; y). þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÆÅÒÙ?2.49. þÅÒÅÚ Matn×n(R) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (n× n)-ÍÁÔÒÉ� Ó ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á × Matn×n(R) (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÍ Ó Rn2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉ-ÑÍÉ:Á) Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÇÒÕ��ÁSLn(R) = {X ∈Matn×n(R) : det(X) = 1};Â) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��ÁOn(R) = {X ∈Matn×n(R) : tXX = I}(ÞÅÒÅÚ tX ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ Ë X , Á ÞÅÒÅÚ I |ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á).



úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 1812.50. ðÏÌÏÖÉÍ Un = {X ∈Matn×n(C) : tXX = I}(ÕÎÉÔÁÒÎÁÑ ÇÒÕ��Á). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Un|ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×Matn×n(C) (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÍ Ó R2n2).2.51. ðÕÓÔØ X ⊂ C3|�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 = 1=2;z21 + z22 + z23 = 0:ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X|ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × C3 (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÍÓ R6).7. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ; ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ2.52. ðÕÓÔØ X|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É C(X)|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÅÍ Ó sup-ÎÏÒÍÏÊ. ðÕÓÔØ S ⊂

⊂ C(X)| ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏS ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S ÒÁ×ÎÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ.2.53. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′ == x2.2.54. ðÕÓÔØ × ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ x′ = v(t; x) �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÉÍÅÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ[t0; t0 + h℄ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (t0; x0) ÒÁ×ÎÏÍÅÒ-ÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ,ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (�Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÒÏÉÔÓÑÌÏÍÁÎÁÑ) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.2.55. ðÕÓÔØ x′ = v(t; x)|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÊ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ R × Rn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C1; C2 > 0, ÞÔÏ ‖v(t; x)‖ 6 C1‖x‖+ C2 �ÒÉ×ÓÅÈ x ∈ Rn. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (t0; x0) ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ×ÓÅÍ R.2.56. Á) îÁÊÄÉÔÅ Z

R2 e−(x2+y2) dx dy. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÅÒÅÊÄÉÔÅ Ë �ÏÌÑÒ-ÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.)Â) îÁÊÄÉÔÅ Z

R
e−x2 dx.×) ðÕÓÔØ ‖qij‖| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á; �ÏÌÏÖÉÍ Q(x) =∑ qijxixj . îÁÊÄÉÔÅ Z

Rn e−Q(x) dx1 : : : dxn.



182 ÷ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ2.57. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ) × Rn. (õËÁÚÁÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, �Å-ÒÅÈÏÄÑ ÏÔ n Ë n+ 2.)2.58. ðÕÓÔØ Bn ⊂ Rn | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÎÏÒÍÙ. ðÒÉ ËÁËÉÈ � > 0 ËÏÎÅÞÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ZBn 1
‖x‖� d�n(x)?8. ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ2.59. ðÕÓÔØ F1; F2 ⊂ Rn | Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf : Rn → R ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: f(x) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ F1, f(x) = 0ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ F2, 06 f(x)6 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x.2.60. ðÕÓÔØ F ⊂ Rn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, U ⊃ F|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï É f : U → R|ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁCk (0< k 6 ∞). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f̃ : Rn → R (ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÁ Ck), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ f̃ = f ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ F .2.61. ðÕÓÔØ {an}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) �ÒÅÄÅÌ limn→∞

an/ 1n .÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ C1-ÆÕÎË�ÉÑ f : R → R,ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ f(1=n) = an ÄÌÑ ×ÓÅÈ n ∈ N.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∞(Rn;Rm). ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C∞-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Rn × Rm ÓÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ: ÂÁÚÕ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁW (K; r; f; ") = {g ∈ C∞(Rn;Rm) : sup
|�|6rx∈K ‖D�g(x)−D�f(x)‖< "};ÇÄÅ K ⊂ Rn ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, " > 0, n ∈ N É f ∈ C∞(Rn;Rm) (� ÍÏÖÅÔÂÙÔØ É ��ÕÓÔÙÍ� ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÏÍ ×ÅÓÁ 0). ïÂÝÅÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁ-ÞÁÍ 2.62|2.64: �ÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ óÁÒÄÁ.2.62. ðÕÓÔØ f ∈C∞(R2;R2). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÎÇ g′ ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ×ÓÀÄÕ ÎÁ R2. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÉÝÉÔÅ ÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ×ÉÄÁ f +A, ÇÄÅ A : R2 → R2 ÌÉÎÅÊÎÏ.) Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ g, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ g′ ×ÓÀÄÕ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÏ?2.63. ðÕÓÔØ f ∈ C∞(R;R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ g(x) = 0, ÔÏ g′(x) 6= 0.



úÁÄÁÞÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 1832.64. ëÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ p ÇÌÁÄËÏÊ (ËÌÁÓÓÁ C2) ÆÕÎË�ÉÉ f : Rn → RÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ det ‖�2f=�xi�xj(p)‖ 6= 0 (ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÓÓÉÁÎÏÍ ÜÔÏÊ ËÒÉÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÔÏÞËÉ). ðÕÓÔØ f ∈ C∞(Rn;R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÙ.2.65. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁCk ÉÚ Rn × R Ó ÎÅÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.üËÚÁÍÅÎ ÚÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÓÔÒ2.66. ðÕÓÔØ f ∈ R[X1; : : : ; Xn℄|ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉV = {(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : f(x1; : : : ; xn) = 0}:ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÅÒÕ.2.67. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × R2 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2 = x3?2.68. ðÕÓÔØ S ⊂ R2|ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁÄÁÄÉÍ ÍÅÒÕ ÎÁ S, �ÅÒÅÎÅÓÑ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÅ [0; 1) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÉÅË�ÉÉ t 7→ e2�it. ðÏÌÏÖÉÍT = {(A;B;C) ∈ S × S × S : ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÙÊ}:îÁÊÄÉÔÅ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .2.69. ðÕÓÔØf(x; y) = 3√(1 + x)2 + (1 + y)2 + 3√(1 + x)2 + (1− y)2 ++ 3√(1− x)2 + (1 + y)2 + 3√(1− x)2 + (1− y)2:éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ (0; 0) ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, É ÅÓÌÉ ÄÁ,ÔÏ ËÁËÏÊ?2.70. ðÕÓÔØ K ⊂ Rn|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f : K → [0; 1℄| ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ |f(x) − f(y)| 6 ‖x − y‖n+1ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ x; y ∈K (ÞÅÒÅÚ ‖ · ‖ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÎÏÒÍÁ). äÏËÁÖÉ-ÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ (ÎÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ, �Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ,ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍÉ × ËÕÒÓÅ).



�òå�éê óåíåó�ò25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ÷ �ÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÄÁÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ × Rn, ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁ ÎÅÍ, Á ÔÁËÖÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÇÌÁÄËÉÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÌÑ Â�ÏÌØÛÅÊ ÇÉÂËÏÓÔÉ �ÏÌÅÚÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ,ÏÔ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × Rn ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÞÉÓÌÏ (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÉÍ×ÏÌ) r ∈ N ∪ {∞}.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1. k-ÍÅÒÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ Cr ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁ-ÚÏÊ, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.(1) X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U�,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ.(2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U� ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ'� : U� → V�, ÇÄÅ V� ⊂ Rk | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÜÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ).(3) ðÕÓÔØ U� É U� | Ä×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó ÎÅ�ÕÓÔÙÍ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'�� : '�(U� ∩ U�)→ '�(U� ∩ U�);ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ '�('−1� (x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rk.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 20.6 (×ËÕ�Å Ó ÔÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × RnÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.çÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ × Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 20.7 (× ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÉÞÅ-ÇÏ, ËÒÏÍÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÁ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ 20.8.èÏÔÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1) ×Ù-ÇÌÑÄÉÔ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ, ÞÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × Rn (Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ 20.3), ÏÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ: ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ



25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 185ÇÌÁÄËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cr ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÀ × Rn ËÌÁÓÓÁ Cr �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n. üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ (ÂÅÚ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 25.1 ÏÎÁÂÙÌÁ ÂÙ �Ï �ÏÎÑÔÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ×ÅÒÎÁ) ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. äÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÔÏÍÅ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÷.á. úÏÒÉÞÁ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ� ÉÌÉ× ËÎÉÇÅ â.á. äÕÂÒÏ×ÉÎÁ, ó.ð. îÏ×ÉËÏ×Á É á.�.æÏÍÅÎËÏ �óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�, Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ| × �ÅÒ×ÏÊ ÇÌÁ×Å ËÎÉÇÉ ó.óÔÅÒÎÂÅÒÇÁ�ìÅË�ÉÉ �Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ�. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ� (ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏËÒÙÔÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ), ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÈÁÕÓ-ÄÏÒÆÏ×ÙÍÉ, ÉÌÉ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ, ÉÌÉ ÓÏÞÅÔÁÀÝÉÅ ÏÂÁ ÜÔÉ�ÏÒÏËÁ.îÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.1| ÉÚÌÉÛÅÓÔ×Ï: ×Ï ÍÎÏÇÉÈÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÁÂÓÔÒÁËÔ-ÎÏÅ, Á ×ÙÂÏÒ (É �ÏÉÓË) ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ × Rn ÌÉÛØ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÄÅÌÏ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ �ÒÉÍÅÒÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ RPn, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ × Rn+1, �ÒÏ-ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÁËÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁ-ÚÁ× ÌÀÂÕÀ ÅÅ ÔÏÞËÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÜÔÏÊÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x0 : : : : : xn) É (x′0 : : : : : x′n)(�ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÈ �ÒÉÎÑÔÏ ÏÔÄÅÌÑÔØ ÎÅ ÚÁ�ÑÔÙ-ÍÉ, Á Ä×ÏÅÔÏÞÉÑÍÉ) ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ x′j = �xj ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � ∈ R \ {0} É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ j ∈ [0;n℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ × RPn ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ i ∈ [0;n℄ �ÏÌÏÖÉÍUi = {(x0 : : : : : xn) ∈ RPn : xi 6= 0}:÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ Ui, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 'i : Ui → Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x0 : : : : : xn) 7→ (x0=xi; : : : ; xi−1=xi; xi+1=xi; : : : ; xn=xi):ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 'i ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÌÁÄ-ËÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ Ë



186 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÄÒÕÇÏÊ). ðÕÓÔØ 06 i < j 6 n. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ'i(Ui ∩ Uj) = {(y1; : : : ; yn) ∈ Rn : yj−1 6= 0};'j(Ui ∩ Uj) = {(z1; : : : ; zn) ∈ Rn : zi 6= 0}:ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ (y1; : : : ; yn) ∈ 'i(Ui ∩ Uj) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÉ(y1 : : : : : yi−1 : 1 : yi+1 : : : : : yn) ∈ RPn �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 'i, Á ÏÂÒÁÚ ÔÏÊÖÅ ÔÏÞËÉ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 'j ÅÓÔØ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,(y1=yj ; : : : ; yi−1=yj ; 1=yj; yi+1=yj ; : : : ; yj−1=yj ; yj+1=yj ; : : : ; yn=yj):óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 'ij ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ-ÍÏÍ, É RPn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (ËÌÁÓÓÁ C∞, ÉÄÁÖÅ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ).íÙ ××ÅÌÉ ÎÁ RPn ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ, ÎÏ ÎÉÞÅÇÏ ÅÝÅ ÎÅ ÓËÁÚÁÌÉ ÏÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ. úÁÄÁÄÉÍ ÅÅ ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏW ⊂ RPn ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ i ∈ [0;n℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 'i(W ∩ Ui) ÏÔËÒÙÔÏ × Rn.�Å�ÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 'i|ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ RPn Ó ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï É ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ. ÷ÓÅ ÜÔÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎçÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ, ÉÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ çÒÁÓÓÍÁÎÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ G(k; n) ÅÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn. óÔÒÕËÔÕÒÁÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ××ÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ × Rn ÂÁÚÉÓ (v1; : : : ; vn), ÇÄÅ v1 = (1; 0; : : : ; 0), . . . , vn == (0; : : : ; 0; 1). ÷Ï ×ÓÑËÏÍ k-ÍÅÒÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ⊂ Rn ÍÏÖÎÏ ÔÁË-ÖÅ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ; ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ËÁË ×ÅË-ÔÏÒ-ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁË (n × k)-ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÎ-ÇÁ k. ä×Å ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × RnÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍÓÌÅ×Á ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ (k × k)-ÍÁÔÒÉ�Õ.þÅÒÅÚ Ua ⊂G(k; n), ÇÄÅ a= (a1; : : : ; ak)|ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ (16 a1 < : : :: : :<ak6n), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÛÅÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÏÌÂ�Á-ÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ a1; : : : ; ak, ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙ-ËÅ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ V ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ (n − k)-ÍÅÒÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ vj ÄÌÑ j, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÕÌØÔÉÉÎ-ÄÅËÓ a). óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ�, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÏÍÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Õ V ∈ Ua, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ (k × k)-ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ a1; : : : ; ak, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. õ ÎÅÅ



25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 187ÉÍÅÅÔÓÑ kn− k2 = k(n− k) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁ-ÍÉ a1; : : : ; ak; ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V ÎÁÂÏÒ ÜÔÉÈ k(n − k) ÞÉÓÅÌ,�ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'a : Ua → Rk(n−k):ïÂßÑ×ÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ Ua ⊂G(k; n) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á'a|ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ (É ÄÁÖÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏW ⊂G(k; n) ÏÔËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ aÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 'a(W ∩ Ua) ÏÔËÒÙÔÏ × Rn.ñÓÎÏ, ÞÔÏ G(1; n) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ RPn−1. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G(k; n) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï; ÔÁËËÁË ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ G(k; n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑC∞-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k(n− k).ëÁË É �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, G(k; n) ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (e1; : : : ; ek) ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ Rn, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ej ÉÍÅÀÔÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ É �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ; ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏ (ÏÎÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ûÔÉÆÅÌÑ), É�ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z → G(k; n), ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÎÁÂÏÒÕ (e1; : : : ; ek) �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÉÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × Rn, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÉ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ. îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ|Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÏ ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.2. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈ X . ëÒÉ-×ÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
 : (−"; ")→X , ÞÔÏ 
(0) = p (ÞÉÓÌÏ " > 0 Õ ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÒÁÚÎÙÍ).ä×Å ÇÌÁÄËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ 
1 É 
2, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ p, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ⊂ X ,U ∋ x É ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ' : U → V ⊂ RdimX ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(' ◦ 
1)′(0) = (' ◦ 
2)′(0).



188 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒüË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄ-ÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ 
1 É 
2 | Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ ÎÁÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, É ÅÓÌÉ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ ', ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ p, ÉÍÅÅÍ (' ◦ 
1)′(0) = (' ◦ 
2)′(0), ÔÏ É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒ-ÔÙ  , ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ p, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï( ◦ 
1)′(0) = ( ◦ 
2)′(0), ÔÁË ËÁË ' ◦ 
i É  ◦ 
i ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.3.ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀX× ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÌÁÄËÉÈ ËÒÉ-×ÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ p.ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀX × ÔÏÞËÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-ÓÑ TpX , Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ × ÔÏÞ-ËÅ p.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 25.4.åÓÌÉX É Y |ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É f : X→Y |ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ p ∈ XÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ′(p) : TpX →Tf(p)Y , ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÌÁÓÓÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ 
 : (−"; ")→X × ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊf ◦ 
 : (−"; ")→ Y .òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÕÄÏÓÔÏ×ÅÒÉÔØÓÑ × ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ (Ô. Å. �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÉ×ÙÅ 
1 É 
2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ É ËÒÉ×ÙÅ f ◦ 
1 É f ◦ 
2). üÔÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.ðÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ñ×ÌÑ-ÀÝÅÅÓÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÁÎÁÌÏÇÏÍ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 17.9), ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.5.ðÕÓÔØ X, Y É Z|ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, f : X→
→ Y É g : Y → Z|ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É p ∈X. �ÏÇÄÁ (g ◦ f)′(p) == g′(f(p)) ◦ f ′(p).äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÏ ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï TpX ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Rn, ÇÄÅ n=dimX . éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ ' : U→Rn|ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ (ÚÄÅÓØ U ∋ p|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ); ÔÏÇÄÁ ÅÓ-ÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ TpX �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÒÉ×ÏÊ 
 : (−"; ")→ Rn, ÔÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ◦ 
 : (−"; ")→ Rn, ÂÕÄÕÞÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ R × Rn, �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 ∈ R;ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ÏÂÒÁÚ ÞÅÒÅÚ �U;'(v) ∈ Rn. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É



25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 189ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (a1; : : : ; an) ∈ Rn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �U;'(v), ÇÄÅ v|ÜÌÅÍÅÎÔ TpX , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ËÒÉ×ÏÊ t 7→ '−1(a1t; : : : ; ant), ÇÄÅ '|ÌÏ-ËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ, ÔÁË ÞÔÏ �U;' : TpX → Rn|ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ.åÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ U É ' ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔØÀ V ∋ p Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ  : V → Rn, ÔÏ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,�V; (v) = f ′UV (�U;'(v)); (25.1)ÇÄÅ fUV |ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ (U;') É (V;  ).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× TpX ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ v; w ∈ TpX , ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁ-ÚÏ×ÅÍ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ TpX , ÞÔÏ �U;'(w) = �U;'(u) + �U;'(v); ÅÓÌÉv ∈ TpX É � ∈ R, ÔÏ ÞÅÒÅÚ �v ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ w ∈ TpX , ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ �U;'(w) = � · �U;'(v). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (25.1) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ-ÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ U É '.ðÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ 25.6. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ TpX É Rn, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÕÍÎÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxX �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ x ∈X .�Å�ÅÒØ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, x ∈ X , y == f(x) ∈ Y . ðÕÓÔØ dimX =m, dim Y = n. ÷ÙÂÅÒÅÍ × X ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ ', Á × Y |ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔØ V ∋ y Ó ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ  . õÍÅÎØÛÉ× �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ U ,ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(U) ⊂ V . ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f =  ◦ f ◦ '−1 ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ(x1; : : : ; xm) 7→ (f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm)):ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v ∈ TxX �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÒÉ×ÏÊ
 : (−"; ")→ U ⊂X , É �ÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ◦ 
 : (−"; ")→ Rm ÉÍÅÅÔ ×ÉÄt 7→ (
1(t); : : : ; 
m(t)). �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,�U;'(v) = (
′1(0); : : : ; 
′m(0))É�V; (Df(x)(v)) = (�f1(
1(t); : : : ; 
m(t))�t ; : : : ; �fn(
1(t); : : : ; 
m(t))�t )== (∑ �f1�xi 
′i(0); : : : ;∑ �fn�xi 
′i(0))



190 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÂÅÒÕÔÓÑ × ÔÏÞËÅ '(x)). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅËÔÏÒ�V; (f ′(x)(v)) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �U;'(v) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ  ◦ f ◦ '−1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÊ ÚÁ�ÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ × ÌÅË�ÉÉ 17.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÎÁ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ.åÓÌÉ � ∈G(k; n), ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅk-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊂ Rn ÞÅÒÅÚ V� (ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÚÁ�ÉÓÅÊÎÁ�ÏÄÏÂÉÅ v ∈ � ∈G(k; n)). éÍÅÑ × ×ÉÄÕ ÜÔÏ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 25.7. ðÕÓÔØ G(k; n)|ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn É � ∈G(k; n). �ÏÇÄÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï T�G(k; n) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ Hom(V�;Rn=V�).÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÎÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ ÓÌÏ×Á�ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ�. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ T�G(k; n)É Hom(V�;Rn=V�) ÓÁÍÏÏÞÅ×ÉÄÎÏ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k(n − k). þÔÏÂÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÄÁÔØÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ,×ÉÄÉÍÏ, ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÞÔÏ × ÎÁÛÉ �ÌÁ-ÎÙ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂ ÏÎ ÎÅÚÁ×ÉÓÅÌ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÌÉ ËÁ-ËÉÈ-ÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÁÚÉ-ÓÏ× ÉÌÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ). óÒ. ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ 25.6: ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ×ÓÅ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,ÎÅÔ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ T�G(k; n) × Hom(V�;Rn=V�), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ (�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ).îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÛÅÍ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ G(k; n) × ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÔÅÒ-ÍÉÎÁÈ. éÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: (−"; ")→ (Rn)k, �ÅÒÅ×Ï-ÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ t × ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× (e1)(t); : : : ; (ek)(t). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ×ÅËÔÏÒÙ (e1)(t); : : : ; (ek)(t) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ t É ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ t 7→ (ej)(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ.÷ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(t) ∈ G(k; n) ÔÏÞËÕ ÇÒÁÓÓÍÁ-ÎÉÁÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ



25. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 191(e1)(t); : : : ; (ek)(t); ÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ �(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ É ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × ÇÒÁÓ-ÓÍÁÎÉÁÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÅÊ (Á ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÂÙÌÉ ÎÅ×ÅÒÎÙ, ÔÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ �ÅÒÅÓÍÏÔÒÅÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ!).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÌÏËÁÌØ-ÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ � ÌÅÖÉÔ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ua ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ a. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ-ÂÏÒ (e1)(t); : : : ; (ek)(t) × ×ÉÄÅ (k × n)-ÍÁÔÒÉ�Ù M(t); �ÕÓÔØ A(t) | ÅÅ(k × k)-ÍÉÎÏÒ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÑÔ ×ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ a. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ t 7→ A(t)−1M(t) ÚÁÄÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ × G(k; n), ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �, É ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ �(t), Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÎÅ ×ÓÅÍÉ) ÍÁÔÒÉ�Ù A(t)−1M(t), ÇÌÁÄËÏ ÚÁ-×ÉÓÑÔ ÏÔ t. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ 
 : (−"; ") → G = G(k; n) | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ-×ÁÑ ÎÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ; ÕÍÅÎØÛÉ× �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ", ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ 
((−"; ")) ⊂ Ua ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ 
| ÜÔÏ (k × n)-ÍÁÔÒÉ�Á, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×É-ÓÑÔ ÏÔ t, Á ÓÔÒÏËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ t; ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÔØ ÓÔÒÏËÉ ÞÅÒÅÚ (e1(t); : : : ; ek(t)), É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ �.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÛÁ ËÒÉ×ÁÑ � �ÒÉ t = 0 �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ� ∈G(k; n); ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ e1(0); : : : ; ek(0) �ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V� ⊂ Rn. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : V� →
→ Rn=V�, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:�1e1(0) + : : :+ �kek(0) 7→ (�1e′1(0) + : : :+ �ke′k(0)) mod V� (25.2)(ÛÔÒÉÈÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï t).üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÒÅ�ÅÒÏ× e1(t); : : :: : : ; ek(t), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ËÒÉ×ÕÀ × ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,�ÕÓÔØ ÔÁ ÖÅ ËÒÉ×ÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÒÅ�ÅÒÏ× f1(t); : : : ; fk(t); ÔÏ-ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : (−"; ")→ GLk(R), ÞÔÏe(t) = A(t)f(t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ GLk(R) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ (k × k)-ÍÁÔÒÉ� Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ).ðÏÌÏÖÉÍ A(t) = ‖aij(t)‖. �ÏÇÄÁe′i(0) =∑ a′ij(0)fj(0) +∑ aij(0)f ′j(0)≡ ∑ aij(0)f ′j(0) mod V�: (25.3)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ v =∑�iei(0) ∈ V�. åÓÌÉ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÂÁÚÉÓÏ× ei(t), ÔÏ ÏÎ �ÅÒÅÊÄÅÔ × ∑�ie′i(0) mod V�; ÅÓÌÉ ÖÅ �ÏÌØ-



192 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ fi(t), ÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ v =∑ aij(0)�ifj(0), ÉÍÅÅÍ ××É-ÄÕ (25.3): v 7→ ∑ aij(0)�if ′j(0) mod V� =∑�ie′i(0) mod V�;ÞÔÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó (25.2).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ËÒÉ×ÙÍ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ �, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ V� × Rn=V�. ÷ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ 
1 É 
2 |ÔÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ; ÕÍÅÎØÛÉ× �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÌÅÖÁÔ × � ∈ Ua,ÇÄÅ a = (a1; : : : ; ak)|ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. âÕÄÅÍ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × Rn × ×ÉÄÅ (k × n)-ÍÁÔÒÉ�.÷×ÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ËÒÉ×ÙÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÒÅ�Å-ÒÏ× ÎÁ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ (k × n)-ÍÁÔÒÉ�, ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÑÔ × a, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÏÄÎÁËÏ, ÏÂÒÁÚÙ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × Rn,ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × a, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × Rn=V�; × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅÍÁÔÒÉ�Á ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÔÏÌÂ�ÁÈ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ×ÎÅ a,ÔÁË ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÙÈ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ T�G(k; n) × Hom(V�;Rn=V�). åÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÉ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, Á ××ÉÄÕ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ.26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�ÁÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑâÕÄÅÍ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÁÛÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÇÌÁÄ-ËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É �Ò. ÉÍÅÀÔ ËÌÁÓÓ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ C∞, ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÏÇÏ-×ÏÒÅÎÏ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÁ-ÀÔÓÑ ÏÔ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË; ÏÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ ËÌÁÓÓÁ Cr, ÇÄÅ r > 1, ÂÕÄÅÔ Cr-ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ËÌÁÓ-ÓÁ C∞.íÙ ÄÁÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÙÈ). óÅÊ-ÞÁÓ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂßÅËÔÁ, ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.1. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É p ∈X . òÏÓÔ-ËÏÍ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ p ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 193�ÁÒ (f; U), ÇÄÅ U ∋ p| ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÎÁ U , ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: �Á-ÒÙ (f; U) É (g; V ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ⊂ U ∩ V , W ∋ p, ÞÔÏ f |W = g|W .òÏÓÔËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÏÖÎÏ (ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÓÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ) ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÉ ÕÍÎÏÖÁÔØ: ÓÕÍÍÏÊ ÒÏÓÔËÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÉ (f; U) É (g; V ),ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔÏË, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ �ÁÒÏÊ (f |U∩V + g|U∩V ; U ∩ V )),Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÏÓÔËÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏÓÔÏË, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ �Á-ÒÏÊ (f |U∩V · g|U∩V ; U ∩ V ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÏÓÔ-ËÏ× ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ × ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.2. ìÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × ÔÏÞËÅ p ∈
∈X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÏÓÔËÏ× ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÏÞËÅ p Ó ××Å-ÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ìÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�ÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × ÔÏÞËÅ p ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ OX;p ÉÌÉ (ÅÓÌÉ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁÑÓÎÏ, Ï ËÁËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ) �ÒÏÓÔÏ Op.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÌÀÂÏÇÏ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌØ�Õ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × Rn.ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ v ∈ TpX |ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊËÒÉ×ÏÊ 
 : (−"; ") → X . ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÅÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅDv : OX;p → R, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ(f; U) 7→ (f ◦ 
)′(0)(ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÅÓØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (−"; ") �Ï�ÁÄÁÅÔ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 
 ×Ï ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï U , ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 ÎÁ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ 
−1(U) ⊂
⊂ (−"; "); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ×ÅËÔÏÒ). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Dv ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÉ f (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅÒÏÓÔËÕ) �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ f × ÔÏÞËÅ p ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ×ÅË-ÔÏÒ v.ðÏÓËÏÌØËÕ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ TpX , É ÜÌÅÍÅÎÔÙ OX;p|ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ Dv ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÁÒÙ (f; U), �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÜÔÏÔÒÏÓÔÏË, É, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dv ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁËÒÉ×ÏÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v.ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÒÏ×Å-ÒÉÍ.éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ dimX = n. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ p ∈X ÏÂÌÁÄÁÅÔÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × Rn, Á ÒÏ-



194 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÓÔÏË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X = V ⊂ Rn | ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É p ∈ V . åÓÌÉ 
 : (−"; ") → V | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ,�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ p, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅt 7→ (
1(t); : : : ; 
n(t)), É (f; U) | �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞ-ËÅ p, ÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÍ(f ◦ 
)′(0) = n∑i=1 
′i(0) · �f�xi (p): (26.1)ðÏÓËÏÌØËÕ ËÒÉ×ÙÅ 
 É ~
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
′i(0) = ~
′i(0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (26.1) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dv : Ox → R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÁÓÁÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v, Á ÎÅ ÏÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÅÇÏ ËÒÉ×ÏÊ.÷ ÆÏÒÍÕÌÅ (26.1) �ÏÌÏÖÉÍ 
′i(0) = ai. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Dv ÚÁ�É-ÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ Dv : f 7→ a1 �f�x1 + : : :+ an �f�xn : (26.2)ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ (a1; : : : ; an) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ × ÎÕÌÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÉ-×ÁÑ t 7→ (a1t; : : : ; ant)), É �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ-×ÁÅÔÓÑ �Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Dv (ÉÍÅÎÎÏ, ai =Dv(xi)), ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.3. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ n, x ∈X, U ∋ x|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ' : U → V ⊂ Rn|ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ É p = '(x). �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ Dv ÚÁÄÁÅÔÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë X × ÔÏÞËÅ xÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ OX;x × R, ÚÁÄÁÎÎÙÈ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅf 7→
n∑i=1 ai �(f ◦ '−1)�xi (p), ÇÄÅ ai ∈ R|ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (26.2), ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ

∑ ai ��xi . äÏËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÁÍ �ÒÁ×Ï ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ (26.2), ÞÔÏ ÍÙ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.éÔÁË, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ|ÜÔÏ �ÔÏ, �Ï ÞÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÔØ�. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÔÏÞËÅ p ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 195äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ TpX ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D =DvÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:D(�f + �g) = �Dv(f) + �Dv(g); ÅÓÌÉ �; � ∈ R;D(fg) = f(p) ·D(g) + g(p) · f ;D(�) = 0; ÅÓÌÉ �|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. (26.3)ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 26.4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ Op × R, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (26.3), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ DerR(Op;R).ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ DerR(Op;R) ÉÍÅÅÔ×ÉÄ Dv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ TpX . þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, �ÏÓÍÏÔÒÉÍ�Ï×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ ÎÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Op. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ mp ⊂ Op ÉÄÅÁÌ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÏÓÔËÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ ×ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ p. éÄÅÁÌ mp ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ-ÇÏ ËÏÌØ�Á Op (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎ É ×�ÒÑÍØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ). ðÕÓÔØ n|ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ;ÔÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï OX;p ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ËÏÌØ�Õ OV;o, ÇÄÅV ⊂ Rn|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn É o ∈ Rn|ÎÁÞÁÌÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ O ×ÍÅÓÔÏ OV;o É m ×ÍÅÓÔÏ mV;o.éÄÅÁÌ m ÓÏÄÅÒÖÉÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÏÓÔËÉ ×ÓÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ x1; : : : ; xn.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.5 (ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ). ÷ ËÏÌØ�Å O ÉÄÅÁÌ m �ÏÒÏÖÄÅÎÓ×ÏÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x1; : : : ; xn (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ f ∈ m ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f = g1x1 + : : :+ gnxn, ÇÄÅ g1; : : : ; gn|ËÁËÉÅ-ÔÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á O).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÒÏÓÔÏË ÉÚ m �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ �ÁÒÏÊ (f; U). �Ï-ÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r > 0 ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ B = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 r} ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × U . ðÏÓËÏÌØËÕ f(0) = 0, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x) = ∫ 10 ddtf(tx1; : : : ; txn) dt= n∑i=1 xi · ∫ 10 �f�xi (tx) dt:ðÏÌÏÖÉÍ gi(x) = Z 10 �f�xi (tx) dt. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ giÇÌÁÄËÉ (ËÌÁÓÓÁ C∞) ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ B, Ô. Å. ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ �ÏÄ ÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ; ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ ÓÏ×ÓÅÍÏÞÅ×ÉÄÎÁ (�ÅÒÅÇÒÕ��ÉÒÕÊÔÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÍ ÒÑÄÅ ÄÌÑ f).



196 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÕÓÔØ Op | ÌÏËÁÌØÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÔÏÞËÉ p. þÅÒÅÚ m
2p ⊂ mp ⊂ Op ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, ÉÄÅÁÌ ËÏÌØ�Á Op, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÓÕÍÍ ×ÉÄÁ f1g1 + : : : + fmgm, ÇÄÅ ×ÓÅ fi É gi ÌÅÖÁÔ × mp (ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ). ðÏÓËÏÌØËÕ É mp, É m

2p Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÄ R, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÁËÔÏÒ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï mp=m2p,Á ÔÁËÖÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (mp=m2p)∗.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.6. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, p ∈X. �ÏÇÄÁ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TpX, (mp=m2p)∗ É DerR(Op;R) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.óÌÏ×Ï �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ� × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×Ù-ÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÍÉ DerR(Op;R) É (mp=m2p)∗. üÔÏ| ÞÉÓÔÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØD : Op → R|ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á DerR(Op;R). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ D Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m
2p ⊂ Op. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f; g ∈ mp,ÔÏ D(fg) = g(p)D(f) + f(p)D(g) = 0, �ÏÓËÏÌØËÕ f(p) = g(p) = 0. ïÇÒÁÎÉ-ÞÉÍD ÎÁ mp ⊂Op|�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ mp; �ÏÓËÏÌØËÕ,× ÓÉÌÕ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ m

2p, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ mp=m2p, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (mp=m2p)∗. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÞÅÒÅÚ i(D); ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ i : DerR(Ox;R)→ (mp=m2p)∗. ïÂÒÁÔ-ÎÏ, �ÕÓÔØ � ∈ (mp=m2p)∗. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ � ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ ÎÁ mp, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ m
2p. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D(�) : Op → R �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ D(�) : f 7→ �(f − f(p))(�ÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÑ f − f(p) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ p, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D(�) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (26.3) É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÌÅÖÉÔ × DerR(Op;R). ÷ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÅ ÉÚÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (�ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á�):D(�)(fg) = �(fg − f(p)g(p)) == �((f − f(p))(g − g(p)) + f(p)(g − g(p)) + g(p)(f − f(p))) == �((f − f(p))(g − g(p)) + f(p)�(g − g(p)) + g(p)�(f − f(p)) == f(p)D(�)(g) + g(p)D(�)(f)(�ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, �ÏÓËÏÌØËÕ (f − f(p))×

× (g − g(p)) ∈ m
2p). ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ i É D ×ÚÁ-ÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ; ÜÔÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.�Å�ÅÒØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ TpX É DerR(Op;R). �ÕÔ ÎÁÍÕÖÅ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ áÄÁÍÁÒÁ.



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 197úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 26.3 ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ Dv, ÚÁÄÁÀÝÅÅÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ TpX × DerR(Op;R), É ÄÁÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÅÇÏ Ü�ÉÍÏÒÆ-ÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ DerR(Op;R) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Dv ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v), ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÁÍÉ; �ÅÒÅÊÄÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ, ÍÏÖÎÏ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn É p = o| ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.âÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÞÔÏ É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÅÌÅÍÍÙ áÄÁÍÁÒÁ.éÔÁË, �ÕÓÔØ D ∈DerR(O;R). ÷ ÓÉÌÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (26.3) ÉÍÅ-ÅÍ D(f) =D(f − f(o)); ÚÁ�ÉÛÅÍ, �Ï ÌÅÍÍÅ áÄÁÍÁÒÁ, f − f(o) =∑ xigi.âÅÒÑ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÌÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ gi(o) = �f�xi (o). �Å�ÅÒØ ÚÁ�ÉÛÅÍ:Df =D(f − f(o)) =∑D(xigi) =∑(xi(o)D(gi) + gi(o)D(xi)) ==∑D(xi)gi(o) =∑D(xi) · �f�xi (o):ðÏÌÁÇÁÑ D(xi) = ai, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ D =Dv , ÇÄÅ v =∑ ai ��xi ,ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÔÏÉÔ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁË �ÒÉ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÚÁ�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ f : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ,É �ÕÓÔØ p ∈X É q = f(p) ∈ Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÌÅ� f∗ : OY;q → OX;p, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÒÏÓÔËÕ ÉÚ OY;q, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍÕ �ÁÒÏÊ (h; U), ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÒÏÓÔÏË ÉÚ OX;p, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ �ÁÒÏÊ (h ◦ f; f−1(U)) (ÏÂÝÉÊ �ÒÉÎ-�É�: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ÆÕÎË-�ÉÊ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ). äÁÌÅÅ, f∗(mq) ⊂ mp(ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ h ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ q = f(p), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ h ◦ fÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ p). ðÏÓËÏÌØËÕ f∗|ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ�, ÏÔ-ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f∗(m2q) ⊂ m
2p. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f∗ ÉÎÄÕ-�ÉÒÕÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ mq=m2q → mp=m2p. óÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë ÜÔÏ-ÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Tpf : (mp=m2p)∗ → (mq=m2q)∗. ëÁËÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 26.6, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (mp=m2p)∗ É (mq=m2q)∗ÓÕÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TpX É TqY . �ÁË ×ÏÔ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Tpf|ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-



198 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÚÎÁËÏÍÁÑ ÎÁÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f × ÔÏÞËÅ p. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.7. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ26.6 ÞÅÒÅÚ �p : TpX → (mp=m2p)∗ É �q : TqY → (mq=m2p)∗, ÔÏ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ:
TpX �p //f∗

��

(mp=m2p)∗
Tpf

��
TqY �q // (mq=m2q)∗äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ × ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÌÅÖÉ×ÁÎÉÉ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÌÕÞÛÅ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ: ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÕÓÉÄÞÉ-×ÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÍÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏ-ÒÁÍÉ; �ÏÒÁÂÏÔÁÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ó ÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ|×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ. ÷ÅË-ÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v,ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ p ∈X ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ vp ∈ TpX , �ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ p�.ëÁË ÖÅ �ÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÓÌÏ×ÁÍ, ×ÚÑÔÙÍ × ËÁ×ÙÞËÉ? ëÁËÉ × ÓÌÕÞÁÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÎÕÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÌÏËÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØÔÅ�ÅÒØ U ⊂ X | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ É ' : U → V ⊂ Rn | ÌÏ-ËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ n = dimX). �ÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ�ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × ÔÏÞËÅ p = '−1(x1; : : : ; xn), ÇÄÅ(x1; : : : ; xn) ∈ V , ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ n∑i=1 ai ��xi ; ÚÎÁÞÉÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ U ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÜÔÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊËÁÒÔÅ × ×ÉÄÅ n∑i=1 ai(x1; : : : ; xn) ��xi .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.8. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉp ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ p É ÌÏËÁÌØÎÁÑËÁÒÔÁ ' : U → V ⊂ Rn, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ × ÜÔÏÊ ËÁÒÔÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á × ×ÉÄÅn∑i=1 ai(x1; : : : ; xn) ��xi , ÆÕÎË�ÉÉ a1; : : : ; an Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ai ÂÕÄÕÔ ÇÌÁÄËÉÍÉ �ÒÉ ÚÁ�É-ÓÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ × ×ÉÄÅ n∑i=1 ai ��xi , × ÌÀÂÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂X ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ '1 : U → V1 É '2 : U → V2. åÓÌÉ ÏÂÏ-



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 199ÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ (x1; : : : ; xn) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÔÏÍ Rn, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ V1,É ÞÅÒÅÚ (y1; : : : ; yn)|× ÔÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅÖÉÔ U2, ÔÏ �ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ� = '1 ◦ '−12 : U2 → U1 ÚÁÄÁÅÔ (x1; : : : ; xn) ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ (y1; : : : ; yn).åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ × y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÚÁ�ÉÓÙ-×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ∑ bi ��yi , ÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÍÅÅÍ(�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ)
∑i bi(y1; : : : ; yn) �f�yi =∑i bi(y1; : : : ; yn)∑j �f�xj �xj�yi ==∑j (∑i bi(y1; : : : ; yn)�xj�yi ) �f�xj =∑j aj �f�xj ;ÇÄÅ aj = ∑i �xj�yi bi(y1; : : : ; yn). ÷ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÜÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁËa ◦  = Jb, ÇÄÅ J |ÍÁÔÒÉ�Á ñËÏÂÉ ‖�xj=�yi‖. ðÏÓËÏÌØËÕ J |ÍÁÔÒÉ-�Á ÉÚ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÅÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÓÑ × ÎÕÌØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÉÚ�ÒÁ×ÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ a1; : : : ; an ÇÌÁÄËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÇÌÁÄËÉ b1; : : : ; bn, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ.åÓÌÉ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ÔÏ�ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ; ÅÓÌÉ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ�ÏÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.9. ðÕÓÔØ v | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ,f | ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X . ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ�ÏÌÀ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ v(f), ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ x 7→ vx(fx),ÇÄÅ fx ∈ Ox|ÒÏÓÔÏË ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x.åÓÌÉ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ v ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ××ÉÄÅ n∑i=1 ai(x1; : : : ; xn) ��xi , ÔÏ × ÜÔÉÈ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ v(f) == n∑i=1 ai(x1; : : : ; xn) �f�xi ; ÔÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ai ÇÌÁÄËÉ, ÆÕÎË�ÉÑ v(f) ÔÁË-ÖÅ ÇÌÁÄËÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ �ÏÌÀ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÇÌÁÄËÉÅ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍ) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ: O(X)|ËÏÌØ�Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.10. åÓÌÉ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f; g ∈ O(X),�; � ∈ R, v|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ X, ÔÏv(�f + �g) = �v(f) + �v(g);v(fg) = v(f) · g + f · v(g):



200 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ �ÏÌÀ, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ× �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 26.10, ÌÅÖÁÔ × ÏÓÎÏ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 26.11. ðÕÓÔØ A| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï1 É B ⊂ A|ÅÇÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : A→ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ËÏÌØ�Á A ÎÁÄ B (ÇÏ×ÏÒÑÔ ÅÝÅ: B-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÌØ�Á A),ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ f; g ∈ A É 
 ∈B ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:D(f ± g) =D(f)±D(g);D(fg) =D(f) · g + f ·D(g);D(
) = 0:íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ A ÎÁÄ B ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ DerB(A).ðÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ D| ÜÎÄÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÌØ�Á, ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÏÍ ìÅÊÂÎÉ�Á, Á ÔÒÅÔØÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄËÏÌØ�Á BÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ËÏÎÓÔÁÎÔ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ìÅÊÂÎÉ�Á ÎÅÍÅÄ-ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ D(�f + �g) = �D(f) + �D(g), ËÁË ÔÏÌØËÏ �; � ∈ BÉ f; g ∈ A. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ××ÅÄÅÎÎÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓËÁÚÁÔØ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.10 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÓÑËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ÇÌÁÄ-ËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ O(X) ÎÁÄ R (�ÏÄ-ÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ R ×ÌÏÖÅÎÏ × O(X) × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄËÏÌØ�Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏÉÚ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ).éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ):ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.12. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ D ∈ DerR(O(X);R) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ v ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ v(f) = D(f) �ÒÉ ×ÓÅÈf ∈O(X).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 26.13. ðÕÓÔØ U|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, p ∈ U . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏU1 ⊂ U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ p, É ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ∈ O(X), ÞÔÏ supp f ⊂ UÉ f(x) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ a > 0 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ C∞-ÆÕÎË�ÉÑ 'a : R → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 'a(x) = 0 �ÒÉ1÷ ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÓÌÏ×Ï �ËÏÌØ�Ï� ×ÓÅÇÄÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ�, Á ��ÏÄËÏÌØ-�Ï�| ��ÏÄËÏÌØ�Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÄÉÎÉ�Õ�.



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 201x 6 0 É 'a(x) = 1 �ÒÉ x > a. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ  1 |ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÁÑ C∞-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ (0;+∞) É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÁ(0;+∞) (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1). ðÏÌÏÖÉÍ  1(x) = Z x
−∞

 (t) dt; ÔÏÇÄÁ ÉÓ-ËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 'a �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ  1 ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.åÓÌÉ U |ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn, ÔÏ �ÕÓÔØ B|ÚÁÍËÎÕÔÙÊÛÁÒ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × U , É � : Rn → R|ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÌÁÓÓÁ C∞, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ×ÎÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ B; �ÏÌÏ-ÖÉÍ a= �(p)=2; ÅÓÌÉ 'a|ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 26.13, ÔÏ 'a ◦ �|ÉÓËÏÍÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ U , ÎÏÓÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × B. ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ, ÕÍÅÎØÛÁÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ U , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ U ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ ××ÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ U , ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊÎÏÓÉÔÅÌØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ×ÓÅ X ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔC∞-ÆÕÎË�ÉÅÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.14. ÷ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á Op, ÇÄÅ p|ÔÏÞËÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÏÓÔËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á Op �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ�ÁÒÏÊ (f; U) É h ∈ O(X)|ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-ÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ. æÕÎË�ÉÑF (x) ={f(x)h(x); x ∈ U ;0; x =∈ UÑ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÇÌÁÄËÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ X É ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÏÓÔÏË × p, ÞÔÏÉ f .�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ D ∈
∈ DerR(O(X)). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ p ∈ X Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ vp ∈
∈DerR(Op;R) ÔÁË: �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ f ∈ Op Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, �Ï ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÀ 26.14, ÒÏÓÔËÏÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ O(X), �ÏÌÏÖÉÍ vp(f) ==D(f)(p). õÓÌÏ×ÉÑ (26.3) �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ, ÎÏ ÎÁ-ÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ vp ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏD(f)(p) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÒÏÓÔËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ p.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ D(f)(p) = 0, ÅÓÌÉ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ∋ p. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔ-ÓÑ ÔÁË: �ÕÓÔØ h|ÆÕÎË�ÉÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÌÅÍ-ÍÏÊ 26.13; ÔÏÇÄÁ fh= 0, É ÉÍÅÅÍ 0 =D(fh) =D(f) · h + f ·D(h); ÂÅÒÑÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ p, �ÏÌÕÞÁÅÍ 0 =D(f)(p) · h(p) =D(f)(p), ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÁÌÏÓØ.



202 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒóÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÀ D ∈DerR(O(X))ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× {vp}p∈X . ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ p; ÜÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÎÁÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ Rn, ÄÉÆÆÅÏ-ÍÏÒÆÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) × ×ÉÄÅ ∑ ai(x1; : : : ; xn) ��xi ; ÎÁÄÏ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ai ÇÌÁÄËÉ. åÓÌÉ ÂÙ �ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ� xi�ÒÏÄÏÌÖÁÌÉÓØ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ×ÓÅÍX , ÔÏ ÄÅÌÁÔØ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏ×ÓÅÍÎÅÞÅÇÏ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÂÙ ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÌÉ �ÒÁ×Ï ÎÁ�ÉÓÁÔØ D(xi) = ai ∈ O(X),É ÆÕÎË�ÉÉ ai ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÔÁ-ËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ×Ù-ÂÒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÅÝÅÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 26.14. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ UÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ x̃1; : : : ; x̃n, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÅÓÑ ÄÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁ ×ÓÅÍ X É ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ Ó x1; : : : ; xn × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U1 ∋ p.�Å�ÅÒØ ÆÕÎË�ÉÉ D(x̃i) ÇÌÁÄËÉ ÎÁ ×ÓÅÍ X , É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ai ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ Ó D(x̃i) ∈ O(X) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U1 ∋ p É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÇÌÁÄËÉ ÎÁÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. òÁÚ ÆÕÎË�ÉÉ ai ÇÌÁÄËÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÏÞËÉ p ∈ U , ÏÎÉ ÇÌÁÄËÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ U .éÔÁË, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ R-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÏÌØ�Á OX�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÎÁÄÏ ÅÝÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ; ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.ëÏÌØ ÓËÏÒÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÈ �ÏÌÅÊ, Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÉ. ÷ÏÔ ×ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÏÍ Ä×ÕÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× E1 É E2 ÁÂÅ-ÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ [E1; E2℄ : x 7→ E1(E2(x)) −
− E2(E1(x)).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.15. ðÕÓÔØ A| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï, B ⊂ A|ÅÇÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï. åÓÌÉ D1 É D2 |ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÌØ�Á A ÎÁÄ B,ÔÏ É ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D1; D2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ A ÎÁÄ B.âÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ|ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ,ÄÌÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ. äÁ×ÁÊÔÅ ×ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË ÏÎ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.



26. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÌØ�Á É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ 203ðÕÓÔØ v1 =∑ ai(x) ��xi , v2 =∑ bi(x) ��xi . ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÈ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÏÒ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ f . óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ v1(v2(f)):v1(v2(f)) = v1(∑ bi(x) �f�xi )=∑i v1(bi) · �f�xi + bi · v1( �f�xi)==∑i;k ak �bi�xk �f�xi +∑i;k biak �2f�xi�xk :ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ v2(v1(f)) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÏÌØ-ËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÂÕË×Ù a É b, �ÒÉÞÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÏ×ÔÏÒÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ × ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (ÔÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ-ÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ×ÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ!). ÷ÙÞÉÔÁÑ ÜÔÉ Ä×Á ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á É ÇÒÕ��ÉÒÕÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó �f�xi Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ i, �ÏÌÕÞÁÅÍ:v1(v2(f))− v2(v1(f)) =∑i (∑k ak �bi�xk − bk �ai�xk) �f�xi :óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑÔÁË:
[∑ai ��xi ;∑ bi ��xi ]=∑i (∑k ak �bi�xk − bk �ai�xk) ��xi : (26.4)äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 26.16. åÓÌÉ A| ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï É B ⊂ A|�ÏÄËÏÌØ�Ï, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ Di ∈DerB(A) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÔÁËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á:[D1 ±D2; D3℄ = [D1; D3℄± [D2; D3℄;[D1; D2℄ =−[D2; D1℄;[[D1; D2℄; D3℄ + [[D2; D3℄; D1℄ + [[D3; D1℄; D2℄ = 0: (26.5)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ D1, D2 É D3 |×ÅË-ÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, Ó×ÏÄÑÝÅÅÓÑ Ë ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ.�ÏÖÄÅÓÔ×Ï (26.5) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ ñËÏÂÉ; × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 26.16 �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ.



204 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ27. æÁÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ É ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉîÁ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÏÌÅÊ; ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ.÷ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É Ô. �. ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ Ë ËÌÁÓÓÕ C∞; × ËÏÎ�Å ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑÎÁ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.1. ðÕÓÔØ v | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X .æÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ' : I → R, ÇÄÅ I ⊂ R | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ t ∈ I ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'′(t)( ddt)= v('(t)).éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : I → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ I ËÒÉ×ÁÑ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÓÁÔÅÌØ-ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ v('(t)).úÁ�ÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÂÙÔØ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ� × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. ðÕÓÔØ × ÌÏ-ËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÅ U ⊂ Rn ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v =∑i vi ��xi .�ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : I → U , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ t 7→ ('1(t); : : : ; 'n(t)),ÂÕÄÅÔ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ d'i=dt == vi('1(t); : : : ; 'n(t)) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÔÁËÏÇÏ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ| ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ'′1(t) = f1('1(t); : : : ; 'n(t)); : : : ; '′n(t) = fn('1(t); : : : ; 'n(t)): (27.1)ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, Ï ËÏÔÏÒÏÍÛÌÁ ÒÅÞØ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ (ÌÅË�ÉÑ 21), �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ t;ÔÁËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÍÉ.éÚ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏ× Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ× ÌÅË�ÉÉ 21, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ-×ÁÑ É ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÁÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ '1 : I1 →X É '2 : I2 →X , ÚÎÁÞÅÎÉÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ t ∈ I1 ∩ I2, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ ÎÁI1 ∩ I2.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ ×ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÁÚÏ×ÙÈ ËÒÉ×ÙÈ ÍÙ ×Ù-ÄÅÌÉÍ × ÏÔÄÅÌØÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.2. åÓÌÉ ' : I →X|ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �Ï-ÌÑ v, É ÅÓÌÉ � ∈ R, ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '1 : t 7→ '(t+ �) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÏÌÑ v.



27. æÁÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ É ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ 205�ÅÏÒÅÍÁ 21.1 ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, �ÒÏÈÏ-ÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏ| ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I ⊂ R. îÁ ×ÓÅ R ÏÎÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ: ÅÓÌÉÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ R ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ x2(d=dx), ÓÉÒÅÞØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x′ = x2, ÔÏÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ', ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '(0) = a > 0, ÉÍÅÅÔ×ÉÄ t 7→ a=(1 − at), É ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (−∞; 1=a): ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Å ÏÎÏ �ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ�.óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÊ ÕÈÏÄÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.3. ðÕÓÔØ v|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉ-ÔÅÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÁÑ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ �ÏÌÑ v �ÒÏ-ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ R.(îÏÓÉÔÅÌÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ v ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ|ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË-�ÉÊ|ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {x ∈X : v(x) 6= 0}.)õÓÌÏ×ÉÀ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÏÅ ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×É-ÄÁ (27.1), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ Rn. éÚ ÌÅÍÍÙ 21.6 É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Br ⊂ U|ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅx0, É ÅÓÌÉ M = supx∈Br ‖v(x)‖, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ x0 ÆÁÚÏ-×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÌÉÎÙ 2r=M Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅx0 (ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÌÏÍÁÎÙÅ üÊÌÅÒÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x0 ÎÁ ÄÁÎÎÏÍÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ × Br). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x0 ∈X ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x0 É ÞÉÓÌÏ "V > 0, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ x ∈ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÌÉÎÏÊ "V Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x. �ÁË ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÏÌÑv ËÏÍ�ÁËÔÅÎ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÅÇÏ�ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ " ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ "V , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ. �ÁË ËÁË ×ÓÑËÁÑ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ v(x) = 0, ÚÁ×ÅÄÏÍÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ R(ÉÂÏ ÜÔÁ �ËÒÉ×ÁÑ�|�ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x), �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ' : I →X , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÔÏÞËÅ t0 ∈ I ,�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ I ∪ (t0 − "; t0 + "). ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ ÎÁ ×ÓÅ R ÓÌÅÄÕÅÔÏÔÓÀÄÁ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. îÁ-ÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 27.4. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÄÎÏ�ÁÒÁÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ



206 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : R × X → X , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ:(1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ∈R ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ gt : X →X , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÅ gt(x) =G(t; x), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ;(2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t1; t2 ∈ R ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gt1+t2 = gt1 ◦ gt2 .éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, R (ËÁË ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ X ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ; ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ gt �ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ� ÏÔ ÞÉÓÌÁ t.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.5. ðÕÓÔØ v|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉ-ÔÅÌÅÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÆÁÚÏ×ÙÊ�ÏÔÏË G : R ×X →X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏx ∈X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ t 7→ gt(x) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÏÌÑ v.(çÒÕÂÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ R Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÁ-ÚÏ×ÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÉ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 21.1.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÏÌÏÖÉÍ G(t; x) = gt(x) = '(t), ÇÄÅ' : R → X |ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '(0) = x. ðÏÓËÏÌØËÕ ××ÉÄÕ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.2 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '1 : t 7→ '(t1 + t) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁÚÏ-×ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '1(0) = gt1(x), ÉÍÅÅÍ gt1+t2(x) = gt2(gt1(x)),ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ R ÎÁ X . ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ G ÇÌÁÄËÏ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ,ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ Ï�ÕÓÔÉÍ; ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ × ËÎÉÇÅá.ëÁÒÔÁÎÁ �äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÙ� (í.: íÉÒ, 1971) ÉÌÉ ÷.é.áÒÎÏÌØÄÁ �ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ� (ÌÀÂÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 27.6. åÓÌÉ X|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÎÙ-ÍÉ �ÏÌÑÍÉ É ÆÁÚÏ×ÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÎÁ X.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 27.6 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ó ÖÅÌÁÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.åÓÌÉ ÎÏÓÉÔÅÌØ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÅËÏÍ�ÁËÔÅÎ, ÔÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÆÁ-ÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÎÁ ×ÓÅ R, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÁÚÏ×ÙÊ�ÏÔÏË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÇÏ ÓÕÒÒÏÇÁÔ:ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ �ÏÔÏË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.7. åÓÌÉ v|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Éx ∈X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ x, ÞÉÓÌÏ " > 0 É ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ G : (−"; ")× U →X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:



27. æÁÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ É ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ 207(1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p∈U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ' : (−"; ")→
→X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ '(0) = p;(2) ÅÓÌÉ '|ÆÁÚÏ×ÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÉÚ �ÕÎËÔÁ (1), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t∈ (−"; ")ÉÍÅÅÍ '(t) =G(t; p) = gt(p);(3) ÅÓÌÉ |t1| < ", |t2| < " É |t1 + t2| < ", ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p ∈ U ÉÍÅÅÍgt1+t2(p) = gt2(gt1(p)).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ Ó�ÏËÏÊÎÏ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÔØÞÉÔÁÔÅÌÀ.ðÏÎÑÔÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÏÔÏËÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÑ×ÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ. éÍÅÎÎÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÉÚÍÅÒÑÅÔ, × ËÁËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ (ÌÏËÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ. ÷ÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.8. ðÕÓÔØ v É w|×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ Rn, {gt} É {ht}| ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÌÏÖÉÍ z = [w; v℄, É �ÕÓÔØ
{ft}|ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ �ÏÔÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÏÌÀ z. �ÏÇÄÁgsht(gs)−1h−1t (p) = fst(p) + o(s2 + t2) �ÒÉ s; t→ 0,�ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ o ÌÏËÁÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÁÚÏ×ÙÍÉ �Ï-ÔÏËÁÍÉ É ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ (�ÏÄÒÁ-ÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÏÔÏË {gt} ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÀ ∑ vi ��xi ; ÍÙ �ÉÛÅÍ v×ÍÅÓÔÏ (v1; : : : ; vn)): gt(q) = q + tv(q) + o(t);ÑÓÎÏ, ÞÔÏ o × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ �Ï q, ÅÓÌÉÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ðÏÜÔÏÍÕÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ:gshtg−sh−t(p) = p+ st(∑j ( �vi�xjwj − �wi�xj vj))+ o(s2 + t2): (27.2)ðÏÌÏÖÉÍ '(s; t) = gsht(gs)−1h−1t (p). æÏÒÍÕÌÁ (27.2), ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÍ ÎÁÄÏÄÏËÁÚÁÔØ,| ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' × ÎÕÌÅ. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÏ, '(s; 0) = '(0; t) = p �ÒÉ ÌÀÂÙÈ s É t. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÒÑÄÅ �ÅÊÌÏÒÁÄÌÑ ' ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ s ÉÌÉÔÏÌØËÏ t. ðÏÜÔÏÍÕ × ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ' ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔ, Á × ÓÔÅ�ÅÎÉ 2�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st; ÞÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ n-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ-ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ st. ÷ÍÅÓÔÏÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ × ÌÏÂ ÓÞÉÔÁÔØ �2'=�s�t, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÕ



208 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÔÁË, ËÁË × ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁ-ÑÈ ×ÓÅ É ÄÅÌÁÀÔ: ÂÕÄÅÍ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÒÑÄÙ �ÅÊÌÏÒÁ ÏÄÉÎ × ÄÒÕÇÏÊ, ËÁËÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÓÈÏÄÉÌÉÓØ Ë ÎÁÛÉÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ. ðÉÓÁÎÉÎÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÔÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÑÄÁ �ÅÊÌÏÒÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ�ÏÌÕÞÁÔÓÑ ×ÅÒÎÙÅ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 2 ÎÁÄÏ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ×Ù�ÉÓÁÔØ, ÁÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ > 2 ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÔØ (ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏ ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÎÉ ÎÅ �Ï×ÌÉÑÀÔ). ó�Å�ÉÆÉËÁ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ '�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ: ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÔØ É ×ÓÅÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s2 ÉÌÉ t2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �Ï ÈÏÄÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔÄÁÔØ ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÂÏÌØÛÅÊ 2, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÂÒÏ-ÓÉÍ, ÌÉÂÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó s2 ÉÌÉ t2, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ ×ÉÔÏÇÅ ÏÎÉ ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ.éÍÅÑ ×ÓÅ ÜÔÏ × ×ÉÄÕ, �ÒÉÓÔÕ�ÉÍ Ë ×ÙËÌÁÄËÁÍ:h−t(p) = p− tw(p) +O(t2) = p− tw(p)(ÍÙ ÏÔÂÒÏÓÉÌÉ O(t2), ËÁË É ÏÂÅÝÁÌÉ);g−sh−t(p) = p− tw(p)− sv(p− tw(p)) == p− tw(p)− s(v(p)− t∑ �v�xj wj)= p− tw(p)− sv(p) + st∑ �v�xj wj(ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÅÊÌÏÒÁ Ë v; ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ Ï�ÑÔØÏÔÂÒÏÛÅÎÏ O(t2)). äÁÌÅÅ,htg−sh−t(p) = p− tw(p)− sv(p) + st∑ �v�xjwj + tw(p− tw(p)− sv(p)) =(×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓËÏÂËÁÈ ÓÒÁÚÕ ÏÔÂÒÏÛÅÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó st)= p− tw(p)− sv(p) + st∑ �v�xjwj + tw(p) + t2(: : :)−
− st∑ �w�xj vj + tO(s2 + t2) == p− sv(p) + st(∑ �v�xjwj − ∑ �w�xj vj)︸ ︷︷ ︸C + o(s2 + t2)îÁËÏÎÅ�,gshtg−sh−t(p) = p− sv(p) + stC + sv(p− sv(p) + stC) +O(s2) == p− sv(p) + stC + sv(p)− s2(: : :) + s2tC(: : :) + (: : :) == p+ st(∑ �v�xjwj − ∑ �w�xj vj)+ o(s2 + t2):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.



27. æÁÚÏ×ÙÅ ËÒÉ×ÙÅ É ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ 209õ ÏÔÎÏÓÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.8ÅÓÔØ �ÏÌÅÚÎÏÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.9. åÓÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ,ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ (ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏ-ËÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: �ÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, v É w|ÔÁËÉÅ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ X, ÞÔÏ [v; w℄ = 0. åÓÌÉ {gt} É {ht}|ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ (ÓÏ-ÏÔ×. ÌÏËÁÌØÎÙÅ) ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÌÑÍ v É w, ÔÏÄÌÑ ÌÀÂÙÈ s É t (ÓÏÏÔ×. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ s É t) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gs ◦ ht = ht ◦ gs.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (gs=N )N = gs, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔgs=N É ht=N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ gs É ht ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ p ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ X|ÜÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ × Rn.þÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ gs(ht(p)) = ht(gs(p)), ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ k. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.8 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ qÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
‖gs=k(ht=k(p))− ht=k(gs=k(p))‖= o(1=k2) �ÒÉ k→∞, (27.3)�ÒÉÞÅÍ o ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ �Ï q. þÔÏÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔgsht = gs=k : : : gs=k︸ ︷︷ ︸k ht=k : : : ht=k︸ ︷︷ ︸k (p)Ë htgs = ht=k : : : ht=k︸ ︷︷ ︸k gs=k : : : gs=k︸ ︷︷ ︸k (p);ÎÁÄÏ k2 ÒÁÚ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ gs=k É ht=k. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ‖gs(ht(p))− ht(gs(p))‖Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ k2 ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØo(1=k2) ××ÉÄÕ (27.3). õÓÔÒÅÍÌÑÑ k Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ËÌÁÓÓÁ Cr Ó ÌÀÂÙÍ r > 1; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ�ÏÔÏËÉ ÂÕÄÕÔ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÖÅ ÉÍÅÔØ ÇÌÁÄËÏÓÔØCr. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 27.8É 27.3 ÂÕÄÕÔ ×ÅÒÎÙ ÄÁÖÅ �ÒÉ r = 1: ÈÏÔÑ × ÔÁËÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ËÁË ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊËÏÌØ�Á ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ 26.4 ÉÍÅÅÔÓÍÙÓÌ, É ÍÏÖÎÏ ÉÍÅÎÎÏ ÅÅ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ.



210 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ28. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊðÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÅÌ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. þÔÏÂÙ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÊËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x1; : : : ; xn) ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ∫X f = ∫

Rn f(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn; (28.1)ÎÏ ÅÓÌÉ (y1; : : : ; yn) | ÄÒÕÇÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÔÏÊ ÖÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
∫

Rn f(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn == ∫

Rn f(y1; : : : ; yn)∣∣∣�(x1; : : : ; xn)�(y1; : : : ; yn) ∣∣∣ dy1 : : : dyn; (28.2)É ÜÔÏ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Z

Rn f(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÏÓÔÏÔÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ: ÆÏÒÍÕÌÁÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÍÅÎÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÛÁ �ÆÕÎË�ÉÑ� ÄÏÌÖÎÁ ÕÍÎÏÖÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌØ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅ-ÈÏÄÁ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÏÂßÅËÔÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÏÔÎÏÓÔÑÍÉ. äÁÄÉÍÔÅ�ÅÒØ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ R, É �ÕÓÔØ B|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . üÌÅ-ÍÅÎÔÏÍ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: B→ [0; +∞), ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÛÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ e1; : : : ; en É f1; : : : ; fn|Ä×Á ÂÁÚÉ-ÓÁ, �ÒÉÞÅÍ fi =∑ aijej , ÔÏ �(f1; : : : ; fn) = |det(‖aij‖)| ·�(e1; : : : ; en).ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂßÅÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.ðÒÉÍÅÒ 28.2. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 28.1 ÚÁÄÁÎÁÅ×ËÌÉÄÏ×Á ÍÅÔÒÉËÁ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ) (·; ·). �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ(e1; : : : ; en) 7→ √det ‖(ei; ej)‖Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÂßÅÍÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÏÂß-ÅÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÅÔÒÉËÅ.



28. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ 211ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.3. ðÌÏÔÎÏÓÔØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ', ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈X ÜÌÅÍÅÎÔÏÂßÅÍÁ ÎÁ TxX É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÏÂßÅÍÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ∈X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ.÷ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ �ÏÎÑÔÉÅ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÂßÅÍÁ ÏÔ ÔÏÞËÉ�. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ U ⊂X|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1; : : : ; xn, É�ÕÓÔØ ÔÏÞËÅ x ∈X ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ 'x ÎÁ TxX .�ÏÇÄÁ ÎÁ U Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ' : x 7→ 'x(�=�x1; : : : ; �=�xn); (28.3)É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ (Ô. Å. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÑÓÎÉÍ ÚÁ-ËÏÎ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ '. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ y1; : : : ; yn|ÄÒÕÇÉÅ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. �ÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ��yi =∑ �xj�yi ��xj ;ÉÍÅÅÍ'x(�=�y1; : : : ; �=�yn) = 'x(�=�x1; : : : ; �=�xn)|det ‖�xj=�yi‖|: (28.4)óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ �ÌÏÔÎÏÓÔØ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ× ×ÉÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ (28.3), ÔÏ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÎÁ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁÍÏÄÕÌØ ÑËÏÂÉÁÎÁ.÷ÁÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØX ⊂ Rn|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × Rn (ÉÌÉ × ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å × Rn). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ Rn ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÁ; ÔÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å TxX ⊂ Rn; ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂßÅÍÁ ÎÁ TxX ,ËÁË ÏÂßÑÓÎÅÎÏ ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ X , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ �ÌÏÝÁÄÉ; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï X|ÎÅÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË k-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X , ÇÄÅ k = dimX .þÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÄÎÏÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÒÅÄÓÔ×Ï (×ÁÖÎÏÅ É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ); ÍÙ �Ï-Ó×ÑÔÉÍ ÅÍÕ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ �ÏÄÒÁÚÄÅÌ.òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù÷ �ÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÅÓÔÒÅ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.óÅÊÞÁÓ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ (É ÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ) ×ÁÒÉÁÎÔÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. íÙ ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 24.4.



212 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 28.4. ðÕÓÔØ {Ui}i∈I |ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ C∞-ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ X . òÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÄÞÉÎÅÎÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÀ {Ui}, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï {'�}�∈A, ÇÄÅ '� : X → [0; +∞)|ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ C∞,ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(i) îÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ '� �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÎÉ-ÂÕÄØ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÒÙÔÉÑ.(ii) õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ∋ x, ÉÍÅÀÝÁÑÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó supp'� ÄÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÎÄÅËÓÏ× � ∈ A.(iii) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ÉÍÅÅÍ ∑�∈A'�(x) = 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (× �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÉ '� �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑÔÏÌØËÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ).ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �ÏËÒÙÔÉÑ É ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÎÕ-ÍÅÒÏ×ÁÎÙ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÎÄÅËÓÏ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 28.5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ {Ui}i∈I ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÒÙ-ÔÉÅ {Wj}j∈J ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:(1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j ∈ J ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏWj �ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÊ-ÎÉ-ÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ;(2) ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Wj ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ Ui.ìÅÍÍÁ 28.6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× Km ⊂ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Km ⊂ Int(Km+1) �ÒÉ ×ÓÅÈ m É
∞⋃m=1Km =X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ìÅÍÍÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ,ÅÓÌÉ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÛÁÒÕ × Rn.ðÏÓËÏÌØËÕX , �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ, ÉÍÅÅÍX= ∞⋃k=1 Vk,ÇÄÅ ×ÓÅ Vk |ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁ-ÒÁÍ. ðÕÓÔØ Vk = ∞⋃l=1Kkl, ÇÄÅ ×ÓÅ Kkl ËÏÍ�ÁËÔÎÙ É Kkl ⊂ Kk;l+1. åÓÌÉÔÅ�ÅÒØ �ÏÌÏÖÉÔØ Km = ⋃k+l6mKkl, ÔÏ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏËÒÙÔÉÅ {Wj} ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷×ÉÄÕËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔÉK1 ÉÍÅÅÍK1=Wj1 ∪: : :∪Wjr1 ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ j1; : : : ; jr1∈J .



28. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÔÎÏÓÔÅÊ 213ðÏÌÏÖÉÍ Z1i = Wji ∩ Int(K2). äÁÌÅÅ, K2 = Wj1 ∪ : : : ∪ Wjr2 ; �ÏÌÏÖÉÍZ2i =Wji ∩ (Int(K3) \K1), É �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÁÌÅÅ: �ÒÉ ËÁ-ÖÄÏÍ l > 1 ÉÍÅÅÍKl \Kl−1 ⊂ Zl1 ∪ : : : ∪ Zl;rl ⊂ Int(Kl+1)ÉKl−1 ∩ Zlj =∅ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁZij �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ X ÞÅÒÅÚ {Z�}�∈B. üÔÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.(1) ëÁÖÄÏÅ Z� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Wk; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÎÏ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏÓ×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.(2) õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÁÑÓÑ ÔÏÌØËÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Z� (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉx ∈Km ⊂ Int(Km+1), ÔÏ Int(Km+1) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚÎÁÛÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ ÎÁ (m+ 2)-Í É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÁÈ).ìÅÍÍÁ 28.7. åÓÌÉ Z ⊂ X | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ,ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ C∞-ÆÕÎË�ÉÑ � : X → R, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÊ U = �−1(0;+∞).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ U ⊃ Z|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ;ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ ' : U → Z Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 23.1; �ÏÓËÏÌØËÕ supp�⊂ U , �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÅÅ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ×ÓÅX ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ.÷×ÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ B ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �� : X → [0; +∞), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Z� = �−1� (0;+∞). ÷×É-ÄÕ Ó×ÏÊÓÔ× (1) É (2) �ÏËÒÙÔÉÑ {Z�} ÆÕÎË�ÉÉ �� ÏÂÌÁÄÁÀÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÇÏ {Z�}, ËÒÏÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á (iii);ÞÔÏÂÙ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÜÔÏ, �ÏÌÏÖÉÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, '� = ��=∑
 �
 .ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÏÅ Z� ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ Wj , Á ×ÓÑËÏÅ Wj |× ËÁËÏÍ-ÔÏ Ui, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù �ÏÄÞÉÎÅÎÏ É �ÏËÒÙ-ÔÉÀ {Ui}.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 28.8. èÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÉÚ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ). ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÌÉ, ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ �ÁÒÁËÏÍ�ÁËÔ-ÎÏ (ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÙ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ). íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁËÏÍ�ÁËÔÎÙ ÉÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ×ÓÅ ÍÅÔÒÉÚÕÅÍÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á É ×ÓÅ CW-ËÏÍ�ÌÅËÓÙ.



214 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë �ÌÏÔÎÏÓÔÑÍ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ�ÌÏÔÎÏÓÔØ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ �=�x1; : : :: : : ; �=�xn); �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕ-ÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (28.4).ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ �| �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÎÁ X ,�ÒÉÞÅÍ supp' ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U Ó ÌÏËÁÌØÎÙ-ÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1; : : : ; xn. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅÆÕÎË�ÉÉ ' ÏÔ x1; : : : ; xn, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ
∫X �= ∫U '(x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn:éÚ (28.4) É ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ZX � ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ �.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÌÏÔÎÏÓÔØ. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 28.5ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù {fi}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ supp fi ËÏÍ�ÁËÔÎÙ É ÎÏÓÉÔÅÌØ ×ÓÑËÏÊ fi ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ

∫X � =∑i ∫X(fi�);�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÌÅ×ÁÑÞÁÓÔØ ÔÁËÖÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ
{gj}|ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù (ÔÁËÖÅ ÓÞÅÔÎÏÅ, Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏ-ÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÔÁËÖÅ �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏËÒÙÔÉÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ). �ÏÇÄÁ {figj}|ÔÁËÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ fi ÅÅ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ supp gj : ËÁÖÄÁÑÔÏÞËÁ x ∈ supp fi ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÞÉÓÌÏÍ supp gj , Á ×ÅÓØ supp fi, ÂÕÄÕÞÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÁËÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ fi = ∑j figj , �ÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ× �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ZX fi�=∑j ZX figj�, ÏÔËÕÄÁ ÉÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× Ä×ÏÊÎÙÈ ÒÑÄÏ× (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

∑i ∫X (fi�) =∑i;j ∫X(figj�):�ÁË ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ Ó �ÅÒÅÍÅÎÏÊ ÒÏÌÅÊ fÉ g, ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.



29. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 21529. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÂÏÌÅÅ ÉÚÏÝÒÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÄÁÌÅËÉÍ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙîØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á. îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÏÌÉÄÎÁÑ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÁ:�ÒÉÄÅÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÅÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ (ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁ-ÍÉ), Á ÚÁÔÅÍ|ÏÂßÅËÔÏ×, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ (ÜÔÏÂÕÄÕÔ ÉÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ �Å�É, ÉÌÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁ-ÅÍ). îÁÞÎÅÍ Ó ÆÏÒÍ. æÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.1. ðÕÓÔØ x ∈X , ÇÄÅ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ëÏ-ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ë ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X × ÔÏÞËÅ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë TxX .ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T ∗x X (�Ï ÏÂÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ) ÉÌÉ 
1X;x.üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙ-ÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (Á ÉÎÏÇÄÁ|ËÏ×ÅËÔÏÒÁÍÉ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.2. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 (ÓÉÎÏÎÉ-ÍÙ: 1-ÆÏÒÍÁ, �ÆÁÆÆÏ×Á ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x∈X ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÏËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ !x ∈
1X;x ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !x ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x.÷ ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÒÁÚßÑÓÎÅÎÉÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �!x ÇÌÁÄ-ËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x�. ðÏÄ ÜÔÉÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÕÓÔØ U ⊂ X |ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1; : : : ; xn; ËÁËÍÙ ÚÎÁÅÍ, × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ U ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ �=�x1; : : : ; �=�xnÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × TxX ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dx1; : : : ; dxn ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ×
T ∗x X|ÔÏÇÄÁ ÎÁ U ÆÏÒÍÁ ! ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ∑ fi dxi. �ÁË ×ÏÔ, ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ fi ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÇÌÁÄËÉÍÉ.ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ y1; : : : ; ynÂÁÚÉÓ {�=�yj} �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ {�=�xj} ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÕÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Ó×ÑÚÁÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ, × ËÁËÉÈ ÉÍÅÎÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ�ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÜÔÕ ÇÌÁÄËÏÓÔØ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï 1-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
1(X). üÔÏ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍO(X)ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X : ÅÓÌÉ f |ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X É ! ∈ 
1(X),ÔÏ ÆÏÒÍÁ f! ÚÁÄÁÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (f!)x = f(x)!x.÷ÁÖÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ 1-ÆÏÒÍ | Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ.



216 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.3. ðÕÓÔØ f|ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X .åÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ df , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ (df)x ∈ TxX ÄÅÊÓÔ×Õ-ÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ v 7→ v(f), ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÁËÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ OX;x × R (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 26.4).ðÒÉÍÅÒ 29.4. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (df)x �ÒÉ dxi ×ÂÁÚÉÓÅ 〈dx1; dx2; : : : ; dxn〉 ÒÁ×ÅÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ��xi ÎÁ f × ÔÏÞËÅ x,ÔÏ ÅÓÔØ (�f=�xi)(x). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdf = n∑i=1 �f�xi dxi: (29.1)éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÉÄÎÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dxi Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ xi, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁ�ÉÓØ! =∑ fi dxi ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ.äÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÅÎ ÔÁËÏÊ ÁÎÁÌÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂ-ÎÉ�Á.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.5. åÓÌÉ f; g ∈ O(X), ÔÏ d(fg) = f dg + g df .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ v ÌÅ-ÖÉÔ × TxX , ÔÏd(fg)x(v) = v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f) = (f dg + g df)x(v):íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ, ÎÅ ÍÕÄÒÓÔ×ÕÑ ÌÕËÁ×Ï, �ÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ × ÌÏËÁÌØÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 29.6. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ, �ÏÄÏÂÎÏ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÍ �ÏÌÑÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅÇËÏ �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 
1(X) ∼= HomO(X)(Ve
t(X);O(X)) (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ O(X)-ÍÏ-ÄÕÌÅÊ; ÞÅÒÅÚ Ve
t(X) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÎÁ X ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË O(X)-ÍÏÄÕÌØ). âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÄÒÕÇÁÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ: ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 
1(X) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ, ËÁË
O(X)-ÍÏÄÕÌØ, ÍÏÄÕÌÀ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ df ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ f ∈ O(X)É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉdf = 0; ÅÓÌÉ f|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ;d(f + g) = df + dg ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ f; g ∈ O(X);d(fg) = f dg + g df ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ f; g ∈ O(X).íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÎÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÎÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÍ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏÉÍÅÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÕ.



29. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 217ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.7. ðÕÓÔØ ' : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É !|ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 ÎÁ Y . �ÏÇÄÁ ÅÅ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ 'ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 1-ÆÏÒÍÁ '∗! ∈
1(X), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ('∗!)x(v) = !'(x)('′(v));ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ '′ : TxX → Tf(x)Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ' × ÔÏÞËÅ x.ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ|ÜÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔÓÏ ×ÚÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.8. ðÕÓÔØ ' : X → Y |ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É f|ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Y . �ÏÇÄÁ d(f ◦ ') = '∗(df).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÔÏÖÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ: ÅÓÌÉ v ∈ TxX , ÔÏd(f ◦ ')x(v) = v(f ◦ ') = '′(v(f)) = (df)f(x)('′(v)) = '∗(df)(v):îÅÍÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ × ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÎÁÓ ÆÏÒÍÅ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.ðÕÓÔØ V |×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ �ÏÌÅÍK (�ÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖ-ÎÏ ÓÒÁÚÕ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ K = R). ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ! : V m →KÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ !(v1; : : : ; vm) = 0, ËÁË ÔÏÌØËÏvi = vj ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ i 6= j. åÓÌÉ 
harK 6= 2, ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ! ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚV k × K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∧k V ∗ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏk-Ê ×ÎÅÛÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗).åÓÌÉ dimV = n, ÔÏ dim∧k V = “nk ” É ∧k V = 0 �ÒÉ k > n.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.9. ðÕÓÔØ � ∈ ∧k V ∗, � ∈ ∧m V ∗. ÷ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅÍ � É � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �∧�∈∧k+m V ∗,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ×ÉÄÁ {1; 2; : : : ; k +m}= S ⊔ T , ÇÄÅ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚk ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á T |ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÊ ÂÕÄÅÔ “k +mk ”). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ∈A ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁ-ËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S� É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T� (× �ÏÎÑÔÎÙÈÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ). �ÏÇÄÁ(� ∧ �)(v1; : : : ; vk+m) = ∑�∈A " · �(vs1 ; : : : ; vsk)�(vt1 ; : : : ; vtm);



218 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÚÄÅÓØ s1; : : : ; sk (ÓÏÏÔ×. t1; : : : ; tm)|ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S� (ÓÏÏÔ×. T�),�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ ÎÁÍÉ �ÏÒÑÄËÅ, Á "| ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉs1; : : : ; sk; t1; : : : ; tm.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ∧ � ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÊ ÎÁ S� É T�.ðÒÉÍÅÒ 29.10. åÓÌÉ �; � ∈ ∧2 V ∗, ÔÏ(� ∧ �)(x; y; z; t) = �(x; y)�(z; t)− �(x; z)�(y; t) + �(z; t)�(x; y) ++ �(z; x)�(y; t) + �(y; z)�(x; t) − �(x; z)�(y; t):÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ! ∈
∈ ∧l V ∗, ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ deg! = l.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÎÅÛÎÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ:äÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ: (�1 + �2) ∧ �= �1 ∧ �+ �2 ∧ �;áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: (! ∧ �) ∧ �= ! ∧ (� ∧ �);ëÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: � ∧ �= (−1)deg� deg�� ∧ �.ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ �1; : : : ; �n ∈ V ∗É v1; : : : ; vn ∈ V , ÔÏ(�1 ∧ : : : ∧ �n)(v1; : : : ; vn) = ∑�∈Sn sign(�)�1(v�(1)) : : : �n(v�(n));ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ sign(�) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÚÎÁË �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �.ðÕÓÔØ 〈e1; : : : ; en〉| ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , É �ÕÓÔØ 〈e1; : : : ; en〉|ÄÕÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ∗. ëÁÖÄÏÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á S ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅS= {i1; : : : ; im}, ÇÄÅ i1<i2< : : : < im. ðÏÌÏÖÉÍ eS = ei1 ∧ ei2 ∧ : : :∧ eim ∈
∈ ∧m V ∗. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ eS , ÇÄÅ S �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ m-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × {1; 2; : : : ; n}, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ∧m V ∗.æÏÒÍÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.11. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ k (ÓÉÎÏÎÉÍ:k-ÆÏÒÍÁ) ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁ-ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈X ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ !x ∈ ∧k T ∗X;x ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ !x ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ x.íÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 
k(X). �ÁËÖÅ, ËÁË É 
1(X), ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ O(X)-ÍÏÄÕÌÅÍ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ 
k(X) = 0 �ÒÉk > dimX . íÙ ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ 
0(X) ×ÍÅÓÔÏ O(X).



29. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 219÷ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ k-ÆÏÒÍÁ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË! =∑S fS dxS ;ÇÄÅ S �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; n},É ÇÄÅ dxS = dxi1 ∧ : : : ∧ dxik , ÅÓÌÉ S = {i1; : : : ; ik} É i1 < i2 < : : : < ik.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ËÏ-ÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.12. ðÕÓÔØ ! ∈
k(X), � ∈ 
l(X). �ÏÇÄÁ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁ ! ∧ � ∈
∈
k+l(X), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(! ∧ �)x = !x ∧ �x:õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÆÏÒÍÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÎÅÛÎÉÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (ÉÚ 
0(X)× 
k(X) × 
k(X)).äÌÑ ÆÏÒÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ 1-ÆÏÒÍ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 29.13. ðÕÓÔØ ' : X → Y |ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ! ∈
∈
k(X). �ÏÇÄÁ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÏÒÍÙ ! �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ' ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ k-ÆÏÒÍÁ '∗! ∈ 
k(Y ), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ('∗!)x(v1; : : : ; vk) = !'(x)(f∗v1; : : : ; f∗vk);ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ '∗ : TxX →Tf(x)Y ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ' × ÔÏÞËÅ x.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (É ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌ-ÇÅÂÒÅ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.14. ðÕÓÔØ ' : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, !É �|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁ X. �ÏÇÄÁ f∗(! ∧ �) = f∗(!) ∧ f∗(�).îÁÛÁ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ �ÅÌØ|Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑdk : 
k(X)→
k+1(X);ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ d : O(X) = 
0(X)→ 
1(X).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.15. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏ-ÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ R-ÌÉÎÅÊÎÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ dkX : 
k(X)→ 
k+1(X), ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÎÁ-ÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.



220 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒåÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' : X → Y ÉÍÅ-ÅÍ '∗(dkY !) = dkX (f∗!). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÄÉÁÇÒÁÍÍÙ: 
k+1(X) 
k+1(Y )'∗

oo
k(X)dkX OO 
k(Y ).'∗

oo

dkY OOîÏÒÍÉÒÏ×ËÁ: d0X (f) = df ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ O(X) = 
0(X).�ÏÖÄÅÓÔ×Ï ìÅÊÂÎÉ�Á: dkX(! ∧ �) = dkX(!) ∧ � + (−1)deg!! ∧ dkX�.îÕÌÅ×ÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ: dk+1X ◦ dkX = 0.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ diX (ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É X), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉ-ÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 29.16. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 29.15 ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ dkX ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ; ÎÁ�ÒÁËÔÉËÅ �ÒÉ ÚÁ�ÉÓÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÕÓ-ËÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ X (×ÓÅÇÄÁ), ÔÁË É ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ k (�ÏÞÔÉ×ÓÅÇÄÁ). íÙ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÔÓÔÕ�ÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ×ÎÅÛ-ÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ É ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ) �Ï-ÓÔÒÏÅÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ìÅÊÂÎÉ�Á �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ ×ÙÔÅËÁÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïd(!1∧ : : :∧!r)=(d!1)∧!2∧ : : :∧!r+(−1)deg!1!1∧(d!2)∧!3∧ : : :∧!r++(−1)deg!1+deg!2!1∧!2∧(d!3)∧!4∧ : : :∧!r+ : : :: : :+(−1)deg!1+:::+deg!r−1!1∧ : : :∧!∧ : : :∧!r−1∧d!r (29.2)(×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ d �ÅÒÅÓËÁËÉ×ÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ !, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌØ (−1)deg!).äÁÌÅÅ, ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë ×ÌÏÖÅÎÉÀ i : U→
→X , ÇÄÅ U|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ (d!)|U = d(!|U ).óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ×ÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÙ ! ∈ 
k(X) ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ×ÓÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ; ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÔÁË-ÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ, Ï�ÑÔØ ÖÅ ××ÉÄÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ×ÚÑÔÉÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÏÂÒÁÔ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÏÊ ËÁÒÔÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ �ÏÄ-



29. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ 221ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ × Rn. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÎÁÏÂÌÁÓÔÉ × Rn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅ-ÍÙÈ ×ÉÄÁ f dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ; ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (29.2) É Ó×ÏÊÓÔ× ÎÏÒÍÉÒÏ×-ËÉ É ÎÕÌÅ×ÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁ-×ÅÎ df ∧ dxi1 ∧ : : : ∧ dxik , ÇÄÅ df �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 29.3.üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÆÏÒÍ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ: ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÈ × Rn (�ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n). éÍÅÎÎÏ, × ÏÂÌÁÓÔÉ U ⊂ Rn ×ÓÑ-ËÁÑ k-ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÉÄÁf dxi1 ∧ : : : ∧ dxik . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÙ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÉÄÅÌÉ) Ó�ÏÓÏ-ÂÏÍ: d(f dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ) = df ∧ dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ;ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ.÷Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ �ÒÉ ÔÁËÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÁ. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï ìÅÊÂÎÉ�Á �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË. ðÕÓÔØ ! = f dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ,� = g dxj1 ∧ : : : ∧ dxjl . �ÏÇÄÁ! ∧ � = fg dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ : : : ∧ dxjl :�Å�ÅÒØ ÉÍÅÅÍ:d(! ∧ �) = d(fg) ∧ dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ : : : ∧ dxjl == fdg ∧ dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ : : : ∧ dxjl ++ gdf ∧ dxi1 ∧ : : : ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ : : : ∧ dxjl :÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ d! ∧ �, Á �ÅÒ×ÏÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ! ∧ d�, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÔÁÝÉÔØ 1-ÆÏÒÍÕ dg ×ÌÅ×Ï ÞÅÒÅÚ k ×ÎÅÛÎÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÅÊ dxi1 ; : : : ; dxik ; × ÓÉÌÕ ËÏÓÏËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÆÏÒÍÁ ! ∧ d� ÕÍÎÏÖÉÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ (−1)k, ÏÔËÕÄÁ ×ÓÅ É ÓÌÅÄÕÅÔ.ðÒÏ×ÅÒÉÍ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á d2 = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏd(df) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (Ô. Å. 0-ÆÏÒÍÙ): × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,d(df) =∑i �f�xi dxi =∑i;j �2f�xi�xj dxi ∧ dxj ;É × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó dxi ∧ dxj É dxj ∧ dxi ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ ××É-ÄÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ×ÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ !| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑÆÏÒÍÁ; ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ! = fdg1 ∧ : : : ∧ dgk. �ÏÇÄÁ (�ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÏ-



222 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÖÄÅÓÔ×ÏÍ (29.2), ×ÅÒÎÙÍ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ×ÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ìÅÊÂÎÉ�Á, É ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ d2 = 0 ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ) ÉÍÅÅÍdd(fdg1 ∧ : : : ∧ dgk) = d(df ∧ dg1 ∧ : : : ∧ dgk) = 0:îÁËÏÎÅ�, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.14),É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÕÎË�ÉÉ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 29.8).âÕÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÁÓÛÉÒÑÔØ �ÌÁ�ÄÁÒÍ�. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÁÌ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍ × Rn. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ V ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ U ⊂ Rn, �ÒÉÞÅÍ ' : V → U|ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ V �ÏÌÏÖÉÍ (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÖÅÌÁÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ):d! = '∗(d('−1 ∗ !)):ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏ-ÒÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ '. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÉÍÅÅÔ ×ÉÄ h ◦ ', ÇÄÅ h : U → U|ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ; ÉÍÅÅÍ(h ◦ ')∗(d(h−1 ◦ '−1)∗!) = '∗ ◦ h∗d(h−1∗ ◦ '−1∗)! == '∗ ◦ h∗ ◦ h−1∗(d('−1 ∗ !)) = '∗(d('−1 ∗ !))(ÍÙ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÌÉ d É h−1∗ ××ÉÄÕ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌÁ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ × Rn). þÅÔÙÒÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÁË Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙ-ÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ × Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ.òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÕÓÔØ !|ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X . ï�ÒÅÄÅÌÉÍd! ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂X , ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆ-ÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × Rn, �ÏÌÏÖÉÍ �U = d(!|U ); ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �U |U∩V = �V |U∩V ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ U É V , ÔÁËÞÔÏ ×ÓÅ �U ÓËÌÅÉ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕ �; �ÏÌÏÖÉÍ � = du.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔØÌÏËÁÌØÎÏ, Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍ × Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ, ÍÙ ÉÈ ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ×ÓÅ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ. 30. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï �Å�ÑÍóÅÊÞÁÓ ÍÙ ××ÅÄÅÍ ÔÅ �k-ÍÅÒÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ�, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k.



30. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï �Å�ÑÍ 223ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.1. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÏÊ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (U;'), ÇÄÅ U ⊂ Rk|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ' : U →X|ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÎÁÛÁ k-ÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ (ÔÏÞÎÅÅ, ÅÅÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ') ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × X ÂÙÔØ ÎÅÏÂÑÚÁÎÁ (�ÒÉÍÅÒ: X = R2, U = R, '(t) = (t2; t3)).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.2. ðÕÓÔØ (U;') | k-ÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ 
k(X). �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÜÔÏÊ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ZU f dy1 : : : dyk, ÇÄÅ '∗! = f dy1 ∧ : : : ∧ dyk.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �ÏÞÔÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ':ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.3. ðÕÓÔØ (U;')| k-ÍÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ X É �ÕÓÔØ  : V → U|ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÑËÏÂÉÁÎÏÍ, ÇÄÅ V ⊂ Rk | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊÆÏÒÍÙ ! ∈ 
k(X) ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅÅ �Ï k-ÍÅÒÎÙÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ (U;')É (V; ' ◦  ) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ '∗! = f dy1 ∧ : : : ∧ dyk. �ÏÇÄÁ (' ◦  )∗! ==  ∗('∗!) = (f ◦  ) · J( ) dy1 ∧ : : : ∧ dyk, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ J( ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ  . îÁÍ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ZU f dy1 : : : dyk == ZV (f ◦  ) · J( ) dy1 ∧ : : : ∧ dyk; �ÏÓËÏÌØËÕ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, J( )> 0 ×ÓÀÄÕÎÁ V , ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ × ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ.éÔÁË, ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �Ï ÎÁÛÉÍ �k-ÍÅÒÎÙÍ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÍ� ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ�ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ (�ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ�). îÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ� × ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÍÙÓÌ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ; ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ 1-ÆÏÒÍÙ �ÏËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ)ÔÏÞËÁ ÂÅÖÉÔ �Ï ËÒÉ×ÏÊ, ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÖÅÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÚÁÍÅÎÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ (�ÏÂÒÁÔÉÍÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ�), ÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÓÍÅÎÉÔ ÚÎÁË ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÙÊ.�Å�ÅÒØ ÄÁÄÉÍ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÔÅÏÒÅÍÙ�.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ: �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). ðÕÓÔØV | k-ÍÅÒÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X, É �ÕÓÔØ �V |ÇÒÁÎÉ�Á



224 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÜÔÏÊ k-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ! ∈
k−1(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅ-ÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∫�V ! = ∫V d!:óÌÏ×Ï ÔÅÏÒÅÍÁ ÍÙ ×ÚÑÌÉ × ËÁ×ÙÞËÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÇÒÁÎÉ�Ù k-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, Á �ÒÉ �Ï�ÙÔËÅ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÄÁÔØ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ÷ÉÄÉÍÏ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù k-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 30.1 ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÏËÁÚÁÌÁÓØ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ. ÷�ÒÏÞÅÍ,ÎÉËÔÏ Ë ÜÔÏÍÕ É ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ: Õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅÏÄÏÌÅ×Á-ÅÔÓÑ, ÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÉ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.1 ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÔÓÑÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Õ ÏÂßÅËÔÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÀÔÓÑ k-ÆÏÒ-ÍÙ, ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÁÊ. �ÁËÉÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ �ÏÎÑÔÉÑ k-ÍÅÒÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á. ïÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÇÌÁÄËÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ �Å�Ø�, Á ÄÒÕÇÏÅ| �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ�. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×Å ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÎÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÅ ÔÅÏÒÉÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ�Å�ÅÊ.óÏÇÌÁÛÅÎÉÅ 30.5. ðÕÓÔØ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rk ÉX|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : M →
→ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔ-ËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊃M ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÌÏÇÌÁÄËÉÍ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.6. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �k ⊂ Rk, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÔÏÞÅËe0; e1; : : : ; ek, ÇÄÅ e0 | ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ei �ÒÉ 1 6 i 6 k| ÔÏÞËÁ,Õ ËÏÔÏÒÏÊ i-Ñ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ|ÎÕÌÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.7. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. çÌÁÄËÉÍ ÓÉÎ-ÇÕÌÑÒÎÙÍ k-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ × X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ-ÇÌÁÛÅÎÉÑ 30.5) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : �k →X .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 30.8. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏ×Ï �ÇÌÁÄËÏÅ�ÎÁ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ�, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ,ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. îÅÇÌÁÄËÉÅÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ÔÁËÖÅ ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÄÌÑ ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Á ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ. þÁÓÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ �ÒÏÓÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÁÍÉ.



30. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï �Å�ÑÍ 225ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.9. ðÕÓÔØ �|(ÇÌÁÄËÉÊ) k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ-�ÌÅËÓ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ 
k(X). éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! �ÏÓÉÍ�ÌÅËÓÕ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ! �Ï k-ÍÅÒÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÉ (Int(�k); �|Int(�k)) × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 30.2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Z� !.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ �Ï ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁËËÁË ÆÕÎË�ÉÑ f , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �∗! = f dy1 ∧ : : : ∧ dyk, ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �n É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÁ.óÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ| ÜÔÏ ÞÔÏ-ÔÏ ×ÒÏÄÅ �ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×� (ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× É Ô. Ä.) × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌÙ �Ï ÜÔÉÍ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ; ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ�Ï ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÆÉÇÕÒÁÍ, ÎÁÄÏ ÉÈ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅË-ÓÙ. üÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.10. k-ÍÅÒÎÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ �Å�ØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉXÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ k-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎ-ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.11. ðÕÓÔØ � = ∑i pi�i| k-ÍÅÒÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ �Å�ØÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈ 
k(X). éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! �Ï �Å�É � ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ Z� ! =∑i pi Z�i !.íÙ ××ÅÌÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ �Å�É ÒÁÄÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ÕÄÏÂÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÔØ ÉÈ ÇÒÁÎÉ�Ù. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.12. ðÕÓÔØ �| k-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , É �ÕÓÔØ i ∈ {0; 1; : : : ; k}. i-Ê ÇÒÁÎØÀ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ �i(�) == � ◦ �i : �k−1 → Rn, ÇÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �i : �k−1 → �k ÅÓÔØ ÁÆÆÉÎ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ e0(�k−1) × e0(�k), . . . , ei−1(�k−1)× ei−1(�k), ei(�k−1) × ei+1(�k), . . . , ek−1(�k−1) × ek(�k).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.13. çÒÁÎÉ�ÅÊ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (k − 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ �Å�Ø�� = k∑i=0(−1)i�i�:çÒÁÎÉ�ÅÊ k-ÍÅÒÎÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ �Å�É �=∑ pi�i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (k−1)-ÍÅÒ-ÎÁÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ �Å�Ø �� =∑ pi��i:



226 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒë ÜÔÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. îÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÇÒÁÎÉ-�Á k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÓÌÏÖÅÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ; ×Ï�ÒÏÓ × ÔÏÍ, �ÏÞÅÍÕÜÔÉÍ ÇÒÁÎÑÍ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÚÎÁËÉ. ïÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÔÕÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙÓÕÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ) × X , ÓÎÁÂÖÅÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�É-ÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ÎÁÄÏ×ÙÂÒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ �ÏÒÑÄÏË �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑÎÁÛÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÜÔÏ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË. åÓÌÉ s|�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á {0; 1; : : : ; k}, ÔÏ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ � ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓ � ◦ fs, ÇÄÅ fs : �k →�k|ÁÆÆÉÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÊÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ s. åÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÁ s ÞÅÔÎÁ, ÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Z � ◦ fs! = Z� !ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ! ∈ 
k(X); ÅÓÌÉ ÖÅ s|ÎÅÞÅÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÔÏ ÑËÏÂÉÁÎ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ fs ÒÁ×ÅÎ −1, É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ k-ÆÏÒÍÙ ! ÉÍÅÅÍ
∫ � ◦ fs! =−

∫� ! = ∫

−� !(ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.11). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ| ÜÔÏ �ÒÏ-ÓÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÒÑÄËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁÞÅÔÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.çÒÁÎÉ�Õ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ, ÒÁ-ÚÕÍÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÓÁÍÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ. üÔÉÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ ÇÒÁÎÉÎÏÍÅÒ i (×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ËÒÏÍÅ i-Ê | ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ 30.12) ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÂÙ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ×ÅÒ-ÛÉÎ ×ÓÅÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ × �ÏÒÑÄËÅ �ÓÎÁÞÁÌÁ i-Ñ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÚÁÔÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙi-Ê ÇÒÁÎÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ� Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÁ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 30.13 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏÍÕÓÌÏ×ÅÓÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ.þÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÅÒÔÅÖÉ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÅ× k = 2 É 3. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ Õ×ÉÄÉÔ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÇÒÁÎÉ�ÙÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 30.13 ÚÁÄÁÅÔ ÅÅ ÏÂÈÏÄ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ (�ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÅÓÌÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÓÁÍÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄÏÍ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ).÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÎÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏËÁÖÕÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÚÇÌÑÄÅ ÉÚÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÂÈÏÄÁ ×ÅÒ-ÛÉÎ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ (ÌÉÂÏ ×ÓÅ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÌÉÂÏ×ÓÅ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ).åÝÅ ÏÄÎÏ Ï�ÒÁ×ÄÁÎÉÅ ×ÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏ× ÄÌÑ ÇÒÁÎÉ�Ù ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ. åÇÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏ×. åÓ-



30. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï �Å�ÑÍ 227ÌÉ ÚÎÁËÉ ÄÌÑ ÇÒÁÎÅÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÇÒÁÎÉ�Õ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ, ×ÙÂÒÁÎÙ ÒÁÚÕÍ-ÎÏ, ÔÏ ÜÔÁ ÇÒÁÎÉ�Á ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÔØ �ÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ� É Õ ÎÅÅ ÇÒÁÎÉ�ÙÂÙÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ. �ÁË ÏÎÏ É �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 30.14. �(��) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÊ �Å�É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ �|ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �(��) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ (Ó ËÁËÉ-ÍÉ-ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) �ÇÒÁÎÅÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ä×Á� (ÇÒÁÎÅÊ ÇÒÁÎÅÊ)ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎØ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÁÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j, ÇÄÅ i < j, ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ×ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÒÁÚÁ: �ÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �i(�j�), É ×ÔÏ-ÒÏÊ ÒÁÚ| ËÁË ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × �j(�i�). ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÅÄ ÎÅÊ ÓÔÏÉÔËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ (−1)i+j , Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ (−1)i+j−1, ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ× �(��) ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÕÔÏÞÎÑÀÝÕÀ ÎÅÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 30.4.�ÅÏÒÅÍÁ 30.15 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ, �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ). ðÕÓÔØ �|ÓÉÎÇÕ-ÌÑÒÎÁÑ k-�Å�Ø ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ! ∈
k−1(X). �ÏÇÄÁ Z�� ! = Z� d!.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �Ï �Å�É É ÇÒÁÎÉ�Ù �Å�ÉÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ � : �k →X|ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ ÓÏ ×ÚÑÔÉÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ!|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅË-ÓÁ �k ⊂ Rk. åÝÅ ÒÁÚ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ !=f dx1∧ : : :∧ d̂xi ∧ : : :∧dxk , ÇÄÅ 16 i6k (ÛÌÑ�ËÁ ÎÁÄ ÓÏÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ Ï�ÕÝÅÎ). �ÏÇÄÁ d!=(−1)i−1 �f�xi dx1∧: : :∧dxk ,É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(−1)i−1 ∫�k �f�xi dx1 : : : dxk:ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ dx1 ∧ : : : ∧ d̂xi ∧ : : : ∧ dxk ÎÁ ËÁÖÄÕÀÇÒÁÎØ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ �k, ËÒÏÍÅ �0 É �i, ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÎÁ
∫�0�k ! + (−1)i ∫�i�k !: (30.1)



228 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ÷ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (30.1) ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÓÔÏ(−1)i ∫�k−1 f(y1; : : : ; yi−1; 0; yi; : : : ; yk−1) dy1 : : : dyk−1;Á �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.éÍÅÎÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ �k−1 × �0�k, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ �ÏÒÑ-ÄÏË ×ÅÒÛÉÎ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ : (y1; : : : ; yk−1) 7→ (1− y1 − : : :− yk−1; y1; : : : ; yk−1);ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ∗! = (−1)i−1f(1− y1 − : : :− yk−1; y1; : : : ; yk−1) dy1 ∧ : : : ∧ dyk−1;ÔÁË ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (30.1) ÒÁ×ÎÏ(−1)i−1 ∫�k−1 f(1− y1 − : : :− yk−1; y1; : : : ; yk−1) dy1 : : : dyk:óÄÅÌÁÅÍ × ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ ÚÁÍÅÎÕ y1 = z2, y2 = z3, . . . , yi−1 = 1− z1 − : : :: : :− zk−1, yi = zi, . . . , yk−1 = zk−1. üÔÁ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓ �k−1× ÓÅÂÑ, Á ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÅÅ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ÔÁË ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × (30.1) ÒÁ×ÎÏ(−1)i−1 ∫�k−1 f(z1; : : : ; zi−1; 1− z1 − : : :− zk−1; zi; : : : ; zk) dz1 : : : dzk:óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ×ÓÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÁËÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:(−1)i−1 ∫�k �f�xi dx1 : : : dxk == (−1)i−1 ∫�k−1 f(z1; : : : ; zi−1; 1− z1 − : : :− zk−1; zi; : : : ; zk) dz1 : : : dzk ++ (−1)i ∫�k−1 f(y1; : : : ; yi−1; 0; yi; : : : ; yk−1) dy1 : : : dyk−1:åÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ (−1)i, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ ËÁË �ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ�Ï dyi, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂ-ÎÉ�Á). 31. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍîÁ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ×ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ. îÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÙ�Ï �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ Ó ËÒÁÅÍ�. îÁÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.



31. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ 229ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.1. ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÎÁÄ R. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: Ä×Á ÂÁ-ÚÉÓÁ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ), ÅÓ-ÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ.÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÂÒÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÏÒÉÅÎÔÁ-�ÉÉ. åÓÌÉ f : V1 → V2|ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞÅÍ V1ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ V2 (ÏÂÒÁÚ��ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ� ÂÁÚÉÓÁ × V1 ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ × V2).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X | ÜÔÏ ×ÙÂÏÒ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å Tx ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÒÉÅÎ-ÔÁ�ÉÑ × Tx ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ x. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖ-ÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÍ, Á ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ,| ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ.ëÁË ×ÏÄÉÔÓÑ, × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÞÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ. ïÔ×ÅÔ ÔÁËÏ×:ÅÓÌÉ U ⊂X|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉx1; : : : ; xn, ÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØW ∋ p,W ⊂ U ,ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÉÚ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ��x1 ; : : : ; ��xn ÏÄÉÎÁ-ËÏ×Á (×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÉÌÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ) ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈÍÎÏÖÅÓÔ×Á W . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑËÏÂÉÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔ-ÓÑ × ÎÕÌØ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÚÎÁË, ÉÚ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÉ-ÍÏÓÔØ É × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.ðÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ 31.3. ëÁË ÍÙ ×ÓËÏÒÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏÚÁÄÁÔØ ÎÅ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÓÑËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.÷ÏÔ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.4. ðÕÓÔØ f : Rn → R|ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍX = {x ∈ Rn : f(x) = 0}, É �ÕÓÔØ f ′(x) 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈X. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.



230 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 20.2 X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ �ÏÄ-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × Rn; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑX ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn É ÄÉÆ-ÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : U → V , ÇÄÅ V ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁÀ-ÝÉÊ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ '(X ∩ U) = {(y1; : : : ; yn) ∈ V : y1 = 0}, �ÒÉÞÅÍy1 = f ◦ '−1. �Å�ÅÒØ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ Rn É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vn−1 × TxX �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÂÁÚÉÓ ��x1 ; '′(v1); : : : ; '′(vn−1). îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÒÉÍÅÒ 31.5. ðÕÓÔØ X = Sn ⊂ Rn+1 (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ). ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x21 + : : : + x2n+1 − 1 = 0, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 31.4, ÓÆÅÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÁ. âÏÌÅÅ ÔÏ-ÇÏ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÏÒÉÅÎÔÁ-�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ × Rn+1; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x = (x1; : : : ; xn+1) ∈ Sn �ÕÓÔØex = (x1; : : : ; xn+1) ∈ TxRn+1 ∼= Rn+1 (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ). (éÎÙ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ex|ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÓÆÅÒÅ × ÔÏÞ-ËÅ x É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ �ÎÁÒÕÖÕ�.) ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ (v1; : : : ; vn)× TxSn ⊂ TxRn+1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ, ÅÓÌÉ ÂÁÚÉÓ (ex; v1; : : : ; vn)× TxRn+1 ∼= Rn+1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊÎÁÍÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ × Rn+1.�áÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� �, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÏÞËÕ ÓÆÅÒÙ × ÄÉÁÍÅ-ÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÔÕ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ nÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÅÅ �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �∗(ex) = e�(x), ÔÁË ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ (v1; : : : ; vn)|ÂÁÚÉÓ × TxX , ÔÏ ÂÁÚÉÓ (�∗(v1); : : : ; �∗(vn)) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÔÁË ÖÅ, ËÁË ÂÁÚÉÓ (v1; : : : ; vn), ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅx 7→ −x, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÉÚ Rn+1 × Rn+1, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.6. ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÙÔØ ÔÁËÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÊ ÑËÏÂÉÁÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X �ÏËÒÙÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ ' : U → V ⊂ Rn Ó ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�ÅÒÅÈÏÄÁ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ Rn É �ÅÒÅÎÅÓÅÍ ÅÅ Ó�ÏÍÏÝØÀ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ('−1)∗ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÅÊ U ⊂X . ðÏÓËÏÌØËÕ ÑËÏÂÉÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ,ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxX ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏ-ÇÏ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁËÏÊ ÉÚ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÏÎÁ



31. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ 231××ÏÄÉÌÁÓØ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ X × ~X, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ x 7→ (x; "x), ÇÄÅ "x|××ÅÄÅÎÎÁÑ �Ï ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ TxX .ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ É X = ⋃� U� | �ÏËÒÙÔÉÅ Ó×ÑÚ-ÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ × RnÉ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÁË. åÓÌÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ'� : U� → V� ⊂ Rn ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ Ó ÎÉÍ ÄÅÌÁÔØ ÎÅÂÕÄÅÍ, Á ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔ, ÔÏ ÓËÏÍ�ÏÎÕÅÍ ÅÇÏ Ó ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ Rn ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ�ÅÒÅÈÏÄÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.7. çÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÎÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ !|ÆÏÒÍÁ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ; ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁX ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓ v1; : : : ; vn ×
TxX �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ !x(v1; : : : ; vn) > 0. �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÎÁ ×ÓÅÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÎÁ; × ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍ ! = f dx1 ∧ : : : ∧ dxn, ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ f ÚÎÁËÏ�Ï-ÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ (Ó×ÑÚÎÏÊ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÚÎÁË !x( ��x1 ; : : : ; ��xn) �ÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÎÁÛÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏ.ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅX ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ. ðÏËÒÏÅÍ X ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ {U�}�∈A É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ U� �ÏÓÔÒÏ-ÉÍ ÆÏÒÍÕ !� ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ × ÎÕÌØ É �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÕÀ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ| ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ,ÔÁË ËÁË ×ÓÅ U� ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÙ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ × Rn. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù {'�}�∈B, �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÀ
{U�}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � ∈ B ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ i(�) ∈ A, ÞÔÏ supp'� ⊂ U�.ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ! = ∑� '�!i(�) (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÍÍÉÒÕÀÔÓÑ ÎÅ ÓÁÍÉÆÏÒÍÙ '�!i(�), Á ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÕÌÅÍ ÎÁ ×ÓÅ X). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ! �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÅÝÅ ÏÄÉÎ, ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÅÍÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.8. ðÕÓÔØ X|Ó×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÉÍ ÎÁËÒÙÔÉÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ-



232 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏÂÒÁÚÉÅ ~X ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � : ~X →X , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ.~X ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ëÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ~X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ�ÁÒ (x; "), ÇÄÅ x ∈X É "|ÏÄÎÁ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ×ÅËÔÏÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxX ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÁÒÕ (x; ") × ÔÏÞ-ËÕ x ∈X .ìÏËÁÌØÎÙÅ ËÁÒÔÙ. ðÕÓÔØ U ⊂X|ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Ó ÌÏ-ËÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ' : U → V ⊂ Rn; ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÎÅÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ (x; ") ∈ ~X, ÇÄÅ x ∈ U , Á "|ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ TxU = TxX . æÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÕÔ ÔÅÍÉÖÅ ÓÁÍÙÍÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X .�Ï�ÏÌÏÇÉÑ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ~X ÏÂßÑ×ÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ× Rn ×ÓÅ ÅÇÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ (ÔÏÞÎÅÅ,ÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÁÒÔ). òÁ×ÎÏÓÉÌØ-ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ: ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ~X|ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : ~X →X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (Ä×Õ-ÌÉÓÔÎÙÍ) ÎÁËÒÙÔÉÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.9. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÀÝÅÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ��ÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ�: ÅÓÌÉ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ ×ÙÂÅ-ÒÅÍ ÎÁ ÎÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ s : X → ~X �Ï ÆÏÒÍÕÌÅs : x 7→ (x; "), ÇÄÅ "|ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ TxX , ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.��ÏÇÄÁ�: ðÕÓÔØ s : X → ~X|ÓÅÞÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ x ∈X É s(x) = (x; "), ×Ù-ÂÅÒÅÍ ÎÁ TxX ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ".ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÇÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ ~X → X , ÇÄÅ XÓ×ÑÚÎÏ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÌÉÂÏ ~X Ó×ÑÚÎÏ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅ-ÞÅÎÉÑ Õ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÅÔ, ÌÉÂÏ ~X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ,ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ (Á × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ)ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÁ X , É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,ÌÉÂÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Õ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÌÉÂÏÜÔÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÛÔÕËÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 31.10. ÷ÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.ðÒÉÍÅÒ 31.11. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RPn ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÕÅÍÏ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n.



31. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ 233ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ n ÎÅÞÅÔÎÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀÎÁ ÓÆÅÒÅ Sn É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ (Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙ-ÔÉÅ) p : Sn → RPn. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, p ◦ �= p, ÇÄÅ �|ÁÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 31.5. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ RPn ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÏÂÒÁÚ y ∈ p−1(x) É �ÅÒÅÎÅÓÅÍ × TxRPn ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÉÚ TY SnÓ �ÏÍÏÝØÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ p∗. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ x ÒÁ-×ÅÎ �(y) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÆÅÒÙ,�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ TxX ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ�ÒÏÏÂÒÁÚÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n ÞÅÔÎÏ. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ Sn.îÁ ÓÅÊ ÒÁÚ ÁÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÏÂÒÁÝÁÅÔ(ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 31.5), ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ y É �(y)|Ä×Á �ÒÏÏÂÒÁÚÁ ÔÏÞËÉ x ∈ RPn�ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p, ÔÏ p∗ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÏÒÉÅÎ-ÔÁ�ÉÉ ÎÁ TxRPn|ÏÄÎÕ Ó ÔÏÞËÉ y, ÄÒÕÇÕÀ Ó ÔÏÞËÉ �(y). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,×ÓÑËÕÀ �ÁÒÕ (x; "), ÇÄÅ x ∈ RPn É "| ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ TxRPn, ÍÏÖÎÏÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ �ÒÏÏÂÒÁÚÏ× ÔÏÞËÉ x �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ p, ÔÏÅÓÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ u : Sn → R̃Pn, ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙÍ Ó �ÒÏÅË�ÉÑÍÉ ÎÁ Sn(ÔÏ ÅÓÔØ � ◦ u = p). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, RPn �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏÅË�ÉÑ p : Sn → RPn ÉÍÅÅÔ ÓÅÞÅÎÉÅ, Á ÜÔÏÎÅ×ÅÒÎÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÉÎÇÒÅÄÉÅÎÔÕ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÉÉ| ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑÍ Ó ËÒÁÅÍ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ × Rn.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÄÏÇÏ×ÏÒÉÍÓÑ, × ÒÁÓÛÉÒÅ-ÎÉÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ 30.5, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ä×ÕÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× × Rn ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÉÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊÓÑÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 31.12. ðÕÓÔØHn = {(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : x1 > 0}:ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hn ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.13. n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÓÏ ÓÞÅÔÎÏÊ ÂÁÚÏÊ, ÎÁÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.(1) X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× U�,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ.



234 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(2) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U� ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ'� : U� → V�, ÇÄÅ V� ⊂Hn|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.(3) ðÕÓÔØ U� É U� | Ä×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ó ÎÅ�ÕÓÔÙÍ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ'�� : '�(U� ∩ U�)→ '�(U� ∩ U�);ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ '�('−1� (x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Hn.�ÁË ËÁË ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÁË ÍÙ ÉÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÌÉ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÂßÅÍ-ÌÀÝÉÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Hn ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ1. óÔÁ-ÌÏ ÂÙÔØ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÓÏÒÔÁ: ÔÏÞËÉ,ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÁËÉÈ-ÔÏ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÌÀÂÙÈ) ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ Hn, É ÔÏÞËÉ, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å Hn. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑËÒÁÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �X . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÒÁÊ n-ÍÅÒÎÏ-ÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÕÄÅÔ (n− 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ÕÖÅ ÂÅÚ ËÒÁÑ).(íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅÍ ÂÅÚ ËÒÁÑ.)�É�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ ÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.14. ðÕÓÔØ X|n-ÍÅÒÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÂÅÚËÒÁÑ), É �ÕÓÔØ f|ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ X. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f ′(x) 6= 0× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË x ∈X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) = 0. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
{x ∈X : f(x)> 0}Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Ó ËÒÁÅÍ.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ É ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × Hn ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÙÅ É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÁÔÒÉ�Ù ñËÏÂÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈÓ ËÒÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ËÁË ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ × ×É-ÄÅ ∑ fi1;:::;ik dxi1 ∧ : : : ∧ dxik É �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅÓÑ �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ �ÒÁ×É-ÌÁÍ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ1�Ï ÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Ï �ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ� ÎÁ �ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ�, ÎÏÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÎÁÄÏ �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ.



31. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍ �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ 235ÑËÏÂÉÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑ Ó ËÒÁÅÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔÅÊ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÑËÏÂÉÁÎÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.15.ðÕÓÔØX|ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ n-ÍÅÒ-ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ. �ÏÇÄÁ ÎÁ �X ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÕÀÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÂßÑ×ÉÍ ÂÁÚÉÓ (v1; : : : ; vn−1) × Tx�X�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ÂÁ-ÚÉÓ × TxX ×ÉÄÁ (e; v1; : : : ; vn−1), ÇÄÅ e|×ÅËÔÏÒ × TxX , ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ�ÎÁÒÕÖÕ� ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ËÁËÉÈ-ÔÏ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É × ÌÀÂÙÈ) ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ×ÅËÔÏÒ e �Å-ÒÅÈÏÄÉÔ × ×ÅËÔÏÒ a1 ��x1 + : : :+ an ��xn Ó ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ a1.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ ÉÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÒÕÖÕ�×ÅËÔÏÒÁ e ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.�ÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ�Å�ÅÒØ ×ÓÅ ÇÏÔÏ×Ï ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. úÁ-ÆÉËÓÉÒÕÅÍ × Rn ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 31.16. ðÕÓÔØ X| n-ÍÅÒÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁÅÍ). ðÕÓÔØ ' : U → X | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ,ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÇÄÅ U ⊂Hn|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É�ÕÓÔØ ! ∈ 
n(X)|ÔÁËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÞÔÏ supp! ËÏÍ-�ÁËÔÅÎ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × '(U). åÓÌÉ '∗! = f dx1 ∧ : : : ∧ dxn, ÔÏ ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌ Z

Rn f dx1 : : : dxn ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÁÒÔÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ  : V → X |ÄÒÕÇÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ, ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ supp! ⊂  (V ); �ÏÌÏÖÉÍ  ∗! == g dy1 ∧ : : : ∧ dyn. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ËÁÒÔÙ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÑËÏ-ÂÉÁÎ �(x1; : : : ; xn)�(y1; : : : ; yn) �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÍÅÅÍ:
∫

Rn f dx1 : : : dxn = ∫

Rn f �(x1; : : : ; xn)�(y1; : : : ; yn) dy1 : : : dyn = ∫

Rn g dy1 : : : dyn;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.äÏËÁÚÁÎÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅËÏÒÒÅËÔÎÏ.



236 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.17. ðÕÓÔØ ! ∈ 
n(X) | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ,ÇÄÅ X|ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÍ, ÞÔÏ supp! ËÏÍ�ÁËÔÅÎ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × '(U), ÇÄÅ ' : U →X|ÓÏÈÒÁ-ÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ. �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÏÒÍÙ ! �ÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ Z

Rn f dx1 : : : dxn, ÇÄÅ '∗!=f dx1 ∧ : : :: : : ∧ dxn. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ZX !.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.18. ðÕÓÔØ !|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒ-ÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Ó ËÒÁ-ÅÍ X . �ÏÇÄÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ! �Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÞÉÓÌÏ∑ ZX fi!, ÇÄÅ {fi}|ÇÌÁÄËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÄÞÉÎÅÎÎÏÅ �Ï-ËÒÙÔÉÀ X ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ, Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ×ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 31.17. ïÔ ×ÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ; ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÎÏ ZX !.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÒÒÅËÔÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ × ÌÅË�ÉÉ 28.îÁËÏÎÅ�, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 31.19. ðÕÓÔØ X |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ËÒÁÅÍ),Y ⊂X|ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k, É !∈
k(X).�ÏÇÄÁ �ÏÌÁÇÁÅÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ZY ! = ZY i∗!, ÇÄÅ i : Y → X | ×ËÌÀ-ÞÅÎÉÅ.�Å�ÅÒØ ÎÁËÏÎÅ� ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ óÔÏËÓÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 31.20 (ÔÅÏÒÅÍÁ óÔÏËÓÁ: ×ÔÏÒÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ). ðÕÓÔØ X|n-ÍÅÒ-ÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÒÁÅÍ É ! ∈ 
n−1(X)|ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. �ÏÇÄÁ
∫�X ! = ∫X d!;ÇÄÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ �X ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÁ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÎÁ X × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ 31.15.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÖÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁsupp! ⊂ '(U), ÇÄÅ U ⊂ Hn ÏÔËÒÙÔÏ É '| ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÁÒÔÁ. ðÏÌÏÖÉÍ '∗! = f dx1 ∧ : : : ∧ d̂xi ∧ : : : ∧ dxn É ÒÁÚÂÅÒÅÍÄ×Á ÓÌÕÞÁÑ.1. U ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Hn. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Z�X ! = 0, ÎÏ É

ZX d! =±
Z

Rn �f�xi dx1 : : : dxn = 0 (Ó×ÅÄÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ Ë �Ï×ÔÏÒÎÏÍÕ, ÎÁÞÁ×Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï dxi, É �ÒÉÍÅÎÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂÎÉ�Á).



32. ä×Á ÓÌÏ×Á Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ 2372. U ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Hn. åÓÌÉ i 6= 1, ÔÏÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÁË ËÁË !|�X = 0, Á �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �Ï ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ, ÞÔÏ É × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (�Ï×ÔÏÒÎÏÅÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï R �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ�Ï xi ÏÔ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ). åÓÌÉ, ÎÁËÏÎÅ�,i = 1, ÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ Z

Rn �f�x1 dx1 : : : dxn, Á ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×-ÎÁ −
ZRn−1 f(0; x2; : : : ; xn) dx2 : : : dxn (ÚÎÁË �ÍÉÎÕÓ� ×ÏÚÎÉË, ÔÁË ËÁË ÂÁ-ÚÉÓ ��x2 ; : : : ; ��xn × ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë �Hn ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÎÁÛÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÉ). �Å�ÅÒØ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ Ó ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï dx1 (�ÒÉÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ|ìÅÊÂ-ÎÉ�Á).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 31.21. åÓÌÉ !|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n − 1(Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ) ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ X ÂÅÚ ËÒÁÑ, ÔÏ ZX d! = 0.32. ä×Á ÓÌÏ×Á Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁèÏÔÑ ÒÑÄ �ÏÎÑÔÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ 〈: : :〉 É ××ÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚÏÓÏÂÏÇÏ ÔÒÕÄÁ, �Ï�ÙÔËÉ ÉÈ ÓÅÒØÅÚÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ× �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÔÒÅÂÕÀÔ ÒÁÚ-×ÉÔÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Á��ÁÒÁÔÁ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏÎÉËÁËÉÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÑÍÉ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.â.á.äÕÂÒÏ×ÉÎ, ó.ð.îÏ×ÉËÏ×, á.�.æÏÍÅÎËÏ. óÏ-×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. í.: îÁÕËÁ, 1979.îÁÞÎÅÍ Ó ÔÁËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.1. ðÕÓÔØ !| ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÅÓÌÉ d! = 0, É ÔÏÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ �, ÞÔÏ ! = d�.éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 29.15 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÏÞÎÏÊ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.2. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-Ê ÇÒÕ��ÏÊËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ k-ÆÏÒÍ �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÔÏÞÎÙÈ k-ÆÏÒÍ1. ïÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ: HkDR(X).1òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÇÒÕ��Á, Á ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, ÎÏ ÔÁË ÕÖÇÏ×ÏÒÑÔ.



238 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒïÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÙ �ÒÉ ÇÌÁÄËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔÚÁÍËÎÕÔ (ÅÓÌÉ d! = 0, ÔÏ d(f∗!) = f∗d! = 0), Á ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞÎÏÊÆÏÒÍÙ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → YÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� (×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×) ËÏÇÏÍÏÌÏ-ÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ f∗ : H iDR(Y ) → H iDR(X), ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ��ÒÏÔÉ× ÔÅÞÅÎÉÑ�(ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÜÔÏÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÏÂÒÁÔÎÙÊÏÂÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗ (ÔÏ ÖÅÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÆÏÒÍ).ðÏÚÎÁËÏÍÉÍÓÑ Ó ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÄÅ òÁÍÁ �ÏÂÌÉÖÅ. ðÏ ÓÁÍÏÍ�Õ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÀ, HkDR(X) = 0, ÅÓÌÉ k ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ dimX . îÁÊÄÅÍH0DR(X). �ÏÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÕÌØ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÔ (ÔÁË ËÁË ÎÅÔ ÆÏÒÍ ÓÔÅ-�ÅÎÉ −1), Á ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÕÌØ| ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ Õ ÔÁËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ 0-ÆÏÒÍ ÎÁ X (ÏÎÏ ÖÅ H0DR(X)) ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ,�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÅÓÌÉ X Ó×ÑÚÎÏ, ÔÏ H0DR(X) = R.ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÝÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.3. åÓÌÉ X = R, ÔÏ H0DR(X) = R, H1DR(X) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÏ H1DR ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Å. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊÚÁÍËÎÕÔÁ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÑËÁÑ 1-ÆÏÒÍÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÔÏÞ-ÎÁ: ÅÓÌÉ ! = f(x) dx, ÔÏ ! = dF , ÇÄÅ F |ÌÀÂÁÑ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÉ f .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.3 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.4. H0DR(Rn) = R, H iDR(Rn) = 0 �ÒÉ i > 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÁÑ ! ∈ 
r(Rn) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ! = ∑16i1<:::<ir6n fi1;:::;ir dxi1 ∧ : : : ∧ dxir :äÌÑ 06 r 6 n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
rk �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï r-ÆÏÒÍ, × ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ dxj �ÒÉ j > k (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 
r0 = {0}, Á 
rn =
r(Rn)).äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:ÅÓÌÉ r > 0 É ÆÏÒÍÁ ! ∈ 
rk ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÔÏ ! = d� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÊ � ∈ 
r(Rn).



32. ä×Á ÓÌÏ×Á Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ 239ðÒÉ k = 0 ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ k ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ,É �ÕÓÔØ ! ∈ 
rk+1 |ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ; ÉÍÅÅÍ ! = !1 + dxk+1 ∧ !2, ÇÄÅ!1 ∈ 
rk É !2 ∈ 
r−1k+1. �ÁË ËÁË d! = 0, ÉÍÅÅÍd!1 = dxk+1 ∧ d!2: (32.1)ðÏÓËÏÌØËÕ !1 ∈ 
rk, × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (32.1) ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÅ É dxk+1, É dxj �ÒÉ j > k + 1; ÔÁË ËÁË × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ dxk+1, ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ dxj �ÒÉj > k + 1, ÎÅÔ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ dxj �ÒÉ j > k + 1,ÎÅÔ É × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ, ÅÓÌÉ!2 = ∑16i1<:::<ir−16k fi1;:::;ir−1 dxi1 ∧ : : : ∧ dxir−1 ;ÔÏ �fi1;:::;ir−1=�xj = 0 �ÒÉ j > k + 1. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ 1 6 i1 < : : : < ir−1 6 k�ÏÌÏÖÉÍFi1;:::;ir−1(x1; : : : ; xn) = ∫ xk0 f(x1; : : : ; xk; t; xk+2; : : : ; xn) dt:ñÓÎÏ, ÞÔÏ �Fi1;:::;ir−1=�xk+1 = fi1;:::;ir−1 É ÞÔÏ Fi1;:::;ir−1 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ xj�ÒÉ j > k + 1. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ� = ∑16i1<:::<ir−16k Fi1;:::;ir−1 dxi1 ∧ : : : ∧ dxir−1 :�ÏÇÄÁ d� = dxk+1 ∧ !2 + !′, ÇÄÅ !′ ∈ 
rk. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ! − d� ∈ 
rk; �Ï-ÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, d(! − d�) = 0, ÉÍÅÅÍ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ! − d� = d�′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �′ ∈ 
r−1(Rn), ÏÔËÕÄÁ ! = d(� + �′), É ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ðÒÉ k = n ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 32.4.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ × Rn ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÅÎ Rn, Á ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ (ÂÅÚ ËÒÁÑ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ,ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÛÁÒÕ × Rn, ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 32.4 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.5 (ÌÅÍÍÁ ðÕÁÎËÁÒÅ). ðÕÓÔØ !|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑÆÏÒÍÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X. åÓÌÉ ! ÚÁÍËÎÕÔÁ,ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∋ X ÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ � ÎÁ U , ÞÔÏ !|U = d�.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÁ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÏÞÎÁ. �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÄÅ òÁÍÁ, ÉÚÍÅÒÑÀÝÉÅ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ



240 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÔÏÞÎÙÈ, ÎÅÓÕÔ × ÓÅÂÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓËÌÅÅÎÏ ÉÚ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ËÕÓËÏ×|ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÄÉÆÆÅÏ-ÍÏÒÆÎÙÈ ÛÁÒÁÍ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÉ-ÍÅÒÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ, Õ ÎÁÓ ÎÅ È×ÁÔÉÔ ÔÅÈÎÉËÉ. �÷ÒÕÞÎÕÀ�ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.6. åÓÌÉ X | ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ (ÂÅÚ ËÒÁÑ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, ÔÏ HnDR(X;R) 6= 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÑX . óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 31.7, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ∈ 
n(X), ÞÔÏ !x(v1; : : : ; !n)> 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈XÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ (v1; : : : ; vn) × TxX .óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, × ÌÀÂÙÈ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÈ ÆÏÒÍÁ ! ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ f(x1; : : : ; xn) dx1 ∧ : : : ∧ xn, ÇÄÅ ÆÕÎË-�ÉÑ f ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÆÏÒÍÙ �ÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ZX ! Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ZX ! 6= 0. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ óÔÏËÓÁ(ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 31.21) �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ; Ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ �Ï ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,! �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÌÁÓÓ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅÄÏËÁÖÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.7. ðÕÓÔØ X|ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.åÓÌÉ X ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏ HnDR(X) = R, Á ÅÓÌÉ X ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ, ÔÏHnDR(X) = 0.óËÁÖÅÍ ÅÝÅ ËÏÅ-ÞÔÏ Ï Ó×ÑÚÉ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÄÅ òÁÍÁ Ó ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ�Å�ÑÍÉ. ðÕÓÔØ !|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ X . �ÏÇÄÁ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈk-ÍÅÒÎÙÈ (ÇÌÁÄËÉÈ) ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ �Ï �ÒÁ×É-ÌÕ � 7→
Z� !. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁËÁÑ �Ï�ÁÌÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅÍÏÖÅÔ: ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �Ï ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ ÄÏÌÖÅÎ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ� ÚÁ-×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÚÕÍÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ). ïÔÂÒÏÓÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÓÑËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ�ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ� ÏÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.8. ðÕÓÔØ X| k-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÏÊ ËÏ-�Å�ØÀ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ 
 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á k-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× × R. íÎÏÖÅ-



32. ä×Á ÓÌÏ×Á Ï ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ ÄÅ òÁÍÁ 241ÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ËÏ�Å�ÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ck(X); ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ R (ÅÓÌÉ 
1 É 
2|ËÏ�Å�É, ÔÏ (
1 + 
2)(�) = 
1(�) ++ 
2(�); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ).ëÏ�Å�Ø, ÓÔÁ×ÑÝÕÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ � ÞÉÓÌÏ Z! �, ÇÄÅ !|ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ k-ÆÏÒÍÁ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ 
!.éÔÁË, ËÏ�Å�É| ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ; ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.9. ðÕÓÔØ 
 ∈ Ck(X). ëÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÏ�Å�É 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ (k + 1)-ÍÅÒÎÁÑ ËÏ�Å�Ø d
, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ(d
)(�) = k∑i=0(−1)i
(�i�):ðÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ! 7→ 
! ×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÏ-ÇÒÁÎÉ�Õ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.10. ðÕÓÔØ ! ∈ 
k(X). �ÏÇÄÁ d(
!) = 
d! (× ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ d ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÇÒÁÎÉ�Õ, × �ÒÁ×ÏÊ|×ÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ óÔÏËÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 30.15).íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏ�Å�É ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ �Å�ÑÈ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÏ�Å�É 
 �ÏÌÏÖÉÔØ 
(∑ni�i) =∑ni
(�i). ÷ ÔÁËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉ-ÑÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÇÒÁÎÉ�Ù ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏ: (d
)(�) = 
(��).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.11. ðÕÓÔØ 
|ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ ËÏ�Å�Ø. �ÏÇÄÁ d(d
) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ �ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 30.14: dd
(�) == (d
)(��) = 
(���) = 0.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 32.2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 32.12. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. k-ÍÅÒÎÁÑ ËÏ-�Å�Ø 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ d
 = 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÍÅÒÎÙÍ ËÏ�ÉËÌÏÍ. k-ÍÅÒ-ÎÁÑ ËÏ�Å�Ø 
, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ËÏ�Å�É, ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ k-ÍÅÒÎÏÊ ËÏÇÒÁÎÉ�ÅÊ. k-Ê ÇÒÕ��ÏÊ (ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ) ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á k-ËÏ�ÉËÌÏ× �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ k-ËÏÇÒÁÎÉ� (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.11�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ËÏÇÒÁÎÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ�ÉËÌÏÍ). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:Hk(X;R).(÷ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ËÏ�Å�É, ËÁËÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ|Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ



242 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÇÌÁÄËÉÈ|ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×; ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÍÅÔÏÄÁÁ�ÉËÌÉÞÎÙÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ�.)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 32.10 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ! 7→ 
! ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ËÏ�ÉËÌÙ, Á ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ| × ËÏÇÒÁÎÉ-�Ù. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ! 7→ 
! ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍ HkDR(X)→Hk(X;R).�ÅÏÒÅÍÁ 32.13 (ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÅ òÁÍÁ). çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ HkDR(X)→Hk(X;R),ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ! 7→ 
!, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÅ òÁÍÁ ÍÙ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ|ÄÌÑ ÜÔÏÇÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÅÒØÅÚÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÌÉÂÏ ÄÏ-×ÏÌØÎÏ ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ.33. �ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁúÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÏÌÑ �ÒÑÍÙÈ.÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÓÌÏ×Ï �ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÂÅÚËÒÁÑ�.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 33.1. ðÏÌÅÍ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÉÌÉ k-ÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï k-ÍÅÒ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Vx ⊂ Tx ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X , ÇÌÁÄËÏ ÚÁ-×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ x.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 33.2. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {Vx} ÎÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈XÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ∈ x É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ Y ⊂ U , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï TyY = Vy ⊂ TyX .k-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {Vx}.åÓÌÉ k = 1, ÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÖÅ �ÏÌÅ �ÒÑ-ÍÙÈ) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÑ X ÞÅÒÅÚ n + 1 (ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÂÏÌÅÅ �ÒÉ×ÙÞÎÙÍÉ);××ÉÄÕ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × Rn+1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Rn+1 ÞÅÒÅÚ (t; x1; : : : ; xn) É×ÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÒÑ-ÍÙÈ Vy ÄÌÑ y, ÂÌÉÚËÉÈ Ë x, ÎÅ ÂÙÌÁ �×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁ�|�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ t.



33. �ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ 243�ÏÇÄÁ �ÒÑÍÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = (t0; x1; : : : ; xn), ÍÏÖÎÏ ÚÁ-ÄÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉt 7→ (t0 + t; x1 + v1(t; x1; : : : ; xn)t; : : : ; xn + vn(t; x1; : : : ; xn)t);É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ|�ÒÏÓÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x′ = v(t; x), ÇÄÅ v = (v1; : : : ; vn).ðÒÉ k > 1, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ,�ÒÉÞÅÍ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÇÌÁÄËÏ-ÓÔÉ, Á �Ï ÂÏÌÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ| �ÏÂÝÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ� | �ÒÉÞÉ-ÎÁÍ. ÷ÏÔ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ É ÔÉ�ÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕ ! = dz − x dy × R3. îÁ ËÁÖÄÏÍ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, ÔÁË ÞÔÏÑÄÒÁ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏÌÅ 2-�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ × R3. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÌÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ. îÁ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ× R3 ÎÁÛÅ �ÏÌÅ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ×ÙÓÅËÁÅÔ �ÏÌÅ �ÒÑÍÙÈ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÜÔÉÍÉ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ ÜÔÉÈ �ÏÌÅÊ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ y = 
onst ÉÌÉ x= 0, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ dz, ÔÁËÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÓÅËÁÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x = ",ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ dz − " dy, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÓÅËÁÔØÓÑ �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ-ËÌÏÎÅÎÎÙÅ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ ar
tg " Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ(ÓÍ. ÒÉÓ. 6), ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ, ÄÏÌÖÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅ-

x y
z

"" O
òÉÓ. 6. ðÒÉÍÅÒ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ



244 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÒÅÚ ÔÏÞËÕ ("; "; 0), × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ " ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ë ÜÔÏÍÕÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÜÔÁ ÌÅË�ÉÑ, ÄÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ä×ÕÈ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y ⊂ X , ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y . �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ÞÁÓÔØ �ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ� × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 33.3 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ). k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �Ï-ÌÅÊ v É w, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ ËÁÓÁÅÔ-ÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. (çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ v ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ {Vx}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈X ÉÍÅÅÍ vx ∈ Vx.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁn-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ v1; : : : ; vk, ÅÓÌÉ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈X ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (v1)x; : : : ; (vk)x ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁ-ÚÉÓ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vx ⊂ TxX .(÷ÁÖÎÏÅ �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ: ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÑËÏÅ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ k Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÌÉÎÅÊ-ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ!)ìÅÍÍÁ 33.4. ðÕÓÔØ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÉ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ v1; : : : ; vk, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [vi; vj ℄ = 0 �ÒÉ×ÓÅÈ i É j. �ÏÇÄÁ ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÄÁÞÁ ÌÏËÁÌØÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ X|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn. ðÕÓÔØ x ∈X ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ g1t ; : : : ; gkt ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ (× ÔÏÞËÅ x), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÑÍ v1; : : : ; vk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ V |ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÁÌÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ × Rk; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: V → U , ÚÁ-ÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (t1; : : : ; tk) 7→ g1t1 ◦ : : : ◦ gktk(x): (33.1)ñÓÎÏ, ÞÔÏ � ÇÌÁÄËÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ x ÏËÒÅÓÔ-ÎÏÓÔØ V ′ ⊂ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �(V ′)| ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ÷ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ t = (t1; : : : ; tk) ∈ V É �(t) = y ∈ U . �ÏÇÄÁ ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÏÔÏËÁ Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ �′(t)(�=�tk) = vk(y). ðÏÓËÏÌØ-ËÕ, ÏÄÎÁËÏ, �ÏÌÑ vj �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 27.9 �ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ. õÍÅÎØÛÉÍÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ V ÂÙÌÉ Ï�ÒÅ-



33. �ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ 245ÄÅÌÅÎÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ gi1t ◦ : : : ◦ gikt (x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÉÎÄÅËÓÏ× i1; : : : ; ik. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �′(t)(�=�tj) = vj(y) ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ j (�ÏÓËÏÌØËÕ × (33.1) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ gj �ÒÉÍÅÎÑÌÏÓØ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ V ÉÍÅÅÍ�′(t)(TtV ) = V�(t); × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÍÍÅÒÓÉÅÊ; ÕÍÅÎØÛÁÑ ÅÝÅV , �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ �|×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ|ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ x.�Å�ÅÒØ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. ðÏ-�ÒÅÖÎÅ-ÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × Rn; �ÏÓÔÒÏÉÍÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x ∈X . äÌÑ ÜÔÏÇÏ×ÙÂÅÒÅÍ × Rn ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yn−k ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ �ÒÉ �ÒÏÅË�ÉÉ � ÎÁ �ÅÒ×ÙÅ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Vx ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÌÏÓØ ÎÁ Rk; ÕÍÅÎØÛÁÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔËÒÙÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ×ÓÑËÁÑ�ÒÏÅË�ÉÑ prp = �′(p)|Vp → Rk ÄÌÑ p ∈ X . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ�=�x1; : : : ; �=�xk ÎÁ Rk; × ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÏÎÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÏÄ-ÎÉÍÁÀÔÓÑ ÄÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ v1; : : : ; vk ÎÁ X , ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ: vj(p) ∈ Vp É �′(p)(vj(p)) = �=�xj ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p ∈X �ÒÉ16 j 6 k). ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÍÅÅÍvj = ��xj +∑'jm ��ym : (33.2)îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÌÅÊ vi É vj Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ �=�ym �ÒÉ 1 6 m 6 n − k. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÜÔÉËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ËÁÓÁÔØÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÏ �ÒÉ ÎÁÛÅÍ ×ÙÂÏÒÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �=�ym ÍÏÖÅÔÌÅÖÁÔØ × ËÁËÏÍ-ÔÏ Vp ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕ-ÌÀ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÏÌÑ v1; : : : ; vk �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ, É ÉÓËÏÍÁÑ ÉÎÔÅ-ÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ.òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÁ-ÓÁÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÎÏ É ÄÒÕÇÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, É ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÁÞÅ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÔÁËÉÅ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÏÌÅÊ, Á Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ|Ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ.ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1.éÔÁË, �ÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑÆÏÒÍÁ ! ∈ 
1(X), ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÅ x 7→ Ker(!)x ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÉ X (×ÓÑËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÁËÏÅ



246 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÚÁÄÁÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ! óÒ. �ÒÅÄÕ�ÒÅÖÄÅÎÉÅ×ÙÛÅ).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 33.5. ðÕÓÔØ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÚÁÄÁÎÁ1-ÆÏÒÍÁ !, ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ {Vx}, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d! ∧ ! = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v É w|×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ {Vx}. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ !(v) = !(w) = 0.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ 1-ÆÏÒÍÙ ! É ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ v É w×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:(d!)(v; w) = v(!(w)) − w(!(v)) − !([v; w℄) (33.3)(ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÔÁÎÁ, Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÔÏÒÏÊ × ÔÁËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ ÆÏÒÍÙ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ). åÓÌÉ v É w ËÁÓÁÀÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÆÏÒÍÏÊ !, ÔÏ ÉÚ (33.3) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ !i([v; w℄) =−(d!i)(v; w). ðÏÜÔÏÍÕ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ:ìÅÍÍÁ 33.6. ðÕÓÔØ ! É �|ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ É ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E. �ÏÇÄÁÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ � ÎÁ Ker! ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ� ∧ ! = 0.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ(! ∧ �)(e1; e2; e3) = !(e1)�(e2; e3) + !(e2)�(e3; e1) + !(e3)�(e1; e2)ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ e1; e2; e3 ∈ E, É ×ÙÂÅÒÅÍ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en × E ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ e2; : : : ; en �ÏÒÏÖÄÁÌÉ Ker!. �ÏÇÄÁ (! ∧ �)(ei; ej ; ek) = 0, ÅÓÌÉÎÉËÔÏ ÉÚ i; j; k ÎÅ ÒÁ×ÅÎ 1, É (! ∧ �)(e1; ej ; ek) = !(e1)�(ej ; ek), �ÒÉÞÅÍ!(e1) 6= 0. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÍÍÁ, Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÌÅÄÕÅÔ Ó ÏÞÅ-×ÉÄÎÏÓÔØÀ.îÁÛÁ ×ÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏÉÎÏÅ, ËÁË ÚÁ�ÉÓØ ÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ U ⊂
⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ k-ÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ {Vp}. õÍÅÎØÛÉ×, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U , ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ×ÓÅ k-ÍÅÒÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Vx ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ �ÅÒ×ÙÍÉ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Rn × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Rk × Rm É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Rn ÞÅÒÅÚ (x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yn−k). �ÏÇÄÁ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Vp, ÇÄÅ p = (x; y), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Rk × Rn−k Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ fij , ÇÄÅ fij |ÆÕÎË�ÉÉ



33. �ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ 247ÏÔ x1; : : : ; xk É y1; : : : ; ym−k. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÅ × Rk × Rn−k, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÜÔÏÍÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÂÕÄÅÔ (ÅÓÌÉÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ) ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ (ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×) Rk × Rn−k. åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ × ×ÉÄÅ(x1; : : : ; xk) 7→ (y1(x1; : : : ; xk); : : : ; yn−k(x1; : : : ; xk));ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÅ ÇÒÁÆÉË ËÁÓÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ××ÉÄÅ �yi�xj = 'ij(x1; : : : ; xk; y1; : : : ; yn−k): (33.4)ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (x1; : : : ; xm) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4), ÔÏ ËÁË ÍÉ-ÎÉÍÕÍ ÄÏÌÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ:��tj (�xi=�tl) = ��tl (�xi=�tj). âÅÒÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ (�xi=�tl) É (�xi=�tj)ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4) É �ÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:�fil�tj + m∑�=1 �fij�x� f�j = �fij�tl + m∑�=1 �fil�x� f�l (33.5)(ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ∈ [1;m℄ É ÄÌÑ ×ÓÅÈ j; l ∈ [1; k℄).ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÙÍÉ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 33.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ). ðÕÓÔØ ÎÁÏÔËÒÙÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å U⊂Rk×Rm ÚÁÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (33.4)(Ó ÇÌÁÄËÉÍÉ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ). �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏ-ÓÉÌØÎÙ:(1) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÙ (t1; : : : ; tk; x1; : : : ; xm) ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (t1; : : : ; tk) ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (33.4) Ó ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ xi(t1; : : : ; tk) = xi;(2) ×ÓÀÄÕ ÎÁ U ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (33.5).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ(33.4), �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉv1 = ��x1 + '11 ��y1 + : : :+ 'm1 ��ym ;v2 = ��x2 + '12 ��y1 + : : :+ 'm2 ��ym ;. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .vk = ��xk + '1k ��y1 + : : :+ 'mk ��ym ;



248 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ ×ÉÄÁ (33.2).ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÎ-ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ�ÏÌÑÍÉ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÍÍÕ-ÔÉÒÕÀÔ. åÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �× ÌÏÂ� ÜÔÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÙ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (33.5). ðÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÞÉÔÁÔÅÌÀ �ÒÏÄÅÌÁÔØ ×ÙËÌÁÄËÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.34. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.ðÕÓÔØ (X;�) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ. óÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁX ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ × ÎÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.1. þÅÒÅÚ L1(X;�) (ÅÓÌÉ ÎÅÔ Ï�ÁÓÎÏÓÔÉ �ÕÔÁÎÉ�Ù, ÔÏL1(X) ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ L1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÕÍÍÉÒÕÅ-ÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.åÓÌÉ f ∈ L1, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ ‖f‖1 = ZX |f(x)| d�(x).íÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÌÉ × ÜÔÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, L1ÂÕÄÅÔ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ R, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ|ÎÁÄ C. äÏ�ÕÓËÁÑ×ÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ L1 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÅÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ. ë �ÕÔÁÎÉ�Å ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ.îÁÒÑÄÕ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁ-ÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, �ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ�. ÷ÏÔ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.2. éÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → C, ÇÄÅ (X;�)|�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÍÅÒÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÅÓÌÉ |f |2∈L1,Ô. Å. ZX |f |2 d� <∞.åÓÌÉ f ∈ L2, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ ‖f‖2 = (
ZX |f(x)|2 d�(x))1=2.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.3. óÕÍÍÉÒÕÅÍÙÅ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ f É g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÏÆÕÎË�ÉÑ fg ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÊÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÏ ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÅ-



34. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 249ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |a + b|2 6 2(|a|2 + |b|2). ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÍÅÎÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |ab| 6 (|a|2 + |b|2)=2.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 34.4. þÅÒÅÚ L2(X;�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ �Ï �ÏÄ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.åÓÌÉ f; g ∈ L2, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÅÍ (f; g)= ZX f(x)g(x) d�(x) É ‖f‖2=√(f; f).éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ × R, Á ÎÅ C. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ| ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (f; g)îÏÒÍÙ ‖ · ‖1 É ‖ · ‖2 ××ÏÄÑÔ ÎÁ L1 É L2 ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 17.1).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ L1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÉÚ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ‖v‖= 0 ÓÌÅÄÕÅÔ v = 0. üÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅÓÒÁÚÕ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 34.5. åÓÌÉ f : X→ [0; +∞)|ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ZX f d�=0,ÔÏ f(x) = 0 ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈X.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ En = f−1([1=n; +∞)). åÓÌÉ �(En) > 0ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ n ∈ N , ÔÏ ZX f d� > �(En)=n > 0. åÓÌÉ ÖÅ ×ÓÅ En ÉÍÅ-ÀÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÅÒÕ ÉÍÅÅÔ É f−1(0;+∞) =⋃n En.(éÍÅÎÎÏ ÒÁÄÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÏÒÍÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÙÌÉ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍÉ, É ××ÏÄÉÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ L1 É L2.)þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ L2, ÔÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.3 Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ (·; ·) ÚÁÄÁÅÔÎÁ L2 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÜÒÍÉÔÏ×Õ ÆÏÒÍÕ, ÏÔËÕÄÁ ÎÅÍÅÄ-ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ ‖f‖2 = 0⇒ f = 0;ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÁËÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 34.5.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 34.6 (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ|âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ). åÓÌÉ f; g ∈ L2,ÔÏ |(f; g)| 6 ‖f‖2 · ‖g‖2.îÁ ×ÓÑËÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅ-ÔÒÉËÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �(v; w) = ‖v − w‖ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏ×ÏÒÑÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍÚÁÄÁÎÁ ÜÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ É ÜÔÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.7. ðÕÓÔØ V;W | ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V →W ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÏÒÍÁÍÉ × V É W ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-



250 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ M > 0, ÞÔÏ ‖A(v)‖ 6M‖v‖ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ‖A(v)‖6M‖v‖ ÄÌÑ ×ÓÅÈ v, ÔÏ ‖A(v)−A(w)‖<< ", ËÁË ÔÏÌØËÏ ‖v − w‖< "=M , ÏÔËÕÄÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÏÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ É × ÎÕÌÅ;ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ‖v‖ 6 Æ ÓÌÅÄÕÅÔÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖A(v)‖ 6 1. �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈ V ÉÍÅÅÍ
‖A(v)‖= ‖A(Æ−1‖v‖ · Æ‖v‖−1v)‖= Æ−1‖v‖ · ‖A(Æ‖v‖−1v)‖ 6 Æ−1‖v‖;�ÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ‖Æ‖v‖−1v‖= Æ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 34.8 (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á). ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÏÒÍÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ × ÎÕÌÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 34.9. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 �ÏÌÎÙ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ L2 (ÄÌÑ L1 ÏÎÏ ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ É �ÒÏÝÅ).éÔÁË, �ÕÓÔØ {fn}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ,ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙÈ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ {fn}|ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ Õ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {fnk}, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �(fnk ; fnk+1) 6 1=2k�ÒÉ ×ÓÅÈ k (ÔÁË ËÁË × �Ï�ÏÌÎÅÎÉÉ Õ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ �ÒÅÄÅÌ f , ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ nk ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �(fnk ; f)6 1=2k+1).éÔÁË, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖fnk − fnk+1‖2 6

6 1=2k. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ fnk = gk; ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ {gk} ÓÈÏÄÉÔÓÑ × L2.ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ëÏÛÉ|âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÉÍÅÅÍ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÇÏ n,
∥∥|g2 − g1|+ : : :+ |gn+1 − gn|∥∥2 6

6 ‖g2 − g1‖2 + : : :+ ‖gn+1 − gn‖2 6
∑k>0 12k = 1;ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

∫X(|g2 − g1|+ : : :+ |gn+1 − gn|)2 d�6 1 (34.1)



34. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 251�ÒÉ ×ÓÅÈ n > 0. ðÏÌÏÖÉÍ'n = (|g2 − g1|+ : : :+ |gn+1 − gn|)2;�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {'n} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, É ××ÉÄÕ (34.1) ÉÍÅ-ÅÍ limn→∞

Z 'n d� <∞, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅ��Ï ìÅ×É ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏlimn→∞
'n(x) <∞ �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, �ÒÉ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ XËÏÎÅÞÅÎ É �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {

√'n(x)}, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �ÒÉ�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ) ÒÑÄ ∑n (gn+1(x) − gn(x)) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {gn(x)}; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÒÅÄÅÌ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÞÅÒÅÚ g(x) ÔÁÍ, ÇÄÅ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É �ÒÉÓ×ÏÉÍ g(x) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÅÌÁ ÎÅÔ. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ É ÞÔÏ gn → g × L2(X;�).÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ k É n ÉÍÅÅÍ
‖gk − gk+n‖2 6 ‖gk − gk+1‖2 + : : :+ ‖gk+n−1 − gk+n‖2 6

∑j>k 12j = 12k−1 ;ÔÁË ÞÔÏ ZX |gk − gk+n|2 d� 6 1=4k−1. õÓÔÒÅÍÌÑÑ × ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å n ËÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ æÁÔÕ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 15.19), �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ∫X |gk − g|2 d�6
14k−1 : (34.2)÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÆÕÎË�ÉÑ gk − g ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ; �ÏÓËÏÌØËÕ gkÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÆÕÎË�ÉÑ gk ÔÏÖÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÓ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ g ∈ L2(X;�). îÁËÏÎÅ�, ÉÚ (34.2) Ñ×ÓÔ×ÕÅÔ, ÞÔÏ

‖gk − g‖2 6 1=2k−1, ÏÔËÕÄÁ gk → g × L2. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 34.10. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H , ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ (× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ) ÆÏÒÍÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎÏ �ÏÌÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÎÏÒÍÏÊ.(îÅËÏÔÏÒÙÅ Á×ÔÏÒÙ ×ËÌÀÞÁÀÔ ÅÝÅ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏÂÙ HÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.)ëÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, �ÒÉÍÅÒÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L2(X;�).çÉÌØÂÅÒÔÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÏ. ÷ÎÁÛÅÍ ËÕÒÓÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÏÂÝÉÈÆÁËÔÁ Ï ÎÉÈ.



252 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒéÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØH|×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (�ÒÏ�ÏÌÎÏÔÕ �ÏËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ). äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÄÁ-ÌÅÅ ÓÞÉÔÁÔØ H ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ: × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. åÓÌÉ V ⊂H|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅV ⊥ = {w ∈H : (v; w) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ V }:ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (É ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ), V ⊥ | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × H É V ∩ V ⊥ = 0.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.11.ðÕÓÔØ V |ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H. �ÏÇÄÁ:(1) V ⊥ ÚÁÍËÎÕÔÏ;(2) H = V ⊕ V ⊥;(3) (V ⊥)⊥ = V .(÷ÓÅ ÜÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ×ÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ dimH <∞.)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÄÏËÁÖÅÍ (2). îÁÍ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ w ∈ H �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v + v1,ÇÄÅ v ∈ V É v1 ∈ V ⊥.ìÅÍÍÁ 34.12. ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ‖w − v‖ 6 ‖w − v′‖ÄÌÑ ×ÓÅÈ v′ ∈ V . �ÏÇÄÁ w − v ∈ V ⊥.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. íÏÖÎÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ w =∈ V .ðÕÓÔØ (w − v; v′) 6= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v′ ∈ V . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ w − v É v′, ÅÓÔØ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ; ÅÓÌÉ w − v É v′ ÎÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊv′, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÂÌÉÖÅ Ë ËÏÎ�Õ ×ÅËÔÏÒÁ w − v′, ÞÅÍ ËÏÎÅ�×ÅËÔÏÒÁ w (ÒÉÓ. 7Á). ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ 
 = infv′∈V ‖w − v′‖; ÔÁË ËÁË V ÚÁÍËÎÕÔÏ É w =∈ V , ÉÍÅ-ÅÍ 
 > 0. ðÕÓÔØ {vn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊlimn→∞
‖w − vn‖= 
; �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈm;n ∈ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ w − vm É w − vn; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (�ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ×ÓÅÈÓÔÏÒÏÎ�) ÉÍÅÅÍ

‖vm − vn‖2 = 2(‖w − vm‖2 + ‖w − vn‖2)− 4‖w − (vm + vn)=2‖2 6

6 2(‖w − vm‖2 + ‖w − vn‖2)− 4
2
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v

w v′ w
vm vnvm + vn2Á) Â)òÉÓ. 7(ÒÉÓ. 7Â). õÓÔÒÅÍÉÍ m É n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÕÄÅÔÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÏÔËÕÄÁ ‖vm − vn‖ → 0, ÞÅÍ É ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÆÕÎÄÁ-ÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ. �ÁË ËÁË H �ÏÌÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ v = limn→∞

vi ∈ V , ÔÁËÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (2).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ (2) ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØH = V ⊕ V ⊥; ÔÏÇÄÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ V ⊂ (V ⊥)⊥ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. åÓ-ÌÉ ÖÅ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, u ∈ (V ⊥)⊥, ÔÏ u= v + w, ÇÄÅ v ∈ V É w ∈ V ⊥; �Ï ÕÓÌÏ-×ÉÀ, (u;w) = 0; ÔÁË ËÁË (u;w) = (w;w), ÉÍÅÅÍ w = 0, ÏÔËÕÄÁ u ∈ V .éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ|âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ×ÓÑËÏÇÏ w ∈ H ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ (v; w) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ ÎÁ H : × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ‖v1 − v2‖ 6 Æ, ÔÏ
|(v1; w) − (v2; w)| = |(v1 − v2; w)| 6 ‖v1 − v2‖ · ‖w‖ 6 Æ‖w‖:éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.13. ðÕÓÔØ H|ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ×ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ H ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ v 7→ (v; w)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ w ∈H.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : H → C | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ, É �ÕÓÔØ V =Ker�. �ÏÇÄÁ V |ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ⊥ ≃ H=V ÏÄÎÏÍÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ w|ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÁÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V ⊥; ÔÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ v 7→ (v; w) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏÍ Ó ÑÄÒÏÍ V ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÜÔÏÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �ÒÏ�ÏÒ�É-ÏÎÁÌÅÎ �, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ a ∈ C, ÞÔÏ �(u) = a(u;w) = (u; �aw)ÄÌÑ ×ÓÅÈ u ∈H . ÷ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.äÏ ÓÉÈ �ÏÒ Õ ÎÁÓ ÛÌÁ ÒÅÞØ ÏÂ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó ÍÅÒÏÊ;ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Á �ÏÌÅÚÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ �ÒÏ Rn Ó



254 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ìÅÂÅÇÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙÂÕÄÕÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ �ÒÏÓÔÏ L1(Rn) É L2(Rn).ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 34.14. þÅÒÅÚ D(Rn) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ Rn Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 23.1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × D(Rn) ÍÎÏÇÏ; ÑÓÎÏ,ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ D(Rn), ÂÕÄÕÞÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ËÏÍ�ÁËÔ-ÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÌÅÖÉÔ × L1(Rn) É L2(Rn).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.15. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï D(Rn) �ÌÏÔÎÏ × L1(Rn) É ×L2(Rn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ L1 (ÓÌÕÞÁÊ L2�ÏÌÎÏÓÔØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÉËÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ×ÏæÒÁÎ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÔ×ÉÎÞÉ×ÁÎÉÅ� (d�evissage).éÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fÍÏÖÎÏ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ × L1-ÎÏÒÍÅ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÉÚ D(Rn). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ �Ï ÏÔÄÅÌØ-ÎÏÓÔÉ; �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ.äÁÌÅÅ, ×ÓÑËÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ-ÓÑ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f = f+ − f−, ÇÄÅ f+ É f− ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ É ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ É ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÅ�Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ; �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ; ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 15.12 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ1 fn, �ÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÅ��Ï ìÅ×É ÉÍÅÅÍlim Z fn dx= Z f dx, ÏÔËÕÄÁ
∫

|f − fn| dx= ∫ (f − fn) dx→ 0;ÔÁË ÞÔÏ fn → f × L1; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÕÀfn, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f|�ÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f = �E|ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á E. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ E = ⋃k Ek, ÇÄÅ E1 ⊂ E2 ⊂ : : : É ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁEk ÉÚÍÅÒÉÍÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ; �ÏÜÔÏÍÕ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ �Ek . ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏ ÖÅ1îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÚÍÅÒÉÍÁ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.



34. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 255ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÁÂÚÁ�Å, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �Ek → f × L1,ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ËÁÖÄÕÀ �Ek . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÏÖ-ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f = �E|ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E.åÓÌÉ, ÎÁËÏÎÅ�, f|ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚ-ÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E, ÔÏ ××ÉÄÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ (ÔÅÏÒÅ-ÍÁ 16.15) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙ-ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊃ E É ÔÁËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ⊂ E, ÞÔÏ�(U \ K) < ". ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ (Õ ÎÁÓ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ× ÚÁÄÁÞÁÈ), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×F0; F1 ⊂ Rn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' : Rn → R, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÎÁ F0 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÎÁ F1 ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å,É 0 6 '(x) 6 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ Rn. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ', �ÏÌÏ-ÖÉ× F0 = Rn \ U É F1 =K. �ÏÇÄÁ ' ∈ D(Rn), �ÒÉÞÅÍ |'(x) − �E(x)| 6 1�ÒÉ ×ÓÅÈ x ∈ Rn É |'(x) − �E(x)| = 0 �ÒÉ x =∈ U \ K. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖'− �E‖1 6 "; ××ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ " ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÕÖÎÙÈ ÎÁÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.16. ðÕÓÔØ f ∈ L1(U), ÇÄÅ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É �ÕÓÔØ Z f' dx= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ' ∈D(U). �ÏÇÄÁ f = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÏ-ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ZE f dx = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á E. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× {Um} É ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× {Km}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈU1 ⊃ : : :⊃ Um ⊃ : : :⊃ E ⊃ : : :⊃Km ⊃ : : :⊃K1;ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ �(Um \Km)< 1=m �ÒÉ ×ÓÅÈ m. ðÕÓÔØ,ËÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15, ÆÕÎË�ÉÑ 'm ∈ D(Rn) ÒÁ×-ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ Km É ÎÕÌÀ ×ÎÅ Um; ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f · 'mÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f · �E �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ Rn, ÔÁË ÞÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÅÂÅÇÁ ÏÂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÍ

∫E f dx= lim ∫U f · 'm dx= 0;ÞÔÏ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ.éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ZE f dx= 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ f ÏÔÓÀÄÁ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f = 0 �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ.



256 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔÄÅÌÑÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ f , Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ f × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ f(x) = max(f(x); 0) − max(−f(x); 0),�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ f ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ; ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÉÓËÏÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 34.5.35. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × Rn: ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑðÒÉ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ. éÍÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ õ.òÕÄÉÎÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ � ÏÂÙÞÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ × Rn, ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ (√2�)n, É × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ �Ï Rn ÉÌÉ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÂÕÄÅÍ�ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï �, ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ ÎÅÕËÁÚÁÎÏ ÉÎÏÅ. íÅÒÁ � ÎÁ Rm+n ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÅÒ � ÎÁ Rm É Rn,ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ æÕÂÉÎÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ó×ÏÄÉÔØ Ä×ÏÊÎÏÊÉÎÔÅÇÒÁÌ Ë �Ï×ÔÏÒÎÏÍÕ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1 É L2 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ|ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÒÅ ìÅÂÅÇÁ,É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 É 34.16 ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ. ÷ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÍ ÉÚÂÅÖÁÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÙÈÆÏÒÍÕÌÁÈ.åÓÌÉ x = (x1; : : : ; xn) É � = (�1; : : : ; �n) | ÜÌÅÍÅÎÔÙ Rn, ÔÏ ÞÅÒÅÚ
〈x; �〉 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ� x1�1 + : : :+ xn�n(ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÅÇÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ � ÎÁ×ÅËÔÏÒ x). åÓÌÉ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn, ÔÏ |x| = √x21 + : : :+ x2n. åÓÌÉ� = (�1; : : : ; �n)| ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ, ÔÏ D�f ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÞÁÓÔÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ f , Á ÞÅÒÅÚ x� ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍ x�11 : : : x�nn .åÓÌÉ � ∈ Rn, ÔÏ ÞÅÒÅÚ �� : Rn → C ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ�� : x 7→ ei〈x;�〉:üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊÇÒÕ��Ù Rn × ÇÒÕ��Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å(ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ ÇÒÕ��Ù Rn; ÍÏÖÎÏ �Ï-ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕ��Ù Rn ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �� ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35.1. ðÕÓÔØ f ∈ L1(Rn). åÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f̂ : Rn → R, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊf̂(�) = ∫

Rn f(x)�−�(x) d�(x) = ∫

Rn f(x)e−i〈x;�〉 d�(x):(ðÒÉ ÂÏÌÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ f̂ ËÁËÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ Ë Rn, Á �ÒÉ ÅÝÅ ÂÏ-



35. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × Rn: ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ 257ÌÅÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ|ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ ÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×ÇÒÕ��Ù Rn.) ðÏÓËÏÌØËÕ |f(x)| = |f(x)�−�(x)|, × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙÓÔÏÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ f̂(�) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. éÎÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ f̂ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ f .̂ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.2. ðÕÓÔØ f ∈ L1(Rn). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(Á) f̂ | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Rn; �ÒÉ ÜÔÏÍ sup�∈Rn |f̂(�)| 6 ‖f‖1(ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f̂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ) É lim
|�|→∞

f̂(�) = 0.(Â) åÓÌÉ f ∈ L1(Rn) ∩ C1(Rn) É �f�xk ∈ L1(Rn), ÔÏ ̂(�f=�xk) = i�kf̂ .(×) åÓÌÉ f ∈ L1(Rn) É xkf ∈ L1(Rn), ÔÏ ÞÁÓÔÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ�f̂=��k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É (̂xkf) = i(�f̂=��k).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: �ÍÏÄÕÌØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÍÏÄÕÌÑ�, Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f̂ ÎÅÍÅÄ-ÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 35.3. åÓÌÉ f ∈C1(R) É f ′ ∈ L1(R), ÔÏ lim
|x|→∞

f(x) = 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. �ÁË ËÁË f ′ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ lima→∞

Z a0 f ′(x) dx; ÔÁË ËÁË Z a0 f ′(x) dx = f(a)− f(0), ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ É �ÒÅÄÅÌ limx→∞
f(x). åÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ

|f(x)| > " > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ x, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ËÏ-ÎÅÞÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Z

R
|f | dx. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ Ó �ÒÅÄÅÌÏÍ �ÒÉx→−∞.÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë �ÕÎËÔÕ (Â), ÚÁ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

∫ �f�xk e−i〈x;�〉 dx= ∫ dx1 : : : dxk−1 dxk+1 : : : dxn ∫ �f�xk e−i〈x;�〉 dxk︸ ︷︷ ︸I :(35.1)éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏI = limA→+∞

(fe−i〈x;�〉)A
−A −

∫

R

f · (−i�k)e−i〈x;�〉 dxk;



258 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÒÉÞÅÍ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ �Ï ÌÅÍÍÅ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × (35.1),�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
(̂ �f�xk )= i�k ∫ dx1 : : : dxk−1 dxk+1 : : : dxn ∫ fe−i〈x;�〉 dxk = i�kf̂(�);ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×) ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÄÚÎÁËÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ f̂ :���k ∫ f(x)e−i〈x;�〉 dx= ∫ f(x) · (−ixk)e−i〈x;�〉 dx;ÏÔËÕÄÁ ×ÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÎÏ. åÇÏÚÁËÏÎÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔÉ. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ ~h ∈ Rn ×ÅËÔÏÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ k-ÑËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÁ h, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ

∣∣∣e−i〈x;�+h〉 − e−i〈x;�〉h ∣∣∣= ∣∣∣eixkh − 1h ∣∣∣ 6 2|xk|;�ÏÓËÏÌØËÕ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÆÕÎË�ÉÑ xkf ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×) ÄÏËÁÚÁÎÏ.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim
|�|→∞

f̂(�) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁ-ÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ f ∈ D(Rn). �ÁË ËÁË É ÓÁÍÁ f , É ×ÓÅ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÙÅ ÌÅÖÁÔ × L1(Rn) ∩ C1(Ln), ÉÚ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ(Â) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ k ÆÕÎË�ÉÑ �kf̂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÍ æÕÒØÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ L1 É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. óÔÁÌÏÂÙÔØ, f̂(�) = O(1=|�|) �ÒÉ |�| →∞, ÔÁË ÞÔÏ lim
|�|→∞

f̂(�) = 0. åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØf ∈ L1(Rn) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ, ÔÏ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ fn ∈ L1(Rn), ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë f × L1-ÍÅÔÒÉËÅ;�Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ×ÓÅ f̂n ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Á ××ÉÄÕ�ÕÎËÔÁ (Á) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f̂n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f̂ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ. úÎÁÞÉÔ, Éf̂ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.÷×ÅÄÅÍ ÅÝÅ Ä×Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ
Rn. �ÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ �f ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ f É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (Ô. Å. �f(x) = f(−x)). åÓ-ÌÉ a ∈ Rn, ÔÏ ÞÅÒÅÚ Taf (�ÓÄ×ÉÇ ÎÁ a�) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀx 7→ f(x− a).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.4. ðÕÓÔØ f ∈ L1(Rn), a ∈ Rn É A|ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ(n× n)-ÍÁÔÒÉ�Á, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Rn × Rn(ÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ�).



35. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × Rn: ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ 259(Á) (Taf )̂ = �−a · f̂ .(Â) (�a · f )̂ = Ta(f̂).(×) (f ◦A)̂(�) = 1
|detA| f̂(tA−1�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÏÂÏÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÎÁ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 35.5. (Á) (f̂)�= ( �f )̂.(Â) åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ̂(f(x=�))(�) = �nf̂(��).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 35.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ û×ÁÒ�Á S(Rn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : Rn → C, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ � É ×ÓÑËÏÇÏ N > 0 ÉÍÅÅÍ

|D�f(x)|=O(|x|−N ) �ÒÉ |x| →∞.(óÌÕÞÁÊ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÁÍÁ f(x)ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÕÂÙ×ÁÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ |x|.) ÷Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ O ÎÁ o. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á S(Rn) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Û×ÁÒ�Å×ÓËÉÍÉ, ÉÌÉ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ,ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.7. åÓÌÉ f ∈ S(Rn), ÔÏ f ∈ L1(Rn) É f̂ ∈ S(Rn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f ∈ L1 É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,x�f ∈ L1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ �; �ÒÉÍÅÎÑÑ |�| ÒÁÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ (×) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ D�f̂ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ f̂ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-ÅÍÁ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ S(Rn), ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏx�f ∈ S(Rn) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ � �ÏÌÕÞÁÅÍ (Ï�ÑÔØ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2), ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ��D� f̂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; ÏÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ |D� f̂(�)| = O(|�|−N ) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏN > 0.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 É 35.4 ÎÁ×ÏÄÑÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ f É f̂ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ. üÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ) ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ, Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ Ä×Á×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: ÏÄÎÏ ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ É ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÅÌØÎÏÅ.ìÅÍÍÁ 35.8 (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ). ðÕÓÔØ 'n(x) = e−|x|2=2. �ÏÇÄÁ '̂n(x) == 'n(x) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x.



260 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ n= 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ '= '1 ∈
∈ S(R) (ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '̂ ÔÁËÖÅ Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï '′(x) ==−xf(x). éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ('̂)′(�) =−��̂(�)ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÆÕÎË�ÉÉ ' É '′ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕÖÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ × ÎÕÌÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (É ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉ�Å): ÄÌÑ ' ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÄÌÑ '̂×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ e−x2 �Ï R (ÕÎÁÓ ÏÎÏ ÂÙÌÏ × ÚÁÄÁÞÁÈ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, '̂= ' �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.óÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÕÞÁÑ n = 1, ÔÁËËÁË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ: 'n(x1; : : : ; xn) = '1(x1) : : : '1(xn).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÅÓÔÏ, × ËÏÔÏÒÏÍÍÙ Ñ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ×ÙÂÏÒ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9. ðÕÓÔØ f; g ∈ L1(Rn). �ÏÇÄÁ

∫

Rn f̂ · g d�= ∫

Rn f · ĝ d�(× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ�ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÙ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ æÕÂÉÎÉ Ë Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ
∫∫

Rn×Rn f(x)g(�)e−i〈x;�〉d(�× �): (35.2)åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ �ÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÞÅÒÅÚ F (x; �), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÇÏ x ÉÍÅÅÍ Z

|F (x; �)| d�(�) 6 |f(x)|‖g‖1, ÏÔËÕÄÁ
∫ d�(x) ∫ |F (x; �)| d�(�) 6 ‖g‖1 · ‖f‖1 <∞:óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (35.2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ,ÔÁË ÞÔÏ Ä×Á �Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. óÏ×�ÁÄÅ-ÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 35.10 (ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ). (Á) ðÕÓÔØ f ∈ S(Rn). �ÏÇÄÁ^̂f = �f . ðÏÄÒÏÂÎÅÅ: f(x) = ∫ f̂(�)ei〈x;�〉 d�(�)(ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÚÎÁË × �ÏËÁÚÁÔÅÌÅ).



36. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ: ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á 261(Â) ðÕÓÔØ f ∈ L1(Rn) É f̂ ∈ L1(Rn). �ÏÇÄÁ ^̂f = �f (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å L1, Ô. Å. ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÁÓÔØ (Á). ðÕÓÔØ a ∈ Rn. �ÏÇÄÁ,Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.4, ÉÍÅÅÍ
( ^̂f)�(a) = Ta ^̂f(0) = (�a · f̂ )̂(0) = (T−af )̂̂(0);Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÍ f(a) = (T−af)(0). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÑ Û×ÁÒ�Å×ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÅ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ:^̂f(0) = f(0); ÉÌÉ ∫ f̂(�) d� = f(0):ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË É × ÌÅÍÍÅ 35.8, '(x) = 'n(x) = e−|x|2=2, É �ÕÓÔØ� > 0. �ÏÇÄÁ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.9 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 35.5 ÉÍÅÅÍ

∫ f̂(x)'(x=�) dx = �n ∫ f(x)'̂(�x) dx = ∫ f(�−1y)'(y) dy(×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ '̂ = ' ÉÚ ÌÅÍ-ÍÙ 35.8, Á ÚÁÔÅÍ ÓÄÅÌÁÌÉ ÚÁÍÅÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �x= y). õÓÔÒÅÍÉÍ ÔÅ�ÅÒØ� Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ, ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë '(0) Z f̂(x) dx = Z f̂(x) dx, Á �ÒÁ×ÁÑ, �ÏÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë f(0) Z '(y) dy = f(0). �ÅÍ ÓÁÍÙÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ. (õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ: ÞÔÏ ÍÅÛÁÅÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÁÓÔØ (Â)?)äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÚÁ�ÉÛÅÍ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ∈ D(Rn), ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �Å�ÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:
∫ ^̂f ·  dx= ∫ f̂ ·  ̂ d� = ∫ f · ^̂ dx= ∫ f · � dx= ∫ �f ·  dx(�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ35.9 É ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ). ÷×ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÓÅ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.16.36. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ: ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á�ÅÏÒÅÍÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ; Ó×ÅÒÔËÁ÷ÔÏÒÏÅ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ) ×ÁÖÎÅÊÛÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ L2(Rn) × L2(Rn). ÷ÏÔÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ.



262 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÅÏÒÅÍÁ 36.1 (ÔÅÏÒÅÍÁ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ). ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ËÁË ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÚ S(Rn) × S(Rn), ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ L2(Rn) × L2(Rn); �ÒÉ ÜÔÏÍ ^̂f = �fÉ ‖f̂‖2 = ‖f‖2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ f ∈ L2(Rn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÊÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 36.2. åÓÌÉ f ∈ L1(Rn), ÔÏ ( �f )̂= (f̂ )�.éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑf; g ∈ S(Rn) ÉÍÅÅÍ
∫ f�g dx = ∫ ( �f )̂

· �g dx= ∫ (f̂ )�· (�g)̂ d� = ∫ (f̂ )�· (ĝ)�d� = ∫ f̂ · ĝ d�;ÔÁË ÞÔÏ (f; g) = (f̂ ; ĝ) (ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×L2(Rn)); × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‖f̂‖2 = ‖f‖2. ÷×ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï û×ÁÒ�Á �ÌÏÔÎÏ × L2; �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÉÌÉ,�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ L2-ÎÏÒÍÕ, ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L2-ÍÅÔÒÉËÉ. �Å�ÅÒØÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ L2(Rn)× L2(Rn); ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ É ×Ù�ÏÌÎÉ-ÍÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ^̂f = �f ÏÞÅ×ÉÄÎÙ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÎÁ �ÌÏÔÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å S(Rn)⊂ L2(Rn).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 36.3 (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ). åÓÌÉ f; g ∈ L2(Rn), ÔÏ
‖f̂‖2 = ‖f‖2; (f̂ ; ĝ) = (f; g):åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÌÅÖÉÔ É × L1(Rn), É × L2(Rn), ÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ÍÙ ÉÍÅÅÍÄ×Á ÒÁÚÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ f̂ : ÉÓÈÏÄÎÏÅ (ËÁË ×Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 35.1) É ��Ï ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ�. óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.4. åÓÌÉ f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), ÔÏ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑæÕÒØÅ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 35.1 É �Ï ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ, ÒÁ×ÎÙ �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ Rn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ É ÌÅÍÍÙ 36.2 ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ L2 É ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊæÕÒØÅ × ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. �Å�ÅÒØ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f̂orig É f̂Pl �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 35.1 É �Ï



36. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ: ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á 263ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.16, × ËÏÔÏÒÏÍ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å U ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ × Rn, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
∫

Rn f̂orig(�) (�) d� = ∫

Rn f̂Pl(�) (�) d�ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ  ∈D(Rn). ïÄÎÁËÏ ÖÅ ××ÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 35.10 ÆÕÎË�ÉÑ  ̂ = �ÌÅÖÉÔ × S(Rn). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÑËÁÑ Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÅÖÉÔ × L2,ÉÍÅÅÍ ∫ f̂orig d� = ∫ f ̂ dx= ∫ f� dx= ∫ f̂Pl d�;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍæÕÒØÅ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ Ó×ÅÒÔËÉ ÆÕÎË-�ÉÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 36.5. ðÕÓÔØ f; g ∈ L1(Rn). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �Ï-ÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ Rn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ(f ∗ g)(x) = ∫

Rn f(x− y)g(y) dy;�ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ x 7→ (f ∗ g)(x), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Ó×ÅÒÔËÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ f É g,ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ × L1(Rn); ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1 · ‖g‖1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÅ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ. éÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÍ
∫

Rn×Rn |f(x− y)g(y)| dx dy = ∫ dy ∫
|f(x− y)| · |g(y)| dx== ∫

|g(y)| dy(∫
|f(x− y)| dx)

︸ ︷︷ ︸
‖f‖1 = ‖g‖1 · ‖f‖1 <∞ (36.1)(ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÄ×ÉÇÏ×). �Å�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ (f ∗ g)(x) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈx, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉÎÉ, Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏf ∗ g ∈ L1, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1 · ‖g‖1, ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ (36.1).ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÓÏ Ó×ÅÒÔËÏÊ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.6. åÓÌÉ f; g ∈ L1(Rn), ÔÏ (̂f ∗ g) = f̂ · ĝ (�ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ó×ÅÒÔËÕ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ).



264 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙæÕÂÉÎÉ:
∫

Rn(f ∗ g)(�)e−i〈x;�〉 dx= ∫

Rn e−i〈x−y;�〉e−i〈y;�〉 dx ∫

Rn f(x− y)g(y) dy == ∫

Rn e−i〈y;�〉g(y) dy ∫

Rn e−i〈x−y;�〉f(x− y) dx= ĝ(�) · f̂(�)(�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÚÁËÏÎÎÁ, ÔÁË ËÁË ××ÉÄÕ (36.1) ÆÕÎË�ÉÑf(x− y)g(y) ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ Rn × Rn).òÑÄ æÕÒØÅ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ�ÅÏÒÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ ÎÁ Rn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂ-ÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÊÓÑ Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÁÂÅÌÅ-×ÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ. éÚÌÁÇÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÎÏ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ (ÏÞÅÎØÓÖÁÔÏ), ËÁË Ó ÅÅ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÒÑÄÙ æÕÒØÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T ÇÒÕ��Õ (ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉ�Å; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x 7→ eix, ÇÄÅ x ∈ R, ÚÁÄÁ-ÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó R=2�Z, É ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÍÕ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÕÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ T ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ R.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T̂ ÇÒÕ��Õ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÇÒÕ��Ù T, ÔÏÅÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ T × T. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕ��Ù T ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �n : z 7→ zn, ÇÄÅ n ∈ Z. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
T̂ ≃ Z (ÒÁÎÅÅ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ R̂n ≃ Rn). îÁ�ÒÏÔÉ×, ×ÓÑËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÇÒÕ��Ù Z (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÅÊ) �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 ∈ Z É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ n 7→ zn ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ z ∈ T; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ẑ ≃ T. (üÔÏ ÞÁÓÔ-ÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ ðÏÎÔÒÑÇÉ-ÎÁ�: ÅÓÌÉ G|ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, ÔÏ ^̂G ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÉÚÏÍÏÒÆÎÏ G.)÷×ÅÄÅÍ ÎÁ T É Z ÍÅÒÙ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×. íÅÒÁÎÁ Z ÂÕÄÅÔ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÁÑ: ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÒÁ×ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÎÁ T ×ÙÂÅÒÅÍÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ, ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ 2�; ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅp : [0; 2�)→ T ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x 7→ eix, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E ⊂ T ÎÁÚÏ×ÅÍÉÚÍÅÒÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(E)⊂ R, Á ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE ⊂ T ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÕÀ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á p−1(E) (ÏÂÙÞÎÕÀ),ÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ 2�. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÍÅÒÕ ÞÅÒÅÚ �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ� ÎÁ T ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ× É �(T) = 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ T �ÌÏÔÎÏ × L1(T; �) É × L2(T; �) (ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 34.15 �ÒÏÈÏÄÉÔ Ó ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ).



36. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ: ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á 265îÁÍ ÅÝÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1(Z) É L2(Z); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÅÉÚ ÎÉÈ| ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ×, Á ×ÔÏÒÏÅ|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÑÄÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÄÕÌÅÊ(×ÎÉÍÁÎÉÅ: ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÏ× �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Á ÎÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÍÉ). âÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×|`1 É `2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.�Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L1(T) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ|ÆÕÎË�ÉÀ f̂ . üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÇÒÕ��Å ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÇÒÕ��Ù
T, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ Z, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:f̂(n) = ∫

T

f(x)�−n(x) d�(x);ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ f ËÁË 2�-�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ R, ÔÏf̂(n) = 12� ∫ 2�0 f(x)e−inx dx:þÉÓÌÁ f̂(n) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f .ïÂÒÁÔÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ L1(Z), ÔÏ ÅÓÔØÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ {an}n∈Z; ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ∑n∈Z

an�n =∑n aneinx (�ÒÏÑ×ÌÑÑ ÎÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÌÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÏÔ Z Ë T� ÂÅÚ ÚÎÁËÁ�ÍÉÎÕÓ� �ÅÒÅÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù T; ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ RnÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f 7→
(f̂)�). ÷×ÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÒÑÄÁ {an} �ÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ T.ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÎÁÞÁÔØ ÓÒÁÚÕ Ó L2-ÓÉÔÕÁ�ÉÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ L2(T) ⊂ L1(T) (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.40), ÔÁË ÞÔÏÓ�Å�ÉÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÎÁ L2 × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÁÄÏ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÑÄÏ× æÕÒØÅ (Á ÔÁËÖÅ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ).�ÅÏÒÅÍÁ 36.7. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F , ÓÔÁ×ÑÝÅÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÉf ∈ L2(T) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {f̂(n)}n∈Z, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÚ L2(T) ÎÁ L2(Z) = `2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ F (f) ∈ `2, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ∑n∈Z

|f̂(n)|2 <∞ �ÒÉ f ∈ L2(T ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ �nÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ × L2: (�m; �n) = 0 �ÒÉ m 6= nÉ (�n; �n) = 1 (�ÒÏ×ÅÒËÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ×ÉÄÁ



266 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ12� Z 2�0 ei(m−n)x dx). �Å�ÅÒØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ Vn ⊂ L2(T) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ �k �ÒÉ
|k| 6 n; ××ÉÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Vn ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ C2n+1 ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊÍÅÔÒÉËÏÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �ÏÌÎÏ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Vn ÚÁÍËÎÕÔÏ × L2(T) (ÎÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï × �ÏÌÎÏÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ f ∈ L2(T),ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ g ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ �ÒÏÅË�ÉÀ f ÎÁ Vn; �ÏÓËÏÌØËÕ(g; �j) = (f; �j) �ÒÉ |j| 6 n, ÉÍÅÅÍ g = ∑

|k|6n f̂(k); ××ÉÄÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØ-ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÉÍÅÅÍ ‖g‖2 = ∑
|k|6n |f̂(n)|2; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÀ ‖g‖ 6 ‖f‖. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

∑

|k|6n |f̂(n)|2 6 ‖f‖2 <∞;××ÉÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ n ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F (f) ∈ `2.éÔÁË, ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ F|ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ L2(T) × L2(Z). ðÏÓÔÒÏ-ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �: L2(Z)→ L2(T), ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍË F . éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a = {an} ∈ L2(Z) �ÏÌÏ-ÖÉÍ �(a) = ∑n∈Z

an�n, ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅL2(T). îÁÄÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × L2(T); ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, ÔÁË ËÁË
∥∥∥∥

∑N16n6N2 an�n∥∥∥∥= ∑N16n6N2 |an|2É a ∈ L2(Z).éÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �|ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ, Á ÉÚ ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× ÑÓÎÏ, ÞÔÏ F ◦ � = Id. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �(L2(Z)) = L2(T ).þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ �|ÉÚÏÍÅÔÒÉÑÁ L2(Z) �ÏÌÎÏ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �(L2(Z)) ⊂ L2(T) ÔÁËÖÅ �ÏÌÎÏ É ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÚÁÍËÎÕÔÏ; �ÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �(L2(Z)) �ÌÏÔ-ÎÏ × L2(T). ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C(T) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ
T �ÌÏÔÎÏ × L2(T), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× (ÔÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÉ-ÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ) �ÌÏÔÎÏ × C(T) × L2-ÎÏÒÍÅ; ÎÁËÏÎÅ�,�ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ T ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØ × L2-ÎÏÒÍÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÌÏÔÎÙ × C(T) × sup-ÎÏÒÍÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ �Ï-



37. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 267ÕÞÉÔÅÌØÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ (ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á|�ÔÅÏÒÅÍÁóÔÏÕÎÁ|÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ� É �ÑÄÒÏ æÅÊÅÒÁ�); �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÉÚÕÞÉÔØ ÜÔÉ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ �Ï ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁ-ÝÅÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.8. åÓÌÉ f ∈ C2(R)|�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó �Å-ÒÉÏÄÏÍ 2�, ÔÏ f(x) = ∑n∈Z

f̂(n)einx ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ R.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ f ËÁË C2-ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ T.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ (É ×ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ f ∈ L2(T)), ÔÏlim
|n|→∞

f̂(n) = 0 (ÔÁË ËÁË ∑
|f̂(n)|2 < ∞). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ f ∈ C1(T), ÔÏf̂ ′(n) = inf̂(n) (ÜÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ É �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÅ 35.2Â). óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉ Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉf ∈C2(T), ÔÏ f̂(n) = o(1=n2), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ

∑ f̂(n)�n =∑ f̂(n)einxÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f1; �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ T ×ÌÅÞÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ×L2-ÎÏÒÍÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f1 É × L2. ïÄÎÁËÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 36.7�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × L2-ÎÏÒÍÅ ÉÍÅÎÎÏ Ë f . óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,f1 = f É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.37. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉæÏÒÍÁÌÉÚÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ �ÕÔÁÔØ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ× ÓÍÙÓÌÅ ÌÅË�ÉÉ 33) ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ; ÍÙ ÉÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. îÁÞÎÅÍ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ U ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. þÅÒÅÚ O(U) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C∞-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U , Á ÞÅÒÅÚ D(U) ⊂ O(U), ËÁË ÉÒÁÎØÛÅ| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ C∞-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ Rn Ó ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉÓÑ × U .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.1. ðÕÓÔØ {'n} | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ
D(U). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ {'n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ ' ∈ D(U), ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:Á) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔ K ⊂ U , ÞÔÏ supp'n ⊂K �ÒÉ ×ÓÅÈ n;Â) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {D�'n} ÓÈÏ-ÄÉÔÓÑ Ë D�' ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ K.



268 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(íÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ��ÕÓÔÙÍ�, ÔÁË ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {'n} ÄÏÌÖÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë '.)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.2. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ u : D(U)→ C, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ fn → f × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.1, ÔÏ u(fn)→ u(f).ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ U ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D′(U).ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ u(fn)→ 0, ËÁË ÔÏÌØËÏ fn → 0.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å D(U) ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÁËÕÀ (ÎÅÍÅ-ÔÒÉÚÕÅÍÕÀ) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ 37.1 ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ × ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ, Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ ÎÁ D(U) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ� × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.2. îÁËÏ-ÎÅ�, ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å D′(U) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÔÏ�ÏÌÏ-ÇÉÀ. äÌÑ ÎÁÛÉÈ ÓËÒÏÍÎÙÈ �ÅÌÅÊ ×ÓÅ ÜÔÏ ÎÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ É �Ï-ÆÒÁÎ�ÕÚÓËÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ distribu-tions. ðÏ-ÒÕÓÓËÉ ÉÈ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ�.÷ÓÑËÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U , ÅÓÌÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ D(U), ÄÅÊÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ' 7→
ZU f' dx. âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f ∈ L1(U) ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÅ' 7→

ZU f' dx. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 34.16 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÚÁ-ÄÁÀÔ ×ÌÏÖÅÎÉÑ O(U)⊂D′(U) É L1(U)⊂D′(U).äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ �|ÍÅÒÁ ÎÁ U , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ× É ËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÁÈ. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ' 7→
ZU f d�ÔÁËÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U , ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ �ÎÅÏÞÅÎØ �ÌÏÈÕÀ� ÍÅÒÕ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ Æx : ' 7→ '(x) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ; ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ,ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÏÊ × ÔÏÞËÅ x.ïÂÏÂÝÁÑ × ÄÒÕÇÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L1lo
(U) (ÓÏÏÔ×.L2lo
(U)) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : U → C (Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ), ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁ-ËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ∋ x, ÞÔÏ f |V ∈ L1(V ) (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊÞÅÒÔÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï). ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L1lo
(U), ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ×ÓÑËÉÊ ËÏÍ�ÁËÔK ⊂ U Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ; �ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌ ' 7→

ZU f' dx Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U ; ÄÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ



37. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 269�(V ) <∞, ÉÍÅÅÍ L2(V ) ⊂ L1(V ), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ L2lo
(U) ⊂ L1lo
(U); ÔÅÍÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑL1lo
(U)⊂D′(U) É L2lo
(U)⊂D′(U).îÁËÏÎÅ�, �ÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, L2(U) ⊂ L2lo
(U), ÉÍÅÅÍ É ×ÌÏÖÅÎÉÅL2(U)⊂D′(U).÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÓÑËÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L1lo
(U) É �Ò. ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ U , ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË.÷Ï ×ÓÅÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØÂÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÍÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÂÙ × �ÕÎËÔÅ (Â) Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ 37.1 ÔÒÅÂÏ×ÁÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ 'n → ' (ËÁË ÇÏ×Ï-ÒÑÔ, ÜÔÏ ÂÙÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ 0). ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÁÖÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÒÉÍÅÒÙ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÊ ×ÙÓÛÉÈ �ÏÒÑÄËÏ×.ðÅÒÅÄ ÔÅÍ ËÁË ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÔÁ-ËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f ∈O(U), ' ∈D(U). �ÏÇÄÁ
∫U �f�xj 'dx1 : : : dxn = ∫

Rn �f�xj 'dx1 : : : dxn == ∫

Rn �(f')�xj dx1 : : : dxn
︸ ︷︷ ︸0 −

∫

Rn f �'�xj 'dx1 : : : dxn (37.1)(ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï xj).üÔÉÍ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.3. ðÕÓÔØ u ∈ D′(U) É 16 j 6 n. �ÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ �u=�xjÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ ÎÁ D(U), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ�u�xj : ' 7→ −u( �'�xj ):�Ï, ÞÔÏ �u=�xj ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ-ÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ (É �ÒÉ ÜÔÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÕÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔØÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ). æÏÒÍÕÌÁ 37.1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï O(U) ⊂ D′(U) ÓÏ-×�ÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.éÔÁË, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ (×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï), É ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ, ËÁË É ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ. ÷�ÒÏÞÅÍ,�ÏÌÎÏÇÏ ÓÞÁÓÔØÑ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ: Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÏÂÏÂÝÁÌÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ É ÏÂÌÁÄÁÌÏ ÒÁÚÕÍÎÙÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÕÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.59). íÏÖÎÏ ×ÓÅ ÖÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË.



270 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.4. ðÕÓÔØ f ∈ O(U), u ∈ D′(U). �ÏÇÄÁÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ fu : D(U)→ C, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊfu : ' 7→ u(f');Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ U .üÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ f ÎÁ u. åÓÌÉ u ∈O(U),ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ fu × ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÍ ÓÍÙ-ÓÌÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ fu|ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 'n → 0 × D(U), ÔÏ u(f'n) → 0, Á ÄÌÑÜÔÏÇÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f'n → 0, ËÁË ÔÏÌØËÏ'n → 0. óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 37.1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ËÏÍ�ÁËÔ K ⊂ U ,ÞÔÏ supp'n ⊂ K ÄÌÑ ×ÓÅÈ n. ÷×ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C�
 , ÞÔÏD�(f') = ∑�+
=�C�
D�fD
';É ÉÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ, ÔÁË ËÁË |D�f | ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÏ ÎÁ K ÄÌÑ ×ÓÅÈ �.�ÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÓÅÍ �ÒÉÌÉÞÅÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÀ ÚÁËÏÎÁÍ ÁÓ-ÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÁËËÕÒÁÔÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ÆÕÎË-�ÉÊ).ïÞÅ×ÉÄÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉ-ÔÁÔÅÌÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 37.5. åÓÌÉ f ∈ O(U), u ∈ D′(U) É 16 j 6 n, ÔÏ�(fu)�xj = f · �u�xj + �f�xj · u:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÅÊÂÎÉ�Á.åÝÅ ÏÄÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁÄ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ,| ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.éÍÅÎÎÏ, �ÕÓÔØ V ⊂ U . �ÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ i : D(V ) ,→D(U),�ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ� × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 37.1�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ u : D(U)→
→ C|ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÏ u ◦ i : D(V )→ C|ÔÁËÖÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.



37. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÎÉ ÖÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 271ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 37.6. ðÕÓÔØ V ⊂ U |Ä×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É u ∈
∈ D′(U). �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ u ◦ i, ÇÄÅ i : D(V ) ,→ D(U) | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏV ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ u|V .ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u|ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ U (ÇÌÁÄËÁÑ, ÓÕÍÍÉÒÕÅ-ÍÁÑ É Ô. �.), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ u|V ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ f |V .ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 37.7. Á) ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V = ⋃Vj . åÓÌÉ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ∈ D′(V ) ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ u|Vj = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, ÔÏ u= 0.Â) ðÕÓÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V = ⋃Vj . åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Vj ÚÁÄÁ-ÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ uj ∈ D′(Vj) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ui|Vi∩Vj = uj |Vi∩VjÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅu ∈D′(V ), ÞÔÏ u|Vj = uj ÄÌÑ ×ÓÅÈ j.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ. îÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÍÑÚÙËÅ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÕÞÏË.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ ' ∈ D(V ) ÉK = supp'. �ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÁËÔKÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Vj1 ∪ : : : ∪ Vjk ; ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ' = '1 + : : : + 'k, ÇÄÅ 'r ∈ D(U) Ésupp'r ⊂ Vjr ÄÌÑ ×ÓÅÈ r. �Å�ÅÒØ ÉÍÅÅÍu(') = k∑r=1 u('k) = k∑r=1(u|Vjr ('r));ÔÁË ËÁË ×ÓÅ u|Vjr ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ ×ÎÕÌØ É u(') = 0; ÔÁË ËÁË ' �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁ, ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.Â) õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÕÎËÔÁ (Á); ÄÏËÁÖÅÍÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ D(V ); ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØu('), �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ supp' ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÏÍ-�ÁËÔÅ K ⊂ V . �ÏÇÄÁ, Ï�ÑÔØ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÏÁÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù,�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ  1; : : : ;  k ∈ D(V ), ÞÔÏ 1 + : : : +  k = 1 ÎÁ K É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÉÎ-ÄÅËÓ jr, ÞÔÏ supp r ⊂ Vjr . ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ u(') = k∑r=1ujr( r').ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ supp'n ⊂ K ÄÌÑ ×ÓÅÈ n É 'n → 0 × D(V ), ÔÏ  r'nÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ × D(Vjr ) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ r, ÏÔËÕÄÁ u('r) → 0. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ u ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏÅÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ K É 'r. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ.



272 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒðÕÓÔØ supp' ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÅÝÅ × ËÏÍ�ÁËÔÅ K ′, É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔÕ×ÀÔÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �1; : : : ; �l ∈ D(V ) É ÉÎÄÅËÓÙ h1; : : : ; hl, ÞÔÏ ∑ �m = 1 ÎÁK ′ É supp �m ⊂ Vhm . äÌÑ ×ÓÑËÉÈ r ∈ [1; k℄ É m ∈ [1; l℄ ÉÍÅÅÍ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀujr |Vjr∩Vhm = uhm |Vjr∩Vhm ;ÏÔËÕÄÁ ujr (�m r') = uhm(�m r'). éÍÅÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ×ÉÄÕ, ÚÁ�ÉÛÅÍÔÁËÕÀ �Å�ÏÞËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:k∑r=1 ujr ( r') = k∑r=1 ujr( l∑m=1 �m r')=∑r;m ujr (�m r') ==∑r;m uhm(�m r') =∑m uhm(∑r �m r')= l∑m=1uhm(�m'):üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ u|Vj = uj , ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ u(') = uj('), ËÁËÔÏÌØËÏ supp' ⊂ Vj . äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÍ K = supp', r = 1, Á × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å  1 ×ÏÚØÍÅÍ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ × Vj ,ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ K. ÷×ÉÄÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÅÎÎÏÊËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ÉÍÅÅÍ u(') = uj( 1') = uj(').38. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×ÁðÕÎËÔÙ (Â) É (×) �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2 ÎÁ×ÏÄÑÔ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏ-ÌÅÅ ÇÌÁÄËÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Rn, ÔÅÍ ÂÙÓÔÒÅÅ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÅÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ (É ÏÂÒÁÔÎÏ). üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏ×ÏÄÉÔØÄÏ ÔÏÞÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ; ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×óÏÂÏÌÅ×Á|ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÏÎ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×Ù-ÞÕÒÎÏ, ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÅÎ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � = �1; : : : ; �n ∈ Rn, ÔÏ |�|= (�21 + : : :+ �2n)1=2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ s ∈ R ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �s ÍÅÒÕ ÎÁ Rn,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ �-ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÚÁÄÁÎÎÕÀÆÏÒÍÕÌÏÊ �s(E) = ∫E(1 + |�|2)s d�(�);ÇÄÅ �, ËÁË É ÒÁÎÅÅ|ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ, ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ (2�)n=2.íÅÒÁ �s ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÏÌÅ×ÓËÏÊ ÍÅÒÏÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �0 = �, É ÌÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ D(Rn) �ÌÏÔÎÏ × L2(Rn; �s) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÉÑ 34.15). ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ L2(Rn; �s)⊂ L2(Rn; �t) �ÒÉ s > t.



38. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á 273ìÅÍÍÁ 38.2. åÓÌÉ  |Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Rn É f ∈ L2(Rn; �s),ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ f ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ ÎÁ Rn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Z

Rn(1 + |�|)
 d�(�) <∞ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 
 < −n (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 3.34). ðÏÓËÏÌØËÕ(1 + |�|)
 ∼ (1 + |�|2)
=2 �ÒÉ |�| →+∞, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ∫

Rn(1 + |�|2)s d�(�) <∞ ⇔ s <−n=2: (38.1)ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ f ∈ L2(Rn; �s); �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ,ÞÔÏ f(�)(1 + |�|2)s=2 ∈ L2(Rn; �). �ÁË ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ  Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑ, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C>0, ÞÔÏ | (�)|2(1+ |�|2)−s6C · (1+ |�|)−n=2−1.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, (�)(1+ |�|2)−s=2∈L2(Rn; �); ÕÍÎÏÖÁÑ ÎÁ f(�)(1+ |�|2)s=2É �ÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ L2-ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ.�Å�ÅÒØ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2(Rn; �s) ÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÉÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ∈ D′(Rn), ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË��ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ� ÆÕÎË�ÉÉ f : ÄÌÑ ' ∈D(Rn) �ÏÌÏÖÉÍ (ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÑÓØ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ 35.9): u(') = ∫

Rn '̂ · f d�: (38.2)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.3. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2), ËÏÒ-ÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ '̂|Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×�ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ÌÅÍÍÅ 38.2. ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌ u ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 38.2. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ
{'m}|ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ D(Rn), ÎÏ-ÓÉÔÅÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÏÍ�ÁËÔÅ K ⊂ Rn. ðÏÓËÏÌØËÕ �(K)<∞É D�'m → 0 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ K ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ �, �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ D�'m ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É × L1(Rn; �). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ(ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.2), ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ � �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ��'̂m ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ Rn; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1 + |�|2)t'̂m(�) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ t ∈ R. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ"m → 0, ÞÔÏ (1 + |�|2)−s=2+n=2+1'̂m(�)6 "mÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m É ×ÓÑËÏÇÏ � ∈ Rn. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
|'̂m(�) · f(�)|= |'̂m(�)(1 + |�|2)−s=2| · |f(�) · (1 + |�|)s=2| 6

6 "m · |f(�) · (1 + |�|)s=2| · (1 + |�|2)−n=2−1:



274 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ�ÁË ËÁË × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÁ ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÑ ÌÅÖÁÔ × L2(Rn; �), �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞ-ÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ; ÔÅ�ÅÒØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï lim Z

Rn '̂m · f = 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L2(Rn; �s) �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (38.2), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ f̂ . ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f|Û×ÁÒ�Å×ÓËÁÑÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ f ∈ L2(Rn; �s) ÄÌÑ ×ÓÅÈ s ∈ R; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 �ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f̂ , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2),ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÏÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u = f̂ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉ-ÅÍ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f . îÁ�ÒÏÔÉ×, ××ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÀ�f ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ u.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.4. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f 7→ f̂ ÉÚ L2(Rn; �s) ×
D′(Rn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f ∈ L2(Rn; �s), É �ÕÓÔØ Z '̂ · f d�(�) = 0 ÄÌÑ×ÓÑËÏÊ ' ∈ D(Rn); �ÏËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ Z  ̂ · f d�(�) = 0 ÄÌÑ ×ÓÑ-ËÏÊ Û×ÁÒ�Å×ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ  . ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ �m ∈ D(Rn)�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ É ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉ-ÕÓÁ m Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅÂÅÇÁ ÏÂÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ �m →  × L1-ÍÅÔÒÉËÅ (ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�̂m ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë  ̂ (××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 35.2Á); �ÏÜÔÏÍÕ
Z  ̂ · f d�(�) = limm→∞

Z �̂m · f d�(�) Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ; ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ �m ÌÅÖÉÔ × D(Rm),ÉÍÅÅÍ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ Z �̂m · f d�= 0, ÔÁË ÞÔÏ Z  ̂ · f d�= 0. �ÁË ËÁË �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïû×ÁÒ�Á ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ïû×ÁÒ�Á, ÉÍÅÅÍ Z �f d� = 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ Û×ÁÒ�Å×ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � É, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ D(Rn). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, f = 0.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.5. ðÕÓÔØ s ∈ R. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ óÏÂÏÌÅ×ÁHs ⊂ D′(Rn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L2(Rn; �s) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f 7→ f̂ , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (38.2).ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ht ⊂Hs �ÒÉ t > s.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hs ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ s ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ�ÒÏÓÔÏ.



38. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á 275ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6. ðÒÉ s > 0 �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï óÏÂÏÌÅ×Á Hs ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ æÕÒØÅ (× ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ) ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚL2(�s)⊂ L2(�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷×ÉÄÕ L2-ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 35.9 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ f; g ∈ L2(Rn), Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.åÓÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å óÏÂÏÌÅ×ÁHt, ÔÏ, ÎÅÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ u �ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏ�, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ t.óÅÊÞÁÓ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Á ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÒÉÚ×ÁÎÎÙÈ �ÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØÜÔÉ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ t ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ u ∈ Ht Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÁÍÙÍÉ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍÉ ÇÌÁÄËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.7 (ÌÅÍÍÁ óÏÂÏÌÅ×Á). ðÕÓÔØ r | �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, s > r + (n=2) É Hs|�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï óÏÂÏÌÅ×Á ÎÁ Rn.�ÏÇÄÁ Hs ⊂ Cr(Rn).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u = f̂ ∈ Hs, ÇÄÅ f ∈ L2(�s). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ��f ∈ L1(�) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÁ �, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ |�| 6 r. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, |��| 6 |�||�|, ÏÔËÕÄÁ �ÒÉ |�| 6 r ÉÍÅÅÍ
|��| 6 C(1 + |�|2)r=2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C. �Å�ÅÒØ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|��f | 6 C(1 + |�|2)r=2|f |= C(1 + |�|2) r2− s2 · |f |(1 + |�|2) s2 :÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÌÅÖÉÔ × L2(Rn; �) ××ÉÄÕ (38.1), Á×ÔÏÒÏÊ| �ÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ f ∈ L2(Rn; �s). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÉÈ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ × L1, É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ��f .ðÏÓËÏÌØËÕ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ L2(�s)⊂ L2(�), �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6 × ÓÏ×Ï-ËÕ�ÎÏÓÔÉ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÎÙÍ |�| ÒÁÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 35.2 (É Ó ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ L2 ∩ L1 �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅÉ × ÓÍÙÓÌÅ ðÌÁÎÛÅÒÅÌÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ| �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 36.4), �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ u= f̂ ÌÅÖÉÔ × Cr(Rn).åÝÅ ÏÄÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× óÏÂÏÌÅ×Á, ÔÁËÖÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ óÏÂÏÌÅ×Á É ÇÌÁÄËÏ-ÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍHr ÄÌÑ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ r.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.8. ðÕÓÔØ r|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁHr = {f ∈ L2(�) : D�f ∈ L2(�) �ÒÉ |�| 6 r}:



276 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ u ∈Hr; ÔÏÇÄÁ u= f̂ , ÇÄÅ f ∈ L2(�r)⊂ L2(�).ðÕÓÔØ �|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ' ∈ D(Rn) ÉÍÅÅÍ(D�u)(')= (−1)|�|u(D�')= (−1)|�| ∫ f · (D̂�') d�=(−i)|�| ∫ ��f · '̂ d�;(38.3)åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ |�| 6 r, ÔÏ |��|2 =O(1 + |�|2)r; �ÏÓËÏÌØËÕ f ∈ L2(�r), ÏÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ��f ∈ L2(Rn; �), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ (38.3) É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ðÁÒÓÅ×ÁÌÑÉÍÅÅÍ (D�u)(') = (−i)|�| ∫ (�̂�f)'dx;ÇÄÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �Ï ðÌÁÎÛÅÒÅÌÀ; ÔÅÍ ÓÁÍÙÍD�u ∈ L2(Rn).ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÏÔÉ×, D�u ∈ L2 �ÒÉ |�| 6 r. âÅÒÑ ÏÔD�u �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅæÕÒØÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ��û ∈ L2 �ÒÉ |�| 6 r. ðÏÓËÏÌØËÕ(1 + |�|2)r 6 
onst · ∑

|�|6r |��|2;ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ û ∈ L2(Rn; �r); ÔÅ�ÅÒØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.6 ×ËÕ�Å ÓÆÏÒÍÕÌÏÊ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ u ∈Hr.÷ÏÔ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÓÏ×ÓÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀ-ÝÅÅ Ï Ó×ÑÚÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× óÏÂÏÌÅ×Á Ó ÇÌÁÄËÏÓÔØÀ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.9. åÓÌÉ u ∈Hs, ÔÏ �u=�xj ∈Hs−1 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ j.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ u= f̂ , ÇÄÅ f ∈ L2(Rn; �s), ÔÏ
( �u�xj )(') =−u( �'�xj )= ∫

Rn(i�jf) · 'd�:ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ∈ L2(Rn; �s), ÔÏ �jf ∈ L2(Rn; �s−1), �Ï-ÓËÏÌØËÕ |�j |2 6 1 + |�|2.ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ Hs �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ s ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÎÅÏÄÎÕ ÔÏÌØËÏ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÏÏÂÝÅ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Hs ÎÅ ÌÅÖÁÔ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË, ÍÙ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á ÌÏËÁÌÉÚÕÅÍ. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍ ÆÁËÔÅ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.10. åÓÌÉ u ∈Hs É ' ∈D(Rn), ÔÏ 'u ∈Hs.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ s|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 38.8.



38. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á 277ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, D�u ∈ L2 �ÒÉ |�| 6 s; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ××ÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙìÅÊÂÎÉ�Á �ÒÉ |�| 6 s ÉÍÅÅÍ D�('u) = ∑�;
C�
D�'D
u, ÇÄÅ |
| 6 s; �Ï-ÓËÏÌØËÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ L2 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ L2, ÉÍÅÅÍ D�('u) ∈ L2 �ÒÉ |�| 6 s, É×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× óÏ-ÂÏÌÅ×Á. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÓÌÉ ' ∈ D(U) Éu ∈ D′(U), ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ' · u ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ÎÁ Rn, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ('u)( ) = u(' ) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ  ∈ D(Rn) (ÜÔÏÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ��ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÕÌÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ�). äÁÌÅÅ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ×ÓÅÍ Rn, ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÏ×ÏÒÏË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 38.11. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, u ∈ D′(U) É s ∈ R. �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.Á) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ x ∈ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ∋ x, V ⊂ UÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ w ∈Hs, ÞÔÏ w|V = u|V .Â) äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ' ∈ D(U) ÉÍÅÅÍ 'u ∈Hs.åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ uÌÏËÁÌØÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Ë Hs. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ U , ÌÏ-ËÁÌØÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ Ë Hs, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Hs;lo
.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (Â) ⇒ (Á). äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ D(U), ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔ-ËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V ∋ x. éÍÅÅÍ 'u ∈Hs, É �ÒÉ ÜÔÏÍ 'u|V = '|V · u|V == 1 · u|V = u|V .(Á) ⇒ (Â). ðÕÓÔØ supp' = K. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ (Á) É ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á V1; : : : ; Vm ⊂ U , ÆÕÎË�ÉÉ '1; : : : ; 'm ∈ D(U) É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑw1; : : : ; wm ∈Hs, ÞÔÏ K ⊂ ⋃Vj , supp'j ⊂ Vj ÄÌÑ ×ÓÅÈ j, ∑'j = 1 ÎÁ K Éwj |Vj = u|Vj ÄÌÑ ×ÓÅÈ j. �Å�ÅÒØ ÉÍÅÅÍ 'u=∑(' · 'j) · u=∑(' · 'j) · wj ,É ×ÓÅ (' · 'j) · wj ÌÅÖÁÔ × Hs ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 38.10.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 38.12. ðÕÓÔØ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, r|ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É " > 0. �ÏÇÄÁ Cr(U)⊂Hr;lo
(U) É Hr+n=2+";lo
 ⊂ Cr(U).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ óÏÂÏÌÅ×Á, Á�ÅÒ×ÏÅ|ÉÚ 38.11 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 38.8.ïÔÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hs;lo
 ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s (�ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÌØËÏ



278 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÄÌÑ ÔÁËÉÈ s ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.8); ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÎÏ×-ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.39. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙðÕÓÔØ U ⊂ Rn|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï; ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ËÏÌØ�Ï ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÚÎÁÞÎÙÈ C∞-ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ U ÂÕÄÅÔ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÎÅ O(U), Á�ÒÏÓÔÏ O.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.1. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ L : O →O, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊL : f 7→
∑ p�D�f;ÇÄÅ p� ∈ O É � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÍÕÌØÔÉÉÎÄÅËÓÙ ×ÅÓÁ 6 d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÓÑËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ.�ÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÉ p� ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ L. íÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØÎÅ ÂÕÄÅÍ; ÞÉÔÁÔÅÌØ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ �ÏÔÅÒÑÅÔ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ L = ∑ p�D�, ÇÄÅp� ∈ O.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 39.1 ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÅÝÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ; ÎÉÖÅ ÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.2. ðÏÒÑÄËÏÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L == ∑ p�D� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÎÙÊ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ p�, ÇÄÅ |�|= k.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÏÒÑÄÏË| ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × Ï�ÅÒÁÔÏÒ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÓÑËÏÅ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ) ×ÅË-ÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄÏË 1.ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅ-ÇÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ Dk. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, D0 =O, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÏÒÑÄËÁ 0 ÓÕÔØÏ�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.3. ðÕÓÔØ L = ∑ p�D�|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Symb(L) ∈
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∈O[�1; : : : ; �n℄, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:Symb(L) = ∑

|�|=d p���:ëÏÌØ�Ï O[�1; : : : ; �n℄ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ; ÈÏÔÑ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �j ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÍÙÓÌÉÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.12). ðÏÄÞÅÒË-ÎÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÉÍ×ÏÌ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ).þÔÏÂÙ ÏÓ×ÏÉÔØÓÑ Ó ÜÔÉÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÏ-ÓÔÏÊ, ÎÏ ×ÁÖÎÙÊ ÆÁËÔ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.4. a) ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ× ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉ L1 ∈ Dk1 ,L2 ∈Dk2 , ÔÏ L1 ◦ L2 ∈Dk1+k2 .Â) åÓÌÉ L1 = ∑ p�D� ∈ Dk1 , L2 = ∑ q�D� ∈ Dk2 É ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑL1 ◦L2 ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË k1+ k2, ÔÏ Symb(L1 ◦L2)=Symb(L1) ·Symb(L2);�ÏÒÑÄÏË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ L1 ◦ L2 ÍÅÎØÛÅ k1 + k2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ-ÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Symb(L1) · Symb(L2) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.×) åÓÌÉ L1 ∈ Dk1 , L2 ∈ Dk2 , ÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [L1; L2℄ ÌÅÖÉÔ ×Dk1+k2−1.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (×) ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØ-ÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ�ÏÌÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× | ÔÁËÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÎÅÍÅÄÌÅÎ-ÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ L1 = ∑ p�D� ∈ Dk1 ,L2 = ∑ q�D� ∈ Dk2 É ' ∈ O, ÔÏ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á ÎÅÍÅÄ-ÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏL1(L2(')) = ∑

|�|=k1
|�|=k2 p�q�D�+�'+ (ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉÍÅÎØÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ );ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (Á) É (Â). îÁËÏÎÅ�, (×) ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ (Â) É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÁËÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ O(U) = C∞(U) × ÓÅÂÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ L|ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d, ÔÏ L ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ É ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÉÚ Cm(U)ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ m > d É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ



280 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒCm(U) × Cm−d(U); ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÓÑËÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ D′(U) ×
D′(U). îÁËÏÎÅ�, ÅÓÌÉ L|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ É ' ∈ D(U), ÔÏL' ÔÁËÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ L É ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ D(U); ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ.éÍÅÎÎÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ D(U) ÜÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÏÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (f; g) = ∫U f�g d�(ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ D(U) ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁ L2).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ L|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ U ; ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ D(U).ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.5. ï�ÅÒÁÔÏÒ L∗ : D(U)→D(U), ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ Ë L,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉL= ∑

|�|6d p�D�;ÔÏ L∗ = ∑

|�|6d(−1)|�|D� ◦ p�: (39.1)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ L|ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ (·; ·), ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L∗ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë L,ÅÓÌÉ (Lu; v) = (u; L∗v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v ∈ L. ÷ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (39.1)ÓÔÏÑÔ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÊ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÆÕÎË�ÉÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ (L1+L2)∗=L∗1+L∗2 É (L1◦L2)∗=L∗2◦L∗1,�ÒÉÞÅÍ × ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ L∗1É L∗2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÅ Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ É Ë Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍ D�. ÷×ÉÄÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f' · � = ' · �f ,ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ f . äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ';  ∈ D(U), ÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï
∫U �'�xj · � dx1 : : : dxn =−

∫U ' · � � �xn dx1 : : : dxn ==−
∫U ' ·

( � �xn) dx1 : : : dxn;



39. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 281ÔÁË ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ−�=�xj ÓÏ�ÒÑÖÅÎ Ë �=�xj , ÏÔËÕÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ (−1)|�|D�ÓÏ�ÒÑÖÅÎ Ë D�. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁ (39.1) É �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 39.6. åÓÌÉ L|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d,ÔÏ L∗ | ÔÏÖÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d; �ÒÉ ÜÔÏÍSymb(L∗) = (−1)dSymb(L).þÅÒÔÁ ÎÁÄ Symb(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ:
∑ f��� =∑ f���:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (39.1).ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ.þÅÒÅÚ Ok, ÇÄÅ k| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÑÍÕÀÓÕÍÍÕ k ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á O (Ô. Å. �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚk ÆÕÎË�ÉÊ f1; : : : ; fk); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ(D(U))k , (D′(U))k É Ô. �.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.7.ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L : Ok→Ol ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÍÁÔ-ÒÉÞÎÙÍ) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ (l×k)-ÍÁÔÒÉ�Á ‖Lij‖ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ39.1, ÞÔÏ L(f1; : : : ; fk) = (∑L1jfj ; : : : ;∑Lljfj):÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ �ÉÓÁÔØ L= ‖Lij‖.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ É ÓÉÍ×ÏÌÁ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ×ÙÇÌÑÄÑÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁË.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.8. ðÕÓÔØ L = ‖Lij‖| ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÚ Ok × Ol. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ�ÏÒÑÄËÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× Lij .åÓÌÉ �ÏÒÑÄÏË Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L= ‖Lij‖ ÒÁ×ÅÎ d, ÔÏ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ (l × k)-ÍÁÔÒÉ�Á ‖Pij‖, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á O[�1; : : : ; �n℄,ÇÄÅ Pij ={SymbLij ; ÅÓÌÉ �ÏÒÑÄÏË Lij ÒÁ×ÅÎ d;0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.9. Á) åÓÌÉ L1 : Ok → Ol|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d1, Á L2 : Ol → Om|ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �Ï-ÒÑÄËÁ d2, ÔÏ L2 ◦ L1 : Ok → Om | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �Ï-ÒÑÄËÁ 6 d1 + d2. åÓÌÉ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ d1 + d2, ÔÏ



282 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒSymb(L2 ◦ L1) = Symb(L2) Symb(L1) (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�). ðÏÒÑÄÏËËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ L1 ◦ L2 ÍÅÎØÛÅ d1 + d2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Symb(L1) Symb(L2) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.4.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.10. åÓÌÉ L : Ok → Ol | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d, É ÅÓÌÉ u ∈Hs;lo
(U)k, ÔÏ Lu ∈Hs−d;lo
(U)l.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÎÏÍÅÒ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 38.9), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÏÍÅÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (�ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÉÅ 38.10).ðÏÎÑÔÉÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. üÒÍÉÔÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ D(U)k ÚÁÄÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ ('1; : : : ; 'k;  1; : : : ;  k) = ('1;  1) + : : :+ ('k ;  k):íÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.11. ðÕÓÔØ L : Ok → Ol |ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ‖Lij‖. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ L∗ : Ol → Ok, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ‖L∗ji‖ (ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁ-ÔÒÉ�Á ÉÚ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë L × ÔÏÍÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ (L';  ) = (';L∗ )ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ ' ∈ D(U)k É  ∈D(U)l.ðÏÒÑÄÏË Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L∗ ÒÁ×ÅÎ d, É Symb(L∗) = (−1)d · tSymb(L) (ÍÁ-ÔÒÉ�Á, ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÁÑ Ë ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ), ÇÄÅ ÄÌÑ P = ∑ p��� ∈
∈O[�1; : : : ; �n℄ �ÏÌÁÇÁÅÍ �P =∑ p���.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.5 ÉÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 39.6.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ.ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ×ÓÑËÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ ∑ fi(x)(�=��i) Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ; ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ ÅÇÏ �ÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ 1, Á ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎ ∑ pi(x)�i.ï�ÅÒÁÔÏÒ � = �2�x21 + : : :+ �n�x2n



39. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 283ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å U ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ìÁ�ÌÁÓÁ; ÅÇÏ�ÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ 2, Á ÓÉÍ×ÏÌ ÒÁ×ÅÎ �21 + : : :+ �2n.á ×ÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. ðÕÓÔØ U ⊂ C|ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉ f : U → C | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ C1. äÁ×ÁÊÔÅ ×ÙÑÓÎÉÍ, �ÒÉ ËÁËÉÈÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ C �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′(p) : C → C Ñ×ÌÑÅÔÓÑÎÅ �ÒÏÓÔÏ R-ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ (ÉÎÙ-ÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).åÓÌÉ ÚÁ�ÉÓÁÔØ f(x + iy) = u(x; y) + iv(x; y), ÔÏ ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÒÁ×ÅÎ 

�u�x �u�y�v�x �v�y

 ;Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, R-ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ C × C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ C-ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ( a b
−b a).ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = u+ iv ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ: �u�x = �v�y ; �u�y =− �v�x :üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÛÉ|òÉÍÁÎÁ, Á Ï�Å-ÒÁÔÏÒ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕL : (u; v) 7→ (�u�x − �v�y ; �u�y + �v�x);ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ëÏÛÉ|òÉÍÁÎÁ. óÉÍ×ÏÌ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÍÅ-ÅÔ ×ÉÄ (� −�� �).éÚ ËÕÒÓÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ×Ù ÕÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ C1-ÆÕÎË-�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ëÏÛÉ|òÉÍÁÎÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍÄÅÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÕÅÍÏÊ; ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ×ÓÑËÁÑC2-ÆÕÎË�ÉÑ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ìÁ�ÌÁÓÁ �f = 0. éÎÙÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÉÍÉ, ÞÅÍÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÖÉÄÁÔØ a priori.ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ �Ï×ÙÛÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ÅÓÌÉ L|×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀLf = 0 (ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÙÈ ËÒÉ×ÙÈ) ÇÌÁÄËÏÊ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏ,ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ. åÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÁÅÔ �×ÏÌÎÏ×ÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ��2=�x2 − �2=�t2 ÎÁ R2: ÅÓÌÉ f|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-



284 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ u : (x; t) 7→ f(x + t) ÚÁ-×ÅÄÏÍÏ ÕÄ×ÏÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �×ÏÌÎÏ×ÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ��2u�x2 − �2u�t2 = 0:��ÅÏÒÅÍÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ�, ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÌÅË�ÉÑ É ×ÅÓØËÕÒÓ, ×ÙÄÅÌÑÅÔ ×ÁÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÜÆÆÅËÔ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 39.12. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L : Ok(U)→Ol(U)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-ÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ U É ×ÓÑËÏÇÏ � = �1; : : : ; �n ∈ Rn \ (0; : : : ; 0)ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ Symbx;�(L) ÚÁÄÁÅÔ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Ck × Cl, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ Symbx;�(L) ÏÂÏÚÎÁÞÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÕ-ÞÁÀÝÁÑÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÓÉÍ×ÏÌ �ÁÒÙ (x; �) ∈ U × Rn.÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ìÁ�ÌÁÓÁ É ëÏÛÉ|òÉÍÁ-ÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍÉ, Á ×ÏÌÎÏ×ÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÉÍ×ÏÌËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �2 − �2, ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. îÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÉÍ É ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ (�ÒÉ n > 1).úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÛÅÇÏ ËÕÒÓÁ|ÔÅÏÒÅÍÁ 39.13, ÎÁÚÙ×Á-ÅÍÁÑ ÅÝ£ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 39.13. ðÕÓÔØ L : C∞(U)k → C∞(U)l|ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d É f ∈ Cd(U)k. åÓÌÉ Lf ∈ C∞(U)l, ÔÏ É f ∈ C∞(U)k.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 39.14. ðÕÓÔØ L : C∞(U)k→C∞(U)l|ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d É f ∈ Cd(U)k. åÓÌÉ Lf = 0, ÔÏ f ∈ C∞(U)k.�ÅÏÒÅÍÁ 39.13 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 38.12 É ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 39.15. ðÕÓÔØ L : C∞(U)k → C∞(U)l|ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ d, É �ÕÓÔØ u ∈Ht;lo
(U)k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ R. åÓÌÉLu ∈Hs;lo
(U)l, ÔÏ u ∈Hs+d;lo
(U)l.íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÉ ÔÏÍ Õ�ÒÏÝÁÀÝÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÉ, ÞÔÏ × Ï�ÅÒÁÔÏÒÅ L ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ D�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |�| = d,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ (ÜÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�ÙSymb(L) ÌÅÖÁÔ ÎÅ × O[�1; : : : ; �d℄, Á × C[�1; : : : ; �d℄).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. óÎÁÞÁÌÁ Ó×ÅÄÅÍ ×ÓÅ Ë ÓÌÕÞÁÀ Ë×Á-ÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, ÔÏ ÅÓÔØ Ë ÓÌÕÞÁÀ k = l. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ L| ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÕÄÅÔ É Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ L∗L : Ok → Ok. éÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ Symbx;� ÍÁÔÒÉ-�Õ, �ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÓÉÍ×ÏÌ �ÁÒÙ (x; �) ∈ U × Rn. åÓÌÉ



39. üÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ 285A= Symbx;�(L), ÔÏ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.11 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Symbx;�(L∗) == (−1)d · t �A=:A∗. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎß-ÅËÔÉ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ; ÉÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á(−1)dA∗A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,A∗Av = 0 ⇒ (A∗Av; v) = 0 ⇒ (Av;Av) = 0 ⇒ Av = 0 ⇒ v = 0:�Å�ÅÒØ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.9 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ L∗L ÒÁ×ÅÎ 2d, Á ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A∗A ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Lu ∈Hs;lo
, ÔÏ L∗Lu ∈Hs−d;lo
�Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 39.10. åÓÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÚ Ok × Ok , ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅóÏÂÏÌÅ×Á Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ s− d+ 2d= s+ d, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.÷×ÉÄÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ L : Ok →Ok. ðÕÓÔØu ∈ Ht;lo
(U)k É Lu ∈ Hs;lo
(U)k (ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÏÓÔÏ �ÉÓÁÔØ Hs;lo
,Ht;lo
 É Ô. �.). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÎÁÊÔÉ ÔÁ-ËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V , ÞÔÏ u|V ∈Hs+d;lo
.äÌÑ x ∈ U ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎË�ÉÀ ' ∈ D(U), ÒÁ×ÎÕÀÅÄÉÎÉ�Å × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ∋ x. éÍÅÅÍ L( u)−  Lu= [L; ℄u,ÇÄÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ  ; ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á ÑÓÎÏ (ÓÒ. �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÅ 39.4×), ÞÔÏ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË 6 d − 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,[L; ℄ | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × D(U); ÉÈÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ ÎÁ Rn,ÔÁË ÞÔÏ É [L; ℄ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ Rn. îÁËÏÎÅ�, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ  u É  v ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ Rn (ÓÍ. �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÌÅË�ÉÀ).éÍÅÑ ×ÓÅ ÜÔÏ × ×ÉÄÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏL( u) =  L(u) + [L; ℄u=  v + [L; ℄u;�ÒÉÞÅÍ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ × Hs, Á ×ÔÏÒÏÅ | ×Ht−d+1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L( u) ∈Hmin(t−d+1;s).ìÅÍÍÁ 39.16.  u ∈Hmin(t+1;s+d).÷Ù×ÏÄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØÌÅÍÍÕ (×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÓÕÖÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V É ×ÙÂÉÒÁÑ ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ '),�ÏËÁ  u ∈Ht, ÇÄÅ t < s+ d.ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 39.16. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ L ××ÉÄÅ L= L1 + L2, ÇÄÅ L1|Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏ× �ÏÒÑÄËÁ d(××ÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÜÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ), Á L2|ÎÅËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÒÑÄËÁ 6 d− 1.



286 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒéÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÅÊÂÎÉ�Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏL2( u) = d−1∑j=0  jMju; (39.2)ÇÄÅ  j ∈ D(U) É Mj |ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ k × k) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁ U , ÉÍÅÀÝÉÊ �ÏÒÑÄÏË j. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅ-ÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (39.2) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ D′(Rn)k,�ÒÉÞÅÍ ××ÉÄÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 39.10 ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × Ht−d+1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,L1( u) ∈Hmin(t−d+1;s) =H� . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ  u= w.�ÁË ËÁË L1 |Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÅÇÏ ÓÉÍ-×ÏÌ (Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ L) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ(k × k)-ÍÁÔÒÉ�Õ pij ÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ d ÏÔ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ �1; : : : ; �n, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ w = (w1; : : : ; wk) ∈ (Ht)k, ÇÄÅ wj = f̂j ,fj ∈ L2(�t), ÔÏ L1w = (ĝ1; : : : ; ĝk), ÇÄÅ gj =∑ pjrfr.÷×ÉÄÕ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Á ‖pij(�)‖ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ �ÒÉ � 6= 0. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë ÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Õ ~Q(�) = ‖qij(�)‖; ÜÔÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ −d. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ×ÓÅÈ� 6= 0 ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ × ÜÔÉÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ,×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ A= sup
|v|=1
|�|=1 | ~Q(�)v|

|v|ËÏÎÅÞÎÁ; ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
|Q(�)v| 6A|�|−d|v| (39.3)ÄÌÑ ×ÓÅÈ v ∈ Rk É � ∈ Rn \ {(0; : : : ; 0)}.ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅ�ÅÒØ Q(�) ={ ~Q(�) �ÒÉ |�| > 1;0 �ÒÉ |�|< 1;É �ÕÓÔØ r =Qg, ÇÄÅ L1w = (ĝ1; : : : ; ĝk). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ rj ∈ L2(��+d) ÄÌÑ×ÓÅÈ j. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, rj(�) = 0 �ÒÉ |�| < 1, Á �ÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ � ÉÍÅÅÍ,××ÉÄÕ (39.3):

|rj(�)| 6 |r(�)| = |Q(�)g(�)| 6A|�|−d|g(�)| 6 k ·A|�|−d ∑
|gj(�)|;�ÏÓËÏÌØËÕ ∑ |gj | ∈ L2(��), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ r̂ ∈H�+d; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f(�)−Q(�)g(�) ={0 �ÒÉ |�| > 1;f(�) �ÒÉ |�|< 1:



úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 287åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ×ÅËÔÏÒ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÅÒÅÚ F = (F1; : : : ; Fk), ÔÏFj ∈ L2(��) ÄÌÑ ×ÓÅÈ � ∈ R, ÔÁË ÞÔÏ F̂ ∈ H� ÄÌÑ ×ÓÅÈ �. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,×ÅËÔÏÒ w ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÅËÔÏÒÁ Q̂(�)g = r̂, ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅ-ÖÁÔ × H�+d, É ×ÅËÔÏÒÁ F̂ , ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ×ÏÏÂÝÅ ×Ï×ÓÅÈ H�. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ  u= w ∈H�+d =Hmin(t+1;s+d), É ×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÀ ÉÚÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÔÅÏÒÉÀÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ Ó ÏÂÌÁÓÔÅÊ × Rn ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ; ×Ù�ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÜÔÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ × ÄÒÕÇÉÈ ËÕÒÓÁÈ.úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ1. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ3.1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ Ó×ÑÚÎÏ.3.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á ×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞÅÔÎÁ.3.3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ RP2 ÞÅÒÅÚ (x0 : x1 : x2).æÏÒÍÕÌÁ ' : (x0 : x1 : x2) 7→ (x0x1 : x0x2 : x1x2)ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ RP2 \B × RP2, ÇÄÅ B ⊂ RP2|ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ?). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ ÉÚ RP2 \B.3.4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : RP2 → RP4 ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(x0 : x1 : x2) 7→ (x20 : x21 : x0x2 : x1x2 : x22):îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÎÇÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ RP2.3.5. ðÕÓÔØ E | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ R, É�ÕÓÔØ 0< k < l < dimE. ðÏÌÏÖÉÍF = {(�; �) ∈G(k;E)×G(l; E) : V� ⊂ V�}:ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ F |ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × G(k;E)×G(l; E).3.6. ðÕÓÔØ 0 < k < n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ(n × n)-ÍÁÔÒÉ� ÒÁÎÇÁ k ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÌÁÄËÏÇÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.3.7*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-ÚÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏ ÌÉÂÏ R, ÌÉÂÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.



288 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ(íÏÖÎÏ ÅÝÅ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ Ä×ÕÍÅÒ-ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, Á × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÅÒÅ|É ÎÅËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ; ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÒÉ, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÄÁÎÎÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ.)2. ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ3.8. îÁ RP2 Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x0 : x1 : x2) ÚÁÄÁÄÉÍ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (u1; u2) = (x1=x0; x2=x0), (v1; v2) = (x0=x1; x2=x1)É (w1; w2) = (x0=x2; x1=x2). ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ �=�u1 É �=�u2 ×Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ.3.9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × R3 ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕS2 = {(x1; x2; x3) : x21 + x22 + x23 = 1}:�ÏÞËÉ (0; 0;±1) ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÀÓÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ S2 Ó ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ �Ï-ÌÀÓÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ X É Y , ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÅ XÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ 1, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍ (× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÉ Ó ÓÅ×ÅÒÁ ÎÁ ÀÇ), Á �ÏÌÅ Y ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ 1, ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈË �ÁÒÁÌÌÅÌÑÍ (× ×ÏÓÔÏÞÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ).Á) úÁ�ÉÛÉÔÅ �ÏÌÑ X É Y , ×ÙÂÒÁ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÛÉÒÏÔÕ É ÄÏÌÇÏÔÕ.Â) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [X;Y ℄.3.10. Á) îÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S3 ⊂ R4 ÚÁÄÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒ-ÎÙÅ �ÏÌÑ X É Y . ÷ �ÏÌÅ X Ë ÔÏÞËÅ (x1; x2; x3; x4) �ÒÉÌÏÖÅÎ ×ÅË-ÔÏÒ (x2;−x1; x4;−x3), Á × �ÏÌÅ Y Ë ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ �ÒÉÌÏÖÅÎ ×ÅËÔÏÒ(x3; x4;−x1;−x2). îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [X;Y ℄.Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ×ÅËÔÏÒÙ (−x2; x1;−x4; x3) É (−x3; x4; x1;−x2).3.11. Á) îÁ R2 Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅX1 = x ��y − y ��x ; ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ R2 ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ X1f = 0?Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏÌÑ X2 = x ��x + y ��y .3.12. ðÕÓÔØ X |ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É Y ⊂ X | ÅÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ (ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÇÌÁÄËÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × Rn|ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÑ ÎÁ X ËÁÓÁÀÔÓÑ Y , ÔÏ É ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ËÁÓÁÅÔÓÑ Y .3.13. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S2n+1 ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ, ÎÉ-ÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÅÅÓÑ × ÎÕÌØ (ÎÁ ÞÅÔÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÜÔÏ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ).



úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 2893.14. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � : Rn+1 \ {0}→ RPn ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ (x0; : : : ; xn) × (x0 : : : : : xn). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ(n + 1) × (n + 1)-ÍÁÔÒÉ�Ù ‖aij‖ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Rn+1 \ {0} ×ÅËÔÏÒÎÏÅ�ÏÌÅ VA =∑ aijxj(�=�xj).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �(p) = �(q), ÔÏ �′(VA(p)) = �′(VA(q)).Â) ÷×ÉÄÕ �ÕÎËÔÁ (Á), �ÏÌÅ VA Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÌÑ vA ÎÁ RPn. ï�ÉÛÉÔÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÕÌÅÊ.×) îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ �ÏÌÅÊ vA É vB .ðÏÄÕÍÁÊÔÅ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 3.13.3. æÁÚÏ×ÙÅ �ÏÔÏËÉ; ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉ�Ù3.15. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÏÌÅÊ X É Y ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.9 ×ÙÑÓ-ÎÉÔÅ, ÚÁÄÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏ �ÏÌÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ �ÏÔÏË ÎÁ ÓÆÅÒÅ Ó Ä×ÕÍÑ�ÒÏËÏÌÁÍÉ; ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ.3.16. òÅÛÉÔÅ ÎÁ R ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x′ = xk ÄÌÑ ×ÓÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÙÈ �ÅÌÙÈ k > 0.3.17. îÁ R2 ⊂ RP2, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁ-ÔÁÍÉ (1 : x : y), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ k > 0, ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅxk ��x . ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, �ÒÉ ËÁËÉÈ k ÜÔÏ �ÏÌÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ RP2; × ÔÅÈÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, ×Ù�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÌÏÂÁÌØ-ÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ �ÏÔÏË. (õËÁÚÁÎÉÅ. óÕÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ, ÎÅ �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÎÏ×ÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.)3.18. ðÕÓÔØ X|Ó×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, p; q ∈X . äÏËÁÖÉÔÅ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : X →X , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ p × q.3.19. ðÕÓÔØX|Ó×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É �ÕÓÔØ F1; F2 ⊂X|ÅÇÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' : X → R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 0 6 '(x) 6 1 �ÒÉ ×ÓÅÈx ∈X , É �ÒÉ ÜÔÏÍ ' ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ F1 É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ F2. (õËÁÚÁÎÉÅ. (X \ F1) ∪ (X \ F2)|ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏËÒÙ-ÔÉÅ.)3.20. ðÕÓÔØ X|ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ É Y ⊂ X|ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÇÌÁÄËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁ Y ÍÏÖÎÏ�ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ X .4. ðÌÏÔÎÏÓÔÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ3.21. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÁ4�r2.



290 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ3.22. ðÕÓÔØ 
 : (0; 1)→ Rn|ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ F (t; u) = 
(t) + u
′(t), ÇÄÅ t ∈ (0; a) (ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÅÒÔÙ×ÁÀÝÅÊÓÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ). ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ F : (0; 1)× (0; a)→ Rn|×ÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ F ((0; 1)× (0; a))⊂ Rn �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ ÞÉÓÌÕ a2.3.23. ðÏÌÏÖÉÍ G = GLn(R). äÌÑ g ∈ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tg : G→ GÌÅ×ÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ g.Á) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ G, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ Tg (ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : X →X , ÅÓÌÉ f∗! = !).Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÆÏÒÍÙ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁ G.3.24. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R3 ÆÏÒÍÕ ! = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S2 ⊂ R3 ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ-ÎÁÔ.Á) ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÆÅÒÙ S2 ÆÏÒÍÁ � = !|S2 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ?Â) îÁÊÄÉÔÅ ZS2 |�|.3.25. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ dx ∧ dy ÎÁ R2 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÈ ×ÒÁÝÅÎÉÊ.Â) éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÌÉ ÆÏÒÍÁ ! ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.24 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ËÁË ÏÎÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÔÉÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ?5. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)3.26. ðÕÓÔØ Y |�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X , É �ÕÓÔØ ÇÌÁÄ-ËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : X → R �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ Y . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (df)|Y = 0.3.27. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÁË ËÁË TxX ∼= (mx=m2x)∗, ÉÍÅÅÍ
T ∗x X ∼=mx=m2x. äÌÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f : X → R Ï�ÉÛÉÔÅ (df)x ËÁË ÜÌÅ-ÍÅÎÔ × mx=m2x.3.28. ðÕÓÔØ ! = dx+ x dy|ÆÏÒÍÁ ÎÁ R2.Á) ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÌÉ ÏÎÁ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ !|U , ÇÄÅ U ⊂ R2|ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) × ×ÉÄÅ dg, ÇÄÅ g|ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ?Â) ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÌÉ ÏÎÁ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ !|U , ÇÄÅ U ⊂ R2|ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) × ×ÉÄÅ fdg, ÇÄÅ f É g| ÇÌÁÄËÉÅÆÕÎË�ÉÉ?3.29. ðÕÓÔØ ! = dx+ y2 dz|ÆÏÒÍÁ ÎÁ R3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ÌÉ ÏÎÁ (ÉÌÉÈÏÔÑ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ !|U , ÇÄÅ U ⊂ R3|ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï) × ×ÉÄÅ fdg, ÇÄÅ f É g|ÇÌÁÄËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ?



úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 2913.30. åÓÌÉ !|ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ k É v1; : : : ; vk |×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ, ÔÏÞÅÒÅÚ !(v1; : : : ; vk) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅ xÒÁ×ÎÏ !x((v1)x; : : : ; (vk)x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ !|ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1, ÔÏ(d!)(v; w) = v!(w)− w!(v)− !([v; w℄)(ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ?).3.31. ðÏÌÏÖÉÍG= {x0 + ix1 + jx2 + kx3 : x20 + x21 + x22 + x23 = 1}(ÇÒÕ��Á Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ). äÌÑ g ∈G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚLg : G→G ÌÅ×ÙÊ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ g (Tg(s) = gs). äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ !ÎÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ L∗g! = ! ÄÌÑ ×ÓÅÈ g ∈G.ðÕÓÔØ !1, !2 É !3|ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ 1-ÆÏÒÍÙ ÎÁ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ËÁÓÁ-ÔÅÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ë ÅÄÉÎÉ�Å ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ dx1 (ÓÏÏÔ×. dx2, dx3).Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 
�;�
 , ÞÔÏ d!� ==∑ 
�;�
!� ∧ !
 .Â) îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ.6. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ)3.32.îÁ R3 ÚÁÄÁÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ! = dx ∧ dy + dy ∧ dz ++ dz ∧ dx. îÁÊÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÏÒÍÕ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ! = d�.3.33. ðÕÓÔØ p= (a; b) ∈ R2. ðÏÌÏÖÉÍ!p = (x− a) dy − (y − b) dx(x− a)2 + (y − b)2 ∈ 
1(R2 \ {p}):ðÕÓÔØ 
 : [0; 1℄→ R2|ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
(0) = 
(1);�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p =∈ 
[0; 1℄.Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 12� Z
 !p|�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍËÒÉ×ÏÊ 
 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p).Â) ðÕÓÔØ U ⊂ R2 \ (
([0; 1℄))| Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z
 !p ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ p ∈ U .3.34. ðÕÓÔØ Sn−1 ⊂ Rn| ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ × Rn Ó ÏÂÙÞÎÏÊ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ Rn É Sn−1 ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ, É �ÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ � ∈ 
n−1(Sn−1) ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÓÑËÏ-ÍÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e1; : : : ; en−1 ∈ TpSn−1 ÏÂß-ÅÍ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ e1; : : : ; en−1 (ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �|ÜÔÏ �ÆÏÒÍÁ ÏÂßÅÍÁ�).



292 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒÁ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ� = n∑j=1(−1)j−1xj dx1 ∧ : : : ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 : : : ∧ dxn;ÇÄÅ x1; : : : ; xn|Å×ËÌÉÄÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Rn.Â) ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Sn−1 × (0;+∞) → Rn ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ(u; r) 7→ ru (�ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ�). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ'∗(dx1 ∧ : : : ∧ dxn) = rn−1p∗1� ∧ p∗2dr;ÇÄÅ p1 É p2|�ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.×) äÌÑ ËÁËÉÈ � ∈ R ÆÕÎË�ÉÑ (1 + |x|)� ÓÕÍÍÉÒÕÅÍÁ ÎÁ Rn?3.35. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H1DR(S1).3.36*. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ H2DR(S1 × S1).3.37.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁÍÉ �Ï ×ÓÅÍ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ k-ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍ.3.38. ðÕÓÔØ B | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÆÏÒÍÁ ÎÁ R2n; ÅÓÌÉ RP2n−1 |�ÒÏÅËÔÉ×ÉÚÁ�ÉÑ ÎÁÛÅÇÏ R2n, ÔÏ ×ÓÑËÏÊÔÏÞËÅ x ∈ RP2n−1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ R2n, �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ Hx ∋ x, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ �ÒÏÅËÔÉ-×ÉÚÁ�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á {y : B(x; y) = 0}.ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á TxHx ⊂ TxRP2n−1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅ ÎÁ RP2n−1. éÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ ÌÉ ÏÎÏ?3.39. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ G(k; n) (k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × Rn) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n.Â) þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n?7. L1, L2 É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ3.40. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L2(X;�)⊂ L1(X;�), ÅÓÌÉ �(X)<∞.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,L2(X;�) 6⊂L1(X;�), ÅÓÌÉ �(X)=∞.3.41. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L1(Rn) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L2(Rn) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ �ÌÏÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.3.42. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(Rn) (�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �ÌÏÔÎÏÅ × L2(Rn).Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ D(Rn) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ 1, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÌÏÔÎÙÍ × L2(Rn).



úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 2933.43. ðÕÓÔØ {fn}|�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ C(R) ∩ L1(R),�ÒÉÞÅÍ fn → f ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ R É f ∈ L1(R). óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏfn → f × L1(R)?îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × �ÒÉÎÑÔÙÈ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈf̂(t) = 1(2�)n=2 ∫ f(x)e−i〈x;t〉 dx1 : : : dxn:÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ e−(x21+:::+x2n)=2 ÒÁ×ÎÏe−(t21+:::+t2n)=2.3.44. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = e−|x| ÎÁ R.3.45. ðÕÓÔØ Q|ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ (n × n)-ÍÁÔÒÉ�Á. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉf(x) = e−txQx ÎÁ Rn (ÇÄÅ x = (x1; : : : ; xn) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ×ÅË-ÔÏÒ-ÓÔÏÌÂÅ�).3.46. ðÕÓÔØ f(x) ={x2 �ÒÉ −16 x6 1;0 ÉÎÁÞÅ:ìÅÖÉÔ ÌÉ f̂ × L1(R)?3.47. Á) ðÕÓÔØ f|ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉ-ÔÅÌÅÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f̂|×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÅÓÌÉ f ∈ L1(R) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É f̂×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ, ÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ËÏÍ-�ÁËÔÎÙÍ.×) ðÕÓÔØ f ∈ D(R) É f̂ ∈ D(R). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f = 0.3.48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ Rn ×ÇÒÕ��Õ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉ�Å, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx 7→ ei〈x;a〉 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ Rn.8. òÑÄÙ æÕÒØÅ É �ÒÏÞÅÅ3.49. ðÕÓÔØ a; b > 0. îÁÊÄÉÔÅ Ó×ÅÒÔËÕ ÆÕÎË�ÉÊ e−a|x|2 É e−b|x|2 ÎÁ Rn(ÎÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ �ÒÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ!).3.50. �ÁË ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁ S(Rn), ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË 4, ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÔÏÌØËÏ ±1 É ±i. ÷ÓÅ ÌÉ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ?



294 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ3.51. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ T ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×æÕÒØÅ ÚÁÄÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ {an}n∈Z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |an|=O(|n|−K) �ÒÉ ×ÓÑËÏÍ K > 0.3.52. Á) ðÕÓÔØ f ∈ S(R). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∑n∈Z

f(2�n) = 1√2� ∑n∈Z

f̂(n)(�ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ�). (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÔÅ g(x) =∑ f(x+ 2�n).)Â) äÌÑ t > 0 �ÏÌÏÖÉÍ �(t) = ∑n∈Z

e−n2t:äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï�(t) =√�t �(�2t ):3.53. ðÕÓÔØ f; g ∈C2(T), �ÒÉÞÅÍ f̂(n) = ĝ(n) = 0 �ÒÉ n < 0.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ h = fg ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ĥ(n) = 0 �ÒÉn < 0.Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ u = ef ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ û(n) = 0 �ÒÉn < 0.×*) ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ f É g ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÎÁ T?3.54. ðÕÓÔØ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ∈ L1(T) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f × L1-ÍÅÔÒÉËÅ.9. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á óÏÂÏÌÅ×Á3.55. Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ y = |x|, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁËÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ R. Â) îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ y = [x℄, ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ËÁË ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ R.3.56. äÌÑ ' ∈ D(R) �ÏÌÏÖÉÍu(') = lim"→+0 ∫(−∞;−")∪(";+∞) '(x) dxx :ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(') ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ' 7→ u(')Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ R; ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ v:p:(1=x).



úÁÄÁÞÉ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÅÍÅÓÔÒÕ 2953.57. äÌÑ ' ∈ D(R) �ÏÌÏÖÉÍu(') = lim"→+0 ∫

R

f(x)dxx+ i" :Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(') ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ' 7→ u(') Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ R (ÏÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 1=(x+ i0)).Â) îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀ v:p:(1=x) É 1=(x+ i0).3.58. îÁÊÄÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ R) (x2) · ÆÉ (x2) · v:p:(1=x).3.59. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÅÌØÚÑ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å.3.60. Á) ìÅÖÉÔ ÌÉ ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ × Rn × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅóÏÂÏÌÅ×Á? åÓÌÉ ÎÅÔ|ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÅÓÌÉ ÄÁ|ÕËÁÖÉÔÅ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÉÍÅÎÎÏs ÏÎÁ ÌÅÖÉÔ × Hs.Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÆÕÎË�ÉÀ èÅ×ÉÓÁÊÄÁ ÎÁ R (ÔÁË ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÌÕÞÁ (0;+∞)). åÓÌÉ ÓÅÊÞÁÓ ÏÔ×ÅÔÉÔØÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ×ÅÒÎÉÔÅÓØ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ËÏÇÄÁ �ÏÚÎÁËÏÍÉÔÅÓØ Ó ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ.×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅu= ∞∑n=−∞

TnÆ;ÇÄÅ Æ|ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, u(') = ∞∑n=−∞
'(n)).üËÚÁÍÅÎ ÚÁ ÔÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ3.61. ðÕÓÔØ ! = x3 dy − y3 dx (ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ R2), É�ÕÓÔØ 
 : S1 → R2|ÇÌÁÄËÁÑ ÉÍÍÅÒÓÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ZS1 
∗! = 0,ÔÏ 
 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.3.62. ðÕÓÔØ ÎÁ Rn ÚÁÄÁÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (·; ·), É �ÕÓÔØ k ∈ (0;n)|�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÌÏÖÉÍX = {(e1; : : : ; ek) ∈ (Rn)k : (ei; ej) = Æij}:Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X|Ó×ÑÚÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ; ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.Â) ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏ ÌÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X?



296 �ÒÅÔÉÊ ÓÅÍÅÓÔÒ×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ k > 1 ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅÂÅÚ ÎÕÌÅÊ.3.63. ðÕÓÔØ 
 : S1 → Rn|ÇÌÁÄËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ, É �ÕÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞ-ËÉ p ∈ 
(S1) ÚÁÄÁÎ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ v(p) ∈ Rn, ÎÅ ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ËÒÉ×ÏÊ
 É ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ p. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 �ÏÌÏÖÉÍF" = {p+ tv(p) : 0< t < "}:Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ F" Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ �ÒÉ ×ÓÅÈ " < � .Â) ðÕÓÔØ � > 0:03, Á �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ F0:01 É F0:02 ÒÁ×ÎÙ 0:2 É0:5 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ �ÌÏÝÁÄØ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ F0:03.3.64. ðÕÓÔØ f |ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ R3 Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
∫

R3 f dx1 dx2 dx3 =−13 ∫

R3(x1 �f�x1 + x2 �f�x2 + x3 �f�x3) dx1 dx2 dx3:3.65. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R2 ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕu : ' 7→
∫∫

−16x161
−16x261'(x1; x2) dx1 dx2;ÇÄÅ ' ∈ D(R2). ðÒÉ ËÁËÉÈ s ∈ R ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ u ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅóÏÂÏÌÅ×Á Hs?




